Cetvrto predavanje iz Teorije skupova 29/10/2005

Kratak rezime proslog predavanja:

Razmatramo prebrojive skupove, tj. skupove ekvipotentne sa skupom N.

Cilj nam je dokazati da je prebrojiva unija prebrojivih skupova ponovo prebrojiv skup.
Prosli puta smo naveli sljedece propozicije i lemu:

Propozicija 1 Neka je { By, : k € N} familija skupova koja ima svojstvo da je za sve k € N skup
By, konac¢an (moguce i prazan!), te su ¢lanovi familije u parovima disjunktni. Tada je skup | By
konacan ili prebrojiv.

Propozicija 2 Neka je { By : k € N} familija skupova koja ima svojstvo da je za sve k € N skup
By, konacan (moguce i prazan!).Tada je skup \J By konacan ili prebrojiv.

(Za razliku od prethodne propozicije ovdje ne pretpostavljamo da su ¢lanovi familije u parovima
disjunktni).

Lema 1 Neka je A konacan, a B prebrojiv skup. Tada je skup AU B prebrojiv.

Propozicija 3 Neka je n € N proizvoljan, te neka su Ay, ..., A, prebrojivi skupovi. Tada je
skup Ay U ... U A, takoder prebrojiv.

U dokazu sljedece propozicije ¢emo koristiti aksiom izbora, pa ¢emo ga sada navesti.
Tom aksiomu je posveéeno zadnje predavanje ovog kolegija.

Aksiom izbora
Neka je {A; : i € I} familija nepraznih skupova koji su u parovima disjunktni. Tada postoji
skup B tako da je za sve i € I presjek B N A; jednoclan skup.

Na sljedecoj slici ilustriramo aksiom izbora (familiju skupova i izborni skup).

Zadatak. Pokazite primjerom da je nuzan uvjet da su clanovi familije u parovima disjunktni.

Kada se u dokazu nekog teorema, odnosno propozicije, leme ili korolara, koristi aksiom izbora
tada ¢emo to istaknuti u samom iskazu pisuéi ”(AC)” (eng. axiom of choice).
To je bas slucaj u sljede¢oj propoziciji.
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Propozicija 4 (AC)
Neka je {Ay - k € N} familija skupova ¢iji su elementi u parovima disjunktni prebrojivi skupovi.
Tada je skup U Ay prebrojiv.

keN
Dokaz. Neka je By = {0, 1, 3, 5, 7, ...}, azasvaki k € N, k # 0, neka je B, = {(2i +1) - 2~ :
i € N}. Lako je vidjeti da vrijedi:

a) za sve k € N skup By je prebrojiv;
b) za sve i # j vrijedi B; N B; = (;

C) U Bk = N;
keN
d) za sve k € N vrijedi Ay ~ By.

Za k € N oznacimo s A, skup svih bijekcija izmedu Aj i By. Iz aksioma izbora slijedi da
postoji skup B tako da je za sve k € N skup BN A jednoélan. Za svaki k& € N oznacimo sa fj,
funkciju za koju vrijedi BN Ap = {fi}.

Sada definiramo f : U A — N tako da vrijedi f|a, = fi. Ocito je funkcija f bijekcija. Q.E.D.
keN

Zadatak. Primjenom aksioma koje smo do sada naveli dokazite da je za sve k € N kolekcija Aj,
skup, te da je {A; : k€ N} skup.

Napomena o drugom nacinu dokaza prethodne propozicije: dijagonalni postupak.

Posto je svaki skup A, prebrojiv mozemo njegove elemente poredati u niz. Time imamo:

Ay o.ooan a2 a3 G
Ay ... a1 ag a3 G
Az ... a3z axp as ax

Sada dijagonalno definiramo trazenu bijekciju, tj. uredene parove poredamo u niz na sljedeci
nacin:

aix aiz A1 ai13 G2 31 A14 A23

Zadatak. Primjenjujudi dijagonalni postupak za dokaz N? ~ N izvedite eksplicitnu formulu za
bijekciju.

Uputa: Cantorova funkcija C(z,y) = 3(z+y)(z +y+1) + y

Vidi: 1. Mihalj, Prebrojivost skupa racionalnih brojeva i konstrukcija zmijaste funkcije, MFL 215 (2004),
185-190

M. Radi¢, Analiticki prikaz nekih injektivnih funkcija sa skupa N x N u skup N, MFL XXXTI (1980-81),
str. 13

Korolar 1 (AC)

Neka je { Ay, : k € N} familija skupova, pri cemu je za sve k € N skup Ay konacan ili prebrojiv.
Tada je skup Upen A konacan ili prebrojiv.

(Uocite da za razliku od prosle propozicije dopustamo da élanovi familije nisu nuzno u parovima
disjunktni, te da mogu biti i konacni.)
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Dokaz. Pretpostavimo da skup |J Ay, nije konacan. Definiramo induktivno familiju skupova {4}, : k € N}
ovako:

Al = A,
L= Au \ (A4 U LU A

Ocito vrijedi |JAr = U Aj). Zatim, za sve k € N je skup Aj, konacan ili prebrojiv, te za i # j vrijedi
A; N Aj = 0.

Oznacimo s A uniju svih kona¢nih skupova Aj.. Iz propozicije 1 slijedi da je skup A konacan ili prebrojiv.
Zatim, ozna¢imo s B uniju svih prebrojivih skupova Aj). Ocito vrijedi J Ay = AU B.

Ako je B = (), tj. ne postoji niti jedan prebrojivi skup A}, tada je AU B konacan, a onda i skup
U Ag.

Ako postoji samo kona¢no mnogo skupova A} koji su prebrojivi tada primjenom propozicije 3 slijedi
da je skup B prebrojiv. Sada iz leme 1 slijedi da je skup A U B prebrojiv, a onda i skup |J Ag.

Konacno, ako postoji prebrojivo mnogo skupova Aj. koji su prebrojivi tada primjenom prethodne
propozicije 4 slijedi da je skup B prebrojiv. 1z leme 1 slijedi da je skup A U B prebrojiv, a onda i skup
UAx. Q.E.D.

Korolar 2 Vrijede sljedece turdnje:
a) skup cijelih brojeva je prebrojiv;
b) skup racionalnih brojeva Q je prebrojiv;
¢) N x N, N®, ... su prebrojivi skupovi.
Dokaz. a) Z={1,2,3,...} U{0}U{-1,-2,-3,...};

b) Oznac¢imo za svaki k € N sa Qj, skup {%, %, %, ...}. Ocito je svaki skup Qy, prebrojiv. Tada je Upen Qx

prebrojiva unija prebrojivih skupova, a onda iz korolara 1 slijedi da je to prebrojiv skup. Posto je ocito

QT = U Q;, tada je taj skup prebrojiv. No, @ = Q* U {0} UQ ™, tj. skup racionalnih brojeva je unija
keN

dva prebrojiva skupa i jednog konacénog skupa.

(Prebrojivost skupa Q se moze dokazati i dijagonalnim postupkom.)

c) Neka je za svaki k € N definirano Ay = {(m,n) : m +n = k}. Ocito je svaki skup Ay konacan, te za
sve i # j vrijedi A;NA;j = 0. Posto je N x N = UA, tada imamo da je N x N prebrojiva unija konac¢nih
skupova. Dalje indukcijom. Q.E.D.

Sljededi korolar je vrlo vazan za kolegije Mat. logika 1 i Mat. logika.

Korolar 3 Neka je A prebrojiv skup. Oznacimo sa A* skup svih konacnih nizova iz A (odnosno,
to je skup svih rijeci alfabeta A). Tada je skup A* prebrojiv.

Dokaz. Zasvek € N, k # 0, skup A* je prebrojiv (vidi tvrdnju ¢) korolara 2). O¢ito vrijedi A* = U AF
keN

Zadatak. Neka je A prebrojiv skup. Dokazite da je tada i skup svih konac¢nih podskupova od
A prebrojiv.
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Propozicija 5 (AC)
Svaki beskonacan skup sadrzi prebrojiv podskup.

Dokaz. Neka je X beskonacan skup. Za sve n € N ozna¢imo N,, = {1,2,...,n}, te X,, = {f |

f N, — X je injekcija}. Ocito X, # @, Vn € N.

Promotrimo familiju {X,, | n € N}. To je neprazna familija skupova koji su u parovima disjunk-

tni. Iz aksioma izbora slijedi da postoji skup B koji sadrzi toéno jedan element iz X,, , Vn € N.

Ozna¢imo BN X,, = {fn}, Yn € N.

Promotrimo skup X' = U Imf, C X. Skup X' je prebrojiva unija kona¢nih skupova. Primije-
neN

timo jos samo da X' nije konacan (jer za sve n € N skup I'mf, sadrzi n elemenata). Q.E.D.

Napomena 1 O drugom nacinu dokaza prethodne propozicije:
A 7£ %) , a1 € A

A\{a1} # O, uzmemo neki ay € A\ {a1}

A\{ai, a2} # O, uzmemo neki az € A\ {a1,as}

Tada je {ay,as, ...} prebrojiv podskup. No, u ovom dokazu nigdje nije istaknuto gdje se upotre-
bljava aksiom izbora.

Domaéa zadaéa. Napisite seminar o aksiomu prebrojivog izbora (eng. axiom of countable
choice).

Koliko je taj aksiom vazan za matematicku analizu?

Literatura: Poizat, Course in Model Theory, str. 168-170;

Potter, Mengentheorie, str. 112-114

S. Haber, The Axiom of Choice and Calculus Revision: A Dialogue,
The Math. Intelligencer, 13 (1991), 2023

T. Jech, Set Theory (str. 44)

K. Keremedis, Disaster in topology without the axiom of choice,
Arch. Math. Logic, 40 (2001), 569-580

E. Tachtsis, Disaster in metric topology without choice,
Comment. Math. Univ. Carolinae, 43 (2002), 165-174
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1.4. Neprebrojivi skupovi

Ponovimo definiciju neprebrojivog skupa.
Za skup A kazemo da je neprebrojiv ako je beskonacan i nije prebrojiv.
Kako bi naveli neke primjere neprebrojivih skupova moramo prvo dokazati neke ¢injenice.

Propozicija 6 Neka je A beskonacan i B C A neki konacan podskup. Tada vrijedi A ~ A\ B.
Dokaz. Neka je B = {bg,b1,...,b,}. Ocito je skup A\ B beskonacan. Iz propozicije 5 slijedi
da postoji C' = {co, ¢1, ¢, ...} prebrojiv podskup od A\ B. Na sljedecoj slici je ilustracija ideje
dokaza, tj. ideja definicije jedne bijekcije izmedu skupova A1 A\ B.

Sada definiramo funkciju f: A — A\ B :

ci, akojex = b
f(x) =1 Caq14i, akojex =

z, akoje ze€ A\ (BUC).

Ocito je funkcija f bijekcija. Time smo dokazali A ~ A\ B.
Q.E.D.

Korolar 4 Za sve realne brojeve a < b vrijedi:

[a,b] ~ {a,b) ~ (a,b] ~ [a,b)

Korolar 5 Svi omedeni intervali od R su medusobno ekvipotentni.

Dokaz. Prije smo bili dokazali da za vrijedi [a,b] ~ [c,d], za sve realne brojeve a < b i ¢ < d.
Sada tvrdnja korolara slijedi iz prethodnog korolara 4. Q.E.D.

Korolar 6 Svaki omedeni interval od R je ekvipotentan sa R.

Dokaz. Znamo da je funkcija tg : (=75, 5) — R bijekcija. To znaci da vrijedi (-7, ) ~ R. Sada

tvrdnja korolara slijedi iz prethodnog korolara 5. Q.E.D.
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