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0.3. Neki aksiomi Zermelo—Fraenkelove teorije.
Egzistencija uredenog para i Kartezijevog produkta.
Definicija relacija i funkcija.

Aksiomi o skupovima ¢e biti ve¢inom sljedeceg oblika:

ako je A skup (ili vise skupova) tada operacija F' primjenjena na A opet daje (novi)
skup.

No, prije takvih aksioma iskazujemo dva osnovna aksioma ZF teorije skupova. Zelimo jos istaknuti
da aksiome teorije ZF gradimo pomocu varijabli, zagrada, logickih veznika (=, A, V, —, <),
kvantifikatora i simbola € .

Aksiom ekstenzionalnosti
Ako su A i B skupovi takvi da je AC B i B C A tada je A= B.
Formalno:

Vx‘v’y(‘v’z(zEtzEy) —>x:y>

Taj aksiom koristimo prilikom dokazivanja skupovnih identiteta.

Domacéa zadada. Dokazite: (AN B)°=A°UB° i (AUB)*= A°N B".

(Prilikom promatranja razlike skupova nuzno je zadati univerzum).

Napomena za studente nastavnickog profila: Iz aksioma ekstenzionalnosti posebno slijedi
{1,2,3} ={3,1,2} i {1,2,2,3,1} ={1,2,3}.

Aksiom praznog skupa: postoji skup koji ne sadrzi niti jedan element, t;j.

3xVy(y & )

Iz aksioma ekstenzionalnosti slijedi da je takav skup jedinstven.
Iz tog razloga mozemo uvesti oznaku za taj jedinstveni objekt: ().

Sada navodimo jos neke aksiome teorije ZF, i to one koji su nam u ovom trenutku najpotrebniji.

Aksiom partitivnog skupa: ako je x skup tada je kolekcija svih njegovih podskupova takoder
skup, tj. VedyVz(z € y < 2z C x).
Iz aksioma ekstenzionalnosti slijedi jedinstvenost partitivnog skupa, pa uvodimo oznaku P(.).

Aksiom para: za svaka dva skupa x i y postoji skup ¢iji su x i y jedini elementi, tj.

VxVyEIzVu(u €z (u=zVu= y))

Iz aksioma ekstenzionalnosti slijedi jedinstvenost (neuredenog) para, pa uvodimo oznaku {z,y}.

Iz aksioma para slijedi da za svaki skup = postoji skup {z,z}. Po dogovoru taj skup oznacavamo

sa {z}.



Istaknimo koje skupove za sada znamo: (), {0}, {0,{0}}, ...
No, iz do sada navedenih aksioma ne slijedi ¢ak ni egzistencija trojke, tj. ako su x,y, z skupovi tada jos

ne mozemo tvrditi da je {z,y, z} skup, a kamoli egzistencija nekog beskonaénog skupa.
Primjenom aksioma unije slijedit ¢e da za svaki n € N postoji n—¢lani skup.

Aksiom unije: za svaki skup je klasa elemenata svih njegovih elemenata ponovno skup, tj.

VedyVz(z € y <> Jt(t € x Az €1)).

Pokusat ¢emo objasniti aksiom unije na jednom primjeru.

Neka je dan skup A = {0, {b,¢}, {d}}. Tada aksiom unije tvrdi da je kolekcija objekata, koji
su elementi nekog elementa od A, takoder skup.

U ovom sluc¢aju to znaéci da je {b, ¢, d} takoder skup.

Na sljedecoj slici ilustriramo aksiom unije.

i)

Primjenom aksioma ekstenzionalnosti slijedi da je skup y, Cija egzistencija se tvrdi u aksiomu unije,
jedinstven. Za dani skup x sa Uz oznacavamo skup ¢ija se egzistencija tvrdi u ovom aksiomu.

Akosuz i y skupovi tada iz aksioma para slijedi egzistencija skupa {x, y}. Iz aksioma unije slijedi
da je U{z,y} takoder skup. Taj skup standardno oznacavamo sa = U y.

Ako su x1, x9 i x3 skupovi tada iz aksioma para slijedi da postoje skupovi {x1, z2} 1 {x3}.
Ponovnom primjenom aksioma para slijedi da postoji skup {{z1,z2}, {z3}}.

Iz aksioma unije slijedi da postoji skup U{{z1, x2}, {x3}}, tj. trojka {x1, z2, z3}.

Akojen e N, n >0, texy, ..., z, skupovi, tada bi na sasvim analogan nacin dokazali da postoji skup

{.1'1,. . .,xn}.

Uocite da iz navedenih aksioma ne slijedi egzistencija beskonacnog skupa. Kasnije ¢emo navesti aksiom
beskonaécnosti iz kojeg ¢e direktno slijediti egzistencija beskonacnog skupa.

Definicija 1 Neka sux i y skupovi. Tada skup {{z},{x,y}} nazivamo uredeni par, i oznaéavamo

ga s (z,y).
(Ovo je Kolomogorovljeva definicija uredenog para).



Propozicija 1 Ako vrijedi (x1,y1) = (w2, y2) tada je x1 = y1 i T2 = Yo.

Dokaz. Po pretpostavci imamo {{z1},{x1,y1}} = {{z2}, {x2,y2}}. Iz aksioma ekstenzionalnosti slijedi da
su moguca sljedeca dva slucaja:

a) {x1} = {z2}; Iz aksioma ekstenzionalnosti slijedi x1 = zo. Zatim, iz (z1,y1) = (z2,y2)
slijedi {z1,y1} = {22, y2}, a onda lako slijedi y; = y2.
b) {z1} = {@2, 12}

Iz aksioma ekstenzionalnosti slijedi 1 = z9 1 1 = ¥y, tj. x1 = T2 = yo. Zatim, iz
(x1,y1) = (w2,y2) slijedi jos {z1,y1} = {x2}. Primjenom aksioma ekstenzionalnosti
slijedi opet x1 = y1 = @o.

Iz svega zaklju¢ujemo da je x1 = y1 = T2 = ys.

Definicija 2 Za sve n € N, n > 2, induktivno definiramo uredenu n—torku ovako:
("Eh xQ) = {{I}, {‘%‘7 y}}

(1, Tpy1) = (1,0 20), Tpat)

Kako bismo mogli govoriti o Kartezijevom produktu skupova, a onda o relacijama i funkcijama
sada navodimo shemu aksioma separacije.

Shema aksioma separacije: ako je z skup i F neko zadano svojstvo' tada je klasa svih z € x
koji imaju svojstvo F' takoder skup, tj. formalno

VedyVz(z € y < (z € x A F(2)).

Govorimo shema aksioma, a ne aksiom, jer tu zapravo imamo beskona¢no aksioma — za svako
svojstvo I imamo po jedan aksiom.

Propozicija 2 Neka su x i y skupovi. Tada je klasa {(2',y') : 2’ € x, ¥ € y} takoder skup.
Navedenu klasu nazivamo Kartezijev produkt skupova z iy, te je oznacavamo sa x X y.

Dokaz. 1z aksioma unije slijedi da postoji skup x Uy. Iz aksioma partitivnog skupa slijedi da postoji skup
P(P(x Uy)). Sada iz sheme aksioma separacije slijedi da je kolekcija
{z :2€ P(P(xUy)) A Juiv(z = (u,v))} skup, tj.  x y je skup. Q.E.D.

Na sasvim analogan nacin moze se dokazati da za svaki n € N, n > 2, te proizvoljne skupove
T1y..., Ty, je kolekcija {(z],...,2)) : 2} € x1, ..., 2], € x,} takoder skup. Navedena kolekcija

se naziva Kartezijev produkt skupova z1, ..., x,, te oznacava sa xq X ... X Ty,.

Definicija 3 Binarna relacija R na skupovima x i y je proizvoljni podskup Kartezijevog pro-
dukta x xy. Ako su x4, ..., x, skupovi tada je n—-mjesna relacija proizvoljni podskup Kartezijevog
produkta x1 X ... X x,.

Sada se ne¢emo posebno baviti relacijama. Kasnije ¢emo posebno promatrati relacije uredaja.

ITo¢nije, F je proizvoljna formula teorije ZF. Ovdje neé¢emo strogo definirati pojam formule. Grubo reéeno,
formula je konac¢an niz znakova koji mogu biti varijable, zagrade, 1gi¢ki veznici, kvantifikatori i simbol € .

8



Funkcije
Definicija 4 Neka su xq,...,2Zn, Y1, .-, Ym Skupovi. Neka je D Cxy X ... xXx, & fCaxy X...X
Ty X Y1 X .. Y tako da za sve (ay,...,a,) € D vrijedi:
(a1, ... an,b1,. . by), (a1,...,an, by, ..., b)) € f povlacib; =,
za sve i =1,...,m. Tada kaZemo da je f n-mjesna funkcija.

Ponovimo neke osnovne pojmove i ¢injenice o funkcijama: domena, kodomena, identiteta, inkluzija,
slika, praslika, graf, ...

Prisjetimo se nacina zadavanja funkcija: formulom, po slucajevima, opisno, tablicom, grafom,
grafikonom, ...

Kazemo da su funkcije f : A — B i ¢g: C — D jednake, te piSemo f = ¢, ako vrijedi A = C,
B = D, te za sve x € A vrijedi f(x) = g(x).

Radi jednostavnijeg zapisa promatramo samo funkcije jedne varijeble.

Propozicija 3 Neka je f: X — Y neka funkcija, te A, B C X. Tada vrijedi:

f(AUB) = f(A)U f(B) i f(ANB) C f(A) N f(B).
Pokazite primjerom da za presjek opcenito ne mora vrijediti jednakost.
Ako je f: X — Y funkcijai C C Y tadaje f~1(C)={x € X : f(z) € C}. Skup f~'(C) nazivamo
praslika skupa C.
Propozicija 4 Neka je [ : X — Y neka funkcija, te C;, D C Y. Tada vrijedi:
f(cub) = fF(C)u D) i fHenD)=fHC)n fH(D).
Ponovimo definiciju kompozicije funkcija. (Dokazite da je kompozicija funkcija asocijativna. Je li
komutativna?)
Prisjetimo se pojmova: restrikcija i prosirenje funkcije; injekcija, surjekcija, bijekcija, inverzna
funkcija...
Propozicija 5 Neka su f i g funkcije takve da je definirana kompozicija f o g. Tada vrijedi:
a) ako je funkcija f o g surjekcija tada je i funkcija f surjekcija;

b) ako je funkcija f o g injekcija tada je i funkcija g injekcija.



