Goodsteinov teorem

Sada ¢emo izre¢i Goodsteinov teorem. On govori o prirodnim brojevima.

Tri su razloga zasto izricemo taj teorem.

Prvi je razlog to sto je tvrdnja teorema pomalo ¢udna na prvi pogled, ¢ak izgleda nevjerojatna.
Ovaj razlog je najmanje vazan, ali ve¢ina studenata upravo to vide kao vaznost Goodsteinovog
teorema.

Drugi razlog je da se za njegov dokaz koriste beskona¢ni ordinalni brojevi, iako teorem govori o
prirodnim brojevima.

Treci razlog je zapravo najvazniji, ali je najvjerojatnije nerazumljiv za ve¢inu studenata.
Godelov prvi teorem nepotpunonsti govori da svaku istinitu tvrdnju o prirodnim brojevima nije
moguce dokazati pomoc¢u Peanovih aksioma.

Dokazano je da Goodsteinov teorem nije moguce dokazati samo pomocu Peanovih aksioma, tj.
da je za njegov dokaz nuzno koristiti beskona¢ne ordinalne brojeve.

Kako bi mogli izre¢i Goodsteinov teorem moramo definirati prikaz prirodnog broja u superbazi
i Goodsteinov niz prirodnog broja.
Te pojmove ne¢emo strogo definirati ve¢ ¢emo ih objasniti pomoc¢u primjera.

Svima je poznat pojam prikaza broja u nekoj bazi. Npr. prikazimo brojeve 27 i 521 u bazi 2:
271 =2"+23+2'+20 i 521=274+2%+2°

Prikazati neki broj u superbazi b znaci prvo broj prikazati u bazi b, zatim eksponente prikazati
u bazi b, pa eksponente eksponenata prikazati u bazi b, ...
Pogledajmo to na primjeru prikaza brojeva 27 i 521 u superbazi 2:

27 =24 193491 1 90— 92" | 92+1 | 9l 4 90

521 =27 +23 4 20 = 2%+ 4 92+ 4 90 = 9241 4 o241 4 90

Ovdje je kao primjer dan i prikaz broja 521 u superbazi 3:

521 =2-3°4+3342-342=2-3324+334+2.34+2

Pojam Goodsteinovog niza definiramo prvo na primjeru broja 8.

Prvi ¢lan Goodsteinovog niza broja 8 je on sam. Oznacavamo ga sa (8); = 8.

Kako bi dobili drugi ¢lan niza prikazimo prvo broj 8 u superbazi 2, tj. 8 = 221,

Umjesto svih dvojki u prikazu 22*! napisemo trojke, pa dobivamo 33*!.

Zatim od tako dobivenog broja oduzmemo 1. Time smo dobili drugi ¢lan Goodsteinovog niza,
tj. (8)2 = 80.

Prikazimo sada broj 80 u superbazi 3, zatim zamijenimo sve trojke s cetvorkama, te oduzmemo
jedan. Dobili smo (8)3 = 553.

Nadamo se da je jasan daljnji postupak konstrukcije Goodsteinovog niza.

Bez daljnjih detaljnih objasnjena navodimo nekoliko prvih clanova Goodsteinovog niza broja 8.
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Sada navodimo nekoliko prvih ¢lanova Goodsteinovog niza broja 25.

(25); =25 =22 422+ 41

33 433+ 4 q

(25)2 = 333 + 33+1 ~ 1013

4 gt

(25)5 =4" +3-4'+3-4°4+3.-42+3-4 43~ 10"
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Evo jos desetak ¢lanova Goodsteinovog niza broja 266.
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(266)9 = 101" +5.10°+5-10°+...5-10+1 ~ 100"

Najvjerojatnije ste zakljucili da Goodsteinovi nizovi brojeva 8, 25 i 266 teze prema beskonacnosti.
No, prevarili ste se. R. L. Goodstein je dokazao 1944. godine sljedeci teorem.

Teorem. Svaki Goodsteinov niz zavrsava s nulom.

Kako je to moguce? U prvi tren se ¢ini nevjerojatno.
Pokusat ¢emo vas u istinitost Goodsteinovog teorema uvjeriti navodeci niz broja 3.
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Uocite da je u jednom trenutku clan Goodsteinovog niza manji od superbaze (u ovom slucaju to

je (3)3)



Nakon toga ¢lanovi Goodsteinovog niza strogo padaju, pa posto se radi o prirodnim brojevima
niz mora zavrsiti s nulom.

Za neke prirodne brojeve ¢lan Goodsteinovog niza koji je manji od trenutne superbaze moze biti
vrlo velik.

(Npr. duljina Goodsteinovog niza za broj 4 je broj koji ima vise od 121 210 700 znamenaka).

Za strogi dokaz Goodsteinovog teorema koristi se transfinitna indukcija do ordinalnog broja €.
Ideja dokaza je vrlo jednostavna. Svakom c¢lanu Goodsteinovog niza se pridruzuje beskonacni
redni broj manji od rednog broja €.

Tada se dokaze da pridruzeni redni brojevi strogo padaju.

Primjenom transfinitne indukcije do rednog broja ¢y tada slijedi da svaki strogo padajuéi niz
rednih brojeva mora zavrsiti s nulom (sjetite se tvrdnje ekvivalentne aksiomu matematicke in-
dukcije!)

Promotrimo pridruzivanje ordinalnih brojeva ¢lanovima Goodsteinovog niza broja 4

(umjesto superbaze uvrstavamo ordinali broj w).
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Posto Goodsteinov teorem govori o prirodnim brojevima, prirodno se namece pitanje moze li se provesti
dokaz tog teorema u kojem se nece koristiti beskonacni redni brojevi.

Godine 1982. je dokazano da se Goodsteinov teorem ne moze dokazati primjenom samo prirodnih brojeva
(toénije pomoc¢u Peanovih aksioma).

To znaci da je za dokaz tog teorema nuzna primjena beskonaénih rednih brojeva.

To je zapravo najvaznije u vezi Goodsteinovog teorema.

Time je taj teorem u direktnoj vezi s Godelovim teoremima nepotpunosti.
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