1. ZADATAK

grupa A a) Odredite projekciju tocke (3, —5,2) na ravninu y = 4.
odgovor: (3,4,2)
b) Napisite jednadzbu tangente na kruznicu x2+y?—4z+12y+23 =
0 u jednoj (bilo kojoj) od njenih to¢aka s apscisom z = 1.
odgovor: Tangenta u tocki (1,—2) ima jednadzbu —x +4y+9=10,au
tocki (1, —10) jednadzbu x + 4y + 39 = 0.
¢) Odredite udaljenost glavnog i sporednog tjemena elipse 722 +
22 = 14.
odgovor: Udaljenost je d = va? + b% = 3.
d) Odredite kut izmedu asimptota hiperbole z? — 432 = 20.
odgovor: Koeficijenti smjerova asimptota su :tg = j:%, pa je ¢ = arctg 3
Ili: ¢ = 2arctg %.
e) Napisite jednadzbu parabole kojoj je tjeme T'(4, 1), a fokus F'(4, —2).
odgovor: Kako je g = |TF| = 3, jednadzba glasi (z — 4)? = —12(y — 1).

grupa B a) Odredite projekciju tocke (—2,3,1) na ravninu z = 5.
odgovor: (5,3,1)
b) Napigite jednadzbu tangente na kruznicu 2% +y? —22+10y+9 =
0 u jednoj (bilo kojoj) od njenih tocaka s apscisom z = 2.
odgovor: (2,—1)...x4+4y+2=0; (2,-9)...—z+4y+38=0
c¢) Odredite udaljenost glavnog i sporednog tjemena elipse 3x2 +
y? = 15.
odgovor: 2v/5
d) Odredite kut izmedu asimptota hiperbole 222 — 7y? = 14.
2V/14
odgovor: arctg —
e) Napisite jednadzbu parabole kojoj je tjeme T'(—2,—1), a fokus
F(—4,-1).
odgovor: (y+1)2 = —8(z +2)

grupa C a) Odredite projekciju totke (2, —4,—3) na ravninu z = 3.
odgovor: (2,—4,3)
b) Napisite jednadzbu tangente na kruznicu 22 +y?+122—2y+24 =
0 u jednoj (bilo kojoj) od njenih to¢aka s ordinatom y = 3.
odgovor: (—3,3)...3z+2y+3=0; (—9,3)...3x —2y+33=0
c¢) Odredite udaljenost glavnog i sporednog tjemena elipse 512 +
3y? = 15.
odgovor: 2v/2
d) Odredite kut izmedu asimptota hiperbole 22 — 3y? = 18.
odgovor: arctgy/3 = 60°
e) Napigite jednadzbu parabole kojoj je tjeme T'(1,—3), a fokus
F(-2,-3).
odgovor: (y+3)? = —12(x — 1)



grupa D a) Odredite projekciju to¢ke (—2,—1,3) na ravninu y = —2.
odgovor: (—2,-2,3)
b) Napigite jednadzbu tangente na kruznicu #2+y?+8r—6y—1 = 0
u jednoj (bilo kojoj) od njenih tocaka s apscisom x = 1.
odgovor: (1,2)...520 —y—3=0; (1,4)...524+y—9=0
c¢) Odredite udaljenost glavnog i sporednog tjemena elipse 422 +
y? = 16.
odgovor: 2v/5
d) Odredite kut izmedu asimptota hiperbole 322 — 8y? = 24.

4V6

odgovor: arctg &

e) Napisite jednadzbu parabole kojoj je tjeme T'(—2,3), a fokus
F(-2,5).
odgovor: (z +2)% =8(y — 3)

2. ZADATAK

Odredite zajednicku normalu pravaca
r+1 y  z-2 i r—2 y+6 2z-6
2 -1 1 e R T

i njihovu medusobnu udaljenost.

pP1...

Rjesenje. 1z jednadzbi danih pravaca vidimo da su P1(—1,0,2) i Py(2,—6,6)
redom totke na pravcima p; i p2, a vektori smjera tih pravaca su s =
(2,-1,1) i s3 = (0,1,-3).

Neka je traZena zajednicka normala pravac n. Vektor smjera s;, tog pravca
dobijemo iz uvjeta okomitosti na s1 1 $3. Kako je

A o
S1X$=12 —1 1]|=2i+6j+2k=(2,6,2),
0o 1 -3

to moZemo uzeti s;, = (1,3,1).

Neka je m; ravnina koja sadrzi pravac p; i ujedno vektor s,. Analogno,
neka je mo ravnina koja sadrzi pravac po i vektor s;. Tada pravac n mora
lezati u ravninama m; i 72, pa je n = m N ma.

Nije tesko izracunati jednadzbe ravnina 7 1 ma:

z+1 y z-2

... 2 -1 1 |=0 & 4dox+4+y—72+18=0,
1 3 1
r—2 y+6 z—-6

T ... 0 1 -3 =0 & 1W0x-3y—z—-32=0.
1 3 1

Sada izra¢unamo jednadzbu pravca n:

dr+y—T24+18=0 - r+1 y+14 =z
10z -3y —2—-32=0 1 3 1



Udaljenost pravaca p; i p2 je jednaka udaljenosti tocaka 77 = py Nn =
p1N72 1Ty = poNn = paNmy. Lako se dobije da je T1(3, —2,4) i T5(2, -5, 3),
pa je d(p1,p2) = d(Th, Tz) = V11. O

Malo drugacije rje§enje. Kao iu prvom nac¢inu dobijemo vektor smjera s, =
(1,3,1) pravca n, zatim jednadzbu ravnine 7y . . . 4z+y—72+18 = 01 konacno
totku Ty = po N = (2,-5,3). Znamo da je tocka T na pravcu n i da je
r—2 y+5 z-3
13 1

vektor smjera toga pravca S, pa je n... (8to smo

dobili i prvim nacinom).
Ako su 71 = (—1,0,2) i 7 = (2,—6,6) radijvektori nekih dvaju tocaka
na pravcima p; i p2 redom, onda udaljenost medu pravcima ra¢unamo po

sljedeé¢oj formuli
volumen
(visina paralelepipeda = ———):
povrsina baze

g (51, $3,71 — 73)| _ |Sp - (11 — 732)] _ |(1,3,1) - (—3,6,—4)] _ | —3+18 —4| _ Vil
EEE 5 (3,1 rrwrr U
|

Potpuno drugadije rjesenje. Kao i u prvom nacinu dobijemo vektor smjera
Sy = (1,3,1) pravca n koji je zajednitka normala (okomica) danih pravaca.

Prebacimo li jednadZzbe pravaca p; i p2 u parametarski oblik vidimo da
totke na pravcu p; imaju koordinate (—1 + 2t,—t,2 +t), t € R, a tocke
na pravcu p imaju koordinate (2,—6 + s,6 — 3s), s € R. Ako je tocka
A(—1+ 2t,—t,2 + t) presjek pravaca p; i n, a tocka B(2,—6 + 5,6 — 3s)
presjek pravaca ps i n, onda su vektori AB i Sn, kolinearni, pa postoji A € R
takvo da je AB = ASy,. ZapiSemo li ovo kooordinatno

(3—2t,—6+s+t,4—3s—t)=A(1,3,1),

dobivamo sustav od tri linearne jednadzbe s tri nepoznanice:

3—2t=2A\
—6+s+t=3\
4—3s—t=M\.

Rjesenje tog sustava jet =2, s =1, A = —1, pa je A(3,—2,4), B(2,-5,3).
r—2 y+5 z-3
13 1

Zato je jednadzba pravca n... (uzeli smo tocku

B), a udaljenost pravaca pj i p2 je

d(p1,p2) = d(A, B) = |AB| = |(~1,3,-1)| = V12 + 32 + 12 = V/11.

Kratka rjeSenja za sve grupe.



grupa pravci p1 i pa zajednicka normala | udaljenost p; i pa
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x — 0 z— x — Y z—
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x Yy z— x — Y z—
1 2 —1 1 1 3
O
3. ZADATAK
A Dana je parabola y?> = 8z i tocka A(—4,2). Odredite udaljenost

fokusa parabole od pravca koji spaja diralista tangenata povucenih
iz tocke A na parabolu.

RjeSenje: 1z jednadzbe parabole mozemo ocitati parametar p = 4,
a onda je fokus F' = (2,0). Pravac u zadatku je polara tocke A
s obzirom na parabolu, koja ima jednadzbu y - 2 = 4(:1: + (—4)),
odnosno py ...2x —y—8 = 0. UvrStavanjem u formulu za udaljenost
tocke od pravca, dobivamo

2.2-0-8] 4V5
V22 12 5
Moze se i postepeno: iz uvjeta tangencijalnosti 2kl = 4 i uvjeta

prolaska tockom A, 2 = k- (—4) + [, mozemo dobiti jednadzbe tan-
genata,

d(F,pa) =

tl...y:§+4 i ta...y=—x—2.

Kao sjecista tangenata i parabole dobiju se diralista, D1 = (2,—4) i
Dy = (8,8), a onda je polara pravac D1Ds ...y = 2z — 8. Ostalo kao
i gore.




B Parabola je 4% = 4z, a tocka je A = (—4,3). Parametar je p = 2,
jednadzbe tangenata su y = —1 —x iy =4+ 7, diralista su (1, -2)
i(16,8), polara ima jednadzbu 2x — 3y — 8 = 0, fokus je tocka (1,0),
a njihova udaljenost je %3173.

C Parabola je y?> = 4z, a tocka je A = (—6,5). Parametar je p = 2,
jednadzbe tangenata suy = —1 -z iy = 6+ §, diralidta su (1, -2) i
(36,12), polara ima jednadzbu 2z — 5y — 12 = 0, fokus je tocka (1,0),
a njihova udaljenost je 1027\6@.

D Parabola je y?> = 8z, a tocka je A = (—1,1). Parametar je p = 4,
jednadzbe tangenata su y = —1 —2x i y = x + 2, diralista su (%, —2)
i (2,4), polara ima jednadzbu 4z —y — 4 = 0, fokus je tocka (2,0), a

njihova udaljenost je 41—\/7177.

4. 7ZADATAK

e Tangenta elipse s diralistem u toc¢ki D sijede glavnu os u tocki A, a
ortogonalna projekcija totke D na tu os je tocka B. Ako je O srediSte
elipse, a a duljina glavne poluosi, dokazite da vrijedi |OA|-|OB| = a?.

Rjesenje. Postavimo elipsu u Kartezijev koordinatni sustav na stan-
dardni nac¢in (glavna os na x-osi, a sporedna na y-osi). Tada je
jednadzba elipse b2z? + a’y? = a?b®. Neka su koodinate tocke
D(z¢,y0). Koordinate tocke B su o¢ito (xo,0), a tangenta na elipsu
u tocki D ima jednadzbu b?zox + a®yoy :2a2b2, pa sijefe x-os u tocki

A(a?/x0,0). Sada je |OA| - |OB| = x - . O
o
e U sporednim tjemenima elipse M i N povucene su tangente koje
neku treéu tangentu sijeku redom u tockama P i (). Dokazite da je
umnozak |M P| - |NQ| jednak kvadratu duljine glavne poluosi.

Rjesenje. Postavimo elipsu u Kartezijev koordinatni sustav na stan-
dardni nacin (glavna os na z-osi, a sporedna na y-osi).Tada je jed-
nadzba elipse b?z2 + ay? = a®b%. Ako su koodinate toc¢ke D(zq, o),
onda vrijedi b?x3 + a?y2 = a?b? jer je tocka D na elipsi. Tan-
gente u tockama M (0,b) i N(0,—b) na danu elipsu su redom pravci
y = biy = —b. Tangenta na elipsu u tocki D ima jednadzbu
2

a“(b—

b xor+a’yoy = a®b?, pasijece pravac y = bu tocki P<(by0), b),
T

a2(b + o)

brg —b) . Sada vrijedi

a pravac y = —b u tocki Q(

_d?(b—y) a®(btyo) _ o'V’ —y3) _ a?(a®V? —dPyg) _ a’Vaf
|MP[-|INQ| = ' = 2.2 2.2 = 2.2 — 4
bxg bxg bexg bexg bexj
pri ¢emu smo predzadnju jednakost dobili iz ¢injenice da tocka D lezi
na elipsi. O

Napomena. U druge dvije grupe rjeSenja su potpuno analogna prethodnima
samo §to se na potrebnim mjestima zamijeni mala/sporedna (polu)os sa
velika/glavna (polu)os i obratno. O



5. ZADATAK

grupa A Neka je M = [ (();

4. Pripadni svojstveni vektori su oblika (—2t,3t) i (3t,2t) za t € R.
Odaberemo jedini¢ne vektore i’ = \/%(—2,3) iy = \/%*3(_3’ —2).
-2 -3
. _ L . . .
Tada matrica QQ = UG 3 o } ima determinantu 1. Uvodimo

_65 } Svojstvene vrijednosti matrice M su -9 i

novi koordinatni sustav (0; 2'y’) s vezom koordinata

vl=eli)

Iz 62y + 8y% = 9 dobivamo —9z'? 4 4y = 36, tj.

y/2 x/2

9 4
Sada vidimo da je rije¢ o hiperboli s poluosima a = 3 i b = 2.
Koordinate fokusa u koordinatnom sustavu (O;’,y’) su (0, £v/13)

Racunanjem
x| 0 0 1 -2 -3 0 | £3
y | +V/13 | 13| 3 -2 +V/13 | | £2
vidimo da su fokusi tocke Fi1(3,2) i Fo(—3, —2).
2
Asimptote dane hiperbole su pravci @’ = iay’ = jzgy'. Kako je
MR
Y y VI3[ -3 =2 ]|y |’

asimptote su pravci
—2r+3y
V13

3
tj.y:Oiy:—Zx.

grupa B Rijec¢ je o hiperboli s poluosima a = 2 i b = 4. Fokusi hiperbole su
3

—3r — 2y

2
3 V13

tocke F1(4,—2) i F5(—4,2). Asimptote su pravci y = 1 iz=0.

grupa C Rije¢ je o hiperboli s poluosima a = 11 b = 3. Fokusi hiperbole su
3
tocke F1(1,3) i Fo(—1,—3). Asimptote su pravci y = —1% iy=0.

grupa D Rije¢ je o hiperboli s poluosima a = 1 i b = 4. Fokusi hiperbole su
15
totke F1(4,1) 1 F»(—4,—1). Asimptote su pravci y = g7 ixz=0.



