
1. zadatak
grupa A a) Odredite projekciju to£ke (3,−5, 2) na ravninu y = 4.

odgovor: (3, 4, 2)
b) Napi²ite jednadºbu tangente na kruºnicu x2+y2−4x+12y+23 =

0 u jednoj (bilo kojoj) od njenih to£aka s apscisom x = 1.
odgovor: Tangenta u to£ki (1,−2) ima jednadºbu −x + 4y + 9 = 0, a u

to£ki (1,−10) jednadºbu x + 4y + 39 = 0.
c) Odredite udaljenost glavnog i sporednog tjemena elipse 7x2 +

2y2 = 14.
odgovor: Udaljenost je d =

√
a2 + b2 = 3.

d) Odredite kut izme�u asimptota hiperbole x2 − 4y2 = 20.
odgovor: Koe�cijenti smjerova asimptota su± b

a = ±1
2 , pa je ϕ = arctg

4
3
.

Ili: ϕ = 2 arctg b
a .

e) Napi²ite jednadºbu parabole kojoj je tjeme T (4, 1), a fokus F (4,−2).
odgovor: Kako je p

2
= |TF | = 3, jednadºba glasi (x− 4)2 = −12(y − 1).

grupa B a) Odredite projekciju to£ke (−2, 3, 1) na ravninu x = 5.
odgovor: (5, 3, 1)

b) Napi²ite jednadºbu tangente na kruºnicu x2+y2−2x+10y+9 =
0 u jednoj (bilo kojoj) od njenih to£aka s apscisom x = 2.

odgovor: (2,−1). . .x + 4y + 2 = 0; (2,−9). . .−x + 4y + 38 = 0
c) Odredite udaljenost glavnog i sporednog tjemena elipse 3x2 +

y2 = 15.
odgovor: 2

√
5

d) Odredite kut izme�u asimptota hiperbole 2x2 − 7y2 = 14.

odgovor: arctg
2
√

14
5

e) Napi²ite jednadºbu parabole kojoj je tjeme T (−2,−1), a fokus
F (−4,−1).

odgovor: (y + 1)2 = −8(x + 2)

grupa C a) Odredite projekciju to£ke (2,−4,−3) na ravninu z = 3.
odgovor: (2,−4, 3)

b) Napi²ite jednadºbu tangente na kruºnicu x2+y2+12x−2y+24 =
0 u jednoj (bilo kojoj) od njenih to£aka s ordinatom y = 3.

odgovor: (−3, 3). . . 3x + 2y + 3 = 0; (−9, 3). . . 3x− 2y + 33 = 0
c) Odredite udaljenost glavnog i sporednog tjemena elipse 5x2 +

3y2 = 15.
odgovor: 2

√
2

d) Odredite kut izme�u asimptota hiperbole x2 − 3y2 = 18.
odgovor: arctg

√
3 = 60◦

e) Napi²ite jednadºbu parabole kojoj je tjeme T (1,−3), a fokus
F (−2,−3).

odgovor: (y + 3)2 = −12(x− 1)
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grupa D a) Odredite projekciju to£ke (−2,−1, 3) na ravninu y = −2.
odgovor: (−2,−2, 3)

b) Napi²ite jednadºbu tangente na kruºnicu x2+y2+8x−6y−1 = 0
u jednoj (bilo kojoj) od njenih to£aka s apscisom x = 1.

odgovor: (1, 2). . . 5x− y − 3 = 0; (1, 4). . . 5x + y − 9 = 0
c) Odredite udaljenost glavnog i sporednog tjemena elipse 4x2 +

y2 = 16.
odgovor: 2

√
5

d) Odredite kut izme�u asimptota hiperbole 3x2 − 8y2 = 24.

odgovor: arctg
4
√

6
5

e) Napi²ite jednadºbu parabole kojoj je tjeme T (−2, 3), a fokus
F (−2, 5).

odgovor: (x + 2)2 = 8(y − 3)

2. zadatak
Odredite zajedni£ku normalu pravaca

p1 . . .
x + 1

2
=

y

−1
=

z − 2
1

i p2 . . .
x− 2

0
=

y + 6
1

=
z − 6
−3

i njihovu me�usobnu udaljenost.

Rje²enje. Iz jednadºbi danih pravaca vidimo da su P1(−1, 0, 2) i P2(2,−6, 6)
redom to£ke na pravcima p1 i p2, a vektori smjera tih pravaca su ~s1 =
(2,−1, 1) i ~s2 = (0, 1,−3).

Neka je traºena zajedni£ka normala pravac n. Vektor smjera ~sn tog pravca
dobijemo iz uvjeta okomitosti na ~s1 i ~s2. Kako je

~s1 × ~s2 =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
2 −1 1
0 1 −3

∣∣∣∣∣∣
= 2~i + 6~j + 2~k = (2, 6, 2),

to moºemo uzeti ~sn = (1, 3, 1).
Neka je π1 ravnina koja sadrºi pravac p1 i ujedno vektor ~sn. Analogno,

neka je π2 ravnina koja sadrºi pravac p2 i vektor ~sn. Tada pravac n mora
leºati u ravninama π1 i π2, pa je n = π1 ∩ π2.

Nije te²ko izra£unati jednadºbe ravnina π1 i π2:

π1 . . .

∣∣∣∣∣∣

x + 1 y z − 2
2 −1 1
1 3 1

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇔ 4x + y − 7z + 18 = 0,

π2 . . .

∣∣∣∣∣∣

x− 2 y + 6 z − 6
0 1 −3
1 3 1

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇔ 10x− 3y − z − 32 = 0.

Sada izra£unamo jednadºbu pravca n:

n . . .

{
4x + y − 7z + 18 = 0
10x− 3y − z − 32 = 0

⇔ x + 1
1

=
y + 14

3
=

z

1



Udaljenost pravaca p1 i p2 je jednaka udaljenosti to£aka T1 = p1 ∩ n =
p1∩π2 i T2 = p2∩n = p2∩π1. Lako se dobije da je T1(3,−2, 4) i T2(2,−5, 3),
pa je d(p1, p2) = d(T1, T2) =

√
11. ¤

Malo druga£ije rje²enje. Kao i u prvom na£inu dobijemo vektor smjera ~sn =
(1, 3, 1) pravca n, zatim jednadºbu ravnine π1 . . . 4x+y−7z+18 = 0 i kona£no
to£ku T2 = p2 ∩ π1 = (2,−5, 3). Znamo da je to£ka T2 na pravcu n i da je
vektor smjera toga pravca ~sn, pa je n . . .

x− 2
1

=
y + 5

3
=

z − 3
1

(²to smo
dobili i prvim na£inom).

Ako su ~r1 = (−1, 0, 2) i ~r2 = (2,−6, 6) radijvektori nekih dvaju to£aka
na pravcima p1 i p2 redom, onda udaljenost me�u pravcima ra£unamo po
sljede¢oj formuli
(visina paralelepipeda =

volumen
povrsina baze):

d =
|(~s1, ~s2, ~r1 − ~r2)|

|~s1 × ~s2| =
| ~sn · (~r1 − ~r2)|

| ~sn| =
|(1, 3, 1) · (−3, 6,−4)|

|(1, 3, 1)| =
| − 3 + 18− 4|√

12 + 32 + 12
=
√

11.

¤

Potpuno druga£ije rje²enje. Kao i u prvom na£inu dobijemo vektor smjera
~sn = (1, 3, 1) pravca n koji je zajedni£ka normala (okomica) danih pravaca.
Prebacimo li jednadºbe pravaca p1 i p2 u parametarski oblik vidimo da

to£ke na pravcu p1 imaju koordinate (−1 + 2t,−t, 2 + t), t ∈ R, a to£ke
na pravcu p2 imaju koordinate (2,−6 + s, 6 − 3s), s ∈ R. Ako je to£ka
A(−1 + 2t,−t, 2 + t) presjek pravaca p1 i n, a to£ka B(2,−6 + s, 6 − 3s)
presjek pravaca p2 i n, onda su vektori −−→AB i ~sn kolinearni, pa postoji λ ∈ R
takvo da je −−→AB = λ ~sn. Zapi²emo li ovo kooordinatno

(3− 2t,−6 + s + t, 4− 3s− t) = λ(1, 3, 1),

dobivamo sustav od tri linearne jednadºbe s tri nepoznanice:




3− 2t = λ

−6 + s + t = 3λ

4− 3s− t = λ.

Rje²enje tog sustava je t = 2, s = 1, λ = −1, pa je A(3,−2, 4), B(2,−5, 3).
Zato je jednadºba pravca n . . .

x− 2
1

=
y + 5

3
=

z − 3
1

(uzeli smo to£ku
B), a udaljenost pravaca p1 i p2 je

d(p1, p2) = d(A,B) = |−−→AB| = |(−1, 3,−1)| =
√

12 + 32 + 12 =
√

11.

¤

Kratka rje²enja za sve grupe.



grupa pravci p1 i p2 zajedni£ka normala udaljenost p1 i p2

A x + 1
2

=
y

−1
=

z − 2
1

x− 2
0

=
y + 6

1
=

z − 6
−3

x− 2
1

=
y + 5

3
=

z − 3
1

√
11

B x + 5
−1

=
y

−1
=

z − 3
2

x + 2
0

=
y − 3

2
=

z − 4
−3

x + 2
1

=
y − 5

3
=

z − 1
2

√
14

C x− 1
−3

=
y − 2

0
=

z − 6
2

x

2
=

y + 1
−1

=
z − 3
−1

x + 4
2

=
y − 1

1
=

z − 5
3

√
14

D x− 4
−3

=
y + 2

0
=

z + 3
1

x

1
=

y + 5
2

=
z − 3
−1

x− 2
1

=
y + 1

1
=

z − 1
3

√
11

¤

3. zadatak
A Dana je parabola y2 = 8x i to£ka A(−4, 2). Odredite udaljenost

fokusa parabole od pravca koji spaja dirali²ta tangenata povu£enih
iz to£ke A na parabolu.

Rje²enje: Iz jednadºbe parabole moºemo o£itati parametar p = 4,
a onda je fokus F = (2, 0). Pravac u zadatku je polara to£ke A
s obzirom na parabolu, koja ima jednadºbu y · 2 = 4

(
x + (−4)

)
,

odnosno pA . . . 2x−y−8 = 0. Uvr²tavanjem u formulu za udaljenost
to£ke od pravca, dobivamo

d(F, pA) =
|2 · 2− 0− 8|√

22 + 12
=

4
√

5
5

.

Moºe se i postepeno: iz uvjeta tangencijalnosti 2kl = 4 i uvjeta
prolaska to£kom A, 2 = k · (−4) + l, moºemo dobiti jednadºbe tan-
genata,

t1 . . . y =
x

2
+ 4 i t2 . . . y = −x− 2 .

Kao sjeci²ta tangenata i parabole dobiju se dirali²ta, D1 = (2,−4) i
D2 = (8, 8), a onda je polara pravac D1D2 . . . y = 2x−8. Ostalo kao
i gore.



B Parabola je y2 = 4x, a to£ka je A = (−4, 3). Parametar je p = 2,
jednadºbe tangenata su y = −1− x i y = 4 + x

4 , dirali²ta su (1,−2)
i (16, 8), polara ima jednadºbu 2x− 3y− 8 = 0, fokus je to£ka (1, 0),
a njihova udaljenost je 6

√
13

13 .
C Parabola je y2 = 4x, a to£ka je A = (−6, 5). Parametar je p = 2,

jednadºbe tangenata su y = −1−x i y = 6+ x
6 , dirali²ta su (1,−2) i

(36, 12), polara ima jednadºbu 2x−5y−12 = 0, fokus je to£ka (1, 0),
a njihova udaljenost je 10

√
29

29 .
D Parabola je y2 = 8x, a to£ka je A = (−1, 1). Parametar je p = 4,

jednadºbe tangenata su y = −1− 2x i y = x+2, dirali²ta su (1
2 ,−2)

i (2, 4), polara ima jednadºbu 4x− y− 4 = 0, fokus je to£ka (2, 0), a
njihova udaljenost je 4

√
17

17 .

4. zadatak
• Tangenta elipse s dirali²tem u to£ki D sije£e glavnu os u to£ki A, a
ortogonalna projekcija to£ke D na tu os je to£ka B. Ako je O sredi²te
elipse, a a duljina glavne poluosi, dokaºite da vrijedi |OA|·|OB| = a2.

Rje²enje. Postavimo elipsu u Kartezijev koordinatni sustav na stan-
dardni na£in (glavna os na x-osi, a sporedna na y-osi). Tada je
jednadºba elipse b2x2 + a2y2 = a2b2. Neka su koodinate to£ke
D(x0, y0). Koordinate to£ke B su o£ito (x0, 0), a tangenta na elipsu
u to£ki D ima jednadºbu b2x0x+a2y0y = a2b2, pa sije£e x-os u to£ki
A(a2/x0, 0). Sada je |OA| · |OB| = x0 · a2

x0
= a2. ¤

• U sporednim tjemenima elipse M i N povu£ene su tangente koje
neku tre¢u tangentu sijeku redom u to£kama P i Q. Dokaºite da je
umnoºak |MP | · |NQ| jednak kvadratu duljine glavne poluosi.

Rje²enje. Postavimo elipsu u Kartezijev koordinatni sustav na stan-
dardni na£in (glavna os na x-osi, a sporedna na y-osi).Tada je jed-
nadºba elipse b2x2 + a2y2 = a2b2. Ako su koodinate to£ke D(x0, y0),
onda vrijedi b2x2

0 + a2y2
0 = a2b2 jer je to£ka D na elipsi. Tan-

gente u to£kama M(0, b) i N(0,−b) na danu elipsu su redom pravci
y = b i y = −b. Tangenta na elipsu u to£ki D ima jednadºbu
b2x0x+a2y0y = a2b2, pa sije£e pravac y = b u to£ki P

(a2(b− y0)
bx0

, b
)
,

a pravac y = −b u to£ki Q
(a2(b + y0)

bx0
,−b

)
. Sada vrijedi

|MP |·|NQ| = a2(b− y0)
bx0

·a
2(b + y0)

bx0
=

a4(b2 − y2
0)

b2x2
0

=
a2(a2b2 − a2y2

0)
b2x2

0

=
a2b2x2

0

b2x2
0

= a2,

pri £emu smo predzadnju jednakost dobili iz £injenice da to£ka D leºi
na elipsi. ¤

Napomena. U druge dvije grupe rje²enja su potpuno analogna prethodnima
samo ²to se na potrebnim mjestima zamijeni mala/sporedna (polu)os sa
velika/glavna (polu)os i obratno. ¤



5. zadatak

grupa A Neka je M =
[

0 6
6 −5

]
. Svojstvene vrijednosti matrice M su -9 i

4. Pripadni svojstveni vektori su oblika (−2t, 3t) i (3t, 2t) za t ∈ R.
Odaberemo jedini£ne vektore ~i′ = 1√

13
(−2, 3) i ~j′ = 1√

13
(−3,−2).

Tada matrica Q = 1√
13

[ −2 −3
3 −2

]
ima determinantu 1. Uvodimo

novi koordinatni sustav (0;x′y′) s vezom koordinata[
x′
y′

]
= Q

[
x
y

]
.

Iz 6xy + 8y2 = 9 dobivamo −9x′2 + 4y′2 = 36, tj.
y′2

9
− x′2

4
= 1.

Sada vidimo da je rije£ o hiperboli s poluosima a = 3 i b = 2.
Koordinate fokusa u koordinatnom sustavu (O;x′, y′) su (0,±√13).
Ra£unanjem[
x
y

]
= Q

[
0

±√13

]
=

1√
13

[ −2 −3
3 −2

] [
0

±√13

]
=

[ ±3
±2

]

vidimo da su fokusi to£ke F1(3, 2) i F2(−3,−2).
Asimptote dane hiperbole su pravci x′ = ± b

a
y′ = ±2

3
y′. Kako je

[
x′
y′

]
= Qτ

[
x
y

]
=

1√
13

[ −2 3
−3 −2

] [
x
y

]
,

asimptote su pravci
−2x + 3y√

13
= ±2

3
−3x− 2y√

13
,

tj. y = 0 i y = −3
4
x.

grupa B Rije£ je o hiperboli s poluosima a = 2 i b = 4. Fokusi hiperbole su
to£ke F1(4,−2) i F2(−4, 2). Asimptote su pravci y =

3
4
x i x = 0.

grupa C Rije£ je o hiperboli s poluosima a = 1 i b = 3. Fokusi hiperbole su
to£ke F1(1, 3) i F2(−1,−3). Asimptote su pravci y = −3

4
x i y = 0.

grupa D Rije£ je o hiperboli s poluosima a = 1 i b = 4. Fokusi hiperbole su
to£ke F1(4, 1) i F2(−4,−1). Asimptote su pravci y = −15

8
x i x = 0.


