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Predgovor

Kazimo nesto o oznakama. Matematicari su tokom stoljeca razvili vrlo sofistici-
rane oznake. Mnoge su postale standardne i koriste ih svi, ali neke, iz razlicitih
razloga — nisu. U principu, svejedno je kakve oznake koristimo, ali buduéi sa-
me sebi nisu svrha, znatno olakSava ¢itanje i razumijevanje ako su jednostavne
i, jos vaznije, konzistentne. To znaci da se za istovrsne ili slicne matematicke
objekte koriste slicne oznake — ili mala ili velika slova, grcka slova, slova iz istog
dijela abecede, isti font, i slicno. To naravno nije uvijek moguce, ali mi ¢emo
nastojati biti Sto dosljedniji. Tako ¢e U, V, W, ... uvijek biti otvoreni skupovi,
Q) ¢e uvijek biti otvoren skup u R" ili C koji je domena promatrane funkcije.
Velika pisana slova kao X, U, ... oznacavat ¢e familije skupova, K, C,... neke
specijalne skupove (Kochova krivulja, Cantorov skup, ... ). Skalarni produkt
vektora x i y oznacavat ¢emo sa (z | y), ureden par sa (z,y), a otvoren interval
sa (z,y) (ovdje su naravno x i y realni brojevi). Od oznaka koje nisu u literaturi
standardne koristit ¢emo naprimjer f: 2 C R™ — R™ u znacenju ‘f: Q@ — R™
gdje je 2 € R™. Ova oznaka, matematicki govoreci, nije sasvim korektna, jer
tu nema nikakve funkcije R™ — R™ (dakle funkcije koja bi bila definirana na
¢itavom R™), ali je dovoljno sugestivna da opravdava njeno koristenje. Bo-
lja oznaka za preslikavanje f koje je definirano samo na podskupu 2 C R” je
f:R* O Q — R™. Ovu ¢emo oznaku takoder koristiti. U vezi oznacavanja
funkcija (preslikavanja) i ¢itanja oznacenog, napomenimo i sljedece: f: X — Y
se Cita ‘preslikavanje (funkcija) f sa X u Y, a ne ‘na Y. Kada se kaze na, to
znaci da je f surjekcija, pa ukoliko nemamo zaista posla sa surjektivnim pres-
likavanjem, treba kazati u. Spomenimo takoder, da oznaka f: X — Y znaci da
je funkcija f definirana u svim tockama skupa X.

Koristit ¢emo jos jednu oznaku koja je sasvim nestandardna. Ukoliko je
f: X — Y preslikavanje i y € Y tocka, sa f (y) oznacavat éemo skup tocaka
r € X koje f preslikava u y. Dakle, f (y) :=={x € X : f(x) = y} je original
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iv Predgovor

tocke y. To je podskup od X. Uobicajena oznaka za to je f~1(y), ali u ovoj
knjizi, jer se radi o udzbeniku, pisat éemo f (y) da naglasimo da se ne radi o
vrijednosti inverzne fukcije f~' u tocki vy, koja u danoj situaciji najéesée i ne
postoji, a §to studenti éesto zaborave. Ukoliko inverzna funkcija f~': X — Y u
nekoj situaciji zaista postoji, onda je naravno f~ (y) = {f~1(y)}, $to se najcesée,
iako ne sasvim korektno, pise f (y) = f~'(y) (kao §to se gotovo uvijek isto
tako nekorektno pise f(A) = 1 kada je f(z) = 1 za sve x € A, umjesto, kako
bi trebalo, f(A) = {1}. Posve analogno, oznac¢avat éemo s f (B) original
skupa B C Y. Dakle, f (B) := {z € X : f(z) € B} C X. Ukoliko postoji
inverzna funkcija f~1: Y — X, onda je naravno f  (B) = f~!(B), i ova oznaka
je korektna.
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Popis oznaka

R skup realnih brojeva
R*  skup realnih brojeva razli¢itih od 0
Ry,  skup nenegativnih realnih brojeva
R*%  skup strogo pozitivnih realnih brojeva
N  skup prirodnih brojeva
skup racionalnih brojeva
C  skup kompleksnih brojeva
C*  skup kompleksnih brojeva razli¢itih od 0
Z  skup cijelih brojeva
R"™  n-dimenzionalan euklidski prostor

Q0 otvoren skup u R™ ili C, najceS¢e domena promatrane diferencijabilne od-
nosno derivabilne funkcije

f: SCX —Y preslikavanje f: S — Y, gdje je S C X. Najcesce se koristi
kao f: 2 C R" — R™. Ova oznaka nije sasvim korektna. Bolja je
oznaka:

f: X285 —=Y preslikavanje f: S — Y, gdje je S C X. NajceSce se koristi
kao f: CDO QN —C
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viii OZNAKE

K(Py,r), K(Py,r) otvorena, odnosno zatvorena, kugla (krug, ukoliko se radi
o ravnini) oko tocke Py radijusa r > 0

K(z,7),K(z,7) otvoren, odnosno zatvoren, krug u C oko z radijusa r > 0
Int S  interior skupa S; najveéi otvoren skup koji je sadrzan u S
B(X,Y) prostor omedenih funkcija sa X uY

C(X,Y) prostor neprekidnih funkcija sa X u'Y

BC(X,Y) prostor omedenih neprekidnih funkcija sa X u'Y

— inkluzija

—  surjektivno preslikavanje, preslikavanje na

— injektivno preslikavanje, 1-1 preslikavanje

—»  bijektivno preslikavanje, preslikavanje 1-1 i na

f=0,g=1 konstantna preslikavanja f(x) =0, g(z) =1 zasve xr € X
[a,b]  zatvoren segment realnih brojeva, [a,b] = {t e R:a <t < b}
(a,b)  otvoren interval realnih brojeva, (a,b) ={t € R:a <t < b}
(x|y) skalarni produkt vektora x iy

—

f (y):={zeX: f(x) =y} C X pri cemu je f: X — Y preslikavanje  skup
originala tocke y. Uobicajena je oznaka f~1(y). Ovu oznaku éemo ko-
ristiti kada zelimo naglasiti da se ne radi o inverznom preslikavanju,
koje mozda u danoj situaciji i ne postoji.

—

f (B):={xzeX:f(x) e B} C X original skupa B. Uobicajena je oznaka
f=1(B).

a* ~* trag (slika) puta a odnosno v; npr. v* := ~([a,b]) C R", gdje je
v: la,b] — R™ put u R, str. 6

Y1+ + -+ suma puteva vyi,..., Vg, str. 7

f,y fds integral realne funkcije duz puta; integral prve vrste, str. 9

f7 F dv integral vektorskog polja F' duz puta ~; integral druge vrste, str. 11



OZNAKE ix

fvw integral diferencijalne 1-forme w duz puta ~; integral druge vrste,
str. 12
W integral diferencijalne 1-forme duz zatvorenog puta =, str. 12
Wy kutna forma, str. 12
—y inverzan put; suprotan put, str. 13
df vanjski diferencijal realne funkcije f shvacene kao diferencijalne 0-forme,
str. 16

R2 :=R?\ {(z,0) : 2 <0} ravnina R? bez negativnog dijela x-osi, tj. bez
polupravca koji s pozitivnim dijelom z-osi zatvara kut od 7 radija-
na, str. 18
dw = > (0;F; — 0;F;)dx; N\ dr;  vanjski diferencijal diferencijalne 1-forme w,
i<j
str. 19

p={a=ty <t <---<ty, =b} razdioba segmenta [a,b], tj. skup
{to,t1,...,tg(p)} s uredajem a = to < t; < ---ty,) = b, str. 43

p(I) skup svih razdioba p segmenta I, str. 43

V(f,p) varijacija funkcije f s obzirom na razdiobu p, str. 43

V(f) totalna varijacija funkcije f, str. 43

V), V(f,[a,b]) totalna varijacija funkcije f na segmentu [a, b], str. 43
S() singularan skup preslikavanja -y, str. 54

(T',y)  parametrizirani skup, str. 54

H havajska nausnica, str. 54

G, H klase ekvivalencije usporedivih parametrizacija, str. 55

(I,G)  krivulja, str. 55

S orijentacija, str. 59

(T, S,), ((F, 9), 90) orijentirana krivulja, str. 59

T orijentirana krivulja, str. 59



X OZNAKE

(T) duljina krivulje T, str. 60

K Kochova krivulja, str. 61

|z|  modul kompleksnog broja z, str. 77

i =+/-1 imaginarna jedinica, str. 78

Z  konjugirano kompleksan broj, z +iy = x — iy, str. 78

arg z argument kompleksnog broja z; kut izmedu pozitivnog smjera realne
osi i radijvektora tocke z, str. 78

f'(z9)  derivacija funkcije f u tocki zg, str. 79
D(€2)  skup svih funkcija derivabilnih na €, str. 79
Cr:=C\{(x,0): 2 <0} ,str.83

Cy  komplement polupravca iz ishodista koji s pozitivnim dijelom realne osi
zatvara kut 1, str. 85

f7 fdz integral kompleksne funkcije f duz puta ~, str. 86
H(Q)  skup svih funkcija holomorfnih na 2, str. 107
> x,  red, str. 118

[e.@) n
> x, sumareda ) x,, tj. limes lim > xy, str. 118
n=1 " ok=1

limsup p, limes superior niza p,, str. 125

> ¢,  dvostrani red; red ¢iji su ¢lanovi indeksirani cijelim brojevima, str. 137
neZ

K*(20,R) := K(z0,R) \ {20} probusen krug, str. 140
res(f,zp) reziduum funkcije f u tocki zp, str. 153
r(zo, f)  red nultocke ili pola funkcije f, str. 156

Nr(f),Pr(f) broj nultotaka odnosno polova meromorfne funkcije f koji se
nalaze u unutrasnjem podruc¢ju konture I', i to racunajuéi njihov red,
str. 158
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Integrali duz putova
1 krivulja

Do sada smo promatrali integrale tipa f; f(t) dt, dakle integrale funkcije realne
varijable na segmentu [a,b] C R, ili integrale funkcije f: I — R, gdje je I C R?
ili I € R™ pravokutnik odnosno n-dimenzionalan paralelopiped ili, opcenitije,
fs f, gdje je S C R™ neki skup izmjeriv u Jordanovu smislu. Pokazali smo
nadalje, da je integral svake omedene funkcije na skupu povrsine (ili, opéenito,
volumena) nula, jednak nuli (korolar 18.6), a da J-izmjeriv skup S ima povrsinu
(odnosno volumen) nula ako i samo ako je IntS = ) (korolar 17.6). Dakle,
integral omedene funkcije n realnih varijabli po J-izmjerivu skupu S C R" je
mogao biti netrivijalan, tj. razlicit od nule, samo ako je skup S imao neprazan
interior, tj. ako je bio topologki n-dimenzionalan podskup od R™.! Drugim
rije¢ima, integrali funkcije n varijabli, kakve smo dosad proucavali, po skupu
koji je dimenzije manje od n, tj. manje od broja varijabli, i ako postoji — uvijek
je jednak nuli, dakle, u neku ruku, neinteresantan.

Sada ¢emo definirati i proucavati netrivijalne integrale funkcija n varijabli
upravo po nizedimenzionalnim skupovima. U ovom ¢e poglavlju to biti integrali
po krivuljama, dakle nekim jednodimenzionalnim podskupovima od R". Kako
ve¢ sam pojam krivulje nije jednostavan, pocet ¢emo jednostavnijim pojmovi-
ma — integralima duz puteva.

1Vidi npr. teorem 1.8.10 u: R.Engelking. Dimension Theory, North-Holland Publ. Co.,
Amsterdam, 1978.
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§ 22 Vektorske funkcije jedne varijable

Bududéi da ¢e krivulje biti opisane vektorskim funkcijama jedne varijable, dakle
funkcijama f: I — R"™, I = [a,b] C R, prisjetimo se osnovnih ¢injenica o takvim
funkcijama.

Vektorska funkcija f: I — R™ dana je svojim koordinatnim funkcijama, tj.

F&) = (f(t), .-, ful®))

gdjesu f;: I — R, i = 1,...,n, realne funkcije. U slucaju malih dimenzija,
n = 2,3, pise se, naprimjer, i

ili

Fit) = LT+ L&) T+ f3(t)

k
= fo()T+ f(t) T+ f=(t) k.
Funkcija f je neprekidna ako i samo ako su sve njezine koordinatne funkcije f;
neprekidne.

Kad se radi o vektorskoj funkciji jedne varijable, moze se govoriti o deriva-
ciji u tocki ty € (a,b). To je vektor

i on postoji ako i samo ako postoje derivacije f!(tg) svih koordinatnih funkcija,
i u tom slucaju je f'(to) = (fi(to),. .., fi(to)). Kao i za realne funkcije jedne
varijable, i ovdje je postojanje derivacije u ty ekvivalentno diferencijabilnosti
u to, i diferencijal je dan s

Df(to)(h) = (Dfi(to)(h), ..., Dfn(to)(h))

= (f{(to) - hy-.., fi(to) - h)
= (f1(to),..., [n(to)) - h
= f'(to)-h, heR

kao i za realne funkcije.
Ako u krajevima a i b postoje odgovarajuéi jednostrani limesi
f(t) — f(a) f(&) — 1 (b)

/ Y N T
f(a+)'_tl—1>1crbl+ t—a A tl—lgl— t—b
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njih zovemo derivacije u krajevima i oznac¢ujemo jednostavno s f’(a) odnosno
f(b). To su ujedno prave derivacije u tockama a odnosno b bilo kojeg diferen-
cijabilnog prosirenja funkcije f na neki interval koji sadrzi [a, b].

Za preslikavanje f: [a,b] — R™ kaZemo da je diferencijabilno klase C! ili
glatko ako se moze prosiriti na neku okolinu segmenta [a,b] C R do diferencija-
bilnog preslikavanja klase C, tj. ako postoji e > 0 i diferencijabilno preslikavanje
f:la—¢e,b+¢e) — R" klase C* takvo da je 7’[a b = f. Analogno se definira
diferencijabilnost klase C*, k > 1. ’

Napomena 22.1 Glatkoc¢u preslikavanja f mogli smo definiratii bez oslanjanja
na moguénost prosirenja preslikavanja na neku okolinu segmenta [a,b] C R.
Naime, lako se pokazuje da je preslikavanje f: [a,b] — R™ glatko u smislu
prethodne definicije, ako i samo ako je ono neprekidno (na zatvorenom segmentu
[a,b]), diferencijabilno klase C' na otvorenom intervalu (a,b), a u krajnjim
tockama a i b ima jednostrane derivacije f'(a+) i f/(b—) tako da je funkcija

Flat). t=a
- d P e (b
f/(b_)7 t=>b

neprekidna na [a,b]. Medutim, takva je situacija samo za funkcije jedne vari-
jable. Diferencijabilnost je pojam koji je dobro definiran za funkcije kojima je
domena otvoren podskup od R". Ponekad je, medutim, potrebna diferencijabil-
nost i glatkoc¢a funkcija koje su definirane na skupu koji nije otvoren. Opcenito,
kaze se da je funkcija f: S C R® — R™ diferencijabilna (klase C*) ako postoji
njezino prosirenje f: U — R™ na neku okolinu U D S, koje je diferencijabilno
(klase C*). Takvo prosirenje, i ako postoji, nije opéenito jedinstveno, pa ¢ak
i diferencijal tog prosirenja u nekoj tocki P € S moze ovisiti o tome koje se
proSirenje uzme. Za funkcije jedne varijable, to¢nije za funkcije [a,b] — R"
situacija je jednostavnija utoliko Sto, iako prosirenje do diferencijabilnog pres-
likavanja na neku okolinu nije jedinstveno, diferencijal, i derivacije, u rubnim
tockama a i b su neovisni o odabranom proSirenju, pa vrijedi karakterizacija s
pocetka ove napomene.

Napomena 22.2 Ako je T' C R"™ i f: I — T funkcija, onda kazemo da je f
neprekidna, diferencijabilna, klase C*, ... ako je kompozicija I Lo ge

takva, pri cemu je s i: T' — R"™ oznacena inkluzija.

Popisimo osnovne ¢injenice u vezi s derivacijom vektorskih funkcija jedne
varijable.
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Propozicija 22.1
(1) Ako je f: I — R™ konstantna funkcija, onda je f'(t) =0, Vt € I.

(1i) Ako su p: I — R i f: I — R" diferencijabilne funkcije, onda je i produkt
w- f: 1 — R" diferencijabilna funkcija i vrijedi (o - f) =@ - f'+¢" - f.

(1i1) Ako su f,g: I — R™ diferencijabilne funkcije, onda su i
f+g: 1 —R"
(flg): I =R (skalarni produkt),
azan=31
fxg:I—R> (vektorski produkt)

diferencijabilne funkcije, i vrijedi

(f+9) =1 +d
(flg) =19 +(f1d)
(fxg)=fxg+fxg (an=3)
(iv) Ako su funkcije w: J = [e,d] — I i f: I — R™ diferencijabilne, onda je

diferencijabilna i njihova kompozicija fowu: J — R™ i vrijedi (f ou) =
(ffou)-u'. u

Sliéno se moze govoriti i o #ntegralu vektorske funkcije f: I — R”. Ako
su naime sve komponente fi,..., f, funkcije f, R-integrabilne, onda se moze
definirati integral

/abfzfabf(t)dt = (/abfl(t)dt,... ,/abfn(t)dt).
Za n = 3 pise se i

Lbf(t)dt:T/CLbfa:(t)dt—l—f/abfy(t)dt-l-E‘/abfz(t)dt_

Ako je F: I — R"™ funkcija takva da je F'(t) = f(t), t € I, onda kazemo da
je F primitivna funkcija funkcije f, i vrijedi Newton-Leibnizova formula:

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a) (po koordinatama).
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Vrijede dvije formule za parcijalnu integraciju: uz odgovarajuce pretpostavke
na funkcije f,g: I — R™ i p: [ — R, vrijedi

b b
[ G®19®)d = (1) 190) - () [ g@) ~ [ (7/0) [ 9(0) dt

b b
/ p(t) - f(t)dt = p(b) - f(b) — p(a) - f(a) — / o'(t) - f(t)dt.
Svojstvo monotonosti integrala za vektorske funkcije ima sljedeé¢i oblik:

Lema 22.2 Neka je f: [a,b] — R™ R-integrabilna funkcija. Tada je

b b
| [ swart< [l e

Dokaz: Kako je f R-integrabilna, to je ona prema Lebesgueovoj karakterizaciji
R-integrabilnosti, neprekidna osim mozda na skupu (jednodimenzionalne) mjere
nula. Stoga je i || f|| neprekidna osim najvise na skupu mjere nula, pa je i ona
R-integrabilna, tj. desna strana u gornjoj formuli ima smisla.

Oznac¢imo s J = ff f(t)dt € R™. Ako je ||J|| = 0, onda nejednakost oc¢ito
vrijedi. Neka je ||J|| # 0. Tada je

Cauchy

b
112 = (7] J) = J\/f vat) = [ (71 5@)dt <

S/ 171 ||f(t)||dt=||J||/ LF ()l dt,

odakle dijeljenjem s ||J|| dobivamo trazenu nejednakost. u

Korolar 22.3 Za diferencijabilnu funkciju f: [a,b] — R™ koja je klase C1,
. b
vrijedi || f(b) = fa)ll < [, [lF/(£)]] dt.

Dokaz: Prema Newton-Leibnizovoj formuli i prethodnoj lemi je

1£0) |—||/ 7t dt||</ TZOIL .
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§23 Glatki putevi u R”

Putem u metrickom, ili opcenito, topoloskom prostoru X, nazivamo svako

neprekidno preslikavanje «a: [a,b] — X nekog segmenta [a,b] C R u prostor X.

Medutim, takva preslikavanja mogu imati i vrlo neocekivana i nezeljena svojstva.

Naprimjer, moguce je da je slika

takvog preslikavanja ¢itav (pun)

/\ kvadrat [0,1] x [0,1] € R2.! Stoga

¢emo se ogranicit na glatke i po

dijelovima glatke puteve u R".

Napomenimo kako putem naziva-

mo neprekidno preslikavanje «, a

ne skup a* = a([a,b]) C X, ko-

ji zovemo slitkom ili tragom puta a.

Tocka Py := a(a) zove se pocetna, a Py := a(b) zavrsna tocka puta «, i govori se

da je a put od Py do P;. Injektivan put, tj. takav put « za koji je a(t1) # a(t2)

¢im je t1 # to, naziva se luk. Put « za koji je a(a) = a(b) naziva se zatvoren

put, a tocku a(a) = «a(b) koja je pocetak a ujedno i kraj zatvorenog puta,
nazivamo istaknutom ili baznom toc¢kom zatvorenog puta a.

Puteve i lukove ¢emo oznacivati malim grékim slovima o, v, 7, ..., a njihove
slike a®*, ~* n*, ..., ili, ponekad, pripadnim velikim grékim slovima A,T',H. ..

Definicija 23.1 Gladak put u prostoru R" je svako preslikavanje 7: [a, b] — R"
koje je glatko, tj. koje se moze prosiriti na neku okolinu od [a,b] C R do dife-
rencijabilnog preslikavanja klase C! (vidi str. 3).

Za gladak put v kazemo da je regularan ako je v'(t) # 0 za sve t € [a, b].
Cesto éemo imati posla s nesto opéenitijim putevima.

Definicija 23.2 Za put v: [a,b] — R" kazemo da je po dijelovima gladak
put, PDG put, ako postoje tocke a = tog < t; < --- < tx = b takve da su

Prvi je takvo zanimljivo preslikavanje, neprekldnu surjekciju segmenta realnih brojeva na
jedini¢ni kvadrat u ravnini, konstruirao Peano? 1890, sto je prilitno uzdrmalo matematicku
zajednicu i srusilo tadasnje shva¢anje pojma dimenzije. Cetvrt su stolje¢a kasnije Hahn?
Mazurkiewicz? pokazali da je svaki povezan, lokalno povezan kompaktan metricki prostor ne-
prekidna slika segmenta. (Vidi npr. 9. poglavlje u: C. O. Christenson, W. L. Voxman. Aspects
of Topology, Marcel Dekker, Inc., New York, 1977.)

2Giuseppe Peano (1858-1932), talijanski matematicar

3Hans Hahn (1879-1934), austrijski matematicar

4Stefan Mazurkiewicz (1888-1945), poljski matematicar
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restrikcije v; 1= fy| [ti-1,t;]’ j =1,...,k, glatki putevi. U tom slucaju piSemo
Yy ="+ + -+ v Opcenito, ako su ~v1,72,...,7 glatki (ili samo po
dijelovima glatki) putevi u R"™ takvi da se pocetak svakog 7; podudara s krajem
prethodnog v;_1, j = 2,...,k, onda oni definiraju jedan po dijelovima gladak
put v, koji oznacujemo s v; + 2 + - - - + Y&, kome je pocetak jednak pocetku
puta 71, a kraj mu je jednak kraju puta 7. Put v nazivamo sumom puteva
Y1y -5 Vk-

Tocnije, ako su 7;: [a;,b;] — R™, j =1,...,k, putevi takvi da je v,(a;) =
vi—1(bj—1), j = 2,...,k, onda je njihova suma v = y; + -+ + v [a,b] — R",
gdjejea:=ay;ib:=a;+ (by —ay)+ (ba —az) + -+ (bx — ax), put definiran s

v(t) =it —tj—1+a;), telti—itj], j=1,...,k,
pri cemu je
to ;= a1 =a
t1 :=by =a1+ (by —ay)
to :== a1+ (by —a1) + (b2 — az)

tr ::a1+(b1—a1)—|—---—|—(bk—ak):b.

Za po dijelovima gladak put v kazemo da je regularan ako postoje regularni
glatki putevi v1,...,v, takvida je v =y + -+ - + k.

§ 24 Integral realne funkcije duz puta
—integral prve vrste

Prvi od integrala duz puta koji ¢emo promatrati je integral realne funkcije,
i definiciju mozemo motivirati sljede¢im problemom:

Neka je v = (v',7?): [a,b] — R? gladak put i neka je na njegovoj slici
v* := v([a, b]) C R? definirana neprekidna funkcija f: v* — R, koja neka je, za
potrebe ovog razmatranja, nenegativna. Zbog jednostavnosti, neka je v luk, tj.
injektivno preslikavanje, pa je korestrikcija v: [a,b] — v* bijekcija, dakle, zbog
kompaktnosti, homeomorfizam. Zanima nas povrsina ispod grafa I'y funkcije f,
dakle povrsina ,,zavjese” na slici.
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Ako je preslikavanje v takvo da savijajuéi segment [a,b] na skup v* nema
nikakva rastezanja ili stezanja (nematematicki receno, ako v savija ravnu Zicu
la, b] uw oblik v* bez ikakva rastezanja ili stezanja), onda ¢e ta povrsina biti jed-

b
naka povrsini ispod grafa kompozicije f o, dakle jednaka integralu [ f(v(t)) dt.

Opcenito, medutim, to nece biti tako, pa pokusajmo imitirati definiciju Rieman-
nova integrala realne funkcije na segmentu. Trebalo bi, dakle, rastaviti v* na
manje dijelove, Sto zbog injektivnosti preslikavanja v odgovara uzimanju ne-
ke razdiobe p = {a = t9 < t1 < -+ <ty = b} segmenta [a,b], i gledati,
naprimjer, Riemannove sume

k(p)
o(f,p;Pr,y. .., Pyp)) = ; FPy) e(v([tj-1,50)) (1)

za neki izbor tocaka P; € v} = ([tj-1,4]), 5 = 1,...,k(p), i gdje je s
£(v([tj-1,t5])) = £(7}) oznacena duljina dijela v3. Uzimanjem limesa po svim
razdiobama segmenta [a, b] i svim izborima tocaka P;, dobili bismo trazenu po-
vrsinu, tj. integral funkcije f duz puta ~.

Ekvivalentno bismo do istog pojma dosli promatrajuci gornje i donje Darbo-
uxove sume, i pomoc¢u njih definiranoga gornjeg i donjeg Riemannova integrala.

Medutim, u oba je pristupa problem u tome $to mi ne znamo §to je duljina
£(y}). Intuitivno mozemo razmisljati ovako: ako funkcija v ne ¢ini nagle pro-
mjene smjera i brzine, a razdioba p je dovoljno fina, onda ¢e duljina 6(7}") biti
priblizno jednaka duljini pripadne tetive, tj. broju

Iv(t5) = 3t 0l = (7 () = (1) + (72(85) — 2(t5-1))*

Primijenimo li na obje koordinate Lagrangeov teorem srednje vrijednosti,
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dobivamo tocke 7']-1, Tj2 € (tj_1,t;) takve da je

Iv(t) = 30l = /(7)) + (7 (2)” (t5 — t5-1).
L2,

Sto je priblizno jednako ||v'(7;)|| (¢; — tj—1), za bilo koju tocku 7; € [17,7;

1 5 2777
Tj—l—Tj

naprimjer, 7; = 7}, ili ; = S = aritmeticka sredina. Odaberemo li

YR
jos 1 P; := ~(7j), bit ¢e nasa Riemannova suma (1) priblizno jednaka sumi

k(p)
Zl FOE@)) IV () (8 = tj—1), a to je upravo o ((f o ) V[, 05 T1s - - -, Th(p))
]:

tj. Riemannova suma funkcije (f o ) ||7/|| s obzirom na razdiobu p i tocke
le---aTk(p)-

Time je motivirana sljede¢a definicija:

Definicija 24.1 Neka je v: [a,b] — R"” po dijelovima gladak put, a f: v* — R
neprekidna realna funkcija definirana na slici toga puta. Tada broj

b
/ FOv() |7 (8)]] e

zovemo tntegralom realne funkcije f duZ puta v, i oznac¢ujemo ga s fv fds.
Takav se integral naziva i tntegralom prve vrste duZ puta ~.

Napomena 24.1 Ako je v: [a,b] — R" po dijelovima gladak put, a f: v* — R
konstantna funkcija f = 1, tj. f(P) = 1 za sve P € v*, onda je vrijednost
integrala [ ds = fab |17/ (t)|| dt jednaka duljini slike luka v, a broj ||7'(¢)] je
upravo koe%cijent rastezanja koje u ¢asu t ¢ini preslikavanje v savijajuc¢i segment
[a, b] na skup v*.

U § 29 ¢emo pojam duljine precizno fundirati i pokazati da se za po dijelovima
glatke puteve zaista dobije broj f7 ds.

Osnovna svojstva integrala realne funkcije duz puta, dana su sljedecom pro-
pozicijom, a jednostavno se dokazuju koristeéi se odgovaraju¢im svojstvima in-
tegrala realne funkcije definirane na segmentu.

Propozicija 24.1

(1) Integral f,y je monoton linearan funkcional na vektorskom prostoru nepre-
kidnih realnih funkcija definiranih na slici v* po dijelovima glatkog puta .
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(7i) Integral realne funkcije duZ puta aditivna je funkcija puta, tj. ako su
v1: [a1,b1] — R™ @ ya: [ag,bs] — R™ dva po dijelovima glatka puta tak-
va da je v2(az) = y1(b1), a f: yF U~y — R neprekidna funkcija definirana
na uniji njihovih slika, onda je fvﬁrw fds= f% fds+ f,m fds. u

Primjer 24.1 Neka je r > 0 neki pozitivan broj, i promotrimo sljedeca tri

glatka puta:
(i) 7: [0,27] — R? definiran s y(t) := (r cost,rsint);

(i1) v2: [0,47] — R? definiran s ’)/Q(t) (rcost,rsint);

(i11) m: [0, 7] — R? definiran s n(t (rcos(2msint), rsin(27sint))

0 B4

Za integrale konstantne funkcije f = 1 duz tih puteva, dakle za duljine slika
tih puteva, nalazimo:

/ds:27°7r; /ds:4r7r; /ds:47“7r,
gl V2 7

sto odgovara nasoj predodzbi, jer put ~ obilazi kruznicu radijusa r jednom,
a duljina kruznice je, kao Sto ,znamo”, jednaka 2rm; put 7 obilazi tu istu
kruznicu, ali dvaput, pa je taj put i dvostruko dulji; dok put n takoder obilazi

tu kruznicu dvaput, ali jednom u jednom, a drugi put u drugom smjeru’.

Primijetimo da je vo = v+, i takav se put ¢esto oznacuje s 2+, i sli¢no n-,
zan € N.

ako je slika sva tri puta kruznica radijusa r kojoj je stvarna duljina 2rm, kad govorimo o
duljini puta, onda dio koji se viSestruko prolazi i brojimo visestruko.
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§ 25 Integral vektorskog polja
i diferencijalne 1-forme duz puta
—integral druge vrste

Neka je «v: [a,b] — R™ po dijelovima gladak put, i neka je zadana neprekidna
vektorska funkcija f = (f1,..., fm): 7v* — R™. Tada mozemo promatrati in-
tegral f fds = f fids,. f fm ds). Tako dobivamo vektor prostora R™
kome je svaka komponenta oblcan mtegral realne funkcije duz puta v, dakle
kvalitativno ne dobivamo nista novo.

Novi tip integrala mozemo, medutim, definirati ako je na skupu v* C R"
definirana funkcija F' = (Fy,...,F,): v* — R". Uoc¢imo da se radi o istoj
dimenziji n, pa zato tu funkciju i oznacujemo velikim slovom, kako bismo istakli
tu posebnost. Takva se funkcija cesto naziva wvektorsko polje. Ovakva se
situacija pojavljuje, naprimjer, u fizici: materijalna tocka giba se putem v u
(vektorskom) polju sila F', a trazi se rad koji se tim gibanjem obavlja. Kako
radu pridonosi samo komponenta sile F' u smjeru gibanja, to u tocki P = ~(t)
treba gledati skalarni produkt (F'(P) |v/(t)), i takve doprinose treba ,zbrojiti”
duz puta ~.

Definicija 25.1 Neka je y: [a,b] — R™ po dijelovima gladak put a F': v*— R"”

neprekidno vektorsko polje na v*. Tada se broj f ( 7(t)) | 7/(t)) dt naziva
integral vektorskog polja F duZ puta +, i oznacuje s f7 Fd~ ili fw(F | dv).

Dakle )
[Fav= [ (Fo@) Vo).
0 a
Takav se integral naziva i integral druge vrste duz puta.

Cesto se koordinatne funkcije po dijelovima glatkog puta v oznacuju s x;,
tj. v(t) = (z1(t), ...,z (t)), pa se uz te oznake onda pise

Fdy=(F|dy)=Y Fia,dt = z F = d”’” =3 Fda;,
i=1 i=1
te se, pogotovo kad je F' neka konkretno zadana funkcija, i integral vektorskog
polja F' duZ puta 7 oznacuje s fv Fydxy + Fodxy + -+ + F,, dz,,.
Izraz w := Fy dxy + Fodxs + - + F,,dx,, gdjesu F;: Q - R, 1 =1,...,n,
realne funkcije na otvorenom skupu €2 C R"”, naziva se diferencijalna 1-forma
na (). Za diferencijalnu 1-formu w kazemo da je neprekidna, diferencijabilna,
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klase C!, ..., ako su funkcije F1,..., F, neprekidne, diferencijabilne, klase C*,
... Nage ¢e forme uvijek biti barem neprekidne, pa to ne¢emo posebno isticati.

b n ,
Broj [ Y Fi(v(t)) (v (t) dt, gdje je v = (¥}, ...,4™): [a,b] — Q po dijelovima

a 1=1
gladak put, naziva se integralom diferencijalne 1-forme w duzZ puta 7,
i oznacuje fv w.
Dakle, na n realnih funkcija Fi,...,F,: @ — R mozemo gledati kao na
vektorsko polje F' = (Fy,...,F,): © — R”, ili kao na diferencijalnu 1-formu
w=Fde;+ Fydrs+-- -+ F, dzr,. U prvom slucaju, za PDG put v: [a,b] — Q,
broj f; (F(y(t)) | 7' (t)) dt zovemo integralom vektorskog polja F duz puta -,
b n .

i oznacujemo s [ Fdy, au drugom slucaju, taj isti broj [ >~ Fi(y(t)) (v*)'(t) dt
a =1

zovemo integralom diferencijalne 1-forme w duz puta 7, i oznacujemo s fv w.

Ako je put « zatvoren, tj. y(a) = v(b), tada se, da bi se to naglasilo, integral
duz v ¢esto oznacuje 557 F d~y, odnosno fv w.

Primjer 25.1 Na probusenoj ﬁg%nj_l}%zﬁﬁf R2\{(0,0)} promotrimo diferenci-
- T~

e

— T ™ . —ydzr+azdy
// — \\\ AN wﬁ(x,y) :W )
/ v N\ -
/ // \}( \[ -y tj. vektorsko polje Fy: R?" — R? definirano for-
lom
(=
/
/ - (2 )
\ \\ \\\\X//// / Fo(@y) = \orp oy )
N e — . o i odredimo integrale 1-forme wy (tj. vektorskog
. polja Fy) duz puteva ~, 5 i 1 iz primjera 24.1.

(i) Put 7: [0,27] — R2" definiran je s y(t) := (rcost,rsint), pa je

27 . . 2
—rsint - (—rsint rcost-rcost
/wq9=/ ( )+,2 dt:/ dt =27 .
- 0 r2(cos? t + sin“ t) 0

(#3) Put 7s: [0,47] — R2" definiran je s y2(t) := (rcost,rsint), pa se kao i
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47
/ w19:/ dt = 4.
Y2 0

(#33) Put n: [0,7] — R?" definiran je s n(t) := (r cos(27wsint), rsin(27 sint)), pa
je

u () dobiva

™ 12 sin?(2m sint) 27 cost + 12 cos? (2w sint) 27 cos t
Wy = 2 2 . . 92 . dt
n 0 r2(cos?(2msint) + sin”(27wsint))

= 27r/ costdt =0.
0

Uoc¢imo da niti jedan od ovih integrala ne ovisi o r, za razliku od integrala
realne funkcije u primjeru 24.1. Nadalje, integrali u (i) i (i7) odnose se kao i u
primjeru integrala realne funkcije, dok se integral u (ii) ponasa razlicito.

Za svaki put v: [a,b] — R™ definira se njemu inverzan ili suprotan put
—v: [a,b] — R™ formulom (—v)(¢t) := vy(a + b —t). To je put koji prolazi
istom slikom, tragom, kao i put 7, samo natraske, tj. u suprotnom smjeru.
Njegov pocetak je tocka (—v)(a) = ~(b), dakle zavrsetak puta v, a njegov kraj
je tocka (—v)(b) = v(a), dakle pocetak puta . Slike obaju puteva su jednake,
tj. (=)* =~*.

Napomena 25.1 Diferencijalne 1-forme na otvorenom skupu 2 C R"™ mozemo
organizirati u vektorski prostor, koji oznacujemo s Al(Q). Za glatke, tj. kla-
se O, diferencijalne 1-forme, A'(Q) je izomorfan prostoru C*(Q) @ --- & CH(Q).

n sumanada
Uocite da dxq,...,dx, ne ¢ine bazu tog realnoga vektorskog prostora, koji je,

usput receno, ,,debelo” beskonac¢no-dimenzionalan.

Osnovna svojstva integrala druge vrste, koja se takoder jednostavno dokazu-
ju pomocu poznatih svojstava integrala realne funkcije definirane na segmentu,
dana su sljede¢om propozicijom:

Propozicija 25.1

(1) Integral druge wvrste, fv’ je linearan funkcional na vektorskom prostoru
diferencijalnih 1-formi, odnosno prostoru vektorskih polja, definiranith na
nekoj okolini skupa ~v*.
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(79) Integral diferencijalne 1-forme (odnosno vektorskog polja) duz puta, aditiv-
na je funkcija puta, tj. ako su y1: [a1,b1] — Q, v2: [az, bs] — Q dva PDG
puta takva da je v2(az) = v1(b1), a w diferencijalna 1-forma na 2, onda

je [ w=[w+ [w.
Y1i+72 Y1 Y2

Centralno pitanje kojim ¢emo se sada baviti je sljedece:

Neka je 2 C R™ otvoren skup a w diferencijalna 1-forma na 2. Uz koje
uvjete integral fvw ovisi samo o krajnjim tockama v(a) i y(b) puta 7, a ne
ovisi i o samom putu izmedu tih tocaka? U takvom se slucaju govori, iako malo
netocno, da integral ne ovisi o putu integracije.

Nuzni i dovoljni uvjeti dani su sljede¢im teoremom:

Teorem 25.2 Neka je Q C R™ otvoren skup, a w = Fydxy + Fodxo + -+ +
F,, dx,, diferencijalna 1-forma na 2. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

(¢) Integral 1-forme w ne ovisi o putu, tj. [ w = [ w za svaka dva PDG puta vy
. o . . ) Jyoo N .
i m u ) koji imaju zajednicke pocetke i zajednicke krajeve.

0 w =0 za sve PDG zatvorene puteve v u €.

(i) [, puteve 7y

(737) Postoji glatka realna funkcija f: Q — R takva da je F; = 0;f,i=1,...,n.
U tom je slucaju fvw = f(~v(b)) — f(v(a)) za svaki PDG put v: [a,b] — Q.

Dokaz:
(1) = (i1) | Neka je v: [a, b] — Q zatvoren PDG put, neka je Py := y(a) = v(b)

istaknuta tocka, i neka je n: [a,b] — € konstantan put u Py, tj. n(t) = Py za
sve t € [a,b]. Zbog (i) je fvw = fnw, a integral svake forme po konstantnom

putu 7 jednak je nuli, jer je n'(t) = 0 za sve t € [a, b].

(1i) = (i) | Neka su v: [a,b] — Qin: [¢,d] — Q PDG putevi u Q takvi da je
v(a) = n(c) i v(b) = n(d). Tada je put v+ (—n) zatvoren put u €2, pa je integral
po njemu jednak nuli, tj.

/w—/w:/w-l—/w:/ w=20.
v n v -n y+(=mn)
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(i) = (i) | Neka je 7: [a,b] — Q PDG put a f: Q — R funkcija klase C!
takva da je 0;f = F;, i =1,...,n. Tada je

b n , b n ,
/@z S EGW®) () W di= [ 30 f((1) () (1) dt

a =1 a =1

b
::/gﬁwwwﬁszw»—ﬂw@»

tj. integral forme w duz puta « ovisi samo o krajnjim tockama ~y(a) i v(b) tog
puta, a ne i o samom putu izmedu tih tocaka.

(1) = (ii1) | Pretpostavimo da integral forme w ne ovisi o putu, i konstruirajmo

funkciju f takvu da je F; = 0;f, ¢ = 1,...,n. Dovoljno je funkciju f definirati
na pojedinim komponentama povezanosti otvorenog skupa 2, pa je f dovoljno
konstruirati za slucaj kad je skup €2 povezan.

Fiksirajmo tocku Py € 2. Za proizvoljnu
tocku P € 2 definirajmo

Q) P o* P4 hes
f@%z/ o,
Y

P

gdje je vp proizvoljan PDG put u €2 od Py
do P. Zbog pretpostavljene neovisnosti inte-
v grala o putu, funkcija f dobro je definirana.
Pokazimo da je ona diferencijalna klase C,

P
0 idaje F; =0if,i=1,...,n.

Neka je P € Q,izai € {1,...,n} neka je e; i-ti vektor kanonske ortonormi-
rane baze u R™. Prema definiciji parcijalne derivacije je

O;f(P) = lim f(P—i_he}i)_f(P) :flbli{%)%( /w—/w),

h—0

TPthe, Tp

gdje je vp,,., proizvoljan put u {2 od Py do P + he;. Kako je svejedno koji put
od Fy do P + he; uzmemo, mozemo za 7., . uzeti upravo put v, + o, gdje je
o: [0,1] — Q put koji prolazi segmentom o* = [P, P + he;], definiran formulom
o(t) := P+ the; (za dovoljno malene h, a takvi nas interesiraju jer gledamo
limes, ¢itav ¢e segment [P, P+ he;| lezati u €2, pa se o tome ne trebamo brinuti).
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Kako je o/ (t) = he;, tj. (aj)’(t):{h’ J.Zz , to je
aif<P>=;z%h/w+/w—/ —,z:rnoh/

1 1
= }ILE%E ; Fi(Il,...,ZBZ‘_l,ZEi—{—th,LCH_l,...,ZEn)hdt.

Bududi da je podintegralna funkcija, kao funkcija dviju varijabli £ i h, nepre-
kidna, mozemo integral po t i limes po h zamijeniti (vidi korolar 19.6), pa opet
zbog neprekidnosti funkcije F;, dobivamo

1
azf(P) :/0 ’llli)I%)F(.Il,...,.Ii_l,Ii+th,$i+1,...,$n)dt

1 1
:/ Fz<$1,,$z,,$n)dt:Fz(P)/ dt:FZ(P)
0 0

Kako su funkcije F; neprekidne, zakljucujemo da je funkcija f: 2 — R diferen-
cijabilna klase C! i, kao §to smo pokazali, 0;,f = Fj, i =1,...,n. |

Ako je diferencijalna 1-forma w = Fdxy + Fydxs + --- + F,, dx,, na
takva da postoji realna funkcija f: 2 — R za koju je 0;f = F;, + = 1,...,n,
onda se kaze da je forma w egzaktna, i piSe se w = df. U tom se kontekstu
realne funkcije klase C' nazivaju diferencijalnim 0-formama, pa se kaze
da je w wvangski diferencijal 0-forme f. U starijoj se literaturi za takvu
1-formu w kaze i da je totalni diferencijal funkcije f. Ako simbole dx; u
izrazu w = Fydxy + Fydzo + - -+ + F,, dx,, identificiramo s vektorima dualne
baze u prostoru Hom(R™, R), dualne s obzirom na kanonsku ortonormiranu bazu
(e1,...,e,) prostora R™, onda je

W(P) = :lei(P) du; = é@if(P) dz; = Df(P),

pa na diferencijalnu 1-formu w u tocki P € Q mozemo gledati kao na (pravi)
diferencijal funkcije f u tocki P.
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U jeziku vektorskih polja, u upotrebi je sljede¢a terminologija: ako je
F = (F1,...,F,): Q@ — R™ vektorsko polje takvo da postoji realna funkci-
ja f: 2 — R (u ovakvu se kontekstu obi¢no kaze skalarno polje) takva da je
F,=0,f,i=1,...,n,tj. F je gradijent funkcije f, FF = V f, onda se kaze da je
vektorsko polje F' konzervativno ili potencijalno, a funkcija f (nekad —f)
naziva se potencijalom vektorskog polja F'.

Primjer 25.2 Neka je R? := {(z,y) : * > 0} C R? desna poluravnina, i neka

je funkcija ¥4: R2 — R definirana kao J4(x,y) := arctg Y. dakle 94(x,y) je kut
X

izmedu pozitivnog smjera osi x i radijvektora tocke P = (x,y). Funkcija 94

diferencijabilna je klase C' na R2Z, pa, gledajuéi na nju kao na diferencijalnu

0-formu, deriviranjem nalazimo njezin vanjski diferencijal

1 (—ﬁ)dm—i— 1 _ —ydr+xdy
2 ) 2

1+45° T

xX

1
dﬁd(xay) = ) E

, (1)

Sto je upravo diferencijalna 1-forma wy iz primjera 25.1 na str. 12.

y Ako su P, € R? proizvoljne tocke, a 7y
Q u R2 proizvoljan put od P do @, onda je,
prema prethodnom teoremu,

/W = 94(Q) — Ja(P),

A%
dakle integral forme wy jednak je kutu
medu radijvektorima tocaka P i Q).
p Drugim rije¢ima, integral forme wy duz
Ja(Q) nekog puta u desnoj poluravnini jednak je
Ya(P) ukupnoj promjeni kuta (izmedu radijvek-
0 — ukupnoj promj j
tora) od pocetne do zavrsne tocke puta.

Funkciju 94(z,y) = arctg Y ovako kako je zapisana, ne mozemo prosiriti
na lijevu poluravninu ,,preko” a(;)si y, tj. preko pravca r = 0. Medutim, ako na
funkciju ¥4 gledamo kao na kut izmedu pozitivnog smjera osi z i (radijvektora)
tocke (z,y), onda ju ofito mozemo prosiriti na, naprimjer, ¢itavu gornju polu-
ravninu, tj. na skup Rg = {(x,y) : y > 0}. Na gornjoj poluravnini Rg to se
prosirenje podudara s funkcijom ¥4(x,y) := arcctg g
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Isto tako mozemo funkciju 94 prosiriti i na donju poluravninu, tj. na skup
R2 = {(z,y) : y < 0}, i naxdonjoj poluravnini se to prosirenje podudara s
funkcijom ¥4, (x,y) := arcctg = — .

Yy

Na taj nacin dobivamo prosirenje ¥ funkcije ¥4 na cijelu ravninu osim ne-
gativnog dijela z-osi, tj. na skup R2 := R? \ {(z,0) : * < 0}. To progirenje
?: R2 — R, dano je s

arctg £ , x>0
Iz, y) = arcctg% , y>0
arcctg%—ﬁ, y<0.

Primijetimo da je 9 glatka funkcija, tj. funkcija klase C*, i da se na svojoj
domeni R2, njezin vanjski diferencijal podudara s diferencijalnom 1-formom wy,
koja je definirana na cijeloj punktiranoj ravnini R?* := R2\ {(0,0)}, dakle
na ve¢em skupu. Moze li se i funkcija ¥ prosiriti do glatke funkcije na cije-
loj probusenoj ravnini R?” tako da je njezin vanjski diferencijal jednak wy ili,
opéenitije, postoji li glatka funkcija ¢g: R2* — R takva da je dg = wy na cijeloj
probusenoj ravnini? Odgovor je negativan, jer kada bi takva funkcija postojala,
onda bi integral forme wy po jedini¢noj kruznici y(t) := (cost,sint), t € [0, 27],
morao biti jednak nuli, a vidjeli smo u primjeru 25.1 da je taj integral jednak
2m. Dakle, diferencijalna 1-forma wy na R?" nije egzaktna.

Primijetimo joS neSto— nema ni¢ega posebnog u negativnom dijelu x-osi.
Na komplementu R? \ p bilo kojega polupravca p iz ishodista, definirana je
funkcija 9, ¢iji se vanjski diferencijal podudara s 1-formom wy, ali se, naravno,
niti jedna ne moze prosiriti na cijelu punktiranu ravninu.

Postavlja se sada pitanje kako ustanoviti ovisi li integral neke diferencijalne
1-forme o putu integracije, tj. kako ustanoviti je li neka 1-forma egzaktna ili ne.

Jednostavne nuzne uvjete daje sljedeci teorem:

Teorem 25.3 Neka je w = Fy dxy+ Fs dxo+- - -+ F, dx,, diferencijalna 1-forma
koja je klase C' na otvorenom skupu Q C R"™. Ako je w egzaktna, onda je
8Z-Fj = ajFZ', Z,j = 1,...,7?,.

Dokaz: Ako je w egzaktna diferencijalna 1-forma na €2, onda postoji diferencija-
bilna funkcija f: Q@ — R takva da je w = df, tj. F; = 0;f,i=1,...,n. Kako su
funkcije F; klase C!, to je f funkcija klase C2, pa je prema Schwarzovu teoremu,
teorem 96, azébf = aj(?if, tj. aLF] = ajFi, Z,] = 1, o n. |
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Za svaku diferencijalnu 1-formu w = Fydx1 + Fydxs + --- + F,, dx,, klase
barem C'! na otvorenom skupu £ C R”, definira se izraz

dw = E(alFJ — 8JFZ) d:l?@ A\ dl’j ,
1<J

koji se naziva vangsk: diferencijal diferencijalne 1-forme w. Opcenito

se izrazi oblika Y ¢;;dz; A dzj, gdje su ¢;;: © — R neke realne funkcije, a
i<j

dr; N\ dxj, 1 < j, Ij1eki simboli, ima ih (g) i na ovom im mjestu ne¢emo davati

posebno znacenje, nazivaju diferencijalne 2-forme na (). Za diferencijalnu

1-formu w = Fy dzqy + Fodze + - - - + F,, dxy, za koju je dw = 0, tj. 0;F; = 0; F;,

1,7 =1,...,n, kaze se da je zatvorena diferencijalna 1-forma.

Prethodni teorem kaze, dakle, da je svaka egzaktna diferencijalna 1-forma
klase C! zatvorena, tj. nuzdan uvjet da integral 1-forme w ne ovisi o putu
integracije je da je w zatvorena 1-forma.

Pitanje je da li je taj uvjet i dovoljan, tj. je li svaka zatvorena diferencijalna
1-forma na 2 C R"” i egzaktna.

Promatrajmo diferencijalnu 1-formu w = F; dz1 4+ F dxo+- - -+ F), dx,, klase

C! na Q koja je zatvorena, tj. takva da je dw = 0. Imamo, dakle, n realnih
funkcija Fi,..., F,: Q — R klase C*, takvih da za 4,5 = 1,...,n vrijedi

Postoji 1i realna funkcija f: 2 — R takva da za sve ¢ = 1,...,n vrijedi
tj. ima li za zadanih n realnih funkcija Fy,..., F, vezanih jednakostima (2),
sistem diferencijalnih jednadzbi (3) rjeSenje?

Fiksirajmo tocku Py = (29,...,29) € Q. Uz pretpostavku da rjesenje

postoji, integracijom zadnje jednadzbe sistema (3), nalazimo da je u tocki
P = (x1,...,x,) funkcija f jednaka

f(a:l,...,a:n):/ Fo(x1,...;¢p-1,t)dt + op_1(x1,. .., Tpn_1), (4)
9,

gdje je ¢,—1 neka, zasad nepoznata, funkcija n — 1 varijable.

Treba odrediti funkciju ¢,,—1. Deriviranjem jednakosti (4) po z,_1, i zamje-
nom integrala po n-toj i derivacije po (n — 1)-voj varijabli (vidi teorem 19.8),
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nalazimo

8n_1g0n_1(x1, Ce ,I)?n_l) = 8n_1f(x1, ce ,xn) —/ 8n_1Fn(l‘1, ey n—1, t) dt
zh,

(i) an—lf(xla SR mn) - / anJFn—l(fI;la <oy In—1, t) dt
2

3
(:) n—l(x17 o ‘7xn) — Fn—l(x17 R 7xn) + Fn—l(xla <o 7$n—17m%)

= n_l(asl,...,xn_l,xg),

pa integriranjem dobivamo

Tn—1
Qpn—l(xla s 73:71—1) = /Fn—l(xlv S 7xn—27t7 ‘:U'(;)z) dt+90n—2($17 s 71:%—2) 3 (5)
n—1

gdje je ¢,_2 neka realna funkcija n — 2 varijable, koju jos treba odrediti.
Uvrstimo i (5) u (4), dobivamo

Tn Tn—1
f(:l?l, . 73771) = /Fn(il?l, e ,:L‘n_l,t) dt + /Fn_l(l‘l, N ,xn_g,t,x%) dt +
z9 z9
n n—1
=+ gpn_g(xl,...,xn_g). (6)

Deriviranjem po x,_o, zamjenom derivacije i integrala po razli¢itim varija-
blama, teorem 19.8, i koristenjem relacija (2), nalazimo

aﬂ—Z@n—Q(fEl, ey fEn_z) =

= n—2f($1a"-7xn)_/ 8n—2F‘n(xla‘-'75577,—1775)dt_
),

Tn—1
_ /0 On—oFy_1(x1,...,Tp_o,t,2°0)dt
xnfl

Tn

(i) 8n_2f($1, ceey ZEn) — / anFn_g(l‘l, ey n_1, t) dt —

0
Ty

Tn—1
_/0 8n_1Fn_2(£L’1,...,xn_z,t,$2)dt
T

n—1
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(3)

= n_z(xl,...,xn)—Fn_z(xl,...,acn)—|—Fn_2(ac1,...,xn_1,x2)—
- n—2(x17"'7$n—2733n—17$(7)1)+Fn—2(x17'"7'7;77,—27‘%91—17372)

- n—2(3717-'-7xn—27x2—17x%)'

Integriranjem i uvrstavanjem u (6), dobivamo da je

Ln Tn—1
f(.’l?l,...,.’lj‘n) :/ Fn(l’l,...,l’n_l,t)dt-F/o Fn_l(aﬁl,.. s Ly — Q,t i )dt-|—
LL’% mnfl

Tn—2
+/ Fn—2(x17 sy Tp—3, 1, 3391—17 5132) dt + Spn—?)(xh SRR xn—3) )
x

0
n—2

gdje je ¢,,_3 neka realna funkcija n — 3 varijabli.

Nastavimo li taj postupak, zakljucujemo da, ako rjeSenje sistema diferenci-
jalnih jednadzbi (3) postoji, ono mora imati oblik (redoslijed sumacije je napisan
obrnuto nego u prethodnoj formuli)

flxy,...,xp Z/ xl,...,xj_l,t,xgﬂ,...,x%)dt—i—c, (7)

gdje je ¢ € R neka konstanta.

Pokazimo da ova funkcija zaista zadovoljava sistem (3). Deriviranjem iz (7)
nalazimo

n a;j
8Z~f(:v1,...,xn) :Z&(/ Fj(l'l;---awj—htam?—i-la---axgz)dt)
j=1 7
ZFi(LIJl,... Ti—1,L;, T ?+1,... I]Z%)‘f—
+ Z/ O0iFj(x1,...,xj-1,t, xjﬂ,... 29)dt
Jj=1+1
jer za j < i vrijedi 0;Fj(z1,. .. ,:vj_1,t,96j+1, ) =0,
(2)
= Fi(.flfl,.. s gy L ,LQ+1,... $9l)+

+ Z/ 0;Fi(x1,...,zj-1,t, xjﬂ,...,x%)dt

Jj=1+1
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0 0
=Fi(r1,..., T2, ..., Ty,) +
0 0 0 0
+ Fi(T1, - @i, Tip 1, Ty - -5 Tpy) — Fi(@1, 000 @4, Ty g, -5 Ty) +
0 0 0 0
+ Fi(T1, 0 Tig 1, Tig2, Ty 355 Tyy) — Fi(@1, 00 Tig1, @00, 2y) +
0

+ Fi(x1, ..., Zn_1,2n) — Fi(1,.. ., Tpo1,25,)

== Fi(l'l, cos ,l’n) .

Izgleda, dakle, da smo za danu zatvorenu diferencijalnu 1-formu w nasli
funkciju f za koju je w = df, tj. da svaka zatvorena 1-forma mora biti egzaktna,
odnosno da su uvjeti iz teorema 25.3 i dovoljni za neovisnost integrala o putu.
Medutim, sljede¢i protuprimjer pokazuje da nesto nije u redu:

Kontraprimjer 25.3 Promotrimo ponovno ,kutnu” diferencijalnu 1-formu
wy(z,y) = vdrtedy ) R2F = R2 \ {(0,0)}. Lako se vidi da je ta forma

372 + y2
zatvorena: )

2 _ _

Ipak, forma wy nije egzaktna na R?" jer, naprimjer, integracijom po jedi-
ni¢noj kruznici, tj. po zatvorenom putu 7(t) = (cost,sint), t € [0, 2], dobiva-
mo 2, a ne nulu. Ne postoji, dakle, funkcija f: R?" — R za koju bi vrijedilo
df = Wy-

Gdje je nacinjena pogreska? Sto smo previdjeli? Analizirajmo funkciju f

u (7) koja je ,rjeSenje” sistema (3). Za fiksiranu tocku Py = (29, ...,22) i tocku
P = (z1,...,2,) € Q, ozna¢imo P; := (Il,...,xj,$9+1,...,$%), j=1,...,n.
Funkcija ;: [29,2;] — R" definirana s v;(t) := (z1,..., 2 1,t,29,,...,2])

je put od P;_; do P;, kome je slika segment [P;_;, P;]. Za integrale koji se
pojavljuju u izrazu (7), nalazimo

X 5 n
/ Fj(l‘l,...,$j_1,t,$9+1,...,$%)dt:/Fjdl‘j:/ ZFZdJZZ:/w,
9 v; =1 Y

Vi J

jer za i # j, za derivaciju i-te komponente funkcije vy; vrijedi (7})’(15) = 0,
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t € [x9,2;], pa iz (7), za ¢ = 0, dobivamo

#(P) = / w, ®)

gdje je v, =71+ 72+ -+ v, put od Fy do P, = P poligonalnom linijom
[Po, Pl, ceey Pn] = U [Pj—hpj]-
j=1

Dakle, funkcija f definirana je kao integral forme w duz puta v, koji prolazi

bridovima paralelopipeda odrede-
- nog toctkama Py i P (i kome
4 su bridovi paralelni koordinatnim
' osima), i to tako da se krene od
- -0 1”7 Py najprije onim bridom kojim se
prva koordinata promijeni od
do x1, zatim se krene bridom ko-
--1--, Jjim Ce se druga koordinata pro-
“--t---/__ mijeniti od z§ do xs, i tako re-
dom do zadnjeg brida, kojim c¢e
/ se n-ta koordinata promijeniti od
7 Py=(z1,22,29) y do . Da bi formulom (8), ili

3

N\
—-r -9
N

<
|
|
|
|

|

Poz(ac%,xg,ﬂcg) *

L
*

|
1

Plz(ml,:vg,:rg)

ekvivalentno (7), bila funkcija f definirana na cijelom skupu 2 (na kojem je bila
definirana zatvorena 1-forma w), mora za svaku tocku P € Q, i tako propisan
put 7y, biti sadrzan u €.

U prethodnom (kontra)primjeru 25.3 nije moguée tocku Py = (x9,%0) € R?”
odabrati tako da za svaku tocku P € R2", put v, bude sadrzan u R2". Za
svaki izbor tocke Py postoji tocka P takva da upravo propisan put v, prolazi
ishodistem (0, 0).

Moguce je, naravno, put v, od Py do P propisati i drugacije, pa ¢e se za neke
tocke P navedena poteskoca izbjeci, ali ¢e onda biti poteskoce s nekim drugim
tockama. Da bi funkcija f bila korektno definirana na cijelom 2, za sve tocke
P € Q mora vrijediti jednak propis, a to u slucaju primjera 25.3 nije moguce
uciniti.
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P//
P
I l S
p, O 0
Pl

Bez obzira na izbor poletne totke Py i odabranog propisa
za put ., bit ¢e tocaka do kojih put 7, mora proéi kroz
ishodiste —tocku u kojoj forma wy nije definirana

Ipak, racun koji nas je doveo do izraza (7) odnosno (8), nije bio uzaludan jer
¢e za neke otvorene skupove (2, propisani put 7y, biti sadrzan u 2 za sve tocke
P € Q. Specijalno, vrijedi

Teorem 25.4 Neka je U = (a1,b1) X {(az,b2) X -+ X {an,b,) C R™ otvoren
paralelopiped, eventualno © neomeden, tj. neki ili svi a;,b; mogu biti 1 00, li
neka je U C R™ otvorena kugla. Tada je svaka zatvorena diferencijalna 1-forma
na U egzaktna.

Dokaz: U razmatranjima ispred kontraprimjera 25.3, treba za tocku Py u slucaju
kugle odabrati njezino srediste, a u slucaju paralelopipeda moguce je odabrati
bilo koju njegovu tocku. |

Kako je oko svake tocke otvorenog skupa u R"™ moguce opisati kuglu, dobi-
vamo

Korolar 25.5 (o lokalnoj egzaktnosti zatvorene forme) Neka je Q CR"
otvoren skup. Svaka zatvorena diferencijalna 1-forma w na § je lokalno egzak-
tna, t). za svaku tocku P € ) postoji okolina Up > P na kojoj je w egzaktna. B

Egzaktnost diferencijalne forme globalnog je karaktera, i ovisi o topoloskim
(geometrijskim) svojstvima skupa €2, dok je zatvorenost lokalnog karaktera,
jer je za parcijalne derivacije odlucuju¢e samo ponasSanje funkcije u okolnim
tockama.

Propozicija 25.6 Neka su Uy,Us C R™ otvoreni skupovi takvi da je mjihov
presjek povezan ili prazan, ¢ neka je w diferencijalna 1-forma na uniji U =
Ui U Us takva da su njezine restrikcije w; na U; egzaktne, 1 = 1,2. Tada je w
egzaktna i na U.
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Dokaz: Kako je forma w egzaktna na skupovima U; i na U,, postoje glatke
funkcije f;: U; — R takve da je df; = w;, 7 = 1,2. Ako su U; i U, disjunktni,

onda je funkcija f: U — R definirana s f(P) := {fl(P) , Pel

£(P). PeUy glatka

i df = w na cijelom U.

Ako je U1 N U2 neprazan, onda na U1 N U2 vrijedi dfl = dfg, tj. azfl = az'fg,
1 =1,...,n. Kako je presjek U; NUs povezan, funkcije f; i fo se na tom presjeku
razlikuju za neku konstantu, tj. postoji ¢ € R takav da je f1(P) = fo(P)+c, P €
U1NUs. Definiramo li sada funkciju f: U — Rs f(P) := {ﬁgig n c: § g g;,
dobit ¢emo glatku funkciju za koju je df = w na cijelom U. |

Jednostavnom indukcijom, iz ove propozicije dobivamo

Korolar 25.7 Neka suUy,..., U, CR"™ otvoreni skupovi takvi da je U;N |J U;

i<j
povezan (ili prazan) za sve j = 2,...,k. Ako je w diferencijalna 1-forma na
k
U := | U; takva da je njezina restrikcija na U; egzaktna za sve j = 1,...,k,
j=1
onda je w egzaktna na U. |

I u slucajevima kada zatvorena diferencijalna 1-forma nije egzaktna, njezina
lokalna egzaktnost omogucuje da se integral duz nekog puta odredi tako da se
taj put rastavi na dijelove na kojima forma jest egzaktna. Tocnije, vrijedi

Teorem 25.8 Neka je w zatvorena diferencijalna 1-forma na 2, a~v: [a,b] — Q
po dijelovima gladak put. Tada postoje otvoreni skupovi Uq,...,Ux C Q, glatke
funkcige f;: U; — R, 5 =1,...,k, i tocke a =ty < t1 < --- <t = b segmenta
la,b], tako da je y([tj—1,t;]) CU;, j=1,...,k, i da su vanjski diferencijali df;
jednaki restrikciji forme w na Uj;, j =1,... k.

k
Stoga je /w = '21 fi(P;) — fi(Pj-1), gdje je P; :==~(t;), 7=0,... k.
v j=

Dokaz: Za svaku tocku P € v* neka je Up C () otvorena okolina tocke P na
kojoj je forma w egzaktna, i neka je fp: Up — R glatka funkcija takva da je
dfp = w na Up. Tada je {y~(Up) : P € v*} otvoren pokriva¢ segmenta [a, b],
pa postoje tocke a = tg < t; < --- < tp = b takve da za svaki j = 1,...,k,
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postoji tocka P € y* sa svojstvom da je v([t;_1,t;]) € Up (dovoljno je uze-
ti ekvidistantnu razdiobu s korakom manjim od Lebesgueova broja navedenog
otvorenog pokrivaca segmenta [a,b]). Za svaki j = 1,...,k odaberimo jedan od
skupova Up koji sadrze v([t;_1,t;]), i njega nazovimo Uj, a pripadnu funkciju
s fj. Oznacimo li s 7, restrikciju puta v na segment [¢t;_1,¢;], imamo

k k k
[o= % [ = 55005002 = £ 160 -61). .

Jj=1

—ydx +xdy .
22+ y2
mjera 25.1. Kako smo vidjeli u primjeru 25.2, diferencijalna forma wy egzakt-
na je na svakom otvorenom podskupu ravnine R? koji ne sadrzi neki polupra-
vac iz ishodista. Neka je v proizvoljan po dijelovima gladak zatvoren put u
R?" = R2\{(0,0)}, a R2 Rg, RZ i R% desna, gornja, lijeva i donja poluravnina.
Na svakoj od tih poluravnina, kutna forma wy je egzaktna, pa postoje kutne
funkcije ¥4, ¥y, Yo 1 Y40 €iji su (vanjski) diferencijali jednaki restrikcijama for-
me wy na te poluravnine. Kao u prethodnom teoremu, put v mozemo podijeliti
na nekoliko puteva ~vq,...,7v; takvih da je za svaki j = 1,...,k, 'y;' podskup

Primjer 25.4 Promotrimo ponovno kutnu formu wy(x,y) = iz pri-

neke od tih poluravnina. Stoga je svaki od integrala fv- wy jednak kutu izmedu
J
radijvektora pocetne i zavrSne tocke puta 7;, pa, kako je put v zatvoren, inte-

k
gral fv wy = > fy, wy cjelobrojni je visekratnik broja 27, i taj cijeli broj je
j=1""

jednak broju obilazaka puta 7 oko ishodista (ra¢unajuéi algebarski, tj. obilaske
u negativnom smjeru treba odbiti od obilazaka u pozitivnhom smjeru).

Definicija 25.2 Za zatvoren po dijelovima gladak put v u R?" = R2\ {(0,0)},

broj
1
V(’}/,O) = %[ywqg
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naziva se indeks, ili namotajni broj, puta v s obzirom na toc¢ku O = (0,0),
ishodiste.

Translacijom ishodista mozemo definirati indeks zatvorenog puta v s obzirom
na bilo koju tocku Py = (xg, yo) koja ne lezi na slici v* toga puta, kao

1
V(’Y,Po) = %/Wﬁ,Po,
v

die ie w z,y) = —(y—yo)dz + (z — z0) dy
gdje je wy,p, (2, y) @202 (v —90)?
indeks je jednak broju obilazaka, u pozitivnom smjeru, zatvorenog puta v oko
tocke Po.

Kao i kad se radi o ishodistu,

Indeksom zatvorenog puta s obzirom na tocku bavit ¢emo se detaljnije pos-
lije, pri proucavanju kompleksnih funkcija.

§26 Algebarska ekvivalencija i deformacija pu-
teva

Pokazali smo da za egzaktne diferencijalne 1-forme, promjena puta integracije
ne utjece na vrijednost integrala. Medutim, neke promjene puta integracije ne
utjecu na integral niti za 1-forme koje nisu egzaktne.

Neka su «: [a,b] — R™ i n: [¢,d] — R™ dva po dijelovima glatka puta takva
da je v(a) = n(c) i v(b) = n(d). Kazemo da je put n dobiven dopustenom
promjenom puta v, ili da je n dopustena promgena puta ~, ako postoji
po dijelovima glatka funkcija ¢: [c,d] — [a,b] takva da je ¢(c) = a, ¢(d) = b
in=ryo.

Primijetimo da put v i svaka njegova dopustena promjena 7 imaju isti trag
(sliku), tj. v* =n* C R"™.

Propozicija 26.1 Neka je w diferencijalna 1-forma na otvorenom skupu
QCR", i neka je PDG putn: [¢,d] — Q dopustena promjena puta v: [a,b] — €.
Tada je fnw = fvw.

Dokaz: Neka je ¢: [c,d] — [a,b] PDG funkcija takva da je n = v o ¢ i neka je
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w= Y Fydx;. Tada je
i=1

A ZFHD(

c 1=

h/i p()) (0 9)) (0) du
[Er

Uz zamjenu varijabli ¢ := p(u), to je Jednako
@(d)=b

:l/imwmwwwﬁzlw .

plc)=a

Relacija biti dopustena promjena puta je refleksivna i tranzitivna, ali nije
simetricna, pa to nije relacija ekvivalencije medu putevima s istim tragom i
zajednickim pocecima i krajevima. Razlog tomu je Sto za funkciju ¢ nismo
zahtijevali da je bijekcija. Naprimjer, put v(u) := (cos(27 sin” u), sin(27 sin? u)),

€ [0, %7‘(’], je dopustena promjena puta (t) := (cost,sint), t € [0, 2], ali ne i
obratno.

27

Kako bismo dobili relaciju ekvivalencije, postupit ¢emo na nacin koji je uobi-
cajen u takvim situacijama:

Definicija 26.1 Za dva puta v i n s istim tragom, v* = n*, te zajednickim
pocecima i krajevima, kazemo da su algebarski ekvivalentni ako postoje pu-
tevivy = v9,71,...,7 = 1 s tim istim tragom, pocecima i krajevima, takvi da je
za svaki i =1,...,k, ili 7; dopustena promjena puta ~;_1, ili je ;1 dopustena
promjena puta 7;.

Lako se vidi da je tako definirana relacija zaista relacija ekvivalencije, i iz
propozicije 26.1 dobivamo
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Korolar 26.2 Neka je w diferencijalna 1-forma na otvorenom skupu 2 C R™
Ako su v i n algebarski ekvivalentni po dijelovima glatki putevi u 2, onda je

fnw:fww. |

Napomene 26.1 Primijetimo dvije stvari. Prvo, svaki se put v: [a,b] — R”

moze zamijeniti algebarski ekvivalentnim putem 7 s proizvoljno odabranim seg-

mentom ¢, d] kao domenom (Stovise, v i 7 mogu biti dopustene promjene jedan

drugog). Naime, svaki se segment [c, d] afinom funkcijom u — a + Z_ Y(u—c)

— C

glatko i bijektivno preslikava na segment [a, b, a njezina inverzna funkcija je

t— c+ Z_C(t—a). Stoga je put n(u) = y(a + Z_—a(u —¢)), u € [c,d], do-
—a — C

pustena promjena puta v, a kako je v(t) = n(c+ F(t — a)), t € [a,b], to je
a

i v dopustena promjena puta 7.

Ovom smo se ¢injenicom zapravo veé bili i koristili pri definiranju zbrajanja
puteva, tj. u definiciji 23.2 smo zapravo zbrajali pogodno odabrane dopustene
promjene zadanih puteva.

Drugo, svaki se PDG put moze zamijeniti glatkim putem koji je njegova
dozvoljena promjena, dakle, i algebarski mu je ekvivalentan. Zaista, neka je
v: la,b] — la,b] proizvoljna glatka rastuca surjekcija takva da je ¢'(a) = 0 i
¢©'(b) = 0. Na segmentu [0, 1] takva je, naprimjer, funkcija ¢ (t) := (sin %t)Q,

koja je klase C!, ili funkcija 0 =0
1
pa(t) == le—tl, 0<t<1
e 1-t e %
1 t=1,

koja je cak klase C'"*°. Kompozicija takve funkcije i proizvoljnoga glatkog puta,
gladak je put kome su derivacije u krajevima jednake nuli, i koji je dopuStena

promjena pocetnog puta. Ako za neki PDG put «: [a,b] — R™ takvu zamjenu
1 1

e

I 1
e 1-t et

o+

t»—>(sin%t)2 t—

nacinimo na svakom njegovu dijelu na kojemu je gladak, dobivamo gladak put
koji mu je algebarski ekvivalentan, Stovise, njegova je dopusStena promjena.
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Primijetimo da ovakvim zagladivanjem puteva ne mozemo istodobno pos-
tiéi i glatkoéu i regularnost. Cak i ako je pocetni put bio regularan, tj. derivacija
mu je bila svuda razli¢ita od nule, zagladen put nece vise biti regularan.

Za gladak zatvoren put v zahtijevat ¢emo, najcesée, da je i 7'(a) = ~/(b),
Sto se takoder moze uvijek postici.

Zato ¢emo odsad govoriti uglavnom o glatkim putevima, a receno ¢e vrijediti
i za po dijelovima glatke puteve.

I neke promjene puta kod kojih se mijenja i trag puta ipak ne utjecu na
integral. Vidjeli smo, naprimjer, da niti jedan od tri integrala u primjeru 25.1
nije ovisio o radijusu kruznica po kojima se integriralo.

Promotrit ¢emo, najprije, Sto se dogada s integralom kad se put deformira
tako da mu se i trag mijenja, ali uz nepomicne krajeve.

Neka su v i n dva glatka puta u otvorenom skupu €2 C R" sa zajednickim
pocecima i krajevima. U skladu s prvom od prethodnih napomena, mozemo,
bez smanjenja opcenitosti, pretpostaviti da su v i n definirani na istom seg-
mentu [a,b]. Dakle, v,n: [a,b] — Q, v(a) = n(a) = P, v(b) = n(b) =: Q.
Kazemo da su v i n glatko homotopni putevi u () ako postoji glatka funkcija
H: [a,b] x[0,1] — Q (glatka u smislu napomene 22.1) takva da je H(t,0) = y(¢)
i H(t,1) =n(t), zasvet € [a,b], te H(a,s) =P i H(b,s) =Q, za sve s € [0, 1].
Preslikavanje H naziva se glatka homotopija koja povezuje puteve v i 7, a
govorit ¢emo, jednostavno, da je H homotopija od v do n. Vazno je napome-
nuti da je naglasak na tome da je homotopija H preslikavanje u €2. Naime, kao
preslikavanja u R"™ svaka su dva puta, sa zajednickim pocecima i krajevima,
homotopna. Takva je homotopija u R"™ ostvarena, naprimjer, preslikavanjem
(t,s) = (1= s5)7(t) + sn(t).

Ako za s € [0,1] definiramo preslikavanja hg: [a,b] — Qs hg(t) := H(t,s),
onda kazemo da je {hs}scpo,1) glatka familija glatkih puteva u (2 od tocke P
do tocke @), koja pocinje putem hy = v i zavrSava putem hy; = 7.

st

Teorem 26.3 (o integralu zatvorene forme po homotopnim putevima) Neka
je Q C R™ otvoren skup, w zatvorena diferencijalna 1-forma na 2 a v in u
glatko homotopni putevi od tocke P do tocke Q. Tada fvw = fnw.
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Dokaz: Neka je H: [a,b] %[0, 1] — Q glatka homotopija od v do . Prema korola-
ru 25.5 o lokalnoj egzaktnosti zatvorene 1-forme, oko svake tocke P’ € Q) postoji
okolina Up, C ) na kojoj je w egzaktna. Odaberimo razdiobu p pravokutnika
I := [a,b] x [0,1] takvu da H preslikava svaki pravokutnik [;; te razdiobe u
neku od odabranih okolina, nazovimo ju U;; C €2, na kojoj je 1-forma w egzak-
tna. Za p mozemo uzeti bilo koju razdiobu ¢ija je ofica manja od Lebesgueova
broja otvorenog pokrivaca {H (Up/) : P’ € Q} pravokutnika I. Restrikcija
H|(9[ij je PDG put u U;;, a kako je na U;; forma w egzaktna, to, prema te-

oremu 25.2, vrijedi fH|8[~ w = 0, za sve 7,j. Sumiranjem svih tih integrala,
g
dobivamo 0 = Z 1) H|61<jw = f H|azw’ jer se integrali po onim dijelovima rubova
1,] *

koji su zajednicki za dva pravokutnika I;;, dokidaju.

Kako su restrikcije homotopije H na lijevu i desnu stranicu pravokutnika [
k(?pstgntni putevi u tocku P odnosno @, to je lealw = fvw — fnw, odakle
slijedi tvrdnja teorema. |

Pojasnimo oznake [ H|or i Hpr,, koristene u prethodnom dokazu, kao i

receno ,dokidanje integrala”. Rub Ol pravokutnika I sastoji se od cCetiri seg-
menta. Neka je a = o' +a? +a? +a? zatvoren PDG put koji jednom obilazi taj
rub u pozitivnom smjeru, tj. u smjeru suprotnom kretanju kazaljke na satu, i to
tako da o' prode donji brid pravokutnika I, a® desni brid, itd. Kompozicijom
puta « i preslikavanja H dobivamo zatvoren PDG put Hoa u €2, a integral f Hoo
oznacujemo s f H|pr Umjesto opisanog puta o, mozemo uzeti bilo koji zatvoren

PDG put koji jednom obilazi 0I. Svi ¢e ti putevi biti medusobno algebarski
ekvivalentni (vidi razmatranja o jednostavno zatvorenoj krivulji na str. 58), pa
¢e integrali po njima biti jednaki, Sto i opravdava oznaku f H|or

Analogno, s [ H|or oznacujemo integral duz zatvorenog PDG puta dobi-
ij
venog kompozicijom preslikavanja H i puta o;; koji jednom obilazi rub 01;;

pravokutnika I;;. Ako s afj, ¢ =1,2,3,4, oznacimo dijelove puta «a;; koji se,
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kao i prije, odnose na pojedine bridove pravokutnika /;;, onda putevi H o a?_l’ j

iHo afj prolaze istim tragom, ali u suprotnom smjeru, pa se integrali duz tih
puteva dokidaju. Isto se dogada i s integralima duz puteva H o Oé?,j—1 iHo ozzlj.

Definicija homotopnosti, kao i prethodni teorem, odnose se i na slucaj kad
su v i n zatvoreni putevi sa zajednickom istaknutom tockom (pocetak, ujedno i
kraj). Medutim, za zatvorene puteve mogu se promatrati i opéenitije homoto-

pije, pri kojima istaknuta tocka ne mora mirovati.
Neka su v,7n: [a,b] — Q dva glatka zatvorena puta u otvorenom skupu

QCR™ Kazemo da su oni glatko homotopni kao zatvoreni putevi u €2,
ako postoji glatka funkcija H: [a,b] x [0,1] — Q takva da je

H(t,0) = ~(¢)
H(t 1) — (8 }ratelad
H(a,s) = H(b,s) za s € [0,1].

o D)

0 &
a b v

Trazi se, dakle, da su svi nivoi hg zatvoreni putevi. Jasno je da ako su
zatvoreni putevi v i 1 sa zajednickom istaknutom tockom glatko homotopni u
prijasnjem smislu, onda su oni glatko homotopni i kao zatvoreni putevi. Moze
se pokazati da vrijedi i obratno.

Teorem 26.4 Neka su v i n zatvoreni putevi u otvorenom skupu 2 C R™, a
w zatvorena diferencijalna 1-forma na Q2. Ako su v i n glatko homotopni kao
zatvoreni putevi u §, onda je fvw = fnw.

Dokaz: Neka je I = [a,b] x [0,1], a H: I —  glatka homotopija od v do 7, tj.
H(t,0) = ~(t), H(t,1) = n(t), t € [a,b], i H(a,s) = H(b,s), s € [0,1]. Kao i
u dokazu prethodnog teorema, zbog zatvorenosti 1-forme w, zakljucujemo da je
lealw = 0. Neka je 7: [0,1] — Q put definiran s 7(s) := H(a,s) = H(b,s).

Tada je
H|31 ¥ T n T

odakle slijedi tvrdnja teorema. |
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Ubuduce, kad se radi o zatvorenim putevima, homotopnost ¢e uvijek znaciti
homotopnost u smislu zatvorenih puteva, i to ne¢emo posebno naglasavati. Dak-
le, kada kazemo da su putevi v i n homotopni, onda to znaci da su oni homotopni
kao zatvoreni putevi, ako su v i n bili zatvoreni putevi, a homotopni s fiksiranom
pocetnom i zavrSnom tockom, ako su i n bili putevi sa zajednickim krajnjim
tockama.

Napomena 26.2 Biti homotopan (u oba navedena smisla) je relacija ekviva-
lencije medu putevima sa zajednickim krajevima, odnosno medu zatvorenim
putevima, i oznacujemo ju s ~~.

Refleksivnost i simetri¢nost se pokazuju lako: Za put 7: [a,b] — € je pres-
likavanje H: [a,b] x [0,1] — € definirano s H(t,s) := (t), za svaki s € [0, 1],
homotopija od v do v, pa je relacija ~ refleksivna. Nadalje, ako je H homo-
topija od v do 7, onda je preslikavanje K definirano s K(t,s) := H(t,1 — s),
homotopija od 1 do 7, pa je relacija ~ i simetri¢na.

Ostaje jos pokazati tranzitivnost. Neka je H homotopija od v do n, a G
neka je homotopija od n do v. Definirajmo preslikavanje K : [a,b] x [0,1] — Qs
_[H(t2s) , 0<s<g3 : o
K(t,s):= {G(t,Qs ~1), l<s< 1te la, b]. Kako je H(t,1)=n(t)=G(t,0),
to je, prema lemi o uniji preslikavanja, teorem 2.2, preslikavanje K neprekidno,

i lako se provjeri da je K zaista homotopija od v do v.

Problem je jedino u tome $to preslikavanje K ne mora biti u tockama (¢, %),
t € [a,b], glatko, cak niti diferencijabilno, unato¢ tomu sto su preslikavanja H
i G glatka. Parcijalne derivacije po varijabli ¢ su neprekidne i u tockama (¢, %),
jer dobivamo s jedne strane 0y H(t,1), a s druge strane 01G(t,0), a oboje je
jednako vektoru n’(t). Medutim, pri deriviranju po varijabli s, u tockama (¢, %)
je derivacija ,slijeva”, ili ,odozdo”, jednaka 2 05 H(t, 1), a derivacija ,zdesna”, ili
,0dozgo”, jednaka je 205G (t,0), $to su, opéenito, razli¢iti vektori.

Treba stoga najprije homotopije H i G ,,popraviti”. Jedan nacin da se to
napravi je da homotopije H,G: [a,b] x [0,1] — Q zamijenimo homotopijama
H,G: [a,b] x [0,1] — Q, koje definiramo s H(t,s) := H(t,(s)) i G(t,s) =
G(t,¢(s)), gdje je p: [0,1] — [0,1] neka glatka funkcija, sa svojstvom da je
¢'(0) = 0 = ¢/(1), naprimjer, jedna od funkcija ¢1 ili @2 iz napomene 26.1.
H i G su takoder glatke homotopije od v do 1, odnosno od 1 do v, pa ako
u definiciji preslikavanja K umjesto H i G stavimo H i G, dobit é¢emo zaista
glatku homotopiju od v do v, jer ¢e sada obje parcijalne derivacije po varijabli s
u tockama (¢, ) biti jednake (jednake nuli), pa ¢e parcijalne derivacije biti
neprekidne, tj. homotopija K bit ée diferencijabilna klase C'.
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Primijetimo, takoder, da su algebarski ekvivalentni putevi homotopni, i to u
svakom skupu koji sadrzi njihov (zajednicki) trag. Kako je homotopnost puteva
relacija ekvivalencije, dovoljno je vidjeti da ako je n dopustena promjena puta -,
onda su oni homotopni, i to u slici (tragu) puta ~.

Neka su, dakle, v,n: [a,b] — Q glatki putevi za koje postoji glatka funkcija
v: [a,b] — [a,b] takva da je p(a) = a, ¢(b) = bin = vo¢. Definirajmo
H: [a,b] x [0,1] — Qs H(t,s) :=v((1 — 8)t + sp(t)), t € [a,b], s € [0,1]. H je
glatka funkcija i vrijedi

H(t,O) = V(t)

H(t,1) = y(p(t)) = n(t)

H(a,s) = v((1 —s)a+sp(a)) =v(a), jer je p(a) =a
H(b,s) =~v((1 —s)b+s¢p(b)) =7(b), jer je p(b) =0.

Za zatvoren put v kazemo da je nulhomotopan u €2, i piSemo v ~ 0, ako
je on u €2 homotopan konstantnom putu. Geometrijski to znaci da se trag ~v*
puta v moze unutar 2 neprekidno (¢ak glatko) deformirati u tocku.

Neposredno iz teorema 26.3 slijedi

Korolar 26.5 Neka je w zatvorena diferencijalna 1-forma na otvorenom skupu
Q CR"™. Tada je fvw = 0 za svaki po digelovima gladak zatvoren put v koji je
nulhomotopan u 2. |

Neki skupovi, kao Sto su kugla, paralelopiped, ¢itav R™, ... imaju svojstvo
da je u njima svaki zatvoren put nulhomotopan. Opcenito, kazemo da je povezan
skup U C R" jednostavno povezan ili 1-povezan ako je svaki zatvoren put
u U nulhomotopan u U.

Korolar 26.6 (Poincaréova' lema) Svaka zatvorena diferencijalna 1-forma
na jednostavno povezanom otvorenom skupu 2 C R"™ je egzaktna.

Dokaz: Neka je w zatvorena diferencijalna 1-forma na 2, a v proizvoljan zatvoren
PDG put u 2. Kako je 2 jednostavno povezan, to je v nulhomotopan u €2, pa
je, prema prethodnom korolaru, fvw = 0. Egzaktnost forme w sada slijedi iz
teorema 25.2. [

1Jules Henri Poincaré (1854-1912), francuski matematicar
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§27 Greenov teorem

Newton-Leibnizovu formulu f; f'(t)dt = f(t) ‘Z = f(b) — f(a) mozemo zapisa-

ti kao df = b
[af’b] f = fl,
segmentu |a, b| vanjskog diferencijala diferencijalne O-forme f, a desnu stranu
mozemo interpretirati kao (nul-struki) integral diferencijalne O-forme f po ru-
bu 9([a,b]) = {a,b} segmenta [a,b]. Na Greenov teorem, kojim se bavimo u
ovom paragrafu, mozemo gledati kao na analogon Newton-Leibnizove formule u
dimenziji za jedan vecoj.

i lijevu stranu interpretirati kao (jednostruki) integral po

Dokazimo najprije jedan jednostavan specijalan slucaj tog teorema.

Teorem 27.1 (Greenov! teorem za pravokutnik — sirova verzija) Neka je
I := [a,b] x [c,d] C R? pravokutnik, a F,G: I — R neka su diferencijabilne funk-
cije klase C1 (dakle, definirane su i neprekidno diferencijabilne na nekoj okolini
pravokutnika 1). Tada je

b d b d
/(‘%G—(%Fz/ F(:U,c)dx+/ G(b,y)dy—/ F(x,d)d:v—/ G(a,y)dy.
1 a c a c

Dokaz: Prema Fubinijevu teoremu, teorem 19.1, i Newton-Leibnizovoj formuli
je

0,G = ([ 0,G(z,y) dx | dy = d (G(b,y) — G(a,y)) dy
=) Jau= ).
/IayF - /ab (/d 0, F(z,y) dy) dz = /ab (F(z,d) — F(z,c)) da.

Oduzimanjem ovih jednakosti, dobivamo tvrdnju teorema. |

Tom teoremu mozemo dati ljepsi oblik, koji je ujedno i pogodan za genera-
lizaciju.

Neka su 71, 72, 3, 74 putevi koji, na ,prirodan’ na¢in, parametriziraju stra-
nice pravokutnika I:

LGeorge Green (1793-1841), engleski matemati¢ar
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d+ B
11(t) == (t,¢)
i} b3 Y3(t) == (t,d) } t € la,b]
vo(t) == (b,t)
ct I ’;f' I vat) = (a,t) } t € lc,d
a b

i neka je v = 1 + 72 — 3 — 74 njihova suma—put koji parametrizira rub
01 pravokutnika I, obilazeé¢i ga u smjeru suprotnom kretanju kazaljke na satu.
Oznacimo s w := Fdx + G dy diferencijalnu 1-formu odredenu funkcijama F
i GG, i definiranu na nekoj okolini pravokutnika I. Tada je

b
[ o= [ Fo@ 6l ©) + Gonle) 67 @) de
71 ab .
:/ (F(t,c)-1+G(t,c)-0)dt=/ F(t,c)dt,

sto je upravo prvi sumand na desnoj strani u prethodnom teoremu.

Analogno nalazimo

/w:/ch(b,t)dt; /w:/abF(t,d)dt; /w:/ch(a,t)dt.

Tako dobivamo

Korolar 27.2 (Greenov teorem za pravokutnik) Neka je Q) C R? otvoren
skup, I = [a,b] X [c,d] C Q pravokutnik, a F,G:  — R diferencijabilne funkcije
klase Ct. Tada je

/(%G—(’?yF:/Fdx—kGdy,

I v
gdje je v po digelovima gladak put koji jednom obilazi rub 01 pravokutnika I u
smjeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu. |

Napomena 27.1 Uobicajeno je tvrdnju Greenova teorema za pravokutnik is-
kazati u obliku

/&UG—@yF:/ Fdz + Gdy,
I oI
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gdje je s [ 57 Da desnoj strani, oznacen integral po bilo kojem PDG putu koji
jednom obilazi rub 0I pravokutnika I, i to u pozitivhom smjeru, tj. smjeru
suprotnom od kretanja kazaljke na satu. Svi su ti putevi algebarski ekvivalentni,
pa su i integrali po njima medusobno jednaki.

Da bismo izrekli i dokazali op¢i Greenov teorem, moramo najprije spomenuti
neke netrivijalne rezultate topologije ravnine.

Na svaki zatvoren put u R™ mozemo gledati i kao na preslikavanje s jedini¢ne
kruznice u prostor R”. Naime, Za svaku tocku P # (1,0) jedini¢ne kruznice
S = {(z,y) : 2 + y* = 1} C R2, postoji jedinstven t € [0,2n] takav da je
P = (cost,sint), tj. standardna parametrizacija o(t) := (cost,sint), t € [0, 27],
kruznice S, identificira 0 i 27, te ih preslikava u tocku (1,0) € S, dok je na [0, 27)
injekcija. Za zatvoren put ~: [0,27] — R"™ (prema prvoj od napomena nakon
korolara 26.2 na str. 29, mozemo za domenu puta 7 uzeti bilo koji segment) je
v(0) = v(27). Definirajmo preslikavanje 5: S — R™ s Y(o(t)) := y(t).

,Y-'-

Ty B
NPE

Ako je preslikavanje v glatko i 7/(a) = ~/(b), bit ée i preslikavanje 4 glatko.

Obratno je ocito: na svako neprekidno preslikavanje S — R™, mozemo gledati
kao na zatvoren put u R".

Za zatvoren put v: [a,b] — R™ za koji, osim y(a) = (), nema drugih identi-
fikacija, tj. restrikcija 7‘ [a, b) je injekcija, kazemo da je jednostavno zatvoren
put. Drugim rije¢ima, jednostavno zatvoren put u R" je neprekidna injekcija
4: S — R™, pa je korestrikcija 4: S — 4(S) homeomorfizam.

Trag (slika) jednostavno zatvorenog puta u ravnini R? naziva se kontura.
Jedan od najvaznijih teorema topologije ravnine je sljede¢i Jordanov teorem:

Teorem 27.3 (Jordanov! teorem) Neka je v* C R? kontura. Tada se kom-
plement R? \ v* sastoji od dva disjunktna povezana otvorena skupa (podrucja),

!Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), francuski matematicar
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iv* je zajednicki rub svakog od njih. Jedan od tih povezanih otvorenih skupova je
omeden, i naziva se unutrasnje podrucje konture v* ili podruéje omedeno
konturom ~*, a drugi je neomeden i naziva se vanjsko ili neomedeno po-
drucje konture y*.

Ovaj netrivijalni teorem formulirao je Jordan
1887. godine, ali je u dokazu bila pogreska. Pot-
pun dokaz dao je Veblen! 1905. godine. Danas
postoji viSe razlicitih dokaza tog teorema. Ne-
ki su elementarniji, ali zato podugacki i s mnogo
tehnickih detalja, dok su drugi relativno kratki i
elegantni, ali zahtijevaju poznavanje tehnika alge-
barske topologije. Mi ovaj teorem ne¢emo dokazi-

vati.
Da bismo mogli izre¢i op¢i Greenov teorem, moramo nesto reci i o orijentaciji

puteva. Neka je v: [a,b] — R™ po dijelovima gladak put. Za sve PDG puteve
koji imaju isti trag kao v i s v su algebarski ekvivalentni, kazemo da su jednako
orijentirant ili da su iste origentacije kao . S druge strane, za put —~,
definiran kao (—v)(t) := y(a + b —t), t € [a,b], koji ima isti trag kao =, ali
,ide natraske”, kao i za sve puteve koji su algebarski ekvivalentni putu —~,
kazemo da su suprotno orijentirani ili da su suprotne orijentacije nego
put 7. Ove se definicije odnose i na zatvorene i na ne-zatvorene puteve. Ne
postoji pojam ,,pozitivno” ili ,,negativno” orijentiranog puta u R™ —osim za
jednostavno zatvorene puteve u ravnini R2.

Neka je, dakle, v: [a,b] — R? gladak jednostavno zatvoren put u ravnini.
Zat € [a,b] je 7/(t) vektor tangencijalan na trag v* u tocki v(¢) (vidi diskusiju
ispred propozicije 30.2 na str. 72). Neka je n(t) onaj od dva normalna jedini¢na
vektora u tocki (t) koji ,,gleda” u unutrasnje podrucje konture v* := ~([a, 0]).
Ako za svaki t € [a,b] ureden par vektora (7'(t),n(t)) odreduje istu orijenta-
ciju ravnine kao par (e, ez) vektora kanonske ortonormirane baze u R?, onda
kazemo da su jednostavno zatvoren put - i kontura v* pozitivno orijentira-
ni. Jednostavno zatvoren put —v, odnosno kontura —~*, bit ¢e tada negativno
orijentirant —za njih ¢e promatrani par vektora odredivati negativnu orijen-
taciju ravnine, tj. onu koju odreduje ureden par (eg, e1). Jednostavno zatvoren
put u R? je, dakle, pozitivno orijentiran ako se unutrasnje podruéje nalazi uvijek
slijeva.

Za dokaz Greenova teorema, trebat ¢e nam jos jedan vazan teorem topologije

1Oswald Veblen (1880-1960), americki matematicar



§27. GREENOV TEOREM 39

ravnine, koji nadopunjuje Jordanov teorem.

Teorem 27.4 (Schonfliesov! teorem) Neka je v* C R? kontura, te neka
je B C R? \ ~* njezino unutrasnje podrucje. Tada postoji homeomorfizam
h: K(0,1) — BU~* zatvorenog kruga K(0,1) = K(0,1) US na B U~*, koji
homeomorfno preslikava otvoren krug K(0,1) na unutrasnje podrucje B, a rub
0K (0,1) =S preslikava homeomorfno na konturu v*. Ako je kontura v* glat-
ka, moZe se posti¢i v da h bude difeomorfizam koji ¢uva orijentaciju, tj.
det Dh(P) > 0 za sve P.

Konturu smo definirali kao trag (sliku) jednostavno zatvorenog puta u R?
dakle, kao homeomorfnu sliku kruznice. Ako je I = [a, b] x[c, d] C R? neki pravo-
kutnik, njegov rub 01 homeomorfan je kruznici, pa na konturu mozemo gledati
i kao na homeomorfnu sliku ruba pravokutnika. Pravokutnik I i zatvoren krug
K(0,1) € R? su homeomorfni. Stovise, postoji homeomorfizam pravokutnika I
na zatvoren krug K(0,1) koji homeomorfno preslikava I na S = 9K (0,1).
Moze se pokazati da postoji i glatki difeomorfizam s tim svojstvom.

Sada mozemo dokazati najavljivani op¢i Greenov teorem:

Teorem 27.5 (Greenov teorem) Neka je Q CR? otvoren skup, F,G: Q—R
diferencijabilne funkcije klase C1, i neka je v: [a,b] — Q pozitivno orijentiran
jednostavno zatvoren po diyjelovima gladak put uw 2, takav da je © unutrasnje
podrucje B odredeno konturom v* = ~([a,b]) sadrzano u §2. Tada je

/&;G—@yF:/Fdx—i—Gdy.
B v

Dokaz: Prema napomeni 26.1, mozemo pretpostaviti da je put v gladak. Zbog
Schonfliesova teorema 1 komentara nakon njega, postoji preslikavanje
¢: I — Q C R2?, definirano i glatko klase C? na nekoj okolini pravokutnika
I C R?, koje homeomorfno preslikava 01 na ~*, i difeomorfno preslikava otvo-

ren pravokutnik [=1 \ I na unutrasnje podru¢je B omedeno konturom ~*,
i koje ¢uva orijentaciju, tj. det D¢(P) > 0 za sve P.

Oznac¢imo varijablu preslikavanja ¢ s (u, v).

L Arthur Moritz Schonflies (1853-1928), njemacki matemati¢ar
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Q
y v
v
I ¢ = (61, 0%)
_—
A n*
»
u X
n=(n*,n?) /1(71,72)
a t b

Transformirajmo najprije lijevu stranu. Skup B U~* je kompaktan, kao nepre-
kidna slika zatvorenog pravokutnika I, a njegov rub v* je skup povrsine nula, jer
je on glatka slika ruba dI pravokutnika I (vidi teorem 16.6). Stoga su skupovi
BU~* = ¢(I) i B J-izmjerivi, pa integrali neprekidne funkcije 0,G — 0, F
po tim skupovima postoje. Kako je transformacija ¢ glatka, ¢ak je klase C?
mozemo primijeniti teorem 20.1 o zamjeni varijabli u dvostrukom integralu.
Tako dobivamo

/&CG—@,F: / @xG—(?yF:/((8xG—8yF)oq§)-detD¢.
B

Bu~% I

Transformirajmo sada desnu stranu. Kako je restrikcija gb‘ g1 01 — v* glat-
ki homeomorfizam, to je kompozicija n := (qb’af)_loq/: [a, b] — OI po dijelovima
gladak put koji jednom obilazi rub 0I pravokutnika I, i to u pozitivnom smjeru,
jer ¢, pa onda i njegov inverz, ¢cuvaju orijentaciju. Prema definiciji puta n je
v = ¢omn, pa i za koordinatna preslikavanja vrijedi v* = ¢’ on, i = 1,2. Sljedeéi
racun je dobra vjezba za parcijalno deriviranje. Zbog preglednosti ¢emo nakon
druge jednakosti izostavljati varijable, tako da ¢emo, naprimjer, za derivaciju
kompozicije dviju funkcija, umjesto

(o B)'(t) =&/ (B(1)) - B'(t)

pisati

(o) =a'0f-f.
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Prema definiciji integrala diferencijalne 1-forme duz puta v, imamo

b

/ Fdz+Gdy— / (F((1) (Y () + G(rv(8)) (42)

¥ a

(Fogon)(t)- (@' om)(t) +(Gopon)(t) (*on) (1)) dt

/

(t)) dt

/

(Fogon) (Bupton- () +dudton- (1)) +

/

+(Gogon) - (Bud?on- () + 8,02 on- (%))

]
/

b

:/(FO¢'au¢1+Go¢'au¢2)o77'(771)/+

Y 4 (Fog- 9,9t +God- 9,02 on- ()
:/(Fogb-@ugbl+Go¢-6u¢2)du+(Fo¢-8v¢1+Go¢-8v¢2)dv.

n

Primjenom Greenova teorema za pravokutnik, ovaj je integral jednak

:/au<Fo¢-av¢1+Go¢-av¢2)—av<Fo¢-au¢1+Go¢-6u¢2)
I

:/(81;Fo¢-8u¢1+8yFo¢-8u¢2)-8U¢1+Fo¢-8u8v¢1+

D (0,G 06 0,0 +0,G06-0,6%) - 0,6° + G o u0,6° —
(0F 00,8 +0,F 0¢-0,67)  0ud' — Fod-0ydud' —
B (a:nGO ¢ ) av¢1 + ayG’O ¢ ’ av¢2) ’ au¢2 —Go ¢ ) 8vau¢2

a to je, zbog Schwarzova teorema, jednako
— /axG o ¢ : (au¢1 : 611¢2 - 8’U¢1 : 8U¢2) -
! — 0y F 0 ¢+ (0ud" - 0,8° — 0,0 - 0,87%)
— /(8$GO¢_83/FO¢) dethb,

1

Sto je jednako izrazu koji smo bili dobili za lijevu stranu. |
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Sada ¢emo dati joS jedan drugaciji oblik Greenove formule. Funkcijama F
i G definirana je na €2 diferencijalna 1-forma w = F dx + G dy, pa desnu stranu
Greenove formule mozemo pisati u obliku fv w.

Kao $to smo prije definirali, vanjski diferencijal diferencijalne 1-forme w je
diferencijalna 2-forma dw := (0,G — 0yF)dx A dy. Difeomorfizam ¢: I —
B = B U~*, koristen u dokazu Greenova teorema, poseban je slucaj plohe,
tocnije singularne 2-plohe u R?. Opcenito se integral takve diferencijalne
2-forme gdx A dy, po singularnoj 2-plohi ¢: I — Q C R?, gdje je g: Q@ — R
neprekidna funkcija, definira kao obican, dvostruki, integral funkcije g po slici
o(I), dakle, f¢gdx Ady = f¢(1) g.

Pogledajmo sada lijevu stranu Greenove formule. Kako je v* = 0B = B\ B
skup mjere nula, to je [, g = [5¢ za svaku neprekidnu funkciju g, pa je, uz
gornju definiciju integrala diferencijalne 2-forme,

/amG—ﬁyF:/_ﬁmG—ﬁyF: 8mG—8yF:/dw.
B B o(I) o]

Na jednostavno zatvoren put «: [a,b] —  mozemo gledati kao na preslika-
vanje 4: 0 — Q (vidi komentare ispred Jordanova teorema, str. 37, i nakon
Schonfliesova teorema, str. 39), tj. kao na restrikciju preslikavanja ¢ na rub
pravokutnika I. Mozemo, dakle, uzeti v = ¢‘8 7- U terminologiji singularnih

ploha definira se rub singularne plohe ¢: I — () upravo kao ta restrikcija,
i oznacuje se s J¢, tj. definira se 0¢ := ¢’8I: 0l — . Tako desna strana u

Greenovoj formuli postaje |, o W> Da dobivamo

/d)dw:/agbw. (1)

Dakle, integral (vanjskog) diferencijala dw diferencijalne 1-forme po singu-
larnoj 2-plohi ¢ u otvorenom skupu © C R?, jednak je integralu diferencijalne
1-forme w po rubu d¢ (koji je zatvorena singularna 1-ploha, tj. zatvoren put).

Osim diferencijalnih 1-formi i 2-formi, definiraju se i diferencijalne k-forme
u R” i integrali diferencijalnih k-formi po tzv. singularnim k-plohama u R”.
U toj se teoriji, uz odgovarajuce definicije, dokazuje da formula (1) vrijedi
opéenito za k-formu w i (k + 1)-plohu ¢. To je opé¢i Stokesov! teorem, a
Greenov teorem, koji smo mi u cijelosti dokazali, njegov je vazan, specijalan,

LGeorge Gabriel Stokes (1819-1903), engleski matematicar, roden u Irskoj
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slucaj. Jedan drugi vazan poseban slucaj opéeg Stokesova teorema je tzv. Ga-
ussov! teorem o divergenciji, koji bez dodatnih priprema i definicija ne
mozemo ovdje iskazati.

§ 28 Funkcije ogranicene varijacije

Jednu, u analizi vrlo vaznu, klasu funkcija ¢ine funkcije ogranicene varijacije.
Mi ¢emo se takvim funkcijama koristiti za definiranje duljine krivulje.

Neka je I = [a,b] C R segment, a f: I — R™ funkcija (ne nuzno neprekidna).
Za razdiobu (particiju, subdiviziju)

p:{a:t0<t1 <"'<tk(p) Ib}
segmenta I definiramo broj

k(p)

V(f.p) =Y Ilf(t;) = f(ti-1)l

J=1

koji zovemo warijacijom funkcije f s obzirom na razdiobu p. Iz relacije
trokuta jednostavno slijedi da ako razdioba p’ profinjuje p, u oznaci p’ > p,

onda je V(f,p) <V (f,p).

a tj,1 tj b

Definicija 28.1 Ako je skup {V(f,p) : p € p(I)} omeden, onda za f kazemo
da je funkcija ogranicene ili omedene varijacije, a broj

V(f) =sup{V(f,p):p€p()}

nazivamo totalna varijacija funkcije f na segmentu I. Rabe se i oznake
V() =Vo(f) = V(].[a, b))

1Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), njemacki matematicar
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Teorem 28.1 Funkcija f = (f1,...,fn): I — R"™ je funkcija ogranicene va-
rijacije ako i samo ako su sve koordinatne funkcije f;: I — R, i = 1,...,n,
funkcije ogranicene varijacije.

Dokaz: Neka je V(f;) < oo, i = 1,...,n. Tada za svaku razdiobu p seg-
menta [ vrijedi

k(p) k(p) n
V(f.p)= Z 1f(t5) — f(tj—1)ll = Z Z | fi(t;) — fi(ti—1)|?
k(p) n n k(p)
< ZZ |fi(t;) — fi(tj—1)| = Z Z | fi(t;) — fi(tj—1)]

= V(fi,p) <Y V(i) < o0,
i=1 i=1

pa je i f funkcija ogranicene varijacije.

Neka je V(f) < oco. Tada za p € p(I) isve i € {1,...,n} vrijedi

k(p) k(p)
V(fisp) = D 1filty) = filty—)] < D NF() = F(t-0)l = V(Fp) < V()
j=1 j=1
pa su i f; funkcije ogranicene varijacije. |

Primjeri 28.1

(1) Svaka monotona funkcija f: [a,b] — R je funkcija ogranic¢ene varijacije i
V(f)=1f(b) = fla)l.
Zaista, ako f raste onda je za p € p(I)

k(p) k(p)
V(f,p)= Z |f(t5) — f(tj—1)| = Z (f(t;) — f(tj=1))

= f(trp)) — f(to) = f(b) — f(a),
pa je i V(f) = f(b) — f(a).
Ako f pada, onda se na odgovarajué¢im mjestima samo mijenjaju predznaci.

Posljedica upravo dokazane ¢injenice je da funkcija ogranicene varijacije ne
mora biti neprekidna (monotona realna funkcija o¢ito moze imati prekide).
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(7i) S druge strane, neprekidna funkcija ne mora biti i funkcija ogranicene
varijacije. Promotrimo funkciju f: [0,1] — R definiranu s

0.5
tcos— , te{0,1]
f(t) = 2t 0] 1
0 , t=0
—0.5

Za n € N odaberimo razdiobu

:{0

1 1 1
2n_2<---<§<§<1}.

Tada je
2_
V(f,pn) = |5 cos 25 — 0| 4 | gl cos B25HT — Lgog 2nm| 4
—l—‘2cos——gcos—H—‘cos———cos ‘—

=mtmtomstmnat titz=
1 1 1
=1L 4. 4141,

te su za odabrane razdiobe p,, pripadne varijacije funkcije f jednake
parcijalnim sumama harmonijskog reda, koji divergira. Zbog toga skup
{V(f,p) : p € p(I)} nije omeden, pa f nije funkcija ogranic¢ene varijacije.

Zadatak 28.1 Neka su g1,9g2: [0,1] — R funkcije definirane s
tsinl, te (0,1 . tQSinl, t € (0,1]
g1(t) = t ioga(t) = t
0 , t=0 0 , t=0.

Pokazite da g; nije funkcija omedene varijacije, a da g2 jest funkcija omedene varijacije.
Kolika je totalna varijacija funkcije g2?

Navedimo sada osnovna svojstva familije funkcija ogranicene varijacije.

Propozicija 28.2
(1) Svaka funkcija ogranicene varijacije je omedena.

(i1) Ako su f,g: I — R™ funkcije ogranicene varijacije, onda su i f +g, ||f|| i
(f|g) funkcije ogranicene varijacije. Ako jen =1 ¢inf{|f(¢)|:t € I} >0,

onda je i 7 funkcija ogranicene varijacije.
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(1i1) Ako je f: I — R™ funkcija ogranicene varijacije, a u: R™ — R"™ izometrija
(dakle kompozicija translacije i unitarnog operatora), i a € R, onda su i
funkcije uo f i af funkcije ogranicene varijacije, i vrijedi V(uo f) =V (f)
i V(af) = la| V(f).

(tv) Neka je a < b < c i f: [a,c] — R™ funkcija. f je funkcija ogranicene
varijacije na |a,c|] ako i samo ako je f funkcija ogranicene varijacije na
[a,b] i na [b,c]. U tom je slucaju V(f) = V(f‘[a,b]) —I—V(f“b’ c])

Dokaz: (i) Neka je f: I — R™ funkcija omedene varijacije. Za proizvoljan t € T
definirajmo razdiobu p; := {a <t <b}. Tada je

1F(&) = Fla)ll < 1F (@) = f(@)ll + [[f) = FOI = VS, p) V()
paje f(I) C K(f(a),V(f)), dakle f(I) je omeden skup.

(ii) Neka su f i g funkcije omedene varijacije, a p={a=tq < t1 <--- <ty =0b}
proizvoljna razdioba segmenta I = [a,b]. Tada je

k(p)
V(f+g,p) = Z I(f(t5) +g(t;) — (f(tj-1) + g(t;—1))
k(p) k(p)

< Z 1f(t;) — f(tj—1)ll + Z lg(ts) — g(ti—1)l
=V(f.ip)+V(g.p) <V(f)+V(g) <o0,

pa je i f + g funkcija omedene varijacije (i V(f +g) < V(f) + V(g)).
Nadalje, zbog (i), f i g su omedene funkcije pa postoje brojevi M, N > 0
takvi da je ||f(t)|| < M i||g(t)]] < N, za sve t € I. Zato, za razdiobu p vrijedi

k(p)

E((f19), Z\ — (f(tj—1) | 9(tj—1))|

k(p)

= Z |(f(t5) | g(t;) — (F(t5) | g(ti—1)) +
+ (f(t5) [ g(tj—1)) — (f(t5=1) | 9(tj-1))|
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k(p)
< 1@ 1a(t) = at=0)) |+ [(F(15) = F(tj-1) | a(tj-)]
k(p) k(p)

< Z IFEDI g (E5) = g(E-0)] + Z 1 @5) = £t lg (-1l
< MV(g,p) +NV(f,p) <MV(g)+NV(f)<o0,

sto pokazuje da je i skalarni produkt (f | g) funkcija omedene varijacije.

Da bismo dokazali tvrdnju za || f||, prisjetimo se da za proizvoljne vektore
P,Q € R" vrijedi ||| P|| — ||Ql| < ||P — QI|, pa za razdiobu p vrijedi

k(p)

V(Ifll,p) = Z!nf W = 11—

k(p)

< Z 1f(t5) = F(ti-)Il =V (f,p) < V(f) < o0,

pa je i || f|| funkcija omedene varijacije.

Konacno, za n = 1 i uz pretpostavku da je m :=inf{|f(¢)|:t €1 } > 0, za
razdiobu p vrijedi

k(p) k(p)
vil )= L @) = Ft-1)]
(5:0) Z f tj—l)’ A PRV AGERY]
< WV(f,p) < V() < oo,

pajei % funkcija omedene varijacije.

(7i7) se dokazuje lako, jer za izometriju u vrijedi |[u(P) —u(Q)|| = ||P — @, za
sve P, () € R™.

(1v) Neka je V(f) < oo, i neka su p; i po proizvoljne razdiobe segmenata
[a,b] i [b,c], a p:= p1 U ps pripadna razdioba segmenta [a, c]. Tada je

V(f|ja,5)01) S V0) S V() <
V(f |y, £2) < V() S V) <

o0, 1
0,



48 4. INTEGRALI DUZ PUTOVA I KRIVULJA

pa su f| [, b] i f‘ b, c] funkcije omedene varijacije. Stovise, vrijedi

V(F|fa,b20) + V(F|[p, g 02) = V(o) S V),
pa jei

V(Ha,0) T VU], q) = V) (1)

Neka su V(f“a b]),V(be C]) < 00, 1 neka je p razdioba segmenta [a, c].

Oznacimo s p* := p U {b}, a p1 i p2 neka su razdiobe segmenata [a,b] odnosno
[b, c] inducirane s p* Tada je

V(f,0) V") =V |a,5):r1) V|1, s P2)
<V a,0) T V][p,q) < oo
pa je f funkcija omedene varijacije na [a, d, i vrijedi
V() =V(Fa,0) +V U p,d)- (2)
Iz (1) i (2) slijedi sada trazena jednakost. n

Vaznu klasu funkcija ogranicene varijacije ¢ine glatke funkcije, tj. diferenci-
jabilne funkcije klase C'L

Teorem 28.3 Ako je f: [a,b] — R™ diferencijabilna funkcija klase C', onda
je f funkcija ogranicene varijacije i vrijedi

b
V(f) = / 1) dt 3)

Dokaz: Pokazimo najprije da je f funkcija ogranic¢ene varijacije. Neka je p € p(I)
proizvoljna razdioba segmenta I = [a,b]. Tada je, prema korolaru 22.3,

k(p) k(p)

t; b
V(o) = S0 = £l < 3 [ Il = [C1rwde<oo, @

pa je skup {V(f,p) : p € p(I)} omeden, tj. f je funkcija ogranicene varijacije.
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Pokazimo sada da vrijedi formula (3). Iz (4) slijedi V(f) < f | /()| dt.
Pretpostavimo da vrijedi stroga nejednakost, tj. da je

b
e [ 15 @lde -V >0

Neka je f(t) = (f1(t),..., fa(t)), t € I, ineka je I" := 1 x I--- x I. Definiraj-
mo funkciju F': I - R s

Flty, . t) = ||(FL(t), fo(t2), .. )H

Funkcija F je neprekidna, jer su f/ neprekidne funkcije, a kako je I"™ kompaktan,
to je F' i uniformno neprekidna. Zbog toga

£

36 > 0 takav da VP, Q € I", d(P,Q) < 6 = |F(P) — F(Q)| < 3h—a) (5)
Kako je V(f) =sup{V(f,p) : p € p(I)}, postoji razdioba p’ € p(I) takva da je
V() =V <3 (6)

Buduéi da je funkcija || f’|| integrabilna na I, postoji subdivizija
p:{a:to <t < "'<tk(p) :b}

segmenta [ takva da je

0 .
|tj_tj—1|<%7 J=12,...,k(p) (7)
i da za pripadne Darbouxove sume vrijedi
€
SULFN o) = s Ml p) < 5 (8)

Osim toga, razdiobu p mozemo odabrati tako da profinjuje p’, pa zbog

V(f,p) <V(f,p) <V(f)i(6) vrijedi i

V() - V(o) < 5 ©
Primijenimo Lagrangeov teorem srednje vrijednosti na funkcije fi,..., f.,
i to na svaki od segmenata [t;_1,%;], 7 = 1,...,k(p). Zakljucujemo da postoje

brojevi 74 € (tj_1,t;), j =1,...,k(p), i =1,...,n, takvi da vrijedi
filty) = filtj—1) = fi()(t = tji—1), G=1,....k(p), i=1,...,n. (10)
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Oznac¢imo s P; := jl,TjQ,...,T;’) iQ; = (7']-1,7'3.1,...,7']-1) tocke iz I,
j=1,...,k(p). Tada je
i=1 1=1
Sada imamo
k(p)
V(fp) = D_IIFE) = ft-0)ll
j=1
k(p)
= ZH fi(ty) — fi(tj—1),. "7fn(tj)_fn(tj—1))H
(10) o :
EZHh —ti 1), P — )|
k;(p) k(p)
= ZH(JC{(T;) ( ))H |t _t] 1|—ZF t _tj 1) (12)
j=1
Nadalje, broj
k(p) k(p)
o= Y F(Q;)t; —t ZH fi(7; )|t —ti-1)
j=1
k(p)
—EJV Sty —tjm). 7)€ [tjornty] (13)

je integralna suma za funkciju ||f'||, tj. o = o(||.f'||, p; 74,75, - - .

’ (
o= [ I @la] <S(170) = 515 ) <

jer je

Lot pae

8) £
= 14
3 Y ( )

b
s(1510) < o [ 17Ol <501 10).
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Osim toga je prema (12) i (13)

k(p)

\V(f,p)—o| < Z !F(Pj) _ F(Qj)‘ (6 —t; 1) (112(5)

™

b_a Z =3 (15)

Zbog toga je prema (9), (15) i (14)

/ 17/ (0)] dt]| <

< V() - V(] )|+IV(f,)—0|+|a—/H Dl di| < e

< < <

wlm
wlm
wlm

sto je kontradikcija. |

Funkcije kojima éemo se sluziti ¢esto neée biti klase C'! na ¢itavom segmen-
u [a,b], ali ¢e biti po dijelovima glatke. Pritom, kao i prije u definiciji 23.2,
za neprekidnu funkciju f: [a,b] — R™ kazemo da je po dijelovima glatka ili
po dijelovima klase C', ako postoje tocke a = tg < t; < --- < tj, = b tak-
ve da restrikcije f|[tj—1,tj] imaju neprekidnu derivaciju za sve j = 1,...,k,

s tim da smije biti (f“tj_1,tj])l(tj) + (f’[t]‘,tj-i-l])/(tj) (radi se, naravno,
o odgovarajué¢im jednostranim derivacijama, tj. uz oznake kao na stranici 2,
f(ti=) # f'(t;+)).

Koristedi se ,,po dijelovima” prethodnim teoremom i ¢injenicom da konacan
skup ne utjece na integral, dobivamo

Korolar 28.4 Svaka po dijelovima glatka funkcija f: [a,b] — R"™ je funkcija
b

ogranicene varijacije i njezina totalna varijacija jednaka je V(f) = / If ()|l dt.

Dokaz: Prema prethodnom teoremu 28.3, restrikcije f | [t ] su funkcije ome-

Jj—1 7t]

dene varijacije 1 vrijedi V(f“t = / |f(t)]| dt. Tvrdnja sada slijedi
tj,1

j—1t]
indukcijom iz ,aditivnosti” totalne varijacije, propozicija 28.2(iv), i aditivnosti
integrala. [
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Napomena 28.1 U teoremu 28.3 nije dovoljno da je f neprekidna na [a,b]
i (¢ak neprekidno) diferencijabilna na (a,b). Naprimjer, funkcija f iz primje-
ra 28.1(47) na stranici 45, je neprekidna funkcija na [0,1] koja nije funkcija
omedene varijacije, iako je derivacija f’(t) = cos % + % sin % neprekidna funk-
cija na (0, 1].

Uvjeti na funkciju f u teoremu 28.3 mogu se ipak oslabiti. Dovoljno je da
je funkcija f neprekidna i da ima omedenu derivaciju na (a,b) (Sto funkcija
iz upravo spomenutog primjera nema). MozZe se naime pokazati, da ako je
f: ]a,b] — R neprekidna funkcija koja ima omedenu derivaciju na (a, b), onda
je f’ R-integrabilna na [a,b] (bez obzira na to jesu li i kako definirani f’(a) i

F/(b)) i vrijedi [ f'(t)dt = f(b) — f(a).

To je u vezi s tipom prekida koje moze imati derivacija neprekidne funkcije,
i onda R-integrabilnost funkcije s takvim tipom prekida. Naime, derivacija f’
neprekidne funkcije f na segmentu, moze imati samo prebrojivo mnogo prekida,
i to su ,,skokovi”. Kako je prebrojiv skup mjere nula, to je po Lebesgueovoj
karakterizaciji R-integrabilnosti, f’ integrabilna.

Dokazimo na kraju jos jednu ¢injenicu koju ¢emo poslije trebati.

Propozicija 28.5 Neka su f: [a,b] — R™ i g: [c,d] — R" funkcije takve da
postogi monotona bijekcija p: [a,b] — [c,d] sa svojstvom da je f = gop. Ako je
g funkcija omedene varijacije, onda je i f funkcija omedene varijacije i vrijedi

V(f) [a’ b]) = V(97 [Ca d])

Dokaz: Svaka monotona bijekcija ¢: [a,b] — [c, d] je strogo monotona. Pretpo-
stavimo da je ¢ rastuca i neka je

p:{a:t0<t1<---<tk(p):b}

proizvoljna razdioba segmenta [a,b]. Oznac¢imo li s u; = ¢(t;) € [c,d],
j=1,...,k(p), dobivamo razdiobu

pr={c=ug<uy < - <uppy=d}, k(') ==Ekp)

segmenta [c,d]. Tada je

k(p) k(p)
V(Lo = D IF() = £l = 3 la(et) = alett-0)]
k(p")

= > o) = glus)| = V(g ') < V(g [e.d)).
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Stoga je i f funkcija omedene varijacije i vrijedi V' (f, [a,b]) < V(g,[c, d]).

Funkcija ¢~ 1: [c,d] — [a,b] je takoder monotona, i to rastuéa, bijekcija,
i vrijedi g = fop ™!, pa se na isti nac¢in pokazuje da jei V (g, [c,d]) < V(f,[a,b]),
odakle dobivamo tvrdnju teorema.

U slucaju kad je funkcija ¢ strogo padajuca, postupa se slicno, uz oznake
Uj 1= @(tk(p)_]’),jz 1,...,]{3(p). |

§29 Krivulje u R" i njihova duljina

U ovom ¢emo paragrafu dosta paznje, mozda i vise nego Sto je potrebno, posve-
titi pojmu krivulje. To radimo zato da ilustriramo kako je i tako ,,jednostavan”
pojam, vazan za analizu, vrlo delikatan.

Na prvi pogled izgleda ,jasno” §to smatramo krivuljom u R? ili R3. No
pomnijom se analizom odmah vidi da stvar nije nimalo ,,jasna” niti naivna. In-
tuitivno bismo pod pojmom krivulje htjeli smatrati skup koji mozemo , nacrtati
u jednom potezu”. Preciznije bismo to vjerojatno definirali kao skup koji se
moze dobiti kao neprekidna slika nekog segmenta.

To medutim nije dobro jer, naprimjer, postoje neprekidne surjekcije seg-
menta na (puni) dvodimenzionalni pravokutnik, ili na trodimenzionalnu koc-
ku i sli¢no, a takve skupove sigurno ne zelimo zvati krivuljama! (Prvo takvo
preslikavanje nasao je G.Peano' 1890. godine). Stovige, svaki je kompaktan,
povezan, lokalno povezan metricki prostor, neprekidna slika segmenta (Hahn?-
Mazurkiewiczev® teorem).

Naravno, Peanovo preslikavanje ne moze biti i injektivno (dakle bijekci-
ja), jer bi tada, prema teoremu 5.12, segment i pravokutnik bili homeomorfni.
Ipak, ne mozemo se olako ograniciti samo na injektivna preslikavanja jer zelimo

O X000 ©

promatrati i krivulje sa samopresjekom, kao na ovoj slici, a te skupove, opet
zbog teorema 5.12, ne mozemo dobiti kao neprekidne bijektivne slike segmenta.
Osim ovih, postoje i neke druge poteskoce, ne odmah uocljive.

LGiuseppe Peano (1858-1932), talijanski matematicar
2Hans Hahn (1879-1934), austrijski matematicar
3Stefan Mazurkiewicz (1888-1945), poljski matematicar
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Definicija 29.1 Za skup I' C R" kazemo da dopusta parametrizaciju ili da
je parametrizabilan ako postoji neprekidna surjekcija v: [a,b] — ' takva da
je stngularni skup

S(y) = {t ela,b] : v~ (v(t)) # {t}}

konacan. Par (I',~) nazivamo parametriziranim skupom.

Ova definicija ¢e za naSe potrebe biti dovoljno
opcenita, iako ne ukljuc¢uje naravno sve skupove koje
bismo mozda zeljeli. Jedan takav skup je i havajska
nausnica

H= U{(az,y):(m—%)2+y2=—}§R2.
neN

Definicija 29.2 Za dvije parametrizacije v: [a,b] — T, n: [¢,d] — ' kazemo
da su usporedive ako postoji monotona (bilo rastuca bilo padajuéa) bijekcija
v: |a,b] — [c,d] takva da je vy = n o .

Napomena 29.1

(1) Bijekcija ¢ iz prethodne definicije nuzno je strogo monotona i neprekidna.
Stroga monotonost slijedi iz injektivnosti, a neprekidnost iz ¢injenice da
monotona funkcija u tocki u kojoj nije neprekidna mora imati skok, pa
slika segmenta [a, b] ne bi bio ¢itav segment |[c, d].

(i) Bijekcija ¢ takva da je v = n o ¢, ako postoji, jedinstvena je. Zaista, y i
n su bijekcije osim eventualno na konaénim skupovima, pa je ¢ =n~1 o~
na gustom podskupu segmenta [a, b]. Jedinstvenost sada slijedi iz ¢injenice
da ako se dvije neprekidne realne funkcije podudaraju na gustom skupu,
onda su jednake, korolar 2.12.

(747) Opcenito parametrizacije nekog skupa ne moraju biti usporedive, iako

je skup I' ,lijep”. Naprimjer, parametrizacije skupa >Q sugerirane
slikama,
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nisu usporedive. Tu ne pomaze niti diferencijabilnost:

(7v) Usporedive parametrizacije koje su vezane rastu¢om funkcijom ¢, uvijek
su algebarski ekvivalentne u smislu definicije 26.1, ali ne i obratno, jer
algebarski ekvivalentni putevi, pa c¢ak niti kad je jedan dobiven dopustenom
promjenom drugog, ne moraju biti vezani bijekcijom.

Jednostavno se dokazuje sljedeca cinjenica:

Propozicija 29.1 Usporedivost je relacija ekvivalencije na skupu svih parame-
trizacija parametrizabilnog skupa I'. [

Klase ekvivalencije usporedivih parametrizacija oznacivat ¢emo slovima G,
H, ..., aklasu odredenu parametrizacijom v s G = [v].

Definicija 29.3 Krivulja u R" je ureden par (I',9) koji se sastoji od para-
metrizabilnog skupa I' C R™ i neke klase G usporedivih parametrizacija. Svaku
parametrizaciju v € G zvat ¢emo parametrizacijom krivulje (T', ).

Ocito je I' = v* za svaku parametrizaciju v € G:

Dakle krivulje >Q i >Q smatramo razlicitim, iako je skup I" isti,
tj. isti skup I' moze odredivati razlicite krivulje. U praksi ¢emo cesto govoriti

jednostavno o krivulji I', iako to podrazumijeva i neki izbor klase usporedivih
parametrizacija.

Postoje medutim situacije kad je krivulja jednoznacno odredena skupom I,
tj. kad su svake dvije parametrizacije usporedive. O tome govori

Teorem 29.2 Neka je I' C R"™ parametrizabilan skup. Tada su sljedece tvrdnje
ekvivalentne:

(1) Svake dvije parametrizacije skupa I' su usporedive.
(13) Postoji parametrizacija v skupa T koja je injekcija, tj. S(y) = 0.
(131) Svaka parametrizacija v skupa T je injekcija, tj. S(v) = 0.

Primijetimo da je S(v) = () ako i samo ako je v bijekcija, dakle i homeomorfizam.
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Dokaz:

(¢1)=>(ii1) | Neka je v: [a,b] — T parametrizacija takva da je S(v) # 0, i neka
su t1,ty € [a,b] takvi da je y(t1) = v(t2), i neka je t; < ts.

1. sluéaj: a<ti<ty<bilia<t; <ty <b
Neka je funkcija ¢: [a,b] — [a,b] definirana s

t La<t<t b2 N
o(t) =4 ti+ta—t,t <t<ty o |
L

t Lt <t<b tl/ I
a Vo _ o _ _ _ — — — 4

i neka je n: [a,b] — R™ definirana s

(1) ya<t<t
n(t) = ’}/(tl —|—t2—f}),t1 §t§t2
”y(t) Lt <t <),

Tada je n = v o ¢, a kako je v(t1) = y(t2), to je prema definiciji, n neprekidna
parametrizacija skupa I'. Kako je s druge strane n = 70 ¢ i ¢ nije monotona
(zbog a # t; ili ta # b), to su 7y i n dvije neusporedive parametrizacije skupa I'
(funkcija ¢ koja povezuje v i 1 je jedinstvena!), §to je u suprotnosti s (7).

2. slucaj: t1 =aito=0>

Odaberimo tg € (a,b), i definirajmo funkciju ¢: [a,b] — [a,b] s

b
) ::{ t+to—a,a<t <a+b—t
ttto—b,a+b—1tg<t<b,
tol -
i neka je funkcija n: [a,b] — I' definirana s a
n:=70ptj.

(1) = Yt+to—a),a<t<a+b—t
M= At +to—b),a+b—tg<t<b.
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Kako je v(a) = v(b), to je funkcija n neprekidna. Medutim, kako ¢ nije mo-
notona funkcija, to v i n nisu usporedive parametrizacije skupa I', sto je u

suprotnosti s (7). O
(i) = (i) trivijalno O
(73)=(1) Neka je n: [c,d] — I' parametrizacija skupa I' za koju je singularni

skup prazan, S(n) = 0. To znaéi da je n neprekidna bijekcija segmenta [c, d] na
skup T, a kako je segment kompaktan, to je i inverzna funkcija n=1: T' — [c, d]
neprekidna, teorem 5.12.

Neka je sada v: [a,b] — I proizvoljna parametrizacija skupa I". Definirajmo
@ :=n"to~: [a,b — [c,d]. Funkcija ¢ je neprekidna surjekcija segmenta [a, b]
na [c,d] i S(p) = S(v) (jer je n~1 bijekcija), dakle kona¢an skup.

Tvrdnja: S(p) = 0.

Pretpostavimo da postoje t; < to takvi da je ¢(t1) = ¢(t2). Skup go([tl,tg]),
kao kompaktan i povezan podskup od R, ili je jedna tocka ili je segment. Ako
je tocka, onda je [t1,t1] C S(p) Sto se protivi ¢injenici da je S(¢) konacan skup.
il Neka je dakle gp([tl,tg]) =: o, (] i neka je, na-
primjer, p(t1) < 3. Neka je tg € (t1,t2) takav
da je ¢(tg) = (. Tada je zbog neprekidnos-
ti od ¢ i povezanosti segmenta, [p(t1),0] C
I ! @([tl,to]) i [gO(tg),ﬁ] C gO([tQ,tQ]), Pa za svaki
c ! N s € [p(t1), 8] = [p(t2), 8] postoje t'(s) € [t1, o]
. t1 S t t1 : it"(s) € [to, t2] takvi da je ('(s)) = ¢(t"(s)).

a 1 0 2

Kako za s; # so vrijedi t'(s1) # t'(s2) 1 t"(s1) # t"(s2), zakljuéujemo da je
singularni skup S(p) beskonacan, §to je u suprotnosti s prije ustanovljenom
¢injenicom da je skup S(p) konacan. Time je tvrdnja dokazana.

S

pt)=p(t2)

t”

Slicno se zakljucuje i u slucaju kada je @(t1) > a.

Kako je, dakle, S(¢) = 0, to je ¢: [a,b] — [c,d] neprekidna bijekcija, dakle
i monotona funkcija. Buduéi da je v = n o ¢, to su parametrizacije v i 7
usporedive. [

Definicija 29.4 Parametrizabilan skup I' C R" koji zadovoljava neki, a onda i
svaki, od uvjeta u prethodnom teoremu 29.2, zvat ¢emo jednostavna krivulja
s rubom ili Jordanov luk. Tocke vy(a) i vy(b) zovu se rubne toc¢ke luka I'.
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Korolar 29.3 Skup I' C R"™ je Jordanov luk ako © samo ako postoji neprekidna
bijekcija v: [a,b] — T, tj. zbog kompaktnosti, I' je homeomorfna slika segmen-
ta. |

Definicija 29.5 Za krivulju (I', §) kazemo da je zatvorena ako je v(a) = ~(b)
za neku parametrizaciju v € §. Krivulja (I',9) je jednostavno zatvorena
krivulja ako je zatvorena i nema samopresjeka, tj. ako za neku parametrizaciju

v € G vrijedi y(a) = v(b), a za sve t,s € (a,b) je v(t) # v(s) # v(a).

Zatvorena krivulja je, dakle, uvijek trag nekog zatvorenog puta, a jednos-
tavno zatvorena krivulja je trag jednostavno zatvorenog puta (vidi definicije na
stranicama 6 1 37).

Iz jednostavnih topologkih razmatranja slijedi da ako je (I, [y]) zatvorena
krivulja, onda je i (I, [n]) zatvorena krivulja, bez obzira na to jesu li parametri-
zacije v i 1 usporedive ili ne.

Ako je (I',§G) jednostavno zatvorena krivulja i Py := v(a) = ~(b) za neku
parametrizaciju v skupa I', onda su sve parametrizacije n: [c,d] — T' za koje
je n(c) = n(d) = Py usporedive s 7. Dakle, jednostavno zatvorene krivulje
odredene skupom I' razlikuju se jedino u izboru ,,pocetne” tocke Fy, pa obicno
ve¢ sam skup I' zovemo jednostavno zatvorenom krivuljom. Jednostavno zatvo-
rena krivulja je isto Sto i homeomorfna slika kruznice.

Kazimo nesto i o pojmu orijentacije krivulje. Neka je (I',[y]) neka krivu-
lja u R™ Sve parametrizacije n: [¢,d] — T koje odreduju istu krivulju, tj.
(', [n])) = (T, [v]), usporedive su s «: [a,b] — I', dakle postoji monotona bijek-
cija w: [a,b] — [c,d] takva da je v = n o w. Funkcija w moze biti rastuca ili
padajuca.

Definicija 29.6 Za parametrizacije v i 1 skupa I' kazemo da odreduju istu
orijentaciju ili da su oriyjentirano ekvivalentne ako postoji rastuca bijekcija
w: [a,b] — [c,d] takva da je v = npow.

Jasno je da su parametrizacije koje odreduju istu orijentaciju nuzno uspore-
dive. Stoga se svaka klasa medusobno usporedivih parametrizacija raspada na
potklase orijentirano ekvivalentnih parametrizacija.

Neka je wp: [a,b] — [a,b] funkcija definirana s w(t) := a + b — t. Tada
je wo padajuca bijekcija, pa parametrizacije v i v o wg skupa I' nisu orijenti-
rano ekvivalentne, iako jesu usporedive. S druge strane, jasno je da je svaka
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parametrizacija n: [c,d] — ' skupa I' koja je usporediva s ~, orijentirano ek-
vivalentna ili s v ili s v o wy. Stoga se svaka klasa medusobno usporedivih
parametrizacija skupa I" raspada na to¢no dvije potklase koje odreduju istu ori-
jentaciju. Svaku od tih potklasa G, zvat ¢emo orijentacijom krivulje (T',9),
a par (I, G,) := ((F,S), 90) koji se sastoji od krivulje (I';§) i jedne od dviju
klasa orijentacije, zovemo orijentiranom krivuljom.

Napomena 29.2

(1) Kako G, odreduje G, to je dovoljna oznaka (I',G,). Cesto se orijentirana
krivulja oznacuje s I'.

(71) Opéenito se za krivulju u R™ ne moze reéi da je pozitivno ili negativno
orijentirana, ve¢ samo odreduju li dvije parametrizacije istu ili suprotnu
orijentaciju.

Dosad smo se bavili pitanjima vezanim za poteskoce koje dolaze od samo-
presjeka krivulje. Sada ¢emo se pozabaviti pitanjima vezanim za kvalitetu funk-
cije v koja parametrizira krivulju.

Moze li se na ,razuman” nacin definirati pojam duljine krivulje? Najjedno-
stavnije je da zadanu krivulju I' aproksimiramo poligonalnom crtom, ¢iju duljinu
znamo iz elementarne geometrije, pa za pribliznu duljinu krivulje I' uzmemo
duljinu poligonalne aproksimacije. Ocekivati je da ako uzmemo sve bolje i bolje
aproksimacije, da ¢e duljine tih poligonalnih aproksimacija konvergirati nekom
broju, koji ¢emo onda nazvati duljinom krivulje I'.

Krivulju mozemo na razli¢ite nacine aproksimirati poligonalnom crtom. Je-
dan nacin je da na krivulji odaberemo kona¢no mnogo tocaka Py, Pi,..., Py
(pratedi ,,uredaj” na I') i da susjedne spojimo segmentima.

Neka je v: [a,b] — I' neka parametrizacija. Odaberimo tocke t; € [a,b] tako
da je y(t;) = P;, 7 =0,...,k. Kako je singularni skup S(vy) konacan, a tocke
P; su odabrane tako da ,prate uredaj” na I' odreden parametrizacijom <, to
je brojeve t; moguce odabrati tako da je t;_1 < t;, j = 1,...,k, tj. imamo
razdiobu

p={a=to<t1 < ---<ty=">0}

segmenta [a, b].

Obratno, svaka razdioba p € p([a,b]) definira jednu poligonalnu crtu odre-
denu tockama (t;), j =0,...,k(p), koja aproksimira krivulju I'.
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Duljina aproksimirajuce poligonalne crte jednaka je zbroju

k(p) k(p)
MNP =Pyl =) vt = v(ti—) = Vv, p).
j=1 j=1

Uvodenju novih tocaka na krivulji I' odgovara uzimanje profinjenja razdi-
obe p, pa je razumno definirati duljinu krivulje I' kao totalnu varijaciju V()
parametrizacije 7.

Kako je, opéenito, parametrizacija v samo neprekidna funkcija s kona¢nim
singularnim skupom, to njezina totalna varijacija moze i ne postojati, tj. moze
,,biti beskonac¢na”, pa je ovakav pristup pojmu duljine krivulje zaista dobar samo
u slucaju kada dobivamo konacne vrijednosti (nase krivulje su uvijek kompaktni
skupovi!). Toénije

Definicija 29.7 Za krivulju (T", §) kazemo da je rektifikabilna ili da ima du-
l3anu ako postoji njezina parametrizacija koja je funkcija ogranicene varijacije.
U tom se sluc¢aju definira duljina krivulje, u oznaci £(I"), kao totalna varijacija
bilo koje njezine parametrizacije.

Ova definicija je dobra, tj. niti pojam rektifikabilnosti niti pojam duljine ne
ovise o ucinjenim izborima parametrizacija. Naime, prema propoziciji 28.5,
ako su v i n dvije parametrizacije krivulje (I',G), onda ili su obje funkcije
omedene varijacije i njihove totalne varijacije su jednake, ili niti jedna nije funk-
cija omedene varijacije.

Napomena 29.3 Moze se pokazati da ako su (I',91) i (I',G2) dvije krivulje
s istim ,,nose¢im” parametrizabilnim skupom I', onda rektifikabilnost jedne od
njih implicira i rektifikabilnost druge, i u tom su sluc¢aju njihove duljine jednake.
Stoga su definicijom 29.7 zapravo definirani rektifikabilnost i duljina parametri-
zabilnog skupa. To je veé i anticipirano oznakom ¢(I') umjesto ¢(T",G), Sto bi
bilo ispravnije.

Primjenom propozicije 28.2, neposredno dobivamo

Korolar 29.4
(1) Ako je krivulja T' rastavljena na konacéno mnogo krivulja T'y,..., Tk, tj.

k
I' = U Iy, tako da je presjek I'; N T'; konacan skup, za sve i # j, tada
=1

1=
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je I' rektifikabilna ako © samo ako su sve I'; rektifikabilne krivulje, © u tom

k
je slucagu €(I") = > U(T;).
i=1

(1) Ako je T rektifikabilna krivulja u R™, u: R™ — R"™ izometrija i o € R realan
broj, onda su i uw(I') i ol := {aP : P € I'} rektifikabilne krivulje, i vrijedi

((u(T)) = £(I)
(al’) = |af 4(T). u

Nerektifikabilnost neke krivulje I' nije posljedica samopresjeka. Iako na prvi
pogled nerektifikabilne krivulje mogu izgledati kao artificijelne izmisljotine, one
se prirodno pojavljuju u mnogim disciplinama, i u svakidasnjem zivotu (morska
obala, oblaci, Brownovo gibanje, fluktuacija cijena dionica na burzi, ... ).

Primjer 29.1 Cesto citiran fraktalni skup je takozvana Kochova' krivulja,
koja je primjer nerektifikabilnog Jordanova luka. Konstrukcija krivulje tece
ovako: pocetni segment podijeli se na tri dijela, te se srednja trec¢ina zamijeni s
ostale dvije stranice nad tom tre¢inom konstruiranoga jednakostrani¢nog troku-
ta. Konstrukcija se ponovi nad svakim od dobivena cetiri segmenta, zatim nad
svakim od tako dobivenih Sesnaest segmenata, itd. Na limesu se dobije Kochova
krivulja K. (Slika prikazuje petu fazu konstrukcije.)

o,
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Da se zaista radi o Jordanovu luku, pokazat ¢emo tako da nademo jednu
parametrizaciju skupa K. U tu svrhu promotrimo niz po dijelovima linearnih
funkcija sugeriranih sljede¢im crtezima:

! Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924), §vedski matematicar
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fo=1id
—_—
0 1
1
1 —_—
! ] 2 J
o 1 oz 1
3 3
C
- ke
1 —_—
——— ..::2::1 — -/ pu-
0 % % 1 A B D E

Pokazimo da je taj limes f := lim f,, neprekidna funkcija. Zbog potpu-

nosti prostora C([0,1],R?) neprekidnih funkcija sa segmenta [a,b] u R? vidi
korolar 4.17, dovoljno je pokazati da je niz (f,), Cauchyjev s obzirom na sup-
normu definiranu s ||g|| := sup{||g(?)|| : t € [0, 1]}, pa ¢e uniformno konvergirati,
a kako su f, neprekidne funkcije, i limes f ¢e biti neprekidna funkcija.

3
-l = 2.

U idu¢em koraku stvar se ponavlja s faktorom %, pa je

13

S crteza se neposredno vidi da je

HfZ—fIH - g?
13
Ifs = foll = 5575
i opcenito
13
Ifivr = il = 522

Stoga za ¢vrst k i proizvoljan 5 € N imamo

| feri = fall =l fear — fell + ([ fere = ferall + -+ 1 fors — fras-all
V31 1 1 V31 1 1
=5 Grrgm o tg) <gxEltgrz o)
_V31 1 V31
6 3k1—1 4 3k
pa je niz (f,),, Cauchyjev.




§29. KRIVULJE UR"™ I NJIHOVA DULJINA 63

Dakle, f = lim f,,: [0,1] — R? je neprekidna funkcija kojoj je slika Kochova

krivulja K. Uz malo elementarne geometrije, pokazat ¢emo da je f injekcija,
dakle bijekcija na sliku, pa je K jednostavna krivulja s rubom, tj. Jordanov luk.

Zaista, sve funkcije f, su injekcije. Sama ta ¢injenica nije medutim dovoljna
da osigura i injektivnost granicne funkcije f. Zato razmisljamo ovako:

Promotrimo prvi korak konstrukcije Kochove krivulje, tj. sliku funkcije f;.
Ona je sadrzana u kruznom odsjecku odredenom krajevima pocetnog segmen-
ta [0, 1] i tre¢im vrhom jednakostrani¢nog trokuta konstruiranog nad srednjom
tre¢inom tog segmenta. Nazovimo taj odsjecak Dy 1, as p1 := {0, %, I, %, 1} oz-
nacimo skup tocaka ¢ije su slike siljci {(0,0), (5,0), (3, %), (2,0), (1,0)} slike
f1(]0,1]). U drugom koraku konstrukcije, fo preslikava svaki dio segmenta [0, 1]
odredenog razdiobom p;, u kruzni odsjecak nad jednim od cetiri segmenta koji
¢ine f1([0,1]) i koji je odreden tre¢im vrhom jednakostrani¢nog trokuta konstru-
iranog nad srednjom treéinom tog segmenta. Oznacimo te (zatvorene) kruzne

odsjecke s Dg 1, Da 2, Do 3, Do 4. Svi su oni sadrzani u D ;.

Nije tesko vidjeti da su sredisnji kutovi svih tih kruznih odsjecaka, kao i od-
sjecka D 1, jednaki 120°. Stoga pripadni kruzni lukovi zatvaraju kut od 0°, tj. ili
su tangencijalni ili pripadaju istoj kruznici, pa su ti kruzni odsjec¢ci medusobno
disjunktni, osim S$to dva susjedna imaju jednu zajednicku rubnu tocku. Ozna-

< N 1121 7 5 415 7 11 2 7 5 8 ~ -t
CIImo S P2 ‘= {075’675’§’E’ﬁ’§7§’§’ﬁ71_8’§7§’6’§71} SkuptOC&k&CljeSU

slike siljci slike f2([0,1]). O¢cito je p1 C po.

U iducem se koraku stvar ponavlja s kruznim odsjec¢cima D31, D32, ...,
D3 16 i razdiobom p3 od 65 elemenata. Nazovimo, za potrebe ovog razmatranja,
tocke skupa p := |J pn racionalnim. Akojezar € pbrojn, € Nnajmanji takav

neN

da je r € p,, , onda za sve n > n, vrijedi f,(r) = f,.(r), pajei f(r) = fn (r)
siljak Kochove krivulje. Ako su r,r’ € p dvije razli¢ite racionalne tocke, an € N
dovoljno velik da je r,r" € p,, onda, zbog injektivnosti funkcije f,, vrijedi
fr) = fu(r) £ fu(r') = f(r'), tj. restrikcija f‘p je injekcija.

Primijetimo sljedeé¢e: Ako su r;,7;11 € p, dvije susjedne tocke razdiobe p,,,
onda je za svaki t € [r;, 7iy1], fn(t) € Dy, aliiza svaki m > n je f,(t) € Dy,
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tj. kad slika od ¢ jednom upadne u neki D,, ;, ona viSe ne mozZe iz njega ispasti.
Stoga jei f(t) € Dy ;.

Neka je 0 < t < t' < 1. Iz konstrukcije je jasno da je skup p gust na [0, 1].
Neka je n dovoljno velik da postoje r,7" € p, takvida jet <r <71’ <t te
neka je r; € p, najmanji element razdiobe p, takav da je t < r;, a neka je
rj € pn najvedi takav da je r; < t’. Tada je f,(t) € Dy -1 1 fu(t') € D, 5,
pajei f(t) € Dy—1 1 f(t') € D, ;. Kakosu D, ;,_1 1 D,,; disjunktni, to je
f(t) # f(t'), ¢cime smo pokazali da je f zaista injekcija.

Pokazimo sada da K nije rektifikabilna. Rastavimo K na cetiri dijela K 43,
Kge, Kep, Kpg odredena tockama A, B, C', D i E sa slike na stranici 62.
Svaki od tih dijelova je kopija ¢itave Kochove krivulje K umanjene faktorom %,
a medusobno su ti dijelovi izometri¢ni. Kada bi K bila rektifikabilna, onda bi
prema korolaru 29.4 (i7), i svaki od tih dijelova bila rektifikabilna krivulja, i vri-
jedilo bi ((Kap) = {(Kpc) = {(Kep) = ((Kpg) = 54(K). Prema tvrdnji (4)
istoga korolara, bilo bi tada

((K)=4(Kap) +l(Kpe)+(Kep) +4(Kpg)
— 4U(Kap).

S druge strane, kako je Kap = 3K, moralo bi biti £(K) = 3/(K4p). Ta kon-
tradikcija pokazuje da je Kochova krivulja K zaista primjer nerektifikabilnog
Jordanova luka.t

Napomena 29.4 Graf funkcije I'(f) funkcije f iz primjera 28.1 (i7) na strani-
ci 45, parametriziran je funkcijom t — (¢, f(¢)), t € [0,1]. Kako f nije funkcija
ogranicene varijacije, to I'(f) nije rektifikabilna krivulja. Medutim, za svaki
0 < a < 1 je dio grafa nad segmentom [, 1] rektifikabilna krivulja, pa je ,losa”
tocka jedino 0.

dio Kochove krivulje nije rektifikabilan, tj. svaki njezin dio ima , beskonac¢nu
duljinu”.

ISam primjer Kochove krivulje mozda i ne zavreduje toliko pedantan i detaljan dokaz u
udzbeniku matematicke analize, ali sam ga ovdje ipak ukljucio kao ilustraciju delikatnosti raz-
matranih pojmova. S druge strane, to mi je i neka vrsta opravdanja §to ovdje ne obradujemo
plohe i, opcenitije, mnogostrukosti, i integriranje po takvim objektima, §to svakako spada u
ozbiljan kolegij matematicke analize. Te su stvari medutim joS mnogo slozenije i delikatnije, i
njihova iole pedantnija obrada zahtijeva mnogo vremena i prostora. Otprilike i ,,na prste” se
to najcesce napravi u drugim kolegijima, prilagodeno potrebama tih kolegija.
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Kako smo vidjeli u korolaru 28.4, svaka po dijelovima glatka funkcija je
funkcija ogranicene varijacije i njezina je totalna varijacija jednaka integralu
norme derivacije. Za nas ¢e posebno zanimljive biti upravo krivulje koje se
mogu parametrizirati takvim funkcijama.

Definicija 29.8 Za krivulju (I', §) u R" kazemo da je po dijelovima glatka
ako postoji parametrizacija v te krivulje koja je po dijelovima glatka funkcija
i vrijedi 4/(t) # 0 za sve t (uklju¢ujuéi jednostrane derivacije u tockama u
kojima v nije glatka), tj. v je regularan po dijelovima gladak put.

Napomena 29.5 Nije svaka parametrizacija po dijelovima glatke krivulje po
dijelovima glatka funkcija (za razliku od ¢injenice da svaka parametrizacija rek-
tifikabilne krivulje jest funkcija omedene varijacije). Pokazimo na jednom jed-
nostavnom primjeru da segment [0, 1], koji svakako jest gladak Jordanov luk,
ima i parametrizacija koje nisu po dijelovima glatke funkcije. Neka je C Can-
torov trijadski skup, vidi primjer 5.1 (v). Definirajmo funkciju d: [0,1] — [0, 1]
na sljede¢i nacin:
Najprije definiramo d(0) := 0 i d(1) := 1. Dalje postupamo ovako:

U prvom koraku konstrukcije Cantorova skupa izbacen je interval (%, %), pa
definiramo

U tre¢em koraku konstrukcije izbacena su Cetiri intervala duljine 1/27 i na od-
govarajuca Cetiri segmenta definiramo d(¢) redom kao %, %, % i %, itd. Na taj
smo nacin definirali funkciju d na uniji zatvorenja svih izbacenih intervala, i iz
konstrukcije se vidi da za svake dvije tocke z, 2’ vrijedi

lr — 2’| < = |d(z) - d(2)| <

O = Wl =
N e

lr — 2’| < = |d(z) - d(2)| <

i opcenito
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|:C—:U|<3—n = |d“(:v)—d‘(:c)|<2—n, n € N,

pa je funkcija d uniformno neprekidna.

Kako je unija izbacenih intervala, pa onda i unija njihovih zatvorenja, gus-
ta na [0, 1], to zbog uniformne neprekidnosti, postoji jedinstveno neprekidno
prosirenje d: [0,1] — [0, 1], vidi teorem 4.19.

Preslikavanje d je neprekidna surjekcija [0, 1] — [0, 1] ¢iji je graf (to¢nije dio
grafa) prikazan na lijevoj polovini prethodne slike. Preslikavanje d, odnosno
graf tog preslikavanja, cesto se naziva davolje stube.

Uoci da je funkcija d derivabilna na svim izbacenim intervalima, dakle gotovo
svuda, i da je na tim intervalima derivacija jednaka nuli. Medutim, funkcija d
nije po dijelovima glatka. Naime, kada bi bila, postojale bi tocke 0 = zy <
x1 < --- <z = 1 takve da je na intervalima (t;_1,¢;) derivacija d’ neprekidna
funkcija, a kako je unija izbacenih intervala gusta na (0, 1), derivacija bi morala
biti jednaka nuli. Stoga bi funkcija d bila konstantna na svakom intervalu
(tj—1,t;), j € {1,...,k}, pa bi skup vrijednosti funkcije d bio konacan. Ali to
se protivi ¢injenici da je d: [0,1] — [0, 1] surjekcija.

Kako bismo dobili neprekidnu parametrizaciju segmenta [0, 1] — funkcija d
ima beskonacan singularan skup — definirajmo funkcijuv: [0,1] — [0, 1] s v(t) :=
t d(t). Graf te funkcije ilustriran je na desnoj polovini slike. Funkcija v je o¢ito
neprekidna (monotona) bijekcija segmenta [0, 1] na sama sebe, dakle je parame-
trizacija tog segmenta. Medutim, v nije po dijelovima glatka funkcija. Zaista,
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kada bi v bila po dijelovima glatka, onda bi na intervalu (0, 1) i funkcija d bila
po dijelovima glatka jer je d(t) = %v(t), t € (0,1], a to nije.

Odavde slijedi da svaka po dijelovima glatka krivulja ima parametrizacija
koje nisu po dijelovima glatke funkcije (ali jesu neprekidne funkcije ogranicene
varijacije). Dovoljno je uzeti neku ,lijepu”, tj. po dijelovima glatku parametri-
zaciju i komponirati ju s ,,vragolastom” funkcijom wv.

Kada radimo s po dijelovima glatkim krivuljama, uvijek ¢emo za parametri-
zaciju odabrati po dijelovima glatke funkcije.

Iz korolara 28.4 neposredno dobivamo

Korolar 29.5 Svaka po diyelovima glatka krivulja T' je rektifikabilna, i za nje-

zinu dulyinu vrijeds
b
- [ ola

gdje je v: [a,b] — T njezina proizvoljna po dijelovima glatka parametrizacija. ®

Primjer 29.2 Duljina duzine PQ je E( Q) = ||Q — P||. Zaista, odaberemo li
parametrizaciju 7( ) = P +t(Q — P), t€[0,1], duzine PQ, nalazimo

f||7 )l dt = f||Q Plldt =@ - P.

Korolar 29.6 Neka jeI' po dijelovima gladak Jordanov luk, s krajnjim tockama
P i Q. Tada je ¢(T') > ||Q — P||, tj. duzina je najkraéi PDG luk izmedu danih
tocaka P 1 Q).

Dokaz: Neka je v: [a,b] — T" po dijelovima glatka parametrizacija luka I" takva
da je P =(a) i @ = ~(b). Tada, prema lemi 22.2, vrijedi
b
1Q — Pl = [lv() —v(@)[| = [| [+ (t) dt]| < f 17/ (@)l dt = £(T). m

a

Napomena 29.6 Formula /(T f |v/(t)]| dt pokazuje da je mjera ds na lu-

ku I" jednaka [|v/(t)|| dt. Dakle ||fy ( )|| je veli¢ina koja pokazuje u kojoj mjeri
funkcija « ,,rasteze” segment [a, b] u tocki t kada ga savija na luk T.
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n
Ako je vy = (71,--+,7m), onda je [y (1)[| = 4 [ 22 vi(t)?, pa u slucaju n = 3,
i=1

i uz estu oznaku v(t) = (x(t),y(t), z(t)), imamo za duljinu krivulje u R? formu-

b
la 4(T) = [ /o' ()2 +y/'(1)2 + 2/(1)2dt. U slucaju kad jen =2, a I’ = I'(f) je

graf diferencijabilne funkcije f: [a,b] — R, onda je jedna glatka parametrizacija
od I'(f) dana s z — (z, f(z)), x € [a,b], pa je duljina grafa funkcije f jednaka

b
Ur(f) = [ V14 f'(z)? da.

§ 30 Krivuljni integrali

Dosad smo razmatrali integrale duz puteva. Da bismo korektno mogli definirati
i integrale duz krivulja, potreban je teorem koji slijedi. Naime, svake dvije
parametrizacije v i n krivulje (I", §) su usporedive, tj. povezane su neprekidnom
monotonom bijekcijom ¢ takvom da je v = no ¢ (vidi definicije 29.2 i 29.3).
To jednako tako vrijedi i kad je krivulja (I',9) po dijelovima glatka. Medutim,
ako su v i n po dijelovima glatke regularne parametrizacije, onda je i vezna
funkcija ¢ po dijelovima glatka. Toc¢nije, vrijedi

Teorem 30.1 Neka je (I',G) po dijelovima glatka krivulja u R™, a ~v: [a,b] — T
in: [c,d] — ' dvije njezine po dijelovima glatke parametrizacije, i neka je para-
metrizacija n regularna, tj. n'(u) # 0 za sve u € [c,d]. Tada je i monotona
bijekcija ¢: [a,b] — [c,d] za koju je v = n o, po dijelovima glatka funkcija.

Pritom, ako v 1 odreduju istu orijentaciju na I', onda je ¢ strogo rastuca
funkcija 1 @' (t) > 0 za svet € [a,b], a ako v i n odreduju suprotne orijentacije,
onda je ¢ strogo padajuéa funkcija i @' (t) <0 za svet € [a,b).

Dokaz: Znamo veé, prema napomeni 29.1, da je funkcija ¢: [a,b] — [c,d] za
koju vrijedi v = n o ¢, neprekidna strogo monotona bijekcija. Ostaje pokazati
da je ¢ po dijelovima glatka.

Dovoljno je dokazati da ako su obje parametrizacije v i n glatke, i n je
regularna, onda je i bijekcija ¢ glatka. Opéi se onda slucaj dobije razmatranjem
po dijelovima na kojima one jesu glatke.

Neka je v = (7%,...,9") in = (n',...,n"). Funkcije 4* i n° su klase C! i
vrijedi v =nl o, i =1,...,n. Neka je ty € (a,b), i ug := ¢(to) € (c,d). Kako
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je parametrizacija 1 regularna, 7’ (ug) # 0 pa postoji k takav da je (n%) (ug) # 0,
a jer je (n*)" neprekidna, postoji otvoren interval V C (c,d) oko tocke ugy takav
da je

(") (w) #£0, weV. (1)

Neka je U := o= (V) C (a,b), i neka je W := n¥(V) C R. Skup U je otvoren
interval jer je ¢ neprekidna i monotona funkcija. Zbog (1) je nk‘v: V- W
strogo monotona bijekcija klase C!. Neka je p = (nk|v)_1: W — V njezin
inverz. Prema teoremima o otvorenom preslikavanju 12.2 i o inverznoj funkci-
ji 12.1 primijenjenim na n* V> zakljuCujemo da je W otvoren interval i da je u
klase C*.

Zat e U je p(t) € V, pa imamo

p(t) = (non®|y) (e(t) = (mon® o) (t) = (nor")(t).

Stoga je ¢ klase C'! na otvorenom intervalu U oko tq. Kako je ty € (a,b) bio
proizvoljan, zaklju¢ujemo da je ¢ klase C! na (a,b).

Slicno se, koristenjem glatkih prosirenja funkcija v i 17 na okoline segme-
nata [a,b] odnosno [c,d], dokazuje neprekidna diferencijabilnost funkcije ¢ u
tockama a i b. ]

Napomena 30.1 Prethodni teorem 30.1 ne pokazuje da je svaka parametri-

zacija po dijelovima glatke krivulje regularna. Zapravo, svaka po dijelovima

glatka krivulja, a za svaku takvu prema definiciji po dijelovima glatke krivu-

lje, definicija 29.8, postoji po dijelovima glatka reqularna parametrizacija, ima

i po dijelovima glatkih parametrizacija koje nisu regularne. Naprimjer, funk-
mw T

cija v: [-5,%] — R? definirana s (t) := (sin®t,0) je glatka parametrizacija

segmenta | (—1,0),(1,0)] C R? koja nije regularna jer je v'(0) = (0,0).
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Sada mozemo definirati krivuljne integrale prve i druge vrste. Kao i inace,
krivulju ¢emo kratko oznacivati s I', umjesto pune oznake (I, G).

Definicija 30.1 Neka je I' po dijelovima glatka krivulja ulR" af:I' - R
neprekidna realna funkcija. Tada se broj f fds = ff ) Y (®)] dt, gdje je

v: [a,b] — T proizvoljna po dijelovima glatka parametrlzacua krivulje I', naziva
integralom funkcije f duZ krivulje I', i oznacujemo ga s fr fds. To je
krivulyni integral prve vrste.

Da je ova definicija krivuljnog integrala prve vrste dobra, tj. da broj fr fds
ne ovisi o odabranoj po dijelovima glatkoj parametrizaciji v, dokazuje se ovako:

Neka su v: [a,b] — 'iv: [a1,b1] — T dvije proizvoljne po dijelovima glatke
parametrizacije krivulje I', i neka je n: [¢,d] — T neka po dijelovima glatka re-
gularna parametrizacija krivulje I' (takva postoji prema definiciji po dijelovima
glatke krivulje). Onda je v = no ¢ za neku monotonu bijekciju ¢: [a,b] — [c, d],
koja je, prema teoremu 30.1, po dijelovima glatka funkcija. Zato je

/fds—/ Sy I ()] dt = /f D I ()] | ()] dt

sto je, uz supstltucuu u = ¢(t), jednako

/f ) 1 (u )||du=/nfds-

Na isti nac¢in jei [ fds= [ fds,pajei [ fds= [ fds.
v n v 0%
Slicno se postupa pri definiranju krivuljnog integrala vektorskog polja, od-
nosno diferencijalne 1-forme, samo sto sada treba voditi racuna i o orijentaciji

krivulje.

Definicija 30.2 Neka je I' = (I, §p) orijentirana po dijelovima glatka krivulja
u otvorenom skupu 2 C R", aw=Fidr1+- - -+ F,dx,, gdjesu Fy,..., F,,: Q—R
neprekidne funkcije, diferencijalna 1-forma na €2. Broj

A o= | bjflemu)) (Y () dt,

gdje je v = (v1,...,9™): [a,b] — T proizvoljna po dijelovima glatka parametri-
zacija orijentirane krivulje I', naziva se tntegralom diferencijalne 1-forme w
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duz oryentirane krivulje I', i oznacujemo ga s fr w. Taj se integral naziva i
integral vektorskog polja F = (F1y,...,F,) duZ krivulje I'. To je krivuljni
integral druge vrste.

I ova definicija je dobra, tj. ne ovisi o odabranoj po dijelovima glatkoj para-
metrizaciji. Zaista, ako su~y: [a,b] — I'in: [¢,d] — I dvije po dijelovima glatke
parametrizacije orijentirane krivulje I' i parametrizacija 1 je regularna, onda je,
prema teoremu 30.1, vezna funkcija ¢: [a,b] — [c,d]| za koju je v = n o ¢, po
dijelovima glatka, ali, kako v i n odreduju istu orijentaciju, ¢ je rastuca funkcija
te je p(a) = cip(b) = d. To znadi da je v dopustena promjena puta 7, pa tvrd-
nja ve¢ slijedi iz propozicije 26.1. Sada se zakljucuje kao i u slucaju krivuljnog
integrala prve vrste.

Za orijentirane po dijelovima glatke krivulje I'y i I'y u otvorenom skupu
2 C R™ kazemo da su homotopne (u 2) ako postoje po dijelovima glatke
parametrizacije 1 i 72 tih krivulja, koje su u €2 homotopne kao po dijelovima
glatki putevi, u smislu definicije u §26. Analogno se definira homotopnost
orijentiranih po dijelovima glatkih zatvorenih krivulja.

Za integral realne funkcije duz krivulje, tj. za krivuljni integral prve vrste,
vrijede sva svojstva dokazana u §24 za integral realne funkcije duz puta. Isto
tako, sva svojstva dokazana u §§25-26 za integrale diferencijalnih 1-formi, tj.
vektorskih polja, duz puta, kao i Greenov teorem u §27, mogu se iskazati—
i vrijede—za integrale diferencijalnih 1-formi, odnosno vektorskih polja, duz
orijentiranih po dijelovima glatkih krivulja, tj. za krivuljne integrale druge vrste.

Na kraju ovih razmatranja kazimo i nekoliko rijeci o tangenti. Ako je ' C R"
gladak Jordanov luk, a Tj € I' neka tocka, onda se tangentom na I' u Ty naziva
pravac u R" koji prolazi tockom Tj i koji najbolje aproksimira luk I', tj. koji se
najbolje ,,priljubljuje” uz luk. Kaze se i da je tangenta ,,grani¢ni polozaj sekante
ToT kada se T priblizava Tj”.
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Ako je v: [a,b] — T glatka regularna parametri-
zacija luka T' 1 v(tg) = Ty, onda je vektor koji
odreduje smjer sekante kroz Tp i T' = 7(t), jed-
nak y(t)—v(to). Aliivektor M odreduje

—to
isti pravac, stoga se tangencijalni vektor de-

finira kao lim V(1) —(to)
t—to t—1to

nako derivaciji 7/(tp). Tangentu na luk I' u
tocki Tp = y(to) tada definiramo kao pravac dan
parametrizacijom (kaze se i ,zadan parametar-
skom jednadzbom”) s — (o) + s7'(t0), s € R,
pa je Ty slika od s = 0, ili parametrizacijom
t — y(to) + (t —to) 7 (to), t € R, pa je Tj slika
odt= to.

, Sto je, naravno, jed-

Propozicija 30.2 Definicija tangente je dobra, tj. ne ovisi o odabranoj glatkoj
parametrizaciji luka T

Dokaz: Neka je n: [c,d] — T neka druga glatka parametrizacija luka I'. Tada
postoji strogo monotona funkcija ¢ : [a,b] — [c,d] klase C! takva da je v = o,
pa je v'(to) = n'((¢(to)) - ¢ (to). Oznacimo li p(tg) =: ug, vidimo da su vektori
v (to) i n'(ug) kolinearni, a kako je v(tg) = To = n(ug), to se pravci kroz
To odredeni vektorima +'(tg) i n'(up), podudaraju, tj. definicija tangente je
dobra. |

Primijetimo da ako parametrizacije v i 7 u prethodnom dokazu odreduju istu
orijentaciju luka I, onda je ¢’(tg) > 0, pa su i orijentacije tangente u tocki Tj
odredene parametrizacijama v i jednake. Isto tako, ako v in odreduju suprotne
orijentacije luka I', onda su i njima odredene orijentacije tangente suprotne.

Zadaci

1. Izracunajte [ fds ako je:

(a) o:[0,7] — R2, o(t) = (30 cos®t, 30 sin’ t); f(x,y) =1+ %;

(b)  o:[0,27] — R3, o(t) = (sint, cost, t); f(z,y,2) =z +y + 2;
() o:[0,1] = R? ot) = (£,1%,0); f(z,y) =z cosz;
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N o v

10.

11.

12.

13.

(@) o [1.2) =B oft) = (1, 513,0); fla.y,2) = =L,

Izrac¢unajte povrsinu dijela plasta elipti¢nog cilindra 9z2 + 5y? = 45 koji
lezi izmedu ravnina z =01 z = y.

Izvedite formulu za duljinu krivulje koja je u polarnim koordinatama
zadana s 7 = f(p), ¢ € [a,b].

Odredite duljinu Arhimedove spirale r = 2¢ za ¢ € [0, 37].
Odredite duljinu kardioide r = 2a(1 + cos ).
Odredite duljinu hipocikloide T3+ y% = a%, a > 0.
Deltoida je krivulja ¢ije su parametarske jednadzbe
x(t) = 2cost + cos 2t
y(t) = 2sint — sin 2t .
Pokazite da je deltoida zatvorena krivulja i odredite njezinu duljinu.

Izracunajte [ Fdy gdje je F(z,y,z) = (2%, zy,1), v: [0,1] — R3,
o

v(t) = (t,t%,1).

Neka je F(z,y,2) = (yz,zz,2y) i 7: [-5,10] — R? 4(t) = (t,¢*,1°).
Izracunajte [ Fdyi [ Fdy.

v —
(Oba integrala treba izrac¢unati prema definiciji.)

Izracunajte [z dy — ydz gdje je v(t) = (rcost,rsint), t € [0,27], t > 0.
8!

dy — (z° 4+ y)d

Izracunajte I =/
v (224 2y +97)
s v(t) = (v/2cost, —1 4 /2sint).

4

Neka je v(t) = (tz,sin3 il

3), v: [0,1] — R?. Izracunajte [ydz + x dy.
Y

Neka je v(t) = (et_l,sing), t € [1,2] i F(z,y) = (2xcosy, —z?siny).
Izracunajte [ Fdry.
ol
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14

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

4. INTEGRALI DUZ PUTOVA I KRIVULJA

Neka je F(x,y,z) = (y, zcosxz+x,y cosyz). Odredite, ako postoji, funk-
ciju f takvu da je Vf(x,y,2) = F(z,y, 2).

Izracunajte [(z*+2z)e” Vdx + (z?e” Y — 4yz cos y?) dy — 2 sin y*dz, gdje
v

je y(t) = (et2, Varcsint, 11_—+2tt), t €0,1].

2 3d 4 2,2 d
vy de + (@7 —a7y") y’ gdje je put v: [0,1] — R? zadan

Izracunajte /

, (22 + y2)2
3v3+3 3vV3+3 3vV3
90 = (BRI 2R3
Odredite sve vrijednosti koje moze poprimiti integral [ F' dvy za
r
2xz 2yz 1
F s I = ( ) ) )
@I\ @ @ @y

kad je I' bilo koja zatvorena krivulja u R? koja ne sijece os z.

. o . ] x ..
Izracunajte integral I = ! (y\/_ — +y2)dm + o dy, gdje je ' luk
krivulje 42 = 2% 4+ 2z od tocke A = (2 — /2,4 — +/8) do tocke B =
(24 V2,4 +/3).

Neka je f: R — R diferencijabilno preslikavanje klase C1. PokazZite da je
a+b

[ flz+y)(dz+dy) = [ f(w)dw za svaku po dijelovima glatku krivulju T

r 0

od ishodista do tocke (a,b), a,b > 0.

Neka je F(z,y) = —y, G(z,y) =z i neka je I' C R? pozitivno orijentirana
po dijelovima glatka kontura. Cemu je jednak integral f Fdx + Gdy?
r
Izracunajte [ Pdx + Qdy za P(z,y) = z, Q(z,y) = xy, a ' je pozitivno
r

orijentirana kruznica zadana s 22 +y? = 1, i to: a) direktno, b) primjenom
Greenove formule.

Izracunajte povrsinu lika omedenog
a) kardioidom (zad. 5), b) hipocikloidom (zad. 6), ¢) deltoidom (zad. 7).

Izracunajte integral [(yz®+e¥)da+ (vy®+ze? —2y) dy gdje je I bilo koja
r

po dijelovima glatka kontura centralno simetri¢cna s obzirom na ishodiste.
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24.

25.

26.

27.

28.

Izracunajte integral [ Larc tg £ dx + y2e ¥dy gdje je T’ pozitivno orijen-
T X xr

tiran rub isjecka kruznog vijenca u prvom kvadrantu omedenog pravcima
y =01y = xikruznicama radijusa 1 i 2 sa srediStem u ishodistu.

Izracunajte [ (5(;23/ + %y?’ + ye“”y) dx + (x + xewy) dy po gornjem luku
jedini¢ne kruFZnice 22 +y? =1 od tocke (1,0) do tocke (—1,0).
Izracunajte [ydx + 2z dy gdje je I’ pozitivno orijentiran rub skupa
Sz{(x,y)reRz:(m—1)2—|—y2<1ilix2+(y—1)2<1}.

Neka su I'y i I'y pozitivno orijentirane kruznice oko ishodista radijusa rq

i 79, 11 > ro. Izracunajte integral I = [ Pdz+ Qdy — [ Pdx + Qdy za
Fl 1—‘2

P(z,y) =223 —y? i Q(z,y) = 2> + ¢>.

Neka je D podruéje omedeno elipsom E s jednadzbom 3z2+42y? = 6, i neka
je f: R? — R neka diferencijabilna funkcija klase C* koja je konstantna,

2
izvan jedini¢noga kruga. Izracunajte [ (% + 8—1;) dx dy.
D ox oy
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Kompleksne funkcije

U ovom ¢emo poglavlju zapoceti proucavanje kompleksnih funkcija jedne kom-
pleksne varijable. Skup kompleksnih brojeva oznacavat ¢emo s C. Njegovi su
elementi uredeni parovi realnih brojeva, C := {z = (z,y) : z,y € R}, dakle,
kao skup, C je isto sto i R2. Prva komponenta = kompleksnog broja z = (z,y)
naziva se njegov realni dio, i oznacava se R(z) ili Re z, a druga komponenta, tj.
realan broj y, naziva se imaginarni dio, i oznacava se J(z) ili Im z.

I kao abelova grupa, C se podudara s R? — zbrajanje je definirano po koor-
dinatama, kao i u R?. Modul |z| kompleksnog broja z = (x,y), definira se kao
2| := \/22 + 2, pa je to isto §to i (euklidska) norma u R%. To omoguéuje de-
finiciju udaljenosti, metrike, pa C dobiva i strukturu metrickog prostora. I kao
metri¢ki prostor, C se podudara s R?. Otvoreni, zatvoreni, kompaktni, ... sku-
povi su, dakle, isti kao u R? — o njima nemamo stoga nista novoga reéi. Kako
neprekidnost funkcija ovisi samo o topoloskoj strukturi, niti o tome nemamo
nista novoga reci: funkcija f: C O S — C neprekidna je u tocki zog € S C C,
ako za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da za sve z € S za koje je |z — zo| < §,
vrijedi |f(z) — f(z0)| < e. Isto tako je i konvergencija nizova u C ista kao i
konvergencija u R?, a isto vrijedi i za Cauchyjevo svojstvo, pa je C, izmedu
ostalog, potpun metricki prostor.

Novost nastupa uvodenjem mmnozenja kompleksnih brojeva C x C — C, for-
mulom

(w1,91) - (w2,92) == (2172 — Y1y2, T1Y2 + T2y1) .
Ovako definirano mnozenje je asocijativno, komutativno, ima neutralni element
— kompleksan broj (1,0), distributivno je prema zbrajanju, i svaki kompleksan

7
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broj z=(z,y) € C*:=C\ {(0,0)} ima inverz

O T x Y
=z _<m2—|—y2’x2—i—y2)'

Tako C postaje polje.

Kompleksni brojevi oblika (z,0) ponaSaju se kao realni brojevi, tj. vrijedi
(21,0)+ (22,0) = (21 +x2,0) i (x1,0)-(z2,0) = (z1-22,0). Stoga realne brojeve
identificiramo s kompleksnim brojevima kojima je imaginarni dio jednak nuli,
x = (x,0). Tako R postaje podskupom od C, a kako su algebarske i topoloske
strukture uskladene, to je, algebarski gledano, R potpolje od C, a topoloski
gledano, R je (metricki) potprostor od C. Ovako smjesten skup R C C, tj. skup
brojeva oblika x = (z,0), z € R, naziva se realna os.

Kompleksan broj (1,0), koji je, uz identifikaciju R C C, zapravo realan
broj 1, ima ulogu jedinice za mnozenje. S druge strane, vrijedi (0,1) - (0,1) =
(—1,0) = —1, pa se broj (0, 1) naziva korijen od —1, ili imaginarnom jedinicom,
i standardno se oznacava s i = v/—1. Tako dolazimo i do uobi¢ajene oznake za
kompleksne brojeve, z = x + iy, jer je

Skup brojeva oblika iy = (0,y), y € R, naziva se imaginarna os.

I za funkciju f: C 2 S — C ¢esto pisemo f =u+iv, tj. f(z) = (u(2),v(2)),
gdje suu,v: S — R realne funkcije, jedne kompleksne, odnosno dvije realne, va-
rijable. Kako se topoloske strukture prostora C i R? podudaraju, to je funkcija f
neprekidna ako, i samo ako su obje funkcije u i v neprekidne.

i Zrcaljenje kompleksne ravnine s obzirom na realnu os,
2 naziva se konjugiranje kompleksnih brojeva. To je funkcija
& z + Z definirana kao z = (z,—y), tj. x+iy = =z — iy.
Konjugiranje je neprekidna funkcija, i ¢esto se koristi. Vrijedi,

U=argz  paprimjer, |z| = V27 i % = #

O 1 Kompleksni broj, kao tocka u ravnini, moze se reprezen-
tirati i polarnim koordinatama, z = |z|(cos? + i sind}), pri
¢emu je ¢ kut izmedu pozitivnog smjera realne osi i radijvek-

oz tora tocke z. Kut ¢ naziva se argument kompleksnog broja,
i oznacCava s arg z.

Uz oznaku e'” :=cos ¥ +i sin 1), moze se pisati z=|z|(cos ¥ + i sin ) =|z| e'?.
Lako je pokazati da se ovakav zapis kompleksnog broja u mnogotemu ponasa
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kao uobi¢ajena eksponencijalna funkcija. Naprimjer, vrijedi e'?e'¥ = et (9+¢)
pa za mnozenje dobivamo z; zp = |21 ||zg|e! (V1172),

Prema svemu dosad recenom, izgleda kao da ¢e se analiza kompleksnih funk-
cija jedne kompleksne varijable svesti na analizu funkcija dviju realnih varijabli,
to¢nije na analizu funkcija iz R? u R?. To je, medutim, daleko od istine. Velike
razlike nastaju uvodenjem derivacije kompleksne funkcije.

§31 Derivacija kompleksne funkcije

Derivaciju kompleksne funkcije definiramo na isti nac¢in kao i derivaciju realne
funkcije jedne realne varijable.

Definicija 31.1 Za funkciju f: 2 — C, gdje je 2 C C otvoren skup, kazemo da

je deritvabilna u tocki zy € (), ako postoji limes lim F(z) = f(z0) € C. U tom
Z—20 Z — 20

slu¢aju taj limes oznacavamo f’(zg) i zovemo derivacija funkcije f u tocki zp.
Za funkciju f: Q2 — C kazemo da je derivabilna, ako je derivabilna u svim
tockama skupa (2.

Skup svih funkcija derivabilnih na 2, oznacavat ¢emo s D(€2).

Kao i u slucaju realne funkcije realne varijable, direktno se iz definicije la-
ko pokazuje da se derivabilnost ¢uva sumom, produktom, kompozicijom, ... ,
da vrijede uobicajene formule za derivacije, i da je svaka derivabilna funkcija
neprekidna.

Primjer 31.1 Potencija, f(z) := 2", derivabilna je na cijeloj kompleksnoj rav-
nini, i njezina derivacija je, kao i u slucaju realne funkcije realne varijable,
jednaka f’(z) = nz""1. To se lako dokaze, bilo neposredno iz definicije, bilo
indukcijom koristenjem formule za derivaciju produkta.

Funkcija f(z) := %(z—k?) nije derivabilna, iako je, do na faktor %, suma dviju
‘lijepih’ funkcija — identitete i konjugiranja. Zaista, kada bi f bila derivabilna,
f(z) = f(20) T — g

zZ — 20 Zz — 20
gdje je 9 = arg(z—2zp). Medutim, limes ovog izraza ne postoji, jer |cos ¥| oscilira
izmedu 0 i 1.

postojao bi u zg = (zg,yo) limes kvocijenta = |cos ¥,

To znaci da konjugiranje z — Z nije derivabilna funkcija, iako su joj i re-
alni 1 imaginarni dio, s aspekta realnih funkcija, diferencijabilne funkcije, ¢ak
klase C°.
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Sljedeci teorem daje nuzne i dovoljne uvjete koje moraju zadovoljavati realne
funkcije v i v, da bi kompleksna funkcija f = u + iv bila derivabilna.

Teorem 31.1 (Cauchy-Riemannov teorem) Kompleksna funkcija f=u +
iv : Q — C derivabilna je u tocki zg = (xg,yo) € Q ako, i samo ako su funkcije
u i v, kao realne funkcije dviju realnih varijabli, diferencijabilne u tocki (xg,yo),
1 zadovoljavaju ove Cauchy-Riemannove uvjete:

Ozu(o, yo) = 8yv($07 Yo)

(CR)
8yu(:130,y0) = —0,v(70,Y0) -

Dokaz: Neka je funkcija f derivabilna u zg=(xg, yo) i neka je f'(zgp)=a+ib € C.
Tada je

‘f(z)—f(zo)

Z — 20

—(a+ib)| =

_ [u(z,y) +iv(z,y) — ul@o, y0) — iv(z0, o) — (a +ib)((z — z0) +i(y —0))|
|z — 2o

‘U(% y) —u(zo, yo) —a(z—x0)+b(y—yo)+i (v(x,y) —v(zo, yo) —a(y—yo) —b(x—1x0)) |
|2 — 2o '

Kako je lim ’M —(a+1ib)| = 0,1 |z — 20| = ||(z — 0,y — yo)]|, to je i

z—20 zZ— 20

[u(z,y) — u(wo,y0) — a(z — xo) + b(y — yo)|

lim =0, i
(,9)—(20,0) (= z0,y — yo)|

lim lv(x,y) — v(xo,y0) — b(x — 20) — aly — yo)| —0.
(z,y)—(x0,Y0) ”(33 —X0,Y — yO)”

To znaéi da su funkcije u,v: Q — R diferencijabilne u (zg,yo) = 20, i da je

Ozu(z0,y0) = a = 9yv(zo, Yo)
Oyu(zo,yo) = —b = —0,v(z0, Yo) -

Time je nuznost dokazana. Obrnutim redoslijedom zakljuc¢ivanja, dobivamo i
dovoljnost. |
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Korolar 31.2 Ako je funkcija f: Q — C derivabilna u zo = (xo,y0) € 2,
onda je

f'(20) = Opu(zo,y0) +i0v(x0, yo) =: 02 f(20)
= Ozu(wo,yo) — i1 0yu(zo, Yo)
0
= 9,v(20,Y0) — i Oyu(zo,yo) =1 —i0y f(20) = %ayf =: WJZC/) =: 0y f

= 0yv(x0, Yo) + 1 0,v(T0, Yo) -

Uz oznake uvedene u ovim formulama, oba Cauchy-Riemannova uvjeta mozZemo
zapisati jednom formulom: Oy f(z0) = Oy f(20). |

Korolar 31.3 Ako je funkcija f = u+iv: Q@ — C derivabilna, a realne funk-
cije u i v su diferencijabilne klase C? (vidjet éemo kasnije da to veé slijedi iz
derivabilnosti kompleksne funkcije f), onda su u i v harmonicke funkcije, tj.
obje zadovoljavaju Laplaceovu! diferencijalnu jednadzbu
0?u  0%u B
Ox? * oy?

Dokaz: Zbog Cauchy-Riemannovih uvjeta je 0,u = 0yv, pa deriviranjem po x
dobivamo

0.

0,0 u = Dy v " 9 9,0 D) 9,0, u,

i slicno za funkciju v. |

Napomena 31.1 Teorem 31.1 i Korolar 31.3 pokazuju kako su strogi zahtjevi
na realne funkcije u i v da bi kompleksna funkcija f = u + iv bila derivabilna.
S druge strane, za neprekidnost od f bila je dovoljna samo neprekidnost od
i v, i nije se zahtijevala nikakva medusobna veza tih funkcija. Otkuda tolika
restrikcija kada se radi o derivabilnosti?

Uzrok tome je sljedeéi. Diferencijabilnost funkcije u nekoj tocki, sto je za
funkcije jedne varijable ekvivalentno derivabilnosti u toj tocki, znaci da se pri-
rast te funkcije moze aproksimirati linearnom funkcijom (linearnim operato-
rom). Kod kompleksnih funkcija to znac¢i C-linearnim operatorom. Medutim,
C-linearnih operatora C — C ima manje nego R-linearnih operatora R? — R?,
kakvi se koriste za aproksimaciju vektorskih funkcija dviju realnih varijabli,
to¢nije funkcija R? — R2.

I Pierre-Simon Laplace (1749-1827), francuski matematicar
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Naime, da bi R-linearan operator A: R? — R? reprezentiran matricom (CCL Z)

bio, shvacen kao funkcija C — C, i C-linearan, nuzno je i dovoljno da vrijedi

a=dib= —c. Zaista, ako je A: C — C kompleksno-linearan operator, onda
za skalar i € C i svaki z = (z,y) € C, mora vrijediti A(iz) = i A(z), odakle
specijalno za z = (1,0), dobivamo a =d i b = —c.

Da su ta dva uvjeta i dovoljna za C-linearnost funkcije A, lako se provjeri
direktno.

Tako dobivamo upravo Cauchy-Riemannove uvjete, jer je Jacobijeva matrica,
a to je matrica koja reprezentira diferencijal funkcije f = (u,v): Q@ — RZ,

) O,u Oyu
jednaka (&EU (9yv>'

Dakle, ako funkcija f: 2 — C ima (kompleksnu) derivaciju (Sto je ekviva-
lentno diferencijabilnosti u smislu kompleksnih funkcija), onda je f shvac¢ena
kao funkcija iz R? u R? diferencijabilna, ali obratno vrijedi samo ako su jo§
zadovoljeni i Cauchy-Riemannovi uvjeti.

Korolar 31.4 Ako je 2 C C otvoren i povezan skup, a f: Q — C derivabilna
funkcija takva da je f'(z) =0 za sve z € Q, onda je f konstantna funkcija. W

Primjer 31.2 Navedimo nekoliko osnovnih primjera derivabilnih kompleksnih
funkcija:

Identiteta f(z) = z je derivabilna, i f'(z) =1 za sve z € C.

Polinomi, tj. funkcije oblika p(2) = apz™ + ap_12""1 + -+ + a1z + ag, gdje
sua; € C, 7 =0,...,n, derivabilne su funkcije, i derivacija je jednaka
P)=na,z" 1+ n—-1)a,_ 12" 2+ - +a.

Racionalne funkcije, tj. kvocijenti dvaju polinoma, derivabilne su svuda gdje
su definirane, dakle, svuda osim u nultockama nazivnika.

FEksponencijalna funkcija kompleksne varijable je funkcija exp: C — C de-
finirana s .
expz = e ="V ;= e%(cosy + i siny) .

Realni i imaginarni dio funkcije exp ocito jesu diferencijabilne funkcije, a
Cauchy-Riemannovi uvjeti lako se provjere. Stoga je (kompleksna) ekspo-
nencijalna funkcija derivabilna, i za derivaciju nalazimo

z

eXp'z = anu(Z) + i3xU(Z) =expz, tj. (€Z)/ =€ .
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Primijetimo da je e*T2'™ = ¢7, pa je kompleksna eksponencijalna funkcija

periodicka, i to s osnovnim periodom 21ir.

Im
27

exp

0 1 2
Tu smo funkciju, ali shvaéenu kao preslikavanje R? — R?, promatrali veé
ranije, Primjer 12.1, i vidjeli da ona nije injektivna (jer je periodicka u dru-
goj varijabli), ali je injektivna na svakoj ‘horizontalnoj’ prugi Sirine 27, i
slika takve otvorene pruge je cijela kompleksna ravnina bez jednog polu-
pravca s pocetkom u ishodistu.

Na prethodnoj slici je prikazano kako eksponencijalna funkcije preslikava
prugu R x (0,27) = {z =z +1iy : z € R,y € (0,27)} na komplement
pozitivnog dijela realne osi. Slike tocaka z = = + iy za koje je z > 0
nalaze se izvan jedini¢nog kruga, a za x < 0 unutar jedini¢nog kruga.
Sli¢no, slika pruge R x (—m, 7) je komplement negativnog dijela realne osi.

Logaritamska funkcija kompleksne varijable nije definirana na cijeloj kom-
pleksnoj ravnini. Naime, zeljeli bismo da je, kao kod realnih funkcija
realne varijable, logaritamska funkcija inverzna eksponencijalnoj, ali kako
kompleksna eksponencijalna funkcija nije bijekcija, inverzna funkcija ne
postoji. Medutim, kako smo vidjeli, eksponencijalna funkcija jeste injek-
tivna na svakoj horizontalnoj prugi Sirine 27, pa restrikcija eksponenci-
jalne funkcije na svaku takvu prugu ima svoju inverznu funkciju, koja je
definirana na slici te pruge. Prirodno je zahtijevati da takva inverzna funk-
cija prosiruje realnu logaritamsku funkciju Ry = {z € R: z > 0} — R,
koju ¢emo privremeno oznacavati s In, : R4 — R. Stoga za domenu treba
uzeti takav skup koji sadrzi pozitivan dio realne osi. Uobicajeno je za
domenu kompleksne logaritamske funkcije uzeti komplement negativnog
dijela realne osi, dakle sliku pruge R x (—m, 7).

Oznacéimo s C, := C\ {(z,0) : < 0} komplement negativnog dijela
realne osi u kompleksnoj ravninikomplement negativnog dijela realne osi,
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asU” ={x+iy:ye (—mm)} C C odgovarajucu horizontalnu prugu.
Zelimo, dakle, derivabilnu funkciju £: C, — U™ koja je inverzna funkciji
exp: U™ — C,. Mora dakle vrijediti ¢ o exp = id, tj.

le*)=z,zasveze U™, (1)
iexpol =id, tj.

') =2 zasvezeC, . (2)

Bududéi da eksponencijalna funkcija preslikava sumu u produkt, mora nje-
zina inverzna funkcija preslikavati produkt u sumu, tj. logaritam produkta
mora biti jednak sumi logaritama. Zapisemo li z € C; kao z = |z| ' 3787
zbog (1) dobivamo

0(z) = £(|z] €' *®%) = £(|2]) + £(e' &%) W l(|z]) +iargz,

a jer je |z| pozitivan realan broj, i zelimo da se za pozitivne realne brojeve
funkcija ¢ podudara s realnom logaritamskom funkcijom, dobivamo

l(z) =1In, |z| +iargz. (3)

Umjesto ¢, kompleksnu logaritamsku funkciju ¢emo, kao i realnu, oz-
nacavati s In: C; — U C C. Prema (3), ona je definirana s

Inz:=In, [z| +1argz, (4)

Za pozitivne realne brojeve z € Ry je argx = 0 pa je Inz = In, |z] =
In, 2, tj. ,kompleksna” logaritamska funkcija In zaista prosiruje ,realnu”
logaritamsku funkciju In, .

Zapisano u koordinatama, kompleksna logaritamska funkcija jednaka je
1
lnzzln(x—l—iy):§1n(:1:2—|—y2)—|—iargz, (5)

a funkciju arg: C; — R mozemo zapisati formulama

arctgZ , x > 0 (desna poluravnina)
arg z = arcctg £,y >0 (gornja poluravnina) | (6)
arc ctg% — 7,y <0 (donja poluravnina)
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Kao i za funkciju ¥ u Primjeru 25.2, lako se provjeri da je formulom (6)
funkcija z +— arg z dobro definirana.

Pokazimo da je funkcija In definirana formulama (5) i (6) zaista derivabil-
na, i nadimo njezinu derivaciju. Na skupu {x +iy:x > 0}, tj. na desnoj
poluravnini vrijedi

1
In(z) =In(zx +1iy) = 5 In(x? + y*) +1i arctg% :

pa je

1 2z 1 Y x .Y

9, 1n(z) = - i _ _
» In(z) 2x2+y2+11+(%)2( ) 22 + 42 1:1:2+y2’

2

1 2y 1

. y x
Oy In(2) = +11—|—(£)2 =

= — 4+ — .
$2+y2+ $2+y2

1
T 202 42 T

Prema Cauchy-Riemannovu teoremu, Teorem 31.1, zaklju¢ujemo da je
funkcija In derivabilna na desnoj poluravnini, i njezina je derivacija jed-

naka
, 7 1
In'(z) = 0, In(z) = e =
Na gornjoj poluravnini vrijedi In(z) = éln(az2 +42) +iarcctgZ, a na
Yy
donjoj je In(z) = %ln(:zc2 +92) +i(arcctg Z — 1), usporedi s funkcijom o
Y

u Primjeru 25.2, pa se, kao i ranije, pokazuje da je i tamo In derivabilna
i derivacija je %, tj. funkcija In je derivabilna, i na cijelom skupu C; je
/ 1
In'(z) = -
Nema nista posebnog u skupu U_”_. Eksponencijalna funkcija isto tako os-
tvaruje bijekciju pruge U%F := {z =2 +iy:0 < y < 27 } na komplement
pozitivnog dijela realne osi, tj. na skup Cy := C\ {z = (2,0) : ¢ > 0},
i opcenito, bilo koje pruge Uﬂg% ={z=x+4+iy: 9 <y<vI+2r}
¥ € R, na skup Cy — komplement polupravca iz ishodista koji s pozitivnim
dijelom realne osi zatvara kut 1. Stoga za svaki ¢} postoji pripadna kom-
pleksna logaritamska funkcija Cy — U '%2”, inverzna restrikciji funkcije

z — e na Uﬁg%.
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Trigonometrijske i hiperbolne funkcije kompleksne varijable definiraju se
pomocu eksponencijalne funkcije formulama:

. eiz_e—iz eiz+e—iz
sinz i= ——— COSZ '=m ———
21 2
e? — e~ % ef e %
shz (= ——— chz = — —
2 2

Sve su to derivabilne funkcije, i derivacije su jednake onima u realnom
slucaju. I algebarski, tj. kod ‘racunanja’ te se funkcije ponasaju kako smo
nauceni iz realne analize.

§32 Integral kompleksne funkcije

Kompleksne funkcije kompleksne varijable integriramo po putevima, odnosno
krivuljama. U ovoj tocki definirat ¢emo integral, nabrojati neka osnovna svoj-
stva, i zapoceti ispitivanje neovisnosti integrala o putu integracije, ¢ime ¢emo
se detaljnije baviti u idu¢em paragrafu.

Neka je v = £ +1in: [a,b] — C po dijelovima gladak put, v* = v([a,b]) C C
neka je njegova slika (trag), i neka je f = u+iv: y* — C neprekidna funkcija.
Integral funkcije f duZ puta ~ definiramo kao (kompleksan) broj

L fds = / P 0) 70 dt
b

b
= [ O E® - @) g @) d+i [ OO+ uto) 0) d

a

:/udaz—vdy+i/vdaz—|—udy.
gl

Y

U zadnjem retku radi se o dva integrala diferencijalnih 1-formi duz puta . To
opravdava i uvodenje oznake dz := dx + idy, jer tada formalnim mnozenjem,
dobivamo

dz = +iv)(dr +idy) = dr —vdy+i dr +udy , 1
/vfz/v(u iv)(dx + idy) Lum vdy 1/’035 udy (1)

~
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a uz taj formalizam je i

Lako se pokazuje da ovako definiran integral ima uobicajena svojstva, tj. da
je linearan funkcional na prostoru neprekidnih kompleksnih funkcija definiranih
na v*, i da je aditivna funkcija puta integracije. Takoder se, kao i kod integrala
diferencijalne 1-forme duz puta, tj. integrala druge vrste, lako pokazuje da su
integrali duz algebarski ekvivalentnih puteva jednaki.

Kao i u §30 za integral diferencijalne 1-forme, i ovdje se definira integral
fr fdz kompleksne funkcije duZ orijentirane po dijelovima glatke krivulje
I'=(T,9,), kao integral f7 f dz po proizvoljnom po dijelovima glatkom putu ~y
koji parametrizira orijentiranu krivulju I'. Da je ta definicija dobra, tj. da ne
ovisi o odabranoj po dijelovima glatkoj parametrizaciji v krivulje I', pokazuje se
bilo direktno, koriste¢i se Teoremom 30.1, bilo rabeéi (1) i ¢injenicu da integral
diferencijalne 1-forme ne ovisi o odabranoj parametrizaciji krivulje T'.

Napomena 32.1 U prethodnoj smo definiciji presutno istakli i sto podrazumi-
jevamo pod integralom kompleksne funkcije jedne realne varijable. Naime, ako
je naprimjer, g = g,. +1i9,,: [a,b] — C neprekidna funkcija, onda, po definiciji,
smatramo da je

b b b b
[ owat= [ (g +ig, @)= [ g drif g, 0.

To je usaglaseno i s inkluzijom R C C, tj. s identifikacijom x = (z,0). Naime,
tom ¢e identifikacijom, segment realnih brojeva [a,b] C R biti identificiran sa
skupom [a,b] x {0} = {z =x+iy : x € [a,b], y = 0} C C, pa na identitetu
id: [a,b] — [a,b] mozemo gledati kao na put ¢: [a,b] — C dan s «(t) := (¢,0).
Ako sada na g = g, +1g¢,,, gledamo kao na funkciju g: ¢* — C, dakle, umjesto
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g(t) pisemo ¢(t,0), i slicno za realne funkcije g, i g,,,, onda je

b
/ﬁm:/gmmuwﬁ
b
:/@Mwmégw—%Jumgﬁ»ﬁ+

b
m/@wmgw+%mmgww

b b
=/%£MH{/%ﬁML

. . / _ . / _ ~ . LR}
jer je «/ (t) =11 (t) =0 za sve t, a upravo smo tako, presutno, u definiciji

b
integrala kompleksne funkcije duz puta, bili i definirali / g(t) dt.

Dokazimo sada jednu ocjenu modula integrala, koju ¢emo cesto koristiti.

Lema 32.1 (o ocjeni integrala) Neka je v: [a,b] — C po dijelovima gladak
put duljine ¢(), i neka je f: v* — C neprekidna funkcija, te neka je M =
max{|f(2)|: z € y*}. Tada je

}/fdz\éMﬁ(v)-

Dokaz: Primijetimo najprije, da, zbog kompaktnosti skupa v* i neprekidnosti
funkcije f, maksimum M zaista postoji. Oznac¢imo s J := f7 fdz = |J|e'? za
neki ¢ € R (to¢nije, ¥ = arg J, ali nam ta ¢injenica nece trebati). Tada je

b
Iﬂ=e*f/fwze*f/fwwrﬂﬂﬁ

b
= [ ey @ ar.
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Stoga je
b
71 = RelJ| = [ Re(e™"f(2(6)) /(1)) d
ab
< / o= ()~ (8)]
¢ b
<M [ (o) =MeGy),
jer je |e7t?| = 1. u

Integral kompleksne funkcije, opéenito, ovisi o putu integracije, ali uz neke
uvjete—mne. Sada ¢emo se pozabaviti upravo tim pitanjem — kada integral
kompleksne funkcije ne ovisi o putu integracije. Kao sto smo u Teoremu 25.2
bili pokazali za integral diferencijalne 1-forme, tako se i sada jednostavno vidi
da je neovisnost integrala kompleksne funkcije o putu integracije, ekvivalentna
tome da je integral po svakom po dijelovima glatkom zatvorenom putu jednak
nuli. Tu ¢emo ¢injenicu ubuduce koristiti bez posebnog naglasavanja.

Analogno Teoremu 25.2, vrijedi

Teorem 32.2 (Cauchyjev teorem za derivaciju) Neka je f: Q@ — C ne-
prekidna funkcija definirana na otvorenom skupu Q2 C C. Tada je f7 fdz=20
za sve po dijelovima glatke zatvorene puteve v u €2 ako 1 samo ako postoji deri-
vabilna funkcija F: Q — C za koju je F' = f na €.

Dokaz: Neka je F': @ — C derivabilna funkcija takva da je F’' = f, i neka
je v: [a,b] — Q PDG put koji je zatvoren, tj. v(a) = v(b). Tada je

b b
/ fde = / /() A (1) dt = / F(y(t)) 7/ (t) dt
b
- / (F o) (t) dt = F(y(b) — F(7(a)) = 0.

Obratno, uz pretpostavku da integral funkcije f ne ovisi o putu, tj. da je
integral po svakom zatvorenom PDG putu jednak nuli, treba definirati funkciju
F: Q — C takvu da je F' = f. Dovoljno je funkciju F' definirati zasebno na
svakoj komponenti povezanosti skupa {2, jer su te komponente medusobno di-
sjunktni otvoreni skupovi, a derivabilnost je lokalno svojstvo. Drugim rije¢ima,
dovoljno je definirati funkciju F' u slucaju kada je otvoren skup {2 povezan.
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Fiksirajmo tocku zg € €2, i za z € ) definirajmo

F(z):= fdz,

V=

gdje je v, bilo koji PDG put u  od zy do z. Kako po pretpostavci, integral
funkcije f ne ovisi o putu, F' je dobro definirana funkcija. Pokazimo da je
F derivabilna, i da je F'(z) = f(z) zasve z € Q. Nekajez € Qir, >0
takav da je K(z,7,) C Q. Za ‘malene’ h € C, takve da je |h| < r., neka je
op: [0,1] — Q put definiran sa o, (t) := z + th, dakle jedna parametrizacija
segmenta [z,z + h| C K(z,r,) C Q. Kako u definiciji vrijednosti funkcije F' u
tocki z + h mozemo uzeti proizvoljan put (u 2) od 2y do z + h, mozemo uzeti i
put v + op,. Stoga je

limF(z+h)_F(z)zliml(/ fdz—/fdz —hm /fdz
Y Y

h—0 h h—0 h ton h—0 h

h—0 h

= lim — /fz—I—th hdt—hm/fz—l—th

Kako je funkcija (¢,h) — f(z + th) neprekidna, limes po h i integral po ¢
komutiraju, Korolar 19.6, pa je to dalje jednako
1

= li th)dt
/O lim f(z +th)dt
sto je, zbog neprekidnosti funkcije h — f(z + th) jednako

/f ) dt = )/dth-

Dakle, funkcija F' derivabilna je, i njezina je derivacija zaista jednaka f. |

Za neprekidnu funkciju f: Q2 — C kazemo da ima primitivnu funkciju na 2,
ako postoji funkcija F': 2 — C takvadaje F'(z) = f(z) zasve z € Q. Funkcija f
ima na €2 lokalno primitivnu funkciju, ako oko svake tocke z € €2 postoji okolina
(npr. otvoren krug) na kojoj f ima primitivnu funkciju.

Korolar 32.3 Ako neprekidna funkciju f: Q — C ima primitivnu funkciju, tj.

ako postoji derivabilna funkcija F: Q — C takva da je F' = f, onda za svaki po
digelovima gladak put ~y: [a,b] — Q vrijedi

/ﬁh=ﬂﬂW—FWW% .



§ 32. Integral kompleksne funkcije 91

Primjer 32.1 Promotrimo integral funkcije f(z) := (2 —29)" po, pozitivno ori-
jentiranoj, kruznici I' radijusa r sa sredistem u zy. Jednostavna parametrizacija
kruznice dana je funkcijom y(t) := zg +re't, t € [0, 27], pa, za n # —1, imamo

2
/(z—zo)”dz:/ (Te”)nreitidt
r 0

27 n+1 T
_ Tn—f-l/ el (n—f-l)ti dt — r ei(n+1)t 2 _0.
0 n+1 0

Sto smo mogli zakljuc¢iti i na temelju Cauchyjeva teorema za derivaciju, Te-
orem 32.2, jer je, za n # —1, funkcija z — (z — z9)" derivacija funkcije

Z (z — 20)"*! na probusenoj ravnini C \ {z0}.

n+1
Za n = —1 nalazimo

dz 27 1 ) 27
/ :/ —.trie‘tdt:i/ dt = 2mi,
r 22— 20 o T€ 0

dakle, integral je razlicit od nule.

dz
Specijalno je, dakle, integral /— = 2w # 0, Sto znac¢i da ne postoji
r <

funkcija definirana na C\ {0} ¢ija je derivacija jednaka 1, sto opet pokazuje da
ne postoji funkcija In: C\ {0} — C. :

Pod pravokutnikom podrazumijevat ¢emo uvijek pravokutnik kome su stra-
nice paralelne koordinatnim osima (tj. realnoj i imaginarnoj osi). Ponekad se
takav pravokutnik naziva standardni ili koordinatni pravokutnik.

U iducoj éemo tocki trebati sljedeéu varijantu jednog smjera (nuznost) Cau-
chyjeva teorema za derivaciju:

Teorem 32.4 (o postojanju primitivne funkcije na krugu) Neka je K CC

otvoren krug, a f: K — C neprekidna funkcija sa svojstvom da je [ fdz =0
oI
po rubu svakog pravokutnika I C K. Tada f ima primitivnu funkciju na K.

Dokaz: Neka je zy sredisSte kruga K. Za svaki z € K, pravokutnik I,, kome su
nasuprotni vrhovi zg i z, lezi u K. Neka je I', C 91, dio ruba pravokutnika I,
od zp do z (najprije ‘horizontalno’, tj. paralelno realnoj osi, a onda ‘vertikalno’,
tj. paralelno imaginarnoj osi). Definirajmo
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z
x| ]
20 1

F(z)=U(z)+iV(2) ::/F fdz,

i pokazimo da je to derivabilna funkcija kojoj je derivacija jednaka f.
Za z € K, neka je r, > 0 takav da je K(z,r,) C K. Za h € R takav da je
|h| < 7., je segment [z,z+ h| C K, pa je

F(z+h) — F(2)

0. F(z) = 0,.U(x,y) +10,.V(z,y) = lim

h—0 h
z+ih. 1
B :lim—( fdz—/fdz)
h—0 h z z+h z
K ° J
20 2/ R B

sto je, jer je integral po rubu svakog pravokutnika u K jednak
nuli, jednako

—hm fdz—/fdz —hm— /fdz

hHO z z+h
[z,2+h]

ZO Z/ 0 Z/

Parametriziramo 1i segment [z,z + h] funkcijom ¢ — 2z + th, t € [0,1], to je
jednako

.1
—}lllg%)ﬁ/o f(z+th)hdt.

Kako je funkcija (¢,h) — f(z + th) neprekidna, to integral po t i limes po h
komutiraju, Korolar 19.6, pa je to jednako

:/Olhmfz—l—thdt /f (2) .

Na slican nac¢in nalazimo

F ih) — F
Oy F(2) = 9,U(z,y) +10,V (x,y) = lim (Z—Hh) (2) _ e=1f(2) .
h—
he[[g
Kako je f neprekidna, zakljucujemo da su funkcije 0,U, 0,V, 9,U i 9,V
neprekidne u tocki z = (x,y), pa su, prema Teoremu 9.1, funkcije U i V di-
ferencijabilne u z = (z,y). Nadalje, iz dobivenih izraza za 0,F i 0,F, vidimo
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da vrijede Cauchy-Riemannovi uvjeti, pa je F' derivabilna u tocki z, i vrijedi
F'(z) = f(2).

Bududéi je z bila proizvoljna tocka kruga K, zakljucujemo da je F/ = f. W

§33 Cauchyjev teorem

Fundamentalan teorem u teoriji funkcija kompleksne varijable je Cauchyjev te-
orem, koji govori o iS¢ezavanju integrala derivabilne funkcije po zatvorenoj kri-
vulji. Taj je teorem dokazao ve¢ sam Cauchy uz pretpostavku da je derivacija
funkcije koju integriramo, neprekidna. Vazan je napredak bio dokaz Cauchyeva
teorema bez pretpostavke o neprekidnosti derivacije. Klju¢ni korak u tom do-
kazu je sljedeéi teorem:

Teorem 33.1 (Goursat!-Pringsheimov? teorem) Neka je Q C C otvoren

skup, I C Q pravokutnik, a f: Q — C derivabilna funkcija. Tada je [ fdz=0.
oI

Dokaz: Oznac¢imo s J(I) := } [f dz‘. Razdijelimo I na Cetiri medusobno suk-
or

ladna pravokutnika @1, Q2, @3, @4, koji su svi slicni pravokutniku I. Kako je
Jor = Jag, T+ Jog,» to je

J(I):\/alfdz\g\é@lfdz\+---+\/8Q4fdz\,

pa je integral po rubu najmanje jednog od tih
pravokutnika, po modulu barem jednak cetvrtini
zo [ broja J(I). Oznac¢imo jedan takav pravokutnik
s I1, i neka je J(I1) := | [, fdz|. Dakle

I

Razdijelimo sada I; na cetiri sukladna pravokutnika, pa na isti nacin za-
klju¢ujemo da za barem jednog od njih, nazovimo ga s I, vrijedi

1 1
J(R) = 7J(1) = 57(1) .

!Edouard Jean-Baptiste Goursat (1858-1936), francuski matematicar
2 Alfred Pringsheim (1850-1941), njemag¢ki matematicar, roden u Poljskoj
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Nastavimo li na isti na¢in, dolazimo do niza pravokutnika I,,, n € N, takvih
da je I,,+1 C I,,, za sve n, i da je

=0 1)

J(I,) >
Za dijametre tih pravokutnika vrijedi diam I,, = 2% diam I, pa se radi o si-

laznom nizu zatvorenih skupova kojima dijametri teze nuli. Prema Cantorovom
teoremu o presjeku, Teorem 4.13, presjek tih pravokutnika je neprazan i sastoji

se od jedne jedine tocke, (] I, =: {20}
neN

Funkcija f derivabilna je u tocki zg, pa za svaki € > 0 postoji § > 0 takav
da za 0 < |z — zg| < 6, vrijedi J&) = flz0) f'(z0)] < e, tj.
Z — 20

|z — 20| <0 = [f(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)| < €]z — 20] . (2)

Neka je n tako velik da je I,, sadrzan u otvorenom krugu oko zg radijusa 6. Kako
funkcija z — f(z0) + f'(20)(z — z0) ima na Q, ¢ak na ¢itavom C, primitivnu
funkciju, to je prema Cauchyjevom teoremu za derivaciju, Teorem 32.2,

/ (F(0) + f'(20)(2 — 20)) dz = 0. 3)
ol,,

Stoga je, prema Lemi o ocjeni integrala, Lema 32.1,

J(I,)=| [ fdz| =] (f(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)) dz| < Ms,,, (4)
oI, ol,

gdje je M := max{|f(2) — f(z0) — f'(20)(z — 20)| : 2 € O0I,}, a s, je opseg
pravokutnika I,,.

Medutim, za svaki z € 01, je

(2) 1

|f(z) = f(z0) — f'(20)(z — 20)| < €|z — 20| <e- 35

paje M < %esn, te zbog (4) vrijedi

J(I,) < =es; . (5)
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Prema konstrukciji je s, = 2% s, gdje je s opseg pravokutnika I, pa je

(1) ®1 o 1 (2171)252 1

~ =5 n:§4n€ 25582.

Kako je € > 0 proizvoljan, zaklju¢ujemo da je J(I) =0, pajei [ fdz=0. W
oI

Goursat-Pringsheimov teorem govori da ako je funkcija f: I — C deriva-
bilna, tj. ima derivabilno prosirenje na neku okolinu pravokutnika I, onda je
integral funkcije f po rubu 01 pravokutnika I, jednak nuli. U nekim je situaci-
jama potreban nesto jaci teorem — teorem koji daje isti zakljucak, ali uz slabije
pretpostavke.

Teorem 33.2 (Cauchyjev teorem za pravokutnik) Neka je f: I — C
funkcija koja je meprekidna na zatvorenom pravokutniku I C C i takva da je

derivabilna na otvorenom pravokutniku [=1 \ 01, osim eventualno u konacno
mnogo tocaka (u kogima je samo neprekidna). Tada je [ fdz = 0.

oI
Dokaz: Dokazimo teorem najprije uz pretpostavku da je f derivabilna na cijelom

[©]
otvorenom pravokutniku /. Bez smanjenja opcenitosti, mozemo pretpostaviti
da je srediSte pravokutnika I u ishodistu 0. U protivnom, zamjenom varijabli,
w = z — 2o, gdje je zp srediste pravokutnika I, dobivamo

. f(z)dz = /8le g(w)dw ,

pri ¢emu je I,, := I — z9 = {z — 29 : z € I} pravokutnik dobiven translaci-

jom pravokutnika I za —zg, tako da mu srediSte padne u ishodiste, a funkcija
©]

g(w) := f(w + zp) je neprekidna na I, i derivabilna na I, .

4®]  Zabroj a € (0,1) ozna¢imo sada s I, pravokutnik dobi-
@) ven od pravokutnika I homotetijom iz ishodista i koefi-

[¢] [¢]
cijentom «. Tada je I, C I, a kako je f derivabilna na I,
po Goursat-Pringsheimovom teoremu zakljucujemo da

1| je [ fdz=0,zasveac(0,1).
oI,

I

Neka je t — 7(), t € [a,b], po dijelovima glatka parametrizacija ruba 01 pra-
vokutnika . Tada je t — a~y(t), t € [a, b], po dijelovima glatka parametrizacija
ruba 01, pravokutnika I,,.
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Da je parametrizacija v glatka, tj. funkcija 4’ neprekidna, bila bi neprekidna
i funkcija (a,t) — f(ay(t)) av'(t), pa bi limes po « i integral po t komutirali.
Imali bismo tada

Ozhm/al fdz—hm/fcm Yoy (t) dt

a—1

:/a lim f(a~(t)) oy (t) dt = /f fdz .

a—1 oI
Kako je, medutim, parametrizacija v samo po dijelovima glatka, to je nje-
na derivacija v’ neprekidna osim u kona¢no mnogo tocaka, tj. nije neprekidna
u, naprimjer, tri tocke. Stoga treba integral f; flay(t))ay'(t) dt rastaviti na
Cetiri dijela na kojima je 4/ neprekidna, provesti gornji racun na svakom od tih
dijelova, i rezultate zbrojiti. Opet dobijemo fal fdz=0.

1 U opéem slucaju, kada f u konacno mnogo tocaka mozda nije
derivabilna, kroz te tocke povucemo paralele sa, naprimjer,
; imaginarnom osi, i tako razdijelimo pravokutnik /I na nekoli-
ko manjih pravokutnika. Na svakom od tako dobivenih pra-
vokutnika funkcija f je neprekidna, a na nutrini i derivabilna,
pa je, prema upravo dokazanom, integral po rubu svakog od tih pravokutnika,
jednak nuli. Zbroj integrala po rubovima tih pravokutnika, jednak je integralu

po rubu pravokutnika I, pa je f fdz=0. [
oI

Kombinacijom ranijih teorema, dobivamo sada

Teorem 33.3 (Cauchyjev teorem za krug) Neka je K C C (otvoren) krug,
a f: K — C neprekidna funkcija, koja je i derivabilna, osim eventualno u ko-
nacéno mnogo toéaka. Tada je [fdz =0, za sve po dijelovima glatke zatvorene
puteve v u K. v

Dokaz: Prema Cauchyjevu teoremu za pravokutnik, | o7 J dz = 0 za svaki pra-
vokutnik I C K. Stoga, jer je funkcija f neprekidna, prema Teoremu o pos-
tojanju primitivne funkcije na krugu, Teorem 32.4, postoji derivabilna funkcija
F: K — C takva da je I’ = f. Prema Cauchyjevom teoremu za derivaciju, Te-
orem 32.2, integral funkcije f ne ovisi o putu, tj. [ fdz = 0 za sve po dijelovima
glatke zatvorene puteve u K. v [

Odgovaraju¢om modifikacijom, teorem o postojanju primitivne funkcije, nije
tesko poopciti na konveksne ili ¢ak na tzv. zvjezdaste skupove, pa se i prethodni
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teorem lako moze poopciti na takve skupove. Medutim, opéi Cauchyjev teorem,
koji ¢emo sada dokazati, sve te varijante sadrzi kao specijalne slucajeve.

Teorem 33.4 (Opéi Cauchyjev teorem) Neka je Q2 C C otvoren skup, i ne-
ka je f: Q — C neprekidna funkcija koja je i derivabilna, osim eventualno u
konacno mnogo tocéaka. Tada je [fdz =0 za svaki zatvoren, u § nulhomoto-
pan, po dijelovima gladak put ~v. 7

Dokaz: Dovoljno je dokazati da ako su~: [a,b] — Qin: [a,b] — 2 homotopni po
dijelovima glatki putevi sa zajednickim krajevima, tj. v(a) = n(a) i v(b) = n(b),
onda je fv fdz = fn fdz.

1

Dokaz je gotovo identican dokazu Teorema 26.3 da su integrali zatvore-
ne diferencijalne 1-forme po homotopnim putevima jednaki. Neka je, dakle,
H: [a,b] x [0,1] — © PDG homotopija od 7 do n. Odaberimo razdiobu p
pravokutnika I = [a,b] x [0,1] tako da H preslikava svaki pravokutnik I;; te
razdiobe, u neki krug K;; koji je sadrzan u (). Restrikcija homotopije H na
rub 01;; je zatvoren PDG put u krugu Kj;, pa je, prema Cauchyjevu teoremu
za krug, fH|8] fdz = 0. Sumiranjem svih tih integrala, zakljucujemo da je

ij
i) H|or fdz = 0. Kako su restrikcije preslikavanja H na lijevu i desnu stranicu
pravokutnika I konstantni putevi, to je fHIaff dz = f7 fdz — fn f dz, odakle

slijedi tvrdnja teorema. |

Korolar 33.5 (Cauchyjev teorem za jednostavno povezano podrucje)
Neka je Q0 C C jednostavno povezano podrucje, a f: Q2 — C neprekidna funk-
cija, koja je i derivabilna, osim eventualno u konacno mnogo tocaka. Tada je

f fdz =0 za svaki po dijelovima gladak zatvoren put v u €. [
v

Napomena 33.1 Postoji i “kra¢i dokaz” Cauchyjeva teorema. Naime, za de-
rivabilnu funkciju f = v +iv: Q — C i, barem za jednostavno zatvorenu kri-
vulju I', koja je nulhomotopna u €2, tj. takva je da je i njezino unutrasnje
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podrucje B sadrzano u (2, koriste¢i se Greenovim teoremom, Teorem 27.5, i
Cauchy-Riemannovim uvjetima, Teorem 31.1, dobivamo

/fdz = /ud:c—vdy + i/vderudy
r r r
Green // (—0zv — Oyu)dxdy + 1// (Ozu — Oyv) dz dy @y .
B B

Medutim, da bismo mogli koristiti Greenov teorem, morale bi funkcije v i v biti
diferencijabilne klase C!, tj. derivacija f’ morala bi biti neprekidna, dok smo
mi bili pretpostavili samo postojanje derivacije, a u konacno mnogo tocaka cak
samo neprekidnost. To je znacajna razlika, i, kao Sto ¢emo kasnije vidjeti, vazno
je imati dokaz Cauchyjeva teorema bez pretpostavke o neprekidnosti derivacije.

Povijest ovog vaznog teorema, koji predstavlja veleban ulaz u teoriju funkcija
kompleksne varijable, dugacka je i zanimljiva. Originalni je dokaz dao Cauchy
1825. godine, uz dodatnu pretpostavku da je derivacija neprekidna. Kasnije
tokom devetnaestog stoljeca, pojavilo se viSe dokaza tog teorema i uz razlicite
pretpostavke o tipu puta integracije — nekad uz preSutno, a nekad uz ekspli-
citno pretpostavljenu neprekidnost derivacije. Godine 1884. Goursat je objavio
jedan jednostavniji dokaz ovog teorema, uz samo jednu, ‘ocitu’ pretpostavku, da
teorem vrijedi za dvije jednostavne funkcije: konstantnu funkciju i identitetu,
ali bez pretpostavke o neprekidnosti derivacije. Barem je tako Goursat tvrdio.

Alfred Pringsheim je 1895. pomno analizirajué¢i Goursatov dokaz, ustvrdio da
se u dokazu presutno pretpostavlja uniformna derivabilnost, za Sto je pokazao
da je ekvivalentno pretpostavci o neprekidnosti derivacije. Stoga Goursatov
dokaz predstavlja samo pojednostavljenje drugih dokaza Cauchyjeva teorema,
ali ne i oslabljenje pretpostavki. Pringsheim je izrazio svoje uvjerenje da teorem
vrijedi samo uz pretpostavku da derivacija postoji, bez pretpostavke o njezinoj
neprekidnosti, ali je taj problem jos uvijek ostao otvoren.

Ova Pringsheimova kritika proizvela je pravu buru, pa su, izmedu ostalog,
1900. objavljena dva nova dokaza. U jednom je Goursat ponovio svoj raniji
dokaz, ali uz viSe paznje i uz izvjesne pretpostavke o tipu puta integracije, a
u drugom je Moore! dao svoj dokaz Cauchyjeva teorema, uz nesto drugacije
pretpostavke. U svom odgovoru 1901. Pringsheim je prigovorio da su u oba ra-
da pretpostavke o tipu puta integracije previse restriktivne, pa je kombinirajuci
i profinivsi te dokaze, dobio Cauchyjev teorem bez pretpostavke o neprekid-
nosti derivacije, i to za zatvorene rektifikabilne puteve. Dvije godine kasnije,

!Eliakim Hastings Moore (1862-1932), ameri¢ki matemati¢ar
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Pringsheim se vratio Cauchyjevu teoremu, i dao dokaz u kojem koristi tehniku
dijeljenja pravokutnika na cetiri sukladna pravokutnika, kao Sto smo mi radili u
dokazu Teorema 33.1 (s tim da je on radio s trokutima, a ne s pravokutnicima).
Zato smo ovdje taj teorem i nazvali Goursat-Pringsheimovim.

Time, medutim, prica o Cauchyjevu teoremu nije bila gotova. JoS su se
idu¢ih tridesetak godina matematicari, medu njima i neki vrlo ugledni, pre-
pucavali o detaljima, prioritetima i atribucijama. Mnogi zanimljivi detalji o
dogadanjima vezanim uz Cauchyjev teorem mogu se naéi u ¢lanku J. Graya!'.

Dokaz ¢injenice, da je derivacija kompleksne funkcije uvijek neprekidna, a
koji se ne oslanja na Cauchyjev teorem, napravljen je istom pocetkom 1960-tih
godina, i, naravno, nije nista krac¢i niti jednostavniji od dokaza kojeg ¢emo mi
prikazati, tj. dokaza koji koristi Cauchyjev teorem.

§34 Cauchyjeva integralna formula

Kao posljedicu Cauchyjevog teorema, dokazat ¢emo sada Cauchyjevu integralnu
formulu —rezultat iz kojeg ¢e, kao posljedice, slijediti mnogi, cesto i neocekivani
rezultati o kompleksnim funkcijama.

Dokazimo najprije jedan pomoc¢ni rezultat:

Propozicija 34.1 Neka je v po dijelovima gladak zatvoren put u C, i neka je
z0 &€ v*. Tada je vrijednost
1 / dz
2mi ),z — 20

Dokaz: Neka je v: [a,b] — C po dijelovima gladak zatvoren put, v(a) = ~(b).
Definirajmo funkciju h: [a,b] — C's

h(t)::/:ﬂdu.

Y(u) — 20

cijelt broj.

To je neprekidna funkcija, a u tockama u kojima je 4’ neprekidna, h ima i
derivaciju jednaku
' (t)

Y(t) =20

LJeremy Gray. Goursat, Pringsheim, Walsh, and the Cauchy integral Theorem, Mathema-
tical Intelligencer, 22 (4) (2000), 60-66,77.

h'(t) =
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Primijetimo, nadalje, da je h(a) = 0.

Promotrimo funkciju ¢: [a,b] — C definiranu s

p(t) = e M (3(t) — 20) -

Funkcija ¢ derivabilna je tamo gdje je i h derivabilna, i vrijedi

(1) = —e MR (1) (4(8) = 20) + eI A (1)

_ ey V@) —h(t) A/ (4) =
= —€ h()m(V(t)—Zo)‘F@ MDA (t) =0

Tako za funkciju ¢ znamo samo da je po dijelovima derivabilna, jer je v samo po
dijelovima glatka, ipak, zbog neprekidnosti funkcije ¢, zakljucujemo da je ona
konstantna. Stoga je ¢(b) = p(a), tj.

e " (3(b) — z0) = eV (3(a) = 20) -

Kako je (b) = v(a) i h(a) = 0, odavde slijedi e® = 1, tj. h(b) = 2kni za neki
k € 7. Dakle,

1 dz 1 [P A (w 1 B
L /”( du hb)=keZ. m

2mi z—zy 2mi u) —zg  2mi

Korolar 34.2 Za po dijelovima gladak zatvoren put vy u C i tocku zg ¢ v*, broj
1

, jednak je indeksu puta v s obzirom na tocku zg, tj.
2mi 5 zZ— 20

1 dz
v, 20) = /
Y

o2mi ),z —z9

(Definicijom 25.2 smo indeks zatvorenog puta v s obzirom na tocku Py, bili
definirali kao v(y, Fp) = 2i fv wy,p,, gdje je wy, p, kutna diferencijalna 1-forma,
T

—(y —yo) dz + (z — ﬂfo)dy_)

definirana s wy, p, (z,y) 1= (z —20)2 + (y — 0)2

Dokaz: Napravit ¢emo dokaz za tocku zg = 0. Op¢i slucaj dobije se translacijom
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za —zg, tj. zamjenom w := z — zp. Prema definiciji integrala je

1 1 _;
1 [dz_ / P (et idy)
il

2mi ), 2z 2mi ). 2?2 + y?
1 rdr +ydy —ydx + xdy
:%<[y 2 + 9?2 +l/7 2 + y? )
1 —ydr + x dy i rdr +ydy
~ or L 2ty _§/7 22 +42 (%)

Prema prethodnoj propoziciji je % / dz cijeli, dakle realan broj pa je
T z

Y
njegov imaginarni dio jednak nuli. Stoga je drugi od dva integrala diferencijalnih
1-formi duz puta v u posljednjem retku prethodne formule, jednak nuli, pa je

1 dz 1 —ydx + xdy 1
_— = — = — w.
2mi ),z 2w ), a4 y? 27 v

sto je, prema definiciji, upravo indeks puta v s obzirom na ishodiste O = (0,0). ®

Napomena 34.1 Da je imaginaran dio u formuli (x) jednak nuli, mogli smo

se uvjeriti i direktno. Naime, na probusenoj ravnini R?\ {(0,0)}, diferencijalna

1-forma % je egzaktna, jer je jednaka (vanjskom) diferencijalu funkcije
z? +y
f(x,y) = % In(2%+y?), pa je, prema Teoremu 25.2, njezin integral po zatvorenom

PDG putu v koji ne prolazi ishodistem, jednak nuli.

Primjer 34.1 Geometrijsku interpretaciju indeksa, kao broja obilazaka zatvo-
renog puta oko, naprimjer, ishodista, mozemo, koriste¢i kompleksnu logaritam-
sku funkciju, opisati i ovako. Neka je v PDG put u skupu C,, — komplementu
negativnog dijela realne osi, od tocke zy do z;. Tada je

dz

zlnz

ln‘— +i(argz; —arg zp) -
y 2

Ista ¢e formula vrijediti i ako se ¢itav put v nalazi u skupu Cy — komplementu
polupravca iz ishodista koji s pozitivnim dijelom realne osi zatvara kut ¢, s tim
da treba koristiti i odgovarajuc¢u logaritamsku funkciju Cy — C.

Ako je put v zatvoren, podijelimo ga tockama zq, 21, 22, ..., 2k = 2o na dije-
love, tako da se svaki dio puta izmedu tocaka z;_1 i z; nalazi ¢itav u nekom Cy, .
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Kako je zp = zg, zbrajanjem dobivamo

k
dz .
— =i Z(argzj —argzj_1),
’Y j=1
gdje u j-tom sumandu treba za kutove arg z uzimati one koji pripadaju sku-
pu Cy,. Suma svih tih razlika kutova bit ¢e upravo broj obilazaka puta ~y
pomnozen s 2.

Dokazimo sada nekoliko osnovnih svojstava indeksa zatvorenog puta s obzi-
rom na tocku. Ta smo svojstva mogli, koriste¢i se Teoremom 26.4 i njegovom
posljedicom Korolarom 26.5, dokazati i ranije, u ¢etvrtom poglavlju. Kako ¢e
nam ta svojstva zaista trebati istom sada, dokazat ¢emo ih ovdje koriste¢i Ca-
uchyjev teorem, i ¢injenicu dokazanu prethodnim Korolarom 34.2, da se indeks
moze definirati i kao integral odgovarajuce kompleksne funkcije.

Propozicija 34.3 (osnovna svojstva indeksa)

(1) Za curstu tocku zg, indeks v(y, z9) ne mijenja se ako se v neprekidno de-
formira, i niti u jednom casu ne prolazi kroz zo, tj. v(v1,20) = v(v2,20)
ako su zatvoreni putevi vy i 2 homotopni u C\ {20}.

(1) Za curst put v, funkcija z — v(v,z) konstantna je na svakom krugu koji
je disjunktan s y*. Stoga je indeks v(~,z) konstantan na komponentama
povezanosti komplementa od v*, tj. skupa C\ v*.

(7i1) Neka je  C C jednostavno povezano podrucje, v po dijelovima gladak
zatvoren put u Q i zg € C\ Q. Tada je v(v,z9) = 0.

Stoga, ako je v proizvoljan zatvoren PDG put u C, a zg tocka iz neomedene
komponente povezanosti skupa C\ v*, onda je v(vy, z9) = 0.

(iv) Neka je T (pozitivno orijentirana) kruznica sa srediStem u zq i radijusom r.
Tada je

1, zalz—zl <
V(F’Z)_{ 0, zal|z—z|>r"

Nije tesko pokazati da se pri prijelazu i1z jedne komponente povezanosti skupa
C\ v* u susjednu, tj. pri prijelazu jednom preko krivulje v*, indeks promijeni
za 1 (i to ako gledamo u smjeru orijentacije krivulje, onda se pri prelasku
slijeva nadesno indeks smangi za 1, a pri prelasku zdesna nalijevo, poveca za 1).
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1

zZ— 20
sredno iz op¢eg Cauchyjeva teorema, Teorem 33.4.

Dokaz: (i) Kako je funkcija z +— derivabilna na C\ {2}, to slijedi nepo-

(7i) Neka je v: [a,b] — C po dijelovima gladak zatvoren put, neka je zg ¢ y*,
i neka je r > 0 takav da krug K (zp, r) ne sijece v*. Za h € C takav da je |h| <,
oznacimo s 7, := v — h put koji dobijemo tako da ~ translatiramo za —h. Tada
su v i 9, homotopni, s medunivoima v, := v — sh, s € [0, 1], i homotopija ne
prolazi tockom zo. Prema (i) je, dakle, v(vp, 20) = v(7, 2z0). Medutim, polozaj
tocke zp prema putu 7, isti je kao polozaj tocke zy 4+ h prema putu 7, pa je
v(vh, 20) = v(7, 20 + h). Tocnije,

o) = 7 [ :L/b
’ omi ., z— 2o 2m J, (y(t

1 [P A )at
_%/a V() = (20 + h)

=v(v,20+h) .

Stoga je v(v,2z0 + h) = v(v,20) za |h| < r, tj. funkcija z — v(y,2) je
konstantna na krugu K(zg, 7).
(747) Prvi dio tvrdnje je neposredna posljedica Cauchyjeva teorema za jed-

nostavno povezano podrucje, Korolar 33.5. Naime, funkcija z — je deri-

zZ— 20
vabilna na C\ {29}, pa je derivabilna i na €, a svaki zatvoren PDG put v u 2
je nulhomotopan u {2 zbog jednostavne povezanosti.

Za dokaz drugog dijela tvrdnje, primijetimo, najprije, da se komplement
C\* traga zatvorenog puta v u ravnini, sastoji od nekoliko, mozda i beskona¢no
mnogo, komponenti povezanosti, od kojih je jedna, i samo jedna, neomeden
skup, a ostale, ima ih barem jedna, su omedeni otvoreni skupovi. Kako je
skup v* kompaktan, dakle i omeden, postoji dovoljno velik otvoren krug koji
ga sadrzi. Prema prvom dijelu tvrdnje, indeks puta = obzirom na svaku tocku
izvan tog velikog kruga, jednak je nuli. Zbog tvrdnje (i7) je onda indeks puta -y
jednak nuli i obzirom na svaku tocku neomedene komponente skupa C \ v*.

(7v) Da je indeks kruznice I" s obzirom na svaku to¢ku otvorenog kruga koju

ta kruznica obrubljuje, jednak 1, slijedi iz (i) i ¢injenice da je [
T 2~ 20

vidi Primjer 32.1. S druge strane, prema tvrdnji (ii7), indeks kruznice jednak

je nuli za svaku tocku izvan tog kruga. |

= 271,
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Sada mozemo dokazati najavljivan

Teorem 34.4 (Cauchyjeva integralna formula) Neka je QCC otvoren skup,
f:Q — C derivabilna funkcija, a v u 2 nulhomotopan, po dijelovima gladak za-
tvoren put. Tada za svaku tocku zg € Q\ v* vrijedi

1
vl.20) 1(20) = 5z [ Tl ©)
Dokaz: Definirajmo funkciju g: 2 — C s
f(2) = f(20)
g(z) := z— 2o ’Z#ZO.
fl(ZO) y & = 20

Funkcija g derivabilna je na 2\ {2}, i neprekidna je na ¢itavom skupu 2. Prema
op¢em Cauchyjevu teoremu, Teorem 33.4, f7 gdz = 0. Stoga je

_ _ [ fE) [ S0
O—LgdZ—Az_zodz Z_Zodz,

Y

e — |

= f(z0) v(v, z0) 27i
odakle slijedi Cauchyjeva integralna formula (C). |

U primjenama je v najceSce jednostavno zatvoren po dijelovima gladak put
koji jednom obilazi tocku zp, tj. trag takvog puta je kontura u ¢ijem se unu-
trasnjem podrucju nalazi tocka zg, pa je indeks puta v s obzirom na zy jed-
nak 1. U tom slucaju, Cauchyjeva integralna formula poprima sljede¢i jednos-
tavan oblik:

Korolar 34.5 Neka je f: Q0 — C derivabilna funkcija, I' C Q pozitivno orijen-
tirana kontura cije je unutrasnje podrucje sadrzano u 2, i neka tocka zo pripada
tom unutrasnjem podrucju. Tada je

1 fz) .

2m Jp z— 29

f(z0) = m

Ovaj korolar pokazuje da ako je f derivabilna funkcija na nekom podrucju,
i njezine su vrijednosti poznate u svim tockama neke nulhomotopne konture,
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onda su poznate vrijednosti funkcije f i u svim tockama unutrasnjeg podrucja
te konture. U narednim ¢emo teoremima ovu ¢injenicu joS bolje razjasniti.

Odsada ¢e nam tocka zy biti varijabilna, pa ¢emo ju oznacavati sa z, a
varijablu integracije sa (.

Korolar 34.6 Neka je V := V(zo;m, R) :=={z :r < |z — 20| < R} C C kruzni
vijenac, neka je f: V — C derivabilna funkcija, te neka su I'y i I's pozitivno
orijentirane kruznice oko zy radijusa py © p2, gdje je 0 < r < p1 < p2 < R.
Tada za svaku tocku z € V(205 p1, p2), tj. p1<|z — 20| <p2, vrijedi

() = 1 /F2 f(odg 1 /F1 f(odg.

Tomi o Joo C—2 0 27 o C—2

Dokaz: Neka je z neka tocka vijenca izmedu kruznica I'y i I's. Odaberimo dva
bliska radijusa vece kruznice, I's, tako da
kruzni isjecak odreden tim radijusima ne
sadrzi tocku z, i neka su z1, 21, 29 1 29
tocke tih radijusa koje leze na kruznicama I'y

R odnosno I'y (vidi sliku). Neka je v zatvo-
ren put koji pocinje u tocki z; i trag mu je

m Jar Jr2 y* = [21,22) + T2 + [22,21] — 'y, a 4 neka je

/ put koji pocinje takoder u tocki z1, a trag mu
™ & S je 4* = [z1,22] + T2 + [£2, 21] — T'1, gdje su

I'y i I'y dijelovi kruznica I'y i I's, iz kojih su

izvadeni mali lukovi od z; do 21, odnosno od

zZ9 do 22.

Putevi v i 4 su homotopni u V' \ {z}, i na tom je otvorenom skupu funkcija
¢ — Cf(—C) derivabilna, pa su njezini integrali po tim putevima jednaki. Ka-
z

ko je 4* kontura i z se nalazi u njezinom unutrasnjem podrucju, to je prema
prethodnom korolaru,

_ ! fQ) .1 f(©)
f(q)_Qﬂiég—de_QﬂiLC—zdc

_ 1 f(©) 1 f(©)
2 /FZC—de_Qm /Flg—zdc’

jer se integrali po segmentima [z, 21| 1 [21, 22] uzajamno dokidaju. |
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Pocletni i zavrsni stadij homotopije 4 =~ =, i &etiri medunivoa.
Cauchyjeva integralna formula i njezini korolari pokazuju da se vrijednost
derivabilne funkcije na odgovaraju¢em podrucju moze izrac¢unati kao integral po
nekom putu. Zato je od interesa proucavati funkcije koje su tako i definirane.

Teorem 34.7 (o derivabilnosti funkcije definirane integralom) Neka je
v po dijelovima gladak put v C (ne nuzno zatvoren), neka je v* C C njegov
trag, i neka je : v* — C neprekidna funkcija. Tada je funkcija f: C\v* — C

definirana s
¥(¢)
o) = | 2 ac
v G2
derivabilna na C\ v*, i njezina je derivacija jednaka

re- | YO 1)

(¢ —2)?

Stovise, funkcija f': C\ v* — C je neprekidna.

Dokaz: Fiksirajmo tocku z € C\ v* i pokazimo da je formulom (1) dana deri-
vacija funkcije f u tocki z. Neka je § > 0 takav da
je K(z,0) C C\ ~y*. Tada za sve h € C takve da je
|h| < 50, 1sve ¢ €~*, vrijedi

I —2z]>§

|C—(z-|—h)|>%5. 2)
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Stoga je
(EURCN /y(g¢£<2)2 "
=[5 (f g [ FLa) - [ 5
- ’[y T dc_/y e

:'h"‘/y<<—zjb§z<>)(<—z>2d<"

Oznac¢imo li s M = max{|¢(¢)| : ¢ € y*}, primjenom Leme 32.1 o ocjeni
integrala, zbog nejednakosti (2), to je dalje

M
< bl 5 0v)
1552

gdje je, kao i inace, £(y) duljina puta ~.

fz+h) - f(z) _ ¥(<)
h L (C=2)?

bilna je u tocki z, a kako je z € C\ v* bila proizvoljna tocka, zakljucujemo da

je f derivabilna, i njezina je derivacija zaista dana formulom (1).

d¢, tj. funkcija f deriva-

Odavde slijedi da je %inb

Ostaje pokazati da je ta derivacija neprekidna funkcija. Uz iste oznake z, 9,
h i M kao ranije, koriste¢i Lemu o ocjeni integrala i nejednakosti (2), imamo

7Gem - r@l=| [ (- )
)

razlikKa Kvadrata (
(razlika kvadrata) [y(g—z—h)(g—z) ((—i—h+Ciz)dg‘

M /1 1 6.M
< |h| —(— + = = |h| —

pa je %in%) f'(z+h) = f'(2), tj. f je neprekidna. u

Definicija 34.1 Za funkciju f: 2 — C kazemo da je holomorfna ako je de-
rivabilna i derivacija f’ je neprekidna na €. Za funkciju f kazemo da je holo-
morfna u tocki zy ako postoji okolina tocke zp na kojoj je f holomorfna.

Skup svih funkcija holomorfnih na otvorenom skupu €2, oznacavat ¢emo
s H(Q).
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Prethodni teorem kaze, dakle, da je svaka funkcija koja je definirana pomocu
neke neprekidne funkcije integralom kao u (1), holomorfna na komplementu
traga puta integracije.

Koriste¢i se prethodnim teoremom i Cauchyjevom integralnom formulom,
tocnije Korolarom 34.5, dobivamo

Korolar 34.8 (Teorem o holomorfnosti derivabilne funkcije) Svaka je
derivabilna funkcija f: Q — C holomorfna, tj. D(2) = H(Q).

Dokaz: Oko zadane tocke zy € 2 odaberemo dovoljno malenu kruznicu I'g, tako
da zajedno s krugom kojeg obrubljuje, lezi u €2. Prema Korolaru 34.5, za svaki

z iz toga kruga je f(z) = %/ Cﬂ_—cldg. Buduéi da je funkcija f, koja se
o

nalazi u brojniku razlomka pod integralom, neprekidna, prema prethodnom Te-
oremu 34.7, funkcija f holomorfna je na krugu unutar I'g, tj. na okolini tocke z.
Zbog proizvoljnosti odabira tocke zg, f je holomorfna na 2. [

Ovaj, upravo dokazan rezultat, vrlo je vazan. On pokazuje da je zahtjev
derivabilnosti kompleksne funkcije tako jak, da ima za posljedicu ne samo pos-
tojanje, nego i neprekidnost derivacije, tj. holomorfnost. Stoga, za kompleksne
funkcije (jedne) kompleksne varijable, nema smisla govoriti da su, naprimjer,
klase C' — sve derivabilne funkcije automatski su takve. Dokazat é¢emo jos
mnogo vise:

Teorem 34.9 (o visim derivacijama derivabilne funkcije) Neka je QCC
otvoren skup a f: Q) — C derwabilna funkcija. Tada f ima derivacije svakog
reda, i sve su one holomorfne funkcije na €.

Nadalje, ako je v bilo koji, u €2 nulhomotopan, po dijelovima gladak zatvoren
put, a tocka z € Q\ v*, onda je

f(Q)
(¢ =2+t

n!

v, 2) [P(2) = /

27

dg . (3)

Dokaz: Znamo veé, prema prethodnom Korolaru 34.8, da je derivacija f/ funkci-
je f, neprekidna. Neka je zg € () neka tocka, i neka je r > 0 takav da kruznica I'g
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radijusa r oko tocke zg, zajedno s krugom K(zg,7)
Q kojeg obrubljuje, lezi u Q. Za svaki z € K(zg,r) je,
prema Cauchyjevoj integralnoj formuli, to¢nije Koro-

I
° laru 34.5, f(z) = 1 S d¢, pa je, prema Teore-

27 T (—=z
mu 34.7, i formuli (1) za derivaciju takve funkcije,

f/(z):%/ro%dg, z € K(z0,7) . (4)

Odavde, parcijalnom integracijom, dobivamo

e =g [ 10 o= [ Fac, sekan.

2mi - 2mi (-2

o I dﬁ

Pritom smo rabili ¢injenicu da se radi o integralu po zatvorenom putu, pa je, kod
parcijalne integracije, sumand koji ne sadrzi integral, jednak nuli, tj. opcenito,
formula za parcijalnu integraciju duz zatvorenog puta ~ ima oblik fy adf =

—fvﬁda.

Iz prethodne formule, i veé¢ dokazane neprekidnosti funkcije f’, ponovnom
primjenom Teorema 34.7, zakljucujemo da je f’ holomorfna na krugu K (zg, 7).
Kako je zg bila proizvoljna tocka, dokazano je tako da je f’ holomorfna na .

Indukcijom se sada jednostavno pokazuje da funkcija f ima derivacije svakog
reda, i da su sve one holomorfne funkcije na €.

Ostaje jos dokazati formulu (3). Neka je v, u ©Q nulhomotopan, zatvoren
po dijelovima gladak put, i neka je z € Q \ v*. Prema veé¢ dokazanom, n-ta
derivacija f(") funkcije f je holomorfna, pa je, prema Cauchyjevoj integralnoj
formuli,

1

(n)
) () = 5 [

(—=z

dc .

2
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Odavde, uzastopnom parcijalnom integracijom, dobivamo

(n)
0,2 10) = e [ L ac— [ L g ag
Y v |

2mi (—=z
a ag
S S Ty ac 1 1 (n—1)
i 1O o S0
o ag
_ L2 g ac___ 2 1 (n—2)
i [ O =0 | o S
« ag

R g (R .

= o o (¢ — z)ntt

Kako sada znamo da je za kompleksne funkcije derivabilnost na otvorenom
skupu isto $to i holomorfnost, odsada ¢emo koristiti gotovo iskljucivo termin
holomorfan.

Na sljedec¢i teorem mozemo gledati kao na neku vrstu obrata Cauchyjeva
teorema.

Teorem 34.10 (Morerin! teorem) Neka je QCC otvoren skup, a f: Q — C
neprekidna funkcija sa svojstvom, da za svaku tocku z € §2, postoji r, > 0,

dovoljno malen da je K(z,r,) C Q, i takav da za svaki pravokutnik I C K(z,7,)

vrijedi [ fdz = 0. Tada je f holomorfna na 2.
or

Dokaz: Neka je z € Qi r, > 0 kao u pretpostavci teorema, te oznacimo s
K, := K(z,r,). Prema Teoremu 32.4 o postojanju primitivne funkcije na krugu,
postoji derivabilna funkcija F,: K, — C takva da je F. = f‘KZ’ tj. za sve
¢ € K., je FI(C) = <f|KZ)(C) = f(¢). Prema prethodnom teoremu 34.9,

funkcija F, ima derivacije svakog reda na K, pa specijalno postoji F7/(z). Kako
se funkcije F, i f podudaraju na krugu K, oko tocke z, i jedna od njih je

LGiacinto Morera (1856-1909), talijanski matemati¢ar
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derivabilna u z, to je i druga derivabilna u z (i njihove su derivacije jednake, $to
nam ovdje nije vazno). Stoga je funkcija f derivabilna u tocki z.

Kako je z proizvoljna tocka iz €2, f je derivabilna na €2, pa je, prema teoremu
o holomorfnosti derivabilne funkcije, Korolar 34.8, holomorfna. [

Na kraju, dokazimo jednu ¢injenicu, koja, na prvi pogled, sugerira da smo
mozda nepotrebno mistificirali pretpostavke u Cauchyjevim teoremima.

Korolar 34.11 Neka je f: QQ — C neprekidna funkcija koja je i derivabilna
osim eventualno u konacéno mnogo tocaka. Onda je f derivabilna svuda, dakle
t holomorfna na citavom otvorenom skupu 2.

Dokaz: Zbog otvorenosti skupa €2, za svaku tocku z € €, postoji r, > 0 takav
da je K(z,r,) C Q. Za svaki pravokutnik I C K(z,r,) je, prema Cauchyje-
vu teoremu za pravokutnik, Teorem 33.2, f o7 J dz = 0, pa prema Morerinom
teoremu zakljucujemo da je f holomorfna na (). |

Ovaj korolar pokazuje kako funkcija koja je neprekidna na otvorenom skupu
i derivabilna je u svim, osim mozda u kona¢no mnogo tocaka, ne moze zais-
ta ne biti derivabilna u tih nekoliko tocaka. Zasto onda nismo u Cauchyjevim
teoremima —za pravokutnik, krug i, konac¢no, u opéem Cauchyjevom teore-
mu, jednostavno pretpostavili da je funkcija derivabilna? Razlog je sljededi:
za dokaz prethodnog korolara, kojim smo ustanovili da zapravo ovih konac¢no
mnogo izuzetaka—tocaka u kojima neprekidna funkcija nije derivabilna—ne
moze postojati, posluzili smo se Morerinim teoremom, a za dokaz kojega smo
rabili teorem o postojanju visih derivacija derivabilne funkcije, koji je pak bio
posljedica Cauchyjeve integralne formule. A u dokazu Cauchyjeve integralne
formule, primijenili smo opé¢i Cauchyjev teorem na izvjesnu pomoénu funkci-
ju g, za koju smo, u tom casu, znali da je neprekidna i da je derivabilna u svim
tockama osim jedne. Nije bilo na¢ina da tada ustanovimo njezinu derivabilnost
i u toj jednoj jedinoj tocki. To je bilo jedino mjesto gdje smo zaista koristili
punu snagu Cauchyjeva teorema. Sada, naravno, znamo da je ta funkcija g bila
zapravo i u toj jednoj tocki derivabilna, ali tada to zaista nismo mogli tvrditi.

Sljede¢im dijagramom rekapitulirani su odnosi medu osnovnim svojstvima
kompleksne funkcije koja smo promatrali u ovom poglavlju.
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/fdz =0 za ) jednostavno
T povezano podrucje feHQ)
za svaki zatvoren
PDG put v u 2 ===
Tm. 32.2 Tm. 33.4
1. 32.2 ﬂ Tm.34.100 4 Tm. 32.2
f ima na trivijalno f ima na € lokalno

primitivnu funkciju — primitivnu funkciju




6

Nizovi 1 redovi funkcija

U ovom ¢emo se poglavlju baviti nizovima i redovima funkcija. Vecéina od tih
stvari zapravo spada ve¢ u prvo poglavlje, gdje smo razmatrali pitanja konver-
gencije nizova. Medutim, osnovno svojstvo koje ¢emo koristiti pri proucavanju
nizova i redova kompleksnih funkcija — lokalno uniformna konvergencija —
dosad nam nije trebalo, pa o tome govorimo istom sada.

§ 35 Uniformna i lokalno uniformna
konvergencija

Odredenosti radi, govorit ¢emo o nizovima i redovima kompleksnih funkcija
kompleksne varijable, jer ¢emo u idué¢em poglavlju upravo to trebati. Medutim,
vec¢ina pojmova i svojstva koja ¢emo dokazati, imaju smisla i vrijede i u drugim,
cesto opcenitijim, situacijama.

Prisjetimo se najprije pojmova obi¢ne i uniformne konvergencije niza funk-
cija, kojima smo se ve¢ bavili u prvom poglavlju, §4.

Definicija 35.1 Neka je S C C neki skup i f,: S — C, n € N, niz funkcija.
Kazemo da niz (f,), konvergira (obic¢no ili po tockama) ako za svaki z € S
niz brojeva ( fn(z))n konvergira. U tom slucaju, funkciju f: S — C definiranu
s f(z) := li£n fn(2) zovemo limes niza (f,)n, 1 oznacavamo s f = li7£n fn. Pise

se takoder f, — fili f, — f.

113
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Dakle, niz funkcija (f,,), konvergira funkciji f, ako
Vz €S, Ve >0, 3Ing €N, t.d. Yn > ng vrijedi |fn(2) — f(2)| < e.

Definicija 35.2 Za niz funkcija f,: S — C, n € N, kazemo da konvergira
uniformno ili jednoliko na S, ako postoji funkcija f: S — C, takva da za
svaki € > 0 postoji ng € N takav da za sve z € S i sve n > ng vrijedi |f,(z) —
f(2)| < e. Oznacavat ¢emo to s f, = f. Dakle, niz (f,), konvergira uniformno
funkciji f, ako

Ve >0, dng € N, t.d. Vz € S, Vn > ng vrijedi |fn(2) — f(2)| < €.

Ocito je da ako niz funkcija (f,), konvergira uniformno funkciji f, onda taj
niz konvergira i obi¢no, ali obratno ne.

Napomena 35.1 S uniformnom konvergencijom bili smo se ve¢ bavili u §4 u

prvom poglavlju. Tamo smo promatrali skup B(S,C) svih omedenih funkcija

sa S u C (zapravo umjesto C tamo je bio opéenito, metri¢ki prostor Y). U tom

smo skupu definirali metriku p formulom p(f,g) = sup|f(z) — g(z)|, i time
z€eS

je B(S,C) postao metric¢ki prostor, a konvergencija s obzirom na metriku p je
bila upravo uniformna konvergencija. Kako je prostor C potpun, pokazali smo
i da je B(S,C) potpun. Vazan je njegov potprostor BC(S,C) svih omedenih
neprekidnih funkcija, za koji smo pokazali da je zatvoren potprostor, pa je
takoder potpun. To je, specijalno, znacilo da je uniformni limes niza (omedenih)
neprekidnih funkcija ponovno neprekidna funkcija.

Nas sada zanimaju i funkcije koje nisu omedene, pa formalno uzevsi ne
mozemo koristiti navedene rezultate. Medutim, isti dokaz kojim smo u Teore-
mu 4.16 pokazali da je uniformni limes niza omedenih neprekidnih funkcija,
ponovno neprekidna funkcija, bez ikakve promjene vrijedi i bez pretpostavke o
omedenosti funkcija. Osim toga, u Teoremu 35.4 mi ¢emo taj dokaz napraviti i
u nesto opcenitijoj situaciji.

Druga moguc¢nost da koristimo navedene rezultate iz prvog poglavlja, bez
da ih ponovno dokazujemo, je sljedec¢a. Ako za proizvoljne funkcije f,g: S — C
definiramo p'(f, g) := sup (min{|f(z) — g(2)|, 1}), dobit ¢emo metriku na skupu

z€S

svih funkcija sa S u C, i konvergencija s obzirom na tu metriku je upravo unifor-
mna konvergencija. Za prostor (C(S,C), p’) svih neprekidnih funkcija sa S u C
vrijedi sve §to smo bili dokazali za BC(S,C). Topologija, dakle i konvergencija,
koju metrika p’ inducira na podskupu B(S,C), ista je kao i ona koju definira
metrika p, iako su same metrike razlicite. Isto vrijedi i za Cauchyjeve nizove.
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Primjeri 35.1

(4)

(i)

(iii)

Niz funkcija f,: [2,00) — R, n € N, definiranih s f,(x) := in konvergira
uniformno konstantnoj funkciji 0, f,, = 0. ’

Niz funkcija g,: [0,1] — R, n € N, definiranih s g,(z) := z", konver-
0 ,ze€]l0,1)
1 ,x=1
konvergencija nije uniformna, jer limes nije neprekidna funkcija.

Neka je f:[0,1] — R neprekidna funkcija takva da je f(0) = f(1) = 0
i neka f nije svuda nula, f # 0, te neka je g,: [0,1] — R, n € N, niz
funkcija definiranih s g, (x) := f(z™). Tada niz (g, ), konvergira konstant-
noj funkciji 0, ali ta konvergencija nije uniformna, iako su g, i 0 = lim g,
neprekidne funkcije na kompaktnom skupu [0, 1]. "

Zaista, kada bi g, = 0, onda bi

gira funkciji ¢g: [0,1] — R definiranoj s g(z) := , ali ta

Ve >0, dng € N t.d. Vn > ng i Vo € [0, 1] vrijedi |g,(x)| < €.
Pokazimo da g, A& 0, tj. da
Je >0, t.d. Vng € N, 3In > ng i 3z, € [0,1] t.d. je |gn(zn)| > €.
Neka je € := mrél[%,}i] |f(x)] >0, ineka je zog € (0,1) takav da je |f(xo)| = e.
Za ng € N neka je n:=ng i x, := /2o € (0,1). Tada je
|9n(2n)| = |gn(/T0)| = [f(z0)| = €.

Na sljedecoj slici prikazani su grafovi funkcija g1, g2, 94, 93, 916, - - - 5 9256,
i to za polaznu funkciju f(z) := /(1 — x) .
0.5r
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Sada ¢emo definirati jedan novi tip konvergencije, koji ¢e se pokazati vrlo
korisnim pri proucavanju kompleksnih funkcija.

Definicija 35.3 Neka je f,,: S — C, n € N, niz funkcija. Kazemo da niz (f,)»
konvergira lokalno uniformno na S, ako za svaki z € S postoji r, > 0 takav
da niz restrikcija f, ’K(z, r.) NS konvergira uniformno na S, := K(z,r,) N S.

Lokalno uniformna konvergencija znaci, da oko svake tocke postoji okolina i
na toj okolini neka funkcija kojoj niz restrikcija uniformno konvergira. Sljedeca
propozicija kaze da se ipak radi o funkciji na ¢itavom skupu S, tako da mozemo
govoriti i o lokalno uniformnom limesu.

Propozicija 35.1 Ako niz funkcija f,: S — C, n € N, konvergira lokalno uni-
formno na S, onda postoji funkcija f: S — C takva da niz (fn)n konvergira
lokalno uniformno prema f, tj. za svaki z € S postoji r, > 0 takav da niz res-
trikcija fr ’Sz konvergira uniformno restrikciji f’Sz , gdje je S, kao u prethodnoj
definiciyi.

Dokaz: Kako niz ( f,, ), konvergira lokalno uniformno na S, za svaki z € S postoji
r, > 01 funkcija g, : S, — C tako da niz restrikcija fn‘ S, konvergira uniformno
funkciji g, na skupu S, .

Pokazimo da se na presjecima S, N S.~, 2’,2" € S, funkcije g, i g,» podu-
daraju. Neka je z € §,» N S,~». Tada je

g2 (2) = liTEn (fn |SZ/)(Z) = ligbn fo(2) = liylgn (fn|52”)(z) = g.(2).

Stoga je dobro definirana funkcija f: S — C takva da je f’Sz =9g,,2€ 8,1
ocito je lim f,(2) = f(z), z € S. u

Primjer 35.2 Niz funkcija g,: [0,1] — R definiranih s g,(z) := z", n € N,
konvergira lokalno uniformno na poluotvorenom intervalu [0,1) konstantnoj
funkciji 0, ali taj niz ne konvergira lokalno uniformno na segmentu [0, 1].

Primijetimo da niz (g, ), ne konvergira uniformno na [0, 1), jer bi tada kon-
vergirao uniformno i na ¢itavom [0, 1], Sto prema Primjeru 35.1 nije istina.

Ocito je da ako neki niz funkcija konvergira uniformno, onda on konver-
gira i lokalno uniformno. Da obratno ne vrijedi, pokazuje prethodni primjer.
Medutim, na kompaktnim skupovima te se dvije vrste konvergencije podudara-
ju. Tocnije, vrijedi
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Propozicija 35.2 Neka niz funkcija f,: S — C, n € N, konvergira lokalno
uniformno. Ako je skup S kompaktan, onda niz (fy,)n konvergira uniformno.

Dokaz: Kako niz ( f,, ), konvergira lokalno uniformno na S, to, prema prethodno]
lokalno

Propoziciji 35.1, postoji funkcija f: S — C takva da (fn)n = f. Stoga za
svaki z € S, postoji r, > 0 takav da fn‘S = f‘Sz’ gdje je, kao i ranije,
S, =8N K(z ). N
Zbog kompaktnosti, postoje tocke z1, ...,z € S takvedaje S C | K(z;,72,),
i=1
tj. S = U S.,.
=1
Bududi niz fn’ S. ,, konvergira uniformno restrikciji f ’ S, »toza svakie > 0
postoji ng; € N takay da zasve z € S, isven > ng,, vrijedi ]fn( )—f(2)] <e.
Neka je ng := max{ng1,...,n0%}. Tada za sve z € S isve n > ng vrijedi
|fr(z) — f(2)| < e, tj. niz (fn)n konvergira uniformno na S. u

Korolar 35.3 Neka je Q2 C C otvoren skup, a f,: Q2 — C, n € N, niz funkcija.
Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

(1) Niz (fn)n konvergira lokalno uniformno na Q.

(1) Za svaki kompaktan skup K C Q, niz restrikcija fn‘K: K —C, n €N,
konvergira uniformno na K.

(#44) Za svaki zatvoreni krug K (z,r) C Q, niz restrikcija (fr ’K ))n konver-
gira uniformno na K(z,r).

Dokaz: Da (ii) slijedi iz (i), pokazuje prethodna propozicija. (iii) slijedi trivi-
jalno iz (i7), jer je svaki zatvoreni krug kompaktan. A implikacija (iii) = (i) je
gotovo sama definicija lokalno uniformne konvergencije. |

Dokazimo sada da lokalno uniformna konvergencija ¢uva neprekidnost.

Teorem 35.4 Neka je f,: S — C, n € N, niz neprekidnih funkcija koji lokalno
uniformno konvergira funkciji f: S — C. Tada je i funkcija f neprekidna.

Dokaz: Neka je zy € S proizvoljna tocka. Na nekoj okolini S,, := SN K (2o, 7,)
tocke zg, niz (f,), konvergira uniformno funkciji f, pa za svaki ¢ > 0 postoji
no € N, takav da za svaki z € S, 1 svaki n > ng vrijedi |f.(z) — f(2)| < g

Specijalno je |fn,(2) — f(2)| < % za sve z € Sy,.
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Kako je funkcija f,,, neprekidna u zg, postoji d > 0, § < r,, takav da za sve
z € S za koje je |z — zo| < 6, vrijedi | fp, (2) — fno(20)| < g Tada za sve takve z

vrijedi

5(2) = F0)| < 1F(2) = Fg (N + 1o (2) = Fng ()| + Lo (20) = fl0)] < . m

<% <

wlm
wlm

Zbog prethodnog teorema, kaze se da, u slucaju lokalno uniformne konver-
gencije, limes (niza) i limes (funkcije), komutiraju. Naime, ako je funkcija f
lokalno uniformni limes niza funkcija neprekidnih u tocki zp, onda je i f nepre-
kidna u zg, pa je

lim lim f,(2) = lim f(z) = f(z0) = lim f,,(20) = lim lim f,(z) .

z—2zZo M z—20 n z—zg

Nas$ glavni interes u ovom poglavlju su redovi funkcija. Kako redove do-
sad nismo spominjali, podimo od definicije. Neka je X neki vektorski prostor
snabdjeven nekom metrikom, ili barem nekom topologijom, naprimjer, neka
je X normiran vektorski prostor, a (z,), niz u X. Red ) x, je ureden par

((xn)n, (sn)n) niza (z,)y i niza (s, ), njegovih parcijalnih suma s, == > xx,
k=1

n € N. Za red Y x, kazemo da konvergira, ako konvergira niz (s,),. U tom
slucaju limes lim s,, niza parcijalnih suma zovemo sumom reda »_ x, i oz-
n

o0

nac¢avamo sa »  Tn.
n=1

Nas ¢e zanimati redovi funkcija, posebice redovi funkcija > f,, gdje su
fn: S — C kompleksne funkcije kompleksne varijable. Za takav red kazemo
da konwvergira (obicno) ako za svaki z € S red ) f,(z) kompleksnih broje-
va konvergira.! Za red funkcija >_ f, kazemo da konvergira uniformno ako

n
niz ( > fk) konvergira uniformno, tj. konvergira u prostoru funkcija sa S
k=1 /n

u C, snabdjevenom ranije spomenutom metrikom p’. Sliéno se definira lokalno
uniformna konvergencija reda funkcija.

Korolar 35.5 Ako je > f, red neprekidnih funkcija fy,: S — C koji konvergira

oo
lokalno uniformno, onda je njegova suma > fn: S — C neprekidna funkcija. B
n=1

I Primijetimo da ne postoji metrika na prostoru svih funkcija sa S u C takva da konvergen-
cija s obzirom na tu metriku bude upravo obi¢na konvergencija niza funkcija. Za opis obi¢ne
konvergencije potrebna je ne-metrizabilna topoloska struktura na prostoru funkcija, vidi [6].
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Kao kod nizova, ako red ) f,, funkcija neprekidnih u tocki zy lokalno uni-
formno konvergira, onda se limes po z sume reda dobije kao suma reda limesa
po z, tj.

im > fu(z) = 3 lim fu(2),

Z—Z20 n=1 n=1 Z—Z0
pa se kaze da limes i suma reda komutiraju.

Sljededi teoremi govore o zamjeni limesa niza, odnosno sume reda, i integrala,
odnosno derivacije.

Teorem 35.6 Neka je v: [a,b] — C po dijelovima gladak put, a f,: v* — C,
n € N, niz neprekidnih funkcija koji konvergira lokalno uniformno funkciji
f:y* = C. Tada je fvfdz = limf7 frndz.

U slucaju lokalno uniformne konvergencije, vrijedi, dakle

lim/fndz:/limfndz,

pa se kaze da limes i integral komutiraju.

Dokaz: Prema Teoremu 35.4, f je neprekidna funkcija na v*, pa integral fv fdz
ima smisla. Prema Lemi 32.1 o ocjeni integrala, vrijedi

\/fndz—/fdz\ = }/(fn(z)—f(z))dzy
< max{|fn(2) = f(2)|: 2 €7*} - L(v) .

Kako je skup v* kompaktan, niz (f,,), konvergira uniformno, pa za svaki e > 0

postoji ng € N takav da za sve n > ng i sve z € v* vrijedi ‘fn(z) — f(z)| <=

Zbog toga, za n > ng vrijedi ()
€
fn(z dz—/fz dz| < — - U(v) =€,
[ 5y = [ gyl < g5 - 00)
tj. niz brojeva (f7 fn dz)n konvergira, i limes je fv fdz. |

Korolar 35.7 Neka je v po dijelovima gladak put u C, a f,: v* — C, n € N,
niz neprekidnih funkcija takvih da red " f,, konvergira lokalno uniformno na y*.
Tada red brojeva f7 fn dz konvergira, i vrijedi

o fudz= > | fndz.
v n=1 n=1J~
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Kaze se, stoga, da se lokalno uniformno konvergentan red moZe integrirati clan
po Clan. [

Prethodna dva teorema i korolara o zamjeni limesa s limesom odnosno inte-
gralom, nepromijenjeno vrijede i za, naprimjer, realne funkcije realne varijable.
Medutim, sljedeéi teorem o zamjeni limesa i derivacije, kao i njegov korolar, bez
dodatnih pretpostavki, ne vrijede u slucaju realnih funkcija.

Teorem 35.8 (Weierstrassov teorem o limesu niza holomorfnih funkcija)
Neka je Q C C otvoren skup i f, € H(QQ), n € N, niz holomorfnih funkcija koji
na 0 konvergira lokalno uniformno funkcigi f: Q@ — C. Tada je © f holomorfna
funkcija, f € H(Q). Stovise, niz derivacija (f!), konvergira lokalno uniformno
na Q funkciji f', tj. vrijedi

lim £/ = (lim f,,)" .

Dokaz: Prema Teoremu 35.4 je funkcija f: 2 — C neprekidna. Neka je z € )
proizvoljna tocka i r, > 0 takav da je K(z,7,) C €. Tada, prema Teoremu 35.6
i Cauchyjevu teoremu, za svaki pravokutnik I C K(z,r,) vrijedi

fdz=lim fndz=0.
o1 noJor

Prema Morerinom teoremu 34.10, zaklju¢ujemo da je f holomorfna na (2.

Dokazimo i da niz (f]),, lokalno uniformno konvergira k f’. Neka je zg € Q
proizvoljna toc¢ka i neka je r > 0 takav da je K(z0,2r) C Q, te neka je
I' := 0K (zg,2r) pozitivno orijentirana obrub-

Q ljujué¢a kruznica. Kako je skup I' kompaktan,
niz (fn)n konvergira na I' uniformno funkci-

ji f, pa za svaki ¢ > 0, postoji ng € N ta-

kav da za sve n > ng 1 sve ( € I' vrijedi
1fn(Q)—=f(Q)] < sg. Nadalje, kako su funkcije f

i f,,, n € N, holomorfne na €2, prema Cauchyje-

voj integralnoj formuli, to¢nije Korolaru 34.5,

i Teoremu 34.7 o derivaciji funkcije definirane

integralom, za svaki z € K(zg,r) vrijedi

[ J©
Ry Al

/ o 1 fn(C)
fe) = g [ 2S5, e,
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Kako za sve z € K(zg,r)isve ( €T Vr1Jed1 | — z| >, to je, prema Lemi 32.1,

fn(C 1 r 1
Jacl< Locm L g g
[Fa(2) ‘2#1/ <5752 e
pa (f])n = f’ na okolini K (zo, 7’) tocke 9. Stoga niz (f, ), lokalno uniformno
konvergira funkciji f’. |

Za redove, kao posljedicu, dobivamo

Korolar 35.9 Neka je 2 C C otvoren skup, a f,: Q — C, n € N, niz holomor-
fnih funkcija takvih da red > fn lokalno uniformno konvergira. Tada je i suma

reda Z fn holomorfna funkcija na Q, red > f! konvergira lokalno uniformno

na Q i f’ = Z It
00 ! x
(X h) =% 5
Kaze se da se lokalno uniformno konvergentan red derivira ¢lan po clan. |

Uniformna i lokalno uniformna konvergencija su svojstva redova koja su
‘dobra’ sa stajalista analize. Medutim za ‘racunanje’ s redovima, naprimjer za
zbrajanje, a posebno mnozenje, potrebna je jedna druga vrsta konvergencije.

Definicija 35.4 Za red brojeva »_ a, kazemo da apsolutno konvergira ako
konvergira red ) |a,|. Analogno, za red ) f, funkcija sa S u C kazemo da
apsolutno konvergira, ako konvergira red Y | fn|.

Kod apsolutno konvergentnih redova, ¢lanovi se mogu po volji grupirati i
permutirati, a da to nema utjecaja na njihovu konvergenciju niti na samu sumu.
Mi te stvari ne¢emo dokazivati, a precizno iskazane tvrdnje i detaljni dokazi
nalaze se u [6].

Vazna je sljedeca, na prvi pogled ocita, ¢injenica:

Teorem 35.10 Neka je z,, n € N, niz kompleksnih brojeva. Ako red )’ z,
konvergira apsolutno, onda on i konvergira.

Dokaz: Da red ) z, apsolutno konvergira znaci da konvergira red > |z,|, tj.
n

da konvergira njegov niz parcijalnih suma o, := ) |z;|. Stoga je niz (op)n
j=1

Cauchyjev niz, pa za svaki ¢ > 0 postoji ng € N, takav da za sve n > ng i sve

k € N vrijedi

n+k n n+k

lontke —onl = 20 |25l = 20 |25l = 22zl <e.

j=1 j=1 j=n+1
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Stoga za sve n > ng i sve k € N, za parcijalne sume s,, reda »_ z, vrijedi

n—l—k n+k
sk —sal = S zl< Y |ml<e,
j=n+1 j=n+1

pa je niz (s,), parcijalnih suma reda »_ z, Cauchyjev niz. Zbog potpunosti
prostora C, taj niz konvergira, tj. red »_ z,, je konvergentan. |

U dokazu prethodnog teorema koristili smo potpunost prostora kompleksnih
brojeva. Iz samog se dokaza vidi da ¢e u svakom Banachovom prostoru apso-
lutno konvergentni redovi biti i konvergentni. Medutim, u prostorima koji nisu
potpuni postoje apsolutno konvergentni redovi koji ne konvergiraju.

Primjer 35.3 Konstruirat ¢emo red racionalnih brojeva koji u QQ apsolutno
konvergira ali koji u Q nije konvergentan.

Neka su ¢lanovi redova > a, i Y b, definirani s

1 1
@2k TR T 9k k=0,1,2,...
aggy1 = 0
i
b2k; =0
1 k - O, 1, 2, e
b2k:+1 = E
Kako su redovi E — i Z , kao redovi u R, apsolutno konvergentni, to su i

redovi Y a, i Y by, apsolutno konvergentni u R. Zbog toga je u R apsolutno
konvergentan i red ) g, ¢iji su ¢lanovi definirani s
1 1

— _ k! 2k
dn ‘= anp bn— 1
o ,n=2k+1.

n = 2k

Bududi je R potpun, taj red u R i konvergira i suma mu je

oo 0 1
an—;)an*bn) @ g Z(k' 2) kgk_
1 =1 &1
k— Z—k ZH:%—Q.

||F”18

n=0

||PH18
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Red >’ ¢y, je red racionalnih brojeva, g, € Q, n =0,1,2,... Ali broj 2e — 2
nije racionalan, pa taj red ne konvergira u Q, tj. kao red u Q on nije konvergen-
tan. Pokazimo da je on ipak apsolutno konvergentan i u Q.

Oznacimo sa o, parcijalne sume reda »_ |g,|. Direktnim racunom, vidi se

. 83 . | 1 -
da je o7 = o5 & Jer za sve k > 4 vrijedi o < TR to za n > 4 vrijedi

83 1 1
O TR O

83 1
Tan+1 = 57 +22—,€
k=4
83 .1 1
Tant2 = ﬂﬂé?fc‘ n+ 1)

1 1

pa je o2p < Oopt1 < Oapi2, N > 4, tj. niz (0,), je monotono rastué niz u Q.
Medutim, njegov podniz (o2,11), konvergira u Q. Zaista,

n

83
O2n41 = 21 +

k=

83 51—z 10 1
2u T 1-I 3

1
ok 1 - n’
2F T2 1oL T3 2

pa je limog, 11 = % Zbog toga i sam niz (o, ), konvergira (i limes mu je %),
n

tj. promatrani red > g, je i u Q apsolutno konvergentan.

Iz prethodnog teorema i definicije konvergencije reda funkcija, slijedi

Korolar 35.11 Svaki apsolutno konvergentan red kompleksnih funkcija konver-
gira (obiéno). u

Primijetimo da apsolutno konvergentan red funkcija ne mora konvergirati
(lokalno) uniformno, niti obratno, uniformno konvergentan red ne mora konver-
girati apsolutno.
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Primjer 35.4

(1) Red 3" f, funkcija f,,: R — R definiranih s f,(t) := (=1)""! l, konvergira
uniformno na R, ali ne konvergira apsolutno. "

(7i) Red )’ g, funkcija g, : [0,1) — R definiranih s g, () := t", konvergira apso-
lutno, ali ne i uniformno. Naime, kada bi red > g,, konvergirao uniformno,
onda bi opéi élan morao uniformno teziti nuli, tj. niz funkcija (g, ), bi na
[0, 1) morao konvergirati uniformno, $to, kako smo vidjeli u Primjeru 35.1,
nije istina.

Dokazimo na kraju ovog paragrafa jedan koristan dovoljan uvjet za apsolutnu
i uniformnu konvergenciju, koji ¢emo cesto koristiti.

Teorem 35.12 (Weierstrassov kriterij) Neka je > f, red funkcija sa S uC.
Ako postoje nenegativni realni brojevi p, > 0, n € N, takvi da red > p,, konver-
gira i da je |fn(2)] < pn za sve z € S i sven € N, onda red >, f,, konvergira
apsolutno i uniformno na S.

Dokaz: Da bismo dokazali apsolutnu konvergenciju, dovoljno je pokazati da je
za svaki z € S, niz parcijalnih suma reda Y |f,(z)| omeden (jer ée tada zbog
monotonosti i konvergirati). No, za svaki n € N isvaki z € S je

@IS < Y meER,
k=1 k=1 k=1

pa red > f, zaista konvergira apsolutno.

Pokazimo da red )’ f,, konvergira i uniformno. Kako red ) p,, konvergira,
oo

za svaki € > 0 postoji ng € N takav da za sve n > ng vrijedi > pp < e.

k=n+1
Zbog toga, za svaki n > ng i svaki z € S, vrijedi
o n o o0 oo
| X ) =X i@ =] X G| X IAEIS X m<e,
k=1 k=1 k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

e — |
ova suma postoji
zbog veé dokazane
(apsolutne) konvergencije

pa red Y f, konvergira uniformno. Gornji racun je korektan, jer, kako smo veé
bili pokazali, red > f,, konvergira apsolutno, pa onda i konvergira. [
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§36 Redovi potencija

U ovom ¢emo paragrafu promatrati neke posebne redove funkcija, i dokazati
neka, za njih tipi¢na, svojstva.

Red potencija je red oblika > a,,(2—20)", gdje su zq i koeficijenti a,,, n > 0,
kompleksni brojevi. Uobicajeno je da kod redova potencija indeksi n ukljucuju,

osim prirodnih brojeva, i nulu, pa éemo sam red oznacavatiisa »_ a,(z — z0)",
. L= . n>0

a njegovu sumu, kada postoji, sa > an(z — 20)".

n=0

Cesto ¢emo rabiti sljedec¢i teorem:

Teorem 36.1 (Abeloval lema) Ako red potencija > a,(z — 20)" konvergira
za neki 2’ # zg, onda taj red konvergira apsolutno i lokalno uniformno na cijelom
krugu K(zo,r), gdje je r:= |z" — zg|.

Dokaz: Akored Y a,(2'—29)" konvergira, onda je specijalno lim a,, (2’ —z)™ =0.
Postoji stoga M > 0 takav da je |a, (2" — 2z0)"| < M, zasven=0,1,2,...

/ Neka je 0 < p < r = |2/ — zg|. Tada za svaki z € K(zo, p)
H vrijedi

oz
2= 20
anz = 20)"] = lan(s' = 20)"] | 5=

n<M(/—))n.
T

Kako je P < 1, red ZM(B)n konvergira, pa prema
T T
Weierstrassovu kriteriju, Teorem 35.12, zaklju¢ujemo da

red Y a,(z — 29)" konvergira na K(zg, p) apsolutno i uniformno.

Buduéi da za svaki z € K(zg,r) postoji p takav da je [z — 20| < p < 1,
red Y a,(z — 20)" konvergira apsolutno i lokalno uniformno na cijelom krugu
K(ZQ, 7“). |

Definicija 36.1 Neka je p,, n € N, niz nenegativnih realnih brojeva. Ako je
taj niz neogranicen, definiramo lim sup p,, := +o00. U protivnom, tj. ako je niz
(pn )n ogranicen, oznac¢imo skup svih njegovih gomilista sa S (taj je skup, prema
Bolzano-Weierstrassovom teoremu, neprazan), i definiramo lim sup p,, := sup S.

Nije tesko pokazati da je i limsup p,, takoder gomiliste niza (p,, )n, tj. vrijedi
limsup p, € 5, i zbog toga naziv—najvece gomiliste.

I Niels Henrik Abel (1802-1829), norveski matemati¢ar
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Neka jednostavna svojstva koja ¢emo trebati, dana su sljede¢om propozici-
jom:

Propozicija 36.2

(1) Neka su (ap)n @ (Bn)n mizovi nenegativnih realnih brojeva takvi da niz
(Bn)n konvergira, te neka je b :=1lim 3, i a := limsup «v,. Tada je
n

(a) limsupay, 0B, =a-b

(b)  limsup(ay)’ =ab .

(1i) (Cauchyjev kriterij konvergencije reda)
Neka je (o) niz nenegativnih realnih brojeva i neka je A := limsup {/cv,.
Onda
ako je A < 1, red > o, konvergira, a
ako je A > 1, red > «ay, divergira. |

Dokazimo sada osnovni teorem o redovima potencija:

Teorem 36.3 (Cauchy-Hadamardov! teorem) Neka je

> an(z — 20)" (1)
red potencija i neka je
1

ri=
limsup {/|a,|

(dogovorno uzimamo r := 0 ako je limsup {/|a,| = 400, a r := 400 ako je

limsup {/|a,| =0). Tada

(a) red (1) konvergira apsolutno i lokalno uniformno na krugu K(zo,r), i

(2)

(b) red (1) divergira za svaki z € C za koji je |z — zo| > r.

Broj r zove se radijus konvergencije, a K(zy,r) krug konvergencije
reda potencija (1).

1Jacques Salamon Hadamard (1865-1963), francuski matematicar
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Dokaz:

(a) Neka je z € K(zg,r) proizvoljan. Odaberimo 2z’ € K(zp,r) takav da
je |z — 20| < |2/ — 20| < r. Tada je, prema prethodnoj Propoziciji 36.2 (1),

.Z/

- lim sup ’{/!an(z’ — 20)"| = limsup {/|ax]| - |2 — 20
T
o« 1
=0 =~z — 2| <1.
T

Prema Cauchyjevu kriteriju, Propozicija 36.2 (i), red
S~ an(z' — 29)" konvergira apsolutno.
Prema Abelovoj lemi, Teorem 36.1, zaklju¢ujemo da red (1) konvergira ap-

solutno i lokalno uniformno na krugu K(zo, |z" — 29|). Kako je z € K(zp,7) bio
proizvoljan, red (1) konvergira apsolutno i lokalno uniformno na cijelom krugu

K(Zo,’r).

(b) Pretpostavimo da red (1) konvergira za neki 2’ takav

da je |2/ — zp| =: R > r. Tada, prema Abelovoj lemi, Te- R .2
orem 36.1, red (1) konvergira apsolutno na krugu K (2o, R),

pa specijalno konvergira apsolutno za neki z” takav da je

r < |2 — 20| < R, tj. konvergira red >_ |a,(z" — 20)"|. oyt
Medutim,

"o_
timsup {/Ja, (27 — 20)"] = limsup {/fa,| - |27 — 2z = E=200 51
T

sto se protivi Cauchyjevu kriteriju, Propozicija 36.2 (7). |

Dokazimo sada da su sume redova potencija uvijek ‘dobre’, tj. holomorfne,
funkcije.

Teorem 36.4 (o holomorfnosti sume reda potencija) Neka red potencija
> an(z—20)" ima radijus konvergencije r > 0. Tada je funkcija f: K(z9,7) — C

definirana s
(e e)

f(2) = 2 an(z = 20)"

n=0
holomorfna na K(zo,7), i njezina derivacija jednaka je

o0

f'(2)= Y nan(z—2)"t. (3)

n=1

Pritom, radijus konvergencije za [’ takoder jednak je r.
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Drugim rijecima, red potencija predstavlja, na krugu konvergencije, holo-
morfnu funkciju, a derivacija se dobije deriviranjem reda ¢lan po ¢lan.

Dokaz: Holomorfnost funkcije f i formula (3) za njezinu derivaciju, slijede iz
Cauchy-Hadamardova teorema 36.3 i Korolara 35.9. Treba joS samo pokazati
da je radijus konvergencije za derivaciju f’ upravo r.

Promatrajmo red Y c,(z — 20)", gdje je ¢, :== (n + 1)an+1. Za radijus
konvergencije toga reda, koriste¢i Propoziciju 36.2, nalazimo

limsup ¥/|cn| = limsup ¥/(n + 1)|ani1]
= lim sup ( "Wn+1- "+\I/M) o
= lim sup ( "n41- n+m>
= limsup "*V|ani1| = % ,

)n—l

paredovi > an,(z—20)" 1Y nay(z—2o imaju iste radijuse konvergencije. B

Napomena' 36.1 Prethodni Teorem o holomorfnosti sume reda potencija, po-
kazuje da je na krugu konvergencije, suma reda potencija holomorfna funkcija.
Prema Cauchy-Hadamardovu teoremu, taj red potencija ne konvergira niti u
jednoj tocki izvan zatvorenog kruga konvergencije. To specijalno znaci da za
svaku tocku s ruba kruga konvergencije, red potencija ne konvergira niti na jed-
noj okolini te tocke. To, medutim, ne znaci da se funkcija definirana sumom
reda potencija na krugu konvergencije, ne moze prosiriti do holomorfne funkcije
i izvan toga kruga. Naprimjer, red > (—1)"2" konvergira na jedini¢énom krugu
oko ishodista, ali funkcija f(z) = H%’ koja je na tom krugu jednaka sumi
toga reda, definirana je na cijeloj kompleksnoj ravnini, osim u dvije tocke: i
i —i. A te su dvije tocke upravo na rubu kruga konvergencije. Za red ) 2",
kome je krug konvergencije takoder jedini¢ni krug, jedina “losa” tocka je 1.

Jednostavna posljedica Taylorova teorema, kojeg ¢emo dokazati u iduc¢em
poglavlju, je da na rubu kruga konvergencije uvijek postoji barem jedna tocka
takva da se suma reda potencija ne moze prosSiriti do holomorfne funkcije niti
na jednu okolinu te tocke.

lvidi takoder Napomenu 37.1.
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Razvoji kompleksnih
funkcija u redove potencija

U ovom ¢emo poglavlju najprije pokazati da je svaka holomorfna funkcija ¢ak
analiticka, tj. da se moze razviti u red potencija. Nakon toga ¢emo pokazati da se
i neke funkcije koje u ponekoj tocki nisu holomorfne, mogu na nekoj okolini takve
tocke razviti u red sastavljen od pozitivnih, ali i negativnih potencija. Vidjet
¢emo da ti redovi sadrze mnogo informacija o samim funkcijama i predstavljaju
moc¢no orude u njihovom proucavanju.

§ 37 Taylorov red

Pokazat ¢emo najprije da se svaka funkcija, koja je holomorfna na nekom krugu,
moze na tom krugu prikazati kao suma reda potencija.

Teorem 37.1 (Taylorov! teorem) Neka je funkcija f holomorfna na krugu

K(zp,7). Tada za svaki z € K(zo,7) vrijedi f(z) = Y. an(z — 20)", gdje su

n=0

!Brook Taylor (1685-1731), engleski matematicar

129
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koeficijenti a,, dani formulama
i = = [ (z0) . pritom je fO(a0) = f(z0) 1
o | e 2)

~2mi Jp, (¢ — 20)" !

gdje je I'g proizvoljna pozitivno orijentirana kruznica oko zg radijusa manjeg
od r. To je Taylorov red funkcije f u tocki zp.

Uobicajeno je koeficijente Taylorova reda pisati u obliku (1), pa se najcesce
Taylorov red pise kao

f&) = 5 7™ (a0) (2 20)"

n=0

Dokaz: Dokaz ¢emo provesti za slucaj zg = 0. Opci se slucaj dobije translacijom,
tj. jednostavnom zamjenom varijable z sa z — 2.

Neka je, dakle, f € H(K(0,7)) i neka je z € K(0,7) proizvoljna tocka.
Odaberimo p takav da je |z| < p <, i neka je I', pozitivno
orijentirana kruznica oko 0 radijusa p. Prema Cauchyjevoj
N7 integralnoj formuli, tocnije Korolaru 34.5, vrijedi

16 =g | Hac. )

Zasvaki ¢ €T, je C #01 \g\ < 1, pa vrijedi

n

1 1 1 X2 2\ Xz
C_Z Zl_gzznzo(z) :nZ::OCn—i_l.

Uvrstimo li to u (3), dobivamo

= | 5 e SO ()

Oznac¢imo s M := max{|f(¢)|: ( € T',}. Tada je

Z?’L

o 1) <

|<|’ |p|‘
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Kako red > ‘f ’n konvergira, to prema Weierstrassovom kriteriju, Teorem 35.12,

red pod integralom u (4) konvergira uniformno na I',, pa se, prema Korola-
ru 35.9, moze integrirati ¢lan po ¢lan. Vrijedi zato

1 & 2" I X f(©)
- d¢ = ( ac) =" .
Tako smo prikazali funkciju f kao sumu reda > a, 2", gdje su koeficijenti

Ao _ 1 f(©) : . f(©) _
dani formulom a, = gl e d¢, n € N. Kako je funkcija s holo

morfna na probusenom krugu K*(0,r), a kruznica I', je u K*(0,r) homotopna
kruznici I'g, to su, prema Cauchyjevu teoremu, Teorem 33.4, integrali po tim
kruznicama jednaki, pa dobivamo (2) za slucaj zo = 0.

Prema Teoremu 34.9 o visim derivacijama derivabilne funkcije, znamo da je

1 1
o= [ Lrac= 5100,

2

pa je tako dokazana i formula (1) za slucaj zo = 0. u

Kao posljedicu Taylorova teorema i Teorema 36.4, dobivamo

Korolar 37.2 (analiticnost holomorfne funkcije) Neka je Q C C otvoren
skup. Funkcija f: Q — C je holomorfna u tocki zy € Q ako i samo ako postoji
red potencija Y an(z — z0)" s radijusom konvergencije r > 0 takav da je

f(2) =3 anlz — 2)"

n=0

za sve z 1z neke okoline tocke zg. [ |

Ovaj korolar pokazuje, da je svaka derivabilna kompleksna funkcija ne samo
holomorfna i da ima derivacije svih redova, kao Sto smo bili ve¢ dokazali u
Teoremu 34.9 o visim derivacijama derivabilne funkcije, nego je svaka takva
funkcija ujedno i analiticka, tj. moZe se razviti u red potencija, Sto je mnogo
vise.

Korolar 37.3  Neka je f: Q@ — C holomorfna funkcija i zo € Q. Ako je
f(29) = 0 za sve n € N, onda je f konstantna funkcija na svakom krugu
K (zg,7) oko tocke zy, koji je sadrzan u €.
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Dokaz: Prema Taylorovu teoremu, za svaki r > 0 takav da je K(zg,7) C €, i

svaki z € K(zo,7) je f(2) = >, %f(")(z())(z — 20)™. Ako je f(")(z) = 0 za sve

n=0
n € N, onda je f(z) = f(20) za sve z € K(z,7), tj. funkcija f je na tom krugu
konstantna. |

Definicija 37.1 Za tocku zo € C za koju je f(z9) = 0 kazemo da je nulto¢ka
funkcije f. Ako je f holomorfna na nekom krugu K(zg,r) oko nultocke zg, i f
nije konstantna funkcija 0 na tom krugu, onda, prema prethodnom korolaru,
postoji n € N takav da je f(”)(zo) # 0. Najmanji takav prirodan broj n zove se
red nultocke.

Teorem 37.4 (o izoliranosti nulto¢aka holomorfne funkcije)  Neka je
funkcija f holomorfna na krugu K(zo,7) i neka je zo njezina nultocka reda n.
Tada postoji funkcija g, holomorfna na krugu K(zo,r), takva da je g(zo) # 0, i
da za svaki z € K(zo,7) vrijedi

f(z) = (2 —20)" g(2) .

Stovige, postoji 6 > 0 takav da je g(z) # 0 za sve z € K(2,6).
Dakle, holomorfna funkcija, ako se ne radi o trivijalnoj funkciji f = 0, ima
samo izolirane nultocke.

Dokaz: Prema Taylorovom teoremu, f(z) = %f(k)(zo)(z — 20)*, za svaki
k=0 K’

z € K(z9,7). Kako je zp nultocka reda n, to je f*)(z) =0zak =0,1,...,n—1,

pa je

< 1 L2l .
fe) = X g W0) (2= 20) = (= 20)" £ 1170 0) (5= 20)

Definiramo li funkciju g kao sumu g(z) := > k'f(l‘C (20) (z — 20)"™™, bit ée na
k=n

tom krugu zaista f(z) = (z — 20)" g(2) 1 g(z0) = Hf(")(zo) # 0.

Da je funkcija g holomorfna na krugu K(zg,r) slijedi iz ¢injenice da red
kojim je funkcija g definirana ima isti radijus konvergencije kao i Taylorov red
funkcije f. Zaista, za svaki niz a,, n € N, kompleksnih brojeva, prema Propo-
ziciji 36.2 (i), vrijedi

n+k

limsup {/|an1|=limsup (" \an+k|)_—hm sup "/ |apn k| =1im sup Vak| ,
k k
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odakle slijedi da redovi za ¢ i f imaju jednake radijuse konvergencije.

Nadalje, kako je funkcija g holomorfna, to je i neprekidna, a jer je g(zg) # 0,
postoji 6 > 0 takav da je g(z) # 0 i za sve z € K(zp,d). Zbog toga je zy jedina
nultoc¢ka funkcije f u krugu K(zp,d). |

Teorem 37.5 Neka je 2 C C otvoren i povezan skup, a f: Q2 — C holomorfna
funkcija. Ako skup nultocaka funkcije f ima gomiliste koje pripada skupu €,
onda je f(z) =0 za sve z € Q, tj. f =0 na Q.

Dokaz: Neka je 2y € 2 gomiliste skupa f~ (0), skupa nulto¢aka funkcije f. Tada
je, zbog neprekidnosti, i tocka zy nultocka funkcije f. Tvrdimo da je f(™(zy) =0
za sve n > 0. U protivnom bi zy bila nultocka funkcije f nekog, konacnog, reda,
pa bi, prema prethodnom teoremu, to bila izolirana nultocka, Sto se protivi
pretpostavci da je ona gomiliste skupa nultocaka od f.

Kako je, dakle, f(™(zy) = 0 za sve n > 0, iz Taylorovog razvoja funkcije f
oko tocke zp, zaklju¢ujemo da je na svakom krugu K oko zy koji je sadrzan u €2,
f=0,t. K C £ (0).

Pokazimo da je f = 0 na cijelom Q, tj. f* (0) = Q. Neka je 2’ € Q proiz-

voljna tocka. Kako je € otvo-
Q ren i povezan podskup od C,
postoji poligonalna linija A C
Q od tocke zy do z’. Neka je
e = d(A,C\ Q). Zbog kom-
A paktnosti je ¢ > 0 (vidi Ko-
o Ks rolar 5.10). Odaberimo tocke
3 /
20,21, .., 2 = 2’ na A tako da
Ko je|zj—zj_1|<€,j:1,...,k,

ol i neka su K; := K(zj,¢), j =

Dl =z 0,1,...,k, e-krugovi oko tih
Ko tocaka. Tada je K; C Qi z; €
Kj—l ﬂKj Za Svej: 1,...,]€.

Prema prvom dijelu dokaza, f = 0 na Ky, tj. Ko € f (0). Pretposta-
vimo, induktivno, da je f = 0 na K,;_;. Kako je tocka z; gomiliste sku-
pa K;_1 C f(0), to je ona gomiliste i skupa f (0), skupa nultocaka funk-
cije f, pa je, prema prvom dijelu dokaza, f = 0 i na krugu K;. Indukcijom
zakljucujemo da je f =0ina Ki_1, pajei f(2') = 0. |

Kao posljedicu dobivamo ¢injenicu, da ako su dvije holomorfne funkcije jed-
nake na, naprimjer, nekom malom luku, one tada moraju biti jednake svuda.
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Tocnije, vrijedi

Korolar 37.6 (Teorem o jedinstvenosti holomorfne funkcije) Neka je
skup 0 C C otvoren i povezan, a f © g holomorfne funkcije na 2. Ako se f i g
podudaraju na nekom skupu koji ima gomiliste u ), onda je f = g na €.

Dokaz: Primijenimo prethodni teorem na funkciju f —g: Q — C. |

Teorem 37.7 (Cauchyjeve ocjene koeficijenata Taylorova reda) Neka

je f(2) == > an(z — 20)" za |z — 20| < R, i za pozitivan broj r < R neka je
n=0

M(r) .= max{|f(z)| : |z — 20| =7}. Tada je

M(r)

lan] < —5

za sven > 0.

Y

Dokaz: Prema Teoremu 36.4 o holomorfnosti sume reda potencija, funkcija f
je holomorfna na krugu K(zp, R), a prema definiciji funkcije f i formule za
derivaciju iz istog teorema, slijedi da je

1! £ (z0).

p, = —
n

Zbog toga je, prema Teoremu 34.9 o visim derivacijama derivabilne funkcije,

1 f(©)

T 2m ro (¢ —z0)"*t

dg ,

Qn

gdje je I'g pozitivno orijentirana kruznica oko zy radijusa r. Prema Lemi 32.1
o ocjeni integrala, imamo

1 M(r) g — M(r) .

— [ |
2 rntl rn

|an| <

Zasto za prethodni teorem kazemo da govori o ocjeni koeficijenata Taylorova
reda, kad zapravo govori o proizvoljnom redu potencija

2. an(z = 20)" (%)

s radijusom konvergencije barem R? Ako je (x) proizvoljan red potencija ko-
ji konvergira na krugu K(zg, R), pa s f(z) ozna¢imo njegovu sumu, kao $to
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smo ucinili u dokazu prethodnog teorema, onda ¢emo na isti nacin kao u pret-
hodnom dokazu, zakljuciti da je a, = i'f(”)(zo), pa je red (x) zapravo red
> %f(”)(zo)(z — 29)", dakle Taylorov red funkcije f oko tocke zg. Time je,
zapravo, dokazan Teorem jedinstvenosti za redove potencija, koji kaze
da ako za svaki z iz nekog otvorenog kruga K(zp, R), za dva reda vrijedi

i

an(z—20)" = > bp(z—20)"
n=0

onda je a,, = b, za sve n > 0. Ovaj teorem nismo posebno iskazali i numerirali,
jer je on specijalan slucaj opcenitijeg Teorema 38.2, kojeg ¢emo izrec¢i i dokazati
u idu¢em paragrafu.

Napomena' 37.1 Promotrimo funkciju f: C\ {1} — C definiranu s f(z) :=
L Na krugu K(0,1) oko 0 radijusa 1, f je holomorfna funkcija, i f(z) =

oo
> 2". To je, naravno, izraz koji znamo od ranije kao formulu za sumu geome-
=0

trijskog reda za |z| < 1. To je ujedno i Taylorov red te funkcije na krugu K (0, 1).
Radijus konvergencije reda ) z" jednak je 1. Zaista, krug K(0,1) je najvedi
krug sa sredistem u 0, koji je sadrzan u domeni funkcije f, tj. u skupu C\ {1},
a ‘losa’ tocka za tu funkciju — tocka 1, lezi na rubu kruga konvergencije.

To nije slucajno. Neka je funkcija f holomorfna u tocki zy i neka njezin
Taylorov red > an(z — 29)" ima radijus konvergencije r < oo. Tada na rubu
kruga konvergencije postoji tocka u kojoj f nije holomorfna, tj. postoji tocka 2/,
|2 — z9| = r, takva da f nije holomorfna niti na jednoj okolini te tocke. Naime,
kada bi oko svake tocke kruznice oko zy radijusa r, postojala okolina na kojoj je
funkcija f holomorfna, onda bi f bila holomorfna i na nekoj otvorenoj okolini
zatvorenog kruga K (2o, r), pa biiza neki R > r, funkcija f bila holomorfna na
krugu K (zp, R). No tada bi radijus konvergencije reda > a,(z — z9)" bio veéi
od r.

To pojasSnjava i neke pojave kod realnih funkcija realne varijable. Napri-
mjer, funkcija ¢: R — R definirana s () := definirana je i analiticka
na cijelom R. Medutim, njezin Taylorov red oko 0 je p(z) = > (=1)"2*",

n=0
i radijus konvergencije tog reda jednak je 1, iako je u tockama ruba intervala

konvergencije, dakle u tockama 1 i —1, funkcija ¢ analiticka. Razlog zasto je
radijus konvergencije Taylorova reda funkcije ¢ samo 1, postaje jasan ako na

14+ 22’

lvidi takoder Napomenu 36.1.
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1

1+ 22
realnu os. Taylorov red oko 0 za funkciju f je > (—1)"2*", i njegov radijus ko-

nvergencije je 1. I zaista se na rubu kruga konvergencije tog reda nalaze tocke i
i —1 u kojima f nije niti definirana.

funkciju ¢ gledamo kao na restrikciju kompleksne funkcije f(z) := na

Korolar 37.8 Neka je funkcija f holomorfna na otvorenom krugu K(zg, R),
i neka je |f(z2)] < M za svaki z € K(20, R). Tada je

n! M

1 z0)l < "

za sven > 0.

Dokaz: Prema prethodnom teoremu, uz iste oznake, za svaki r < R je

n! M(r) < n! M

f" (z0)] = n! |ay| <

Y

/,aTL T?’L

pa gledajuci limes lin]l% , dobivamo trazenu ocjenu. [
rT—
Ovaj ¢emo korolar odmah iskoristiti u dokazu sljedec¢eg vaznog teorema.

Teorem 37.9 (Liouvilleov! teorem) Ako je funkcija f holomorfna na cijeloj
kompleksnoj ravnini C, i ako je ogranicena, onda je f konstantna funkcija.

Dokaz: Neka je |f(z)] < M za sve z € C. Kako je f € H(C), to je i za svaki
R > 0, f holomorfna na krugu K (0, R). Prema prethodnom korolaru je

'M
o)<
pa kako to vrijedi za svaki R > 0, zaklju¢ujemo da je f(™(0) = 0 za sve n > 1.
Prema Korolaru 37.3, f je konstantna funkcija. |

Liouvilleov teorem ne kaze da su ogranicene holomorfne funkcije nuzno kon-
stantne. Samo ogranicene funkcije koje su holomorfne na cijeloj kompleksnoj
ravnini su konstantne. Funkcije koje su holomorfne na cijeloj kompleksnoj rav-
nini, zovu se ctjele ili ¢itave funkcije. Liouvilleov teorem kaze da su ‘prave’,
tj. nekonstantne, cijele funkcije, uvijek neomedene. To se mozda kosi s nasom
predodzbom o, naprimjer, funkciji sinus, koja je cijela funkcija, i, kao funkcija
realne varijable, ona je ogranicena, ali sinus, kao funkcija kompleksne varijable
nije ogranicena funkcija.

1Joseph Liouville (1809-1882), francuski matemati¢ar
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Sljedeéi teorem zapravo ne spada u analizu, nego u algebru. Medutim, svi
njegovi dokazi, kako elementarni tako i sofisticirani, zahtijevaju sredstva analize
i/ili topologije. Mi éemo ovaj teorem ovdje dokazati kao jednostavnu posljedicu
Liouvilleova teorema, koji nam je sada pri ruci. Postoje i elementarni dokazi
koji koriste samo malo -9 tehnike iz realne analize.

Teorem 37.10 (Osnovni teorem algebre) Neka je p(z) := ap,2"+a,_ 12" 1+
<-4 a1z + ag, gdje su ag,...,a, € C, a, # 0, n > 1, polinom s kompleksnim
koeficijentima, stupnja barem 1. Tada p ima barem jednu nultocku, tj. postoji
2o € C takav da je p(zp) = 0.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da p nema nultocke, dakle da je p(z) # 0

za sve z € C. Tada je i funkcija q: C — C, definirana s ¢(z) := %, cijela
p(z

funkcija. Nadalje,

Ap—1 ax agp ’
)

p(2)] = |2|" |an + 4t

Zn—l on

pa je zbog a, # 0, | 1|im Ip(z)| = +o0. Stoga je | 1|im q(z) = 0. To znaéi da
zZ|— 00 zZ|— 00
za svaki € > 0, specijalno za € = 1, postoji R > 0 takav da za sve z € C, za

koje je |z| > R, vrijedi |q(z)| < 1. Kako je zatvoren krug K (0, R) kompaktan,
a ¢ je neprekidna funkcija, to je funkcija ¢ na tom krugu omedena, tj. postoji
M > 0 takav da je |q(2)| < M zasve |z| < R, paje |q(z)| < M +1 zasve z € C.

Prema Liouvilleovom teoremu je ¢ konstantna funkcija, a zbog | 1|im q(z) =0
Z|— 00

je q(z) =0, Vz € C, §to ne moze biti jer je, prema definiciji, q(z) = (1 X |
p\z

§ 38 Laurentov red

Pri proucavanju funkcija koje su holomorfne na nekom krugu oko tocke z,
koristi se razvoj u Taylorov red — red (pozitivnih) potencija od z—zp. Medutim,
ako je funkcija u tocki zg ‘losa’, ali je u drugim tockama holomorfna, koriste se
redovi u kojima se osim pozitivnih, pojavljuju i negativne potencije.

Prije nego sto iskazemo osnovni teorem, uvedimo neke oznake. Neka su
cn € C, n € Z, kompleksni brojevi. Dwvostrani red, tj. red kome su ¢lanovi

numerirani (indeksirani) cijelim brojevima, u oznaci ) ¢,, oznacavat ¢e sumu
neZ
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dvaju redova, reda > ¢, ireda Y c¢,. Zared ) ¢, kazemo da konvergira,
n>0 n<—1 nez
ako konvergiraju oba reda ) ¢, 1 > ¢y, a sumu ¢emo oznacavati sa
n>0 n<-—1

400 — 00 (e}
dYoeni= D ent D e
n=0

n=—oo n=-—1

Pritom je

— o0 —n
Yocp = lim Y e,

ili, ako umjesto n piSemo —n,

(o @)
= > C_p .
n=1

Analogno ¢emo govoriti o apsolutnoj, a u sluc¢aju redova funkcija, i o uniformnoj
i lokalno uniformnoj konvergenciji takvih redova.

Kao i u poglavlju 5, za tocku zg € C i pozitivne brojeve 0 < r < R, oznacavat
¢emo s V := V(zgp; 7, R) kruzni vijenac, tj. skup {z € C:r < |z — 29| < R}.

Teorem 38.1 (Laurentov! teorem) Neka je funkcija f holomorfna na kruz-
nom vijencu V := V (zo;7, R) oko toc¢ke zo. Tada za svaki z € V' vrijedi

—+ o0

flz)= 2 an(z—20)", (1)

n=—oo

gdje su koeficijenti a,, dant formulom

1 f(Q)

n = % . (C_ZO)n+1

dg , (2)

a

a I'g je pozitivno orijentirana kruznica oko zg proizvoljnog radijusa p, r < p < R.
To je Laurentov red funkcije f oko tocke zg.

Dokaz: Kao i kod Taylorova teorema, dokaz ¢emo provesti za slucaj zo = 0,
a op¢i se slucaj dobije zamjenom varijable z sa z — zy5. Trebamo, dakle, dokazati
daza z € V:=V(0;r, R) vrijedi

+o00
fz)= 22 anz", (3)

n=—oo

!Pierre Alphonse Laurent (1813-1854), francuski inzenjer
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gdje su koeficijenti dani formulom

apn = 1 /Foéigi)ldg, ne, (4)

27

a I'g je proizvoljna kruznica oko 0 koja lezi u V.

Neka je z € V i neka su I'y i I's kruznice oko 0 radijusa p; i p2 tako da
jer < p1 < |z| < p2 < R. Prema Cauchyjevoj integralnoj formuli, to¢nije
Korolaru 34.6, je

foy = ! /F fQ) go 1 /F 1) 4 )

(—=z  omi (—=z

Kao i u dokazu Taylorova teorema 13.1, jer je
z .
za sve ( € Iy, ‘E‘ <1,u fr2 stavimo

2

1 oo M
C_Z_nz::OCn+l,

p P2 kao i kod Taylorova teorema, dobivamo

1 fQ) .= n
27Ti/r C_ZdC—nz::Oanz ’ (6)

gdje je

_ 1 f(©)
“ = o /1“2 g e n=l "

Da bismo izrac¢unali integral fFl u (5), primijetimo da je za ¢ € I'y, }§| > 1,

t]. ‘S} <1, pa razvijemo po potencijama od ﬁ Dobivamo
z — z
1 B 1% Cn B %) Cn—l B _Zoo N
C -z n=0 Zntl n=1 2" n=—1 C‘n—l—l

(za drugu jednakost zamijenili smo n s n — 1, a za treéu n s —n).

Kao i ranije, dokazavsi uniformnu konvergenciju na I';, odavde dobivamo

1 /F f(©) Q=S apo", (8)

_27'('1 C—Z n=—1
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gdje je

2

a, = 1 /Flg;gf)ldg, n<-1. (9)

Kako su kruznice I'; i I's u vijencu V homotopne kruznici I'g, a funkcija

f©)
Cn—l—l

integrale po I's odnosno I'y u (7) odnosno (9), moZemo zamijeniti integralima
po I'y, pa uvrstavanjem formula (6) i (8) u (5), dobivamo (3), a koeficijenti a,
dani su formulom (4). u

je na V holomorfna, prema opéem Cauchyjevom teoremu, Teorem 33.4,

Napomena 38.1 Laurentov teorem vrijedi i u slu¢aju kada se umjesto kruznog
vijenca V' (zg;7, R) radi o probusenom krugu K*(zo,R) := K(zp,R) \ {20},
na koji mozemo gledati i kao na degenerirani vijenac s r = 0. NajceS¢e ¢emo
Laurentov red i promatrati upravo na nekom K*(zg, R). Odsada ¢emo, za tocku
20 € Cirealne brojeve 0 < r < R, vijencem V := V(z;r, R) zvati otvoren skup,
koji je u slucaju r > 0 pravi vijenac, a za r = 0 je to, zapravo, probusen krug
K~ (Zo, R) .

Sljedeéi teorem najavljivali smo veé ranije.

Teorem 38.2 (o jedinstvenosti Laurentova reda)
(1) Ako za svaki z € V :=V (z9;r, R) vrijedi

+o0

Yo an(z—20)" = Jrzojo bn(z — 20)", (10)

n=—oo n=—oo

onda je a, = b, za sve n € 7.

(1) Ako je funkcija f holomorfna na vijencu V', onda je f = f1+ f2, gdje je fo
holomorfna na krugu K(zo, R) a f1 je holomorfna izvan zatvorenog kruga

K(20,7), tj. za |z — 20| > r. Stovise, ako je | 1|im fi(z) =0, onda je rastav
zZ|— 00

f = fi+ fo jedinstven. Funkcija f1 naziva se glavni ili singularni dio,
a funkcija fo regularni dio funkcije f.
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Dokaz: (i)

Pokazimo najprije, da oba reda u (10) konvergiraju lokalno uniformno na
vijencu V. Prema definiciji je

Yoan(z—20)"= > an(z—20)"+ > an(z—20)" . (11)

nez n<—1 n>0

Treba pokazati da oba reda na desnoj strani u prethodnoj formuli, konvergiraju

lokalno uniformno na V. Promotrimo najprije drugi od tih redova — red po-

zitivnih potencija, i pokazimo da on konvergira lokalno uniformno i na veéem
skupu K(z9,R) D V.

Neka je 2’ € K(zp, R) proizvoljna tocka. Odaberimo tocku z” € V tako da

je |2 — 20| < |2 — 20| < R. Kako red Y. an(z" — 20)"

n>0
/ konvergira, to prema Abelovoj lemi, Teorem 36.1, red

e > an(z — 20)" konvergira lokalno uniformno na krugu
n>0

1/

20

K (z9,|2" — 20|), Sto, prema definiciji, zna¢i da konver-
gira uniformno i na nekoj okolini tocke z’. Stoga red
> an(z—20)" konvergira lokalno uniformno na K(zg, R).
n>0

Dokazimo sada da prvi od redova na desnoj strani u (11) — red negativ-

nih potencija, konvergira lokalno uniformno izvan zatvorenog kruga K (z0,7),
tj. na veéem skupu C\ K(zg,7) 2 V. Neka je 2’ € C\ K(zp,r). Uz supstituciju

1 . . .
/ w = i zamjenu k := —n, taj
zZ— 20

red postaje

S oan(z—2)"= Y a_pw® .

n<—1 k>1
(12)

Neka je 2z € V takav da je r < |2 — zg] < |2/ — 20| 1 neka je p takav da je
12" — 20| < p < |2 — 20| Kako je 2”7 € V, red Y a,(2" — 20)" konvergira,
n<—1
1"k

1 . . . .
pa za w” = , konvergira i red Y  a_pw"". Prema Abelovoj lemi, red

12

5™ a_i, w" konvergira lokalno uniformno na krugu K (0, |w”|), pa zbog <
k>1 p

. . —n 1 :
lw"| = Tl konvergira uniformno na zatvorenom krugu K (0, - ), pa onda i
27— 20 P
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na okolini K (0, 1) tocke w’. Stoga red > a,(z — 20)™ konvergira uniformno
p n<—1

na okolini C\ K (zo, p) tocke 2/, pa taj red konvergira lokalno uniformno izvan
zatvorenog kruga K (zq,7).

Analogno se dokazuje da i red ) b,(z — z0)™ konvergira lokalno uniformno
na vijencu V. =z

Odaberimo k € Z, i podijelimo oba reda u (10) sa (z — 29)**!. Dobivamo

Jio an(z — zo)”_k_1 = Jrf:o bn(z — zo)"_k_1 ) (13)

n—=——oo n=—oo

Neka je I'g proizvoljna kruznica oko zy koja lezi u V. Kako oba ova reda kon-
vergiraju uniformno na kruznici I'g, mozemo te redove integrirati ¢lan po ¢lan,

Korolar 35.7. Medutim, | (z— z)’ dz :{ 0, L#-1
To 2, {=—1

po kruznici I'g, dobivamo

pa integrirajuci (13)

ap - 2m =by - 27, ke,

te je ar = by za sve k € 7Z, ¢ime je dokazano (7).

+o00
(7i) Neka je funkcija f holomorfna na vijencu V,inekaje f(z) = > an(z2—20)",
n=-—oo
z € V, njezin Laurentov razvoj. Definirajmo funkcije fi i fo formulama

— o

fi(z) == ng_l an(z —z0)" (14)
+o00o
fa(z) = nz::() an(z — 20)" . (15)

Kao $to smo pokazali u dokazu tvrdnje (i), red u (15) konvergira lokalno uni-
formno na krugu K(zp, R), pa je na tom krugu funkcija f holomorfna, a red
u (14) konvergira lokalno uniformno izvan zatvorenoga kruga K(zo,r), pa je
tamo funkcija f; holomorfna.

Ostaje pokazati da je, uz uvjet | llim fi(z) = 0, takav rastav jedinstven.
Neka jea takOderv f = g1 + g2, gd.]e je g2 € H(K(Zo, R)) i g1 € H(C\F(’ZOaT))a

i vrijedi | 1|im g1(2) = 0. Definirajmo funkciju h: C — C s

_ ) [h(x)—aq(z) , [z—2>r
hz) '_{ 92(2) = fa(2) , [z — 20| <R
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Funkcija h je dobro definirana, jer je za r < |z — 20| < R, tj. za z € V,
f1(2) + f2(2) = f(2) = 1(2) + g2(2)

pa je
f1(2) = g1(2) = g2(2) — fa(2) .

Iz definicije funkcije h, jasno je da je ona holomorfna na krugu K(z9, R) i iz-
van zatvorenog kruga K (zg,7). No kako je presjek tih dvaju otvorenih skupova
vijenac V', na kome se formule za h podudaraju, h je holomorfna na ¢itavoj

kompleksnoj ravnini, tj. h je cijela funkcija. Nadalje, kako je |1|im fi(z) =

lim g1(z) =0, to je i | l|im h(z) = 0, pa, kao i u dokazu Osnovnog teorema

| 2| —o0

algebre, Teorem 37.10, slijedi da je funkcija h i omedena. Prema Liouville-
ovom teoremu, Teorem 37.9, zakljucujemo da je h konstantna funkcija, a kako
je lim h(z) = 0, toje h =0, pajegs = fiigs = fo, Cime je dokazana

| 2|00
jedinstvenost. ]

Upravo dokazan teorem o jedinstvenosti Laurentova reda, vrlo je koristan,
kako teoretski, tako i u primjenama. Prvo, on pokazuje da je svaki red pozi-
tivnih i negativnih potencija, koji funkciji f konvergira na nekom vijencu ili
(probusenom) krugu, upravo Laurentov red te funkcije. Tu je sadrzan i teorem
o jedinstvenosti Taylorova reda. Jer i Taylorov red, dakle red sa samim nene-
gativnim potencijama, je takoder Laurentov red, samo Sto su svi koeficijenti uz
negativne potencije jednaki nuli. Ako, dakle, krenemo razviti funkciju f u Lau-
rentov red oko neke tocke u kojoj je ona holomorfna, kao rezultat dobit ¢emo
njezin Taylorov red, tj. dobit ¢emo da su koeficijenti uz sve negativne potencije
jednaki nuli.

Drugo, kada trebamo neku funkciju razviti u red potencija— pozitivnih,
negativnih — kako ispadne, onda tome obi¢no ne pristupamo tako da po¢nemo
derivirati ili integrirati ne bi li odredili koeficijente dane formulama (1) i (2) na
str. 130 ili (2) na str. 138, nego se nastojimo docepati trazenoga reda (najcescée
je dovoljno naéi samo nekoliko prvih ¢lanova) koristeé¢i neke, od ranije poznate,
redove.

Primjer 38.1 Za primjer odredimo Laurentov red funkcije
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144
oko 0. Bududi da f nije definirana u 1 i u 2, razvit ¢emo ju u redove na krugu

K (0,1) i na vijencima V'(0;1,2) i V(0; 2, 4+00)
LI > 2", dok je za |z| > 1,

Za drugi sumand, za |z| < 1, je ———
z—1 1—=2 n—

1 1 1
=25

Z n=0

n=-—1

@ --f i B

z—1
, za |z] < 2 vrijedi

Za prvi sumand,
1_1_11_1§<z)”_§”
-2 2—z 21—z  2,.=\2)  Zpontl)
aza |z| > 2 je
1 1 1 1 X nooooo gntl = 2"
z—2 z1-2 22( ) _n; 2 ;_12n+1'
z
Zbrajanjem, na sva tri podrucja, odgovarajuc¢ih redova, dobivamo
( o0 1 n
ngo( - 5 )? RS
= n = 1 n
fz)=4 - A — 7", 1<z <2
n=-—1 n:02
oo .
> (2n+1 —1)2” , 2< |7
\ n=-—1

Ako zelimo tu istu funkciju razviti u red, naprimjer, na probusenom krugu

K*(1,1), dakle po potencijama od z — 1, onda za prvi sumand nalazimo

1 1 oo
= _ = — — ]_ n
p; Ry popy s S PAC
dok je drugi sumand veé zapisan kao red potencija od z —1, a svi koeficijenti a,,,
osim a_1, jednaki su nuli, i a_; = —1. Tako dobivamo
0<lz—1|<1.

f() === X1,

Kao i u slucaju Taylorova reda, i kod Laurentova reda dokazuju se sljedece

ocjene za koeficijente:
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Teorem 38.3 (Cauchyjeve ocjene koeficijenata Laurentova reda) Neka

+oo
je f(2) = > an(z—20)" 2a 0 <7r < |z—2| <R, i neka je zar < p < R,
M(p) = max{|f(z)| : |z = 20| = p}. Tada je
M
|an|§#, za sven € 7 .

Dokaz: Prema prethodnom teoremu o jedinstvenosti dvostranih redova, red
> an(z — 2z9)™ je upravo Laurentov red funkcije f na vijencu V(zo;r, R), pa

ne
. 1 f(©) ..
je, prema Laurentovom teoremu 38.1, a, = Py pr €20yl d¢, gdje je I',

kruznica radijusa p oko zg. Tvrdnja se sada dobije, kao i u dokazu Teorema 37.7,
koristenjem Leme 32.1 o ocjeni integrala. |

839 Singulariteti

Laurentovi redovi omogucé¢uju proucavanje funkcija i u okolini tocaka u kojima
nisu holomorfne, tj. u okolini singulariteta.

Definicija 39.1 Neka je (2 C C otvoren skup, a f: 2 — C funkcija. Kazemo
da je tocka zg € Int Q = Q\ 90 singularitet funkcije f, ili da funkcija f ima
u tocki zy singularitet, ako u tocki zy funkcija f nije holomorfna ili uopée
nije definirana u toj tocki.

Kako bismo mogli govoriti o tome je li neka tocka zy singularitet funkcije f
ili nije, tocka zp mora biti okruzena tockama u kojima f jeste definirana, tocnije,
mora biti zg € Int 2, a je li funkcija f definirana u samoj tocki zq ili nije — nije

odluc¢ujuce. Naprimjer, funkcija f(z) := - ima u tocki 1 singularitet, isto
— Z

! , 2 # 1

kao i funkcija f; definirana s f1(z): =4 1-= , iako prva nije defini-
0 , 2 =1

rana u 1, a druga jeste. U svim ostalim tockama kompleksne ravnine, obje su
oo

funkcije holomorfne. S druge strane, za funkciju fo, definiranu s fo(z) := > 2",
0

n—=
ne mozemo kazati da, u smislu gornje definicije, ima singularitet u tocki 1, jer,
kako je definirana kao suma reda potencija, njezino podrucje definicije je samo

krug konvergencije toga reda, tj. otvoren krug K (0, 1), a tocka 1 nije u nutrini
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zatvaraca toga kruga. Druga je stvar Sto se funkcija fo na svojoj domeni po-
dudara s restrikcijom funkcije f, a funkcija f zaista ima u tocki 1 singularitet.

Singulariteta ima razlicitih i vrlo ‘neugodnih’. Mi éemo promatrati samo
tzv. izolirane singularitete:

Definicija 39.2 Za singularitet zy kazemo da je izoliran singularitet funk-
cije f, ako je f holomorfna funkcija na nekom probusenom krugu K*(zg, R) oko
tocke zg.

Naprimjer, tocka 1 je izoliran singularitet maloprije promatranih funkcija
f 1 fi. Isto je tako 0 izoliran singularitet funkcije z — sin 1, ali 0 nije izo-
z

liran singularitet funkcije z +— Prema gornjoj definiciji, za tocku 1 ne

sin 1’
mozemo kazati da je izoliran Singulazritet funkcije fo, jer ta funkcija, onako kako
je zadana, definirana je samo tamo gdje red ) z™ konvergira, pa nije definirana
niti u jednoj tocki izvan zatvorenog kruga K(0,1), dakle, nije definirana niti
na jednom probusenom krugu K*(1,R), R > 0. Ipak, funkcija fo podudara
se s funkcijom f na krugu K(0,1), pa na f mozemo gledati kao na prosirenje
funkcije fo, i u tom smislu moze se ipak za tocku 1 kazati da je izolirani singu-
laritet funkcije fo. Mi u tako detaljna razmatranja ne¢emo ulaziti, i bavit ¢emo
se samo ‘pravim’ izoliranim singularitetima koji su okruzeni tockama u kojima

promatrana funkcija je definirana, dakle tockama zo € Int €.

Napomena 39.1 Primijetimo da funkcija moze imati i beskona¢no mnogo izo-
liranih singulariteta. Ali, ako funkcija ima samo izolirane singularitete, onda
skup singulariteta ne moze imati gomiliste koje je sadrzano u ). Stoga niti
jedan kompaktan podskup od €2 ne moze sadrzavati vise od kona¢no mnogo izo-
liranih singulariteta takve funkcije f. Nadalje, svaki otvoren podskup od C je
o-kompaktan, tj. prebrojiva je unija kompaktnih podskupova, vidi Teorem 5.5,
pa odavde slijedi da funkcija koja ima samo izolirane singularitete, moze ih imati
najvise prebrojivo mnogo.

Pokazat ¢emo da postoje tri vrste izoliranih singulariteta: uklonjivi, polovi
i bitni singulariteti. Podimo redom:

Za izoliran singularitet zy funkcije f kazemo da je uklongiv, ako u tocki z
mozemo funkciju f predefinirati ili, ako u zp nije bila definirana, dodefinirati,
tako da postane holomorfna na nekom (pravom, neprobusenom) krugu K (zg, R)
oko tocke zp. Drugim rije¢ima, singularitet je uklonjiv, ako ga mozemo ukloniti.

Sljededi teorem daje nekoliko karakterizacija uklonjivog singulariteta.
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Teorem 39.1 (Karakterizacija uklonjivih singulariteta) Neka je funkcija f
holomorfna na probusenom krugu K*(zg, R). Sljedeée su tvrdnje ekvivalentne:

(1) zo je uklonjiv singularitet funkcije f.
Postoji limes hm f(z) € C.
je omedena na Onekoy okolini tocke z.
m (2 — 20) f(2) =0

U Laurentovom razvoju funkcije f oko tocke zy nema negativnih potencija,
t1. svi koeficijenti uz negativne potencije jednaki su nuli.

i)
i) f
v) 1
(v)

Dokaz: (i) = (ii) Ako je zp uklonjiv singularitet funkcije f, onda, uklonivsi ga,
dobivamo funkciju, nazovimo ju f , koja je holomorfna na nekoj okolini tocke zy,
pa ona, zbog neprekidnosti, ima u zy limes. Kako je za limes neke funkcije
nebitno je li i kako je ona definirana u tocki u kojoj se promatra limes, to i
funkcija f ima u tocki zg limes.

(74) = (4ii) Ova implikacija slijedi iz same definicije limesa. Naime, neka je
¢ := lim f(z) € C. To znaéi, da za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da za sve

zZ—20

z € K*(z0,0) vrijedi |f(z) — ¢| < e. Stoga je f(K(z0,0)) € K(¢,e) U {f(z0)}

ako f jeste definirana u zo, ili je f(K*(20,9)) C K(¢,¢), ukoliko nije. U oba je
slucaja f ogranicena na d-okolini tocke zj.

(74i) = (iv) Ova je implikacija trivijalna, jer ako je f omedena na nekoj

okolini tocke zg, onda zbog lim (z — zg) = 0, slijedi da limes lim (z — zp) f(2)

Z—Z20 Z—Z0
postoji, i jednak je 0.
(iv) = (v) Za broj 0 < r < R, s M(r) oznac¢imo maksimum modula funkci-
je f na kruznici oko zp radijusa r, dakle, M(r) := max{|f(2)| : |z — 20| = r}.
Dokazimo, najprije, da je
limr M(r)=0. (1)

r—0
Zbog kompaktnosti kruznice, za svaki r < R, postoji tocka z., |z, — zo| = 7,
takva da je M(r) = |f(z:)|. Oznacimo sa S skup tako oda-
branih tocaka z.. Zbog (iv) je i lim |z — zo| |f(2)] = 0, a
z— 20
kako je zp ocito gomiliste skupa S, to je i
0= Jimn |=— 20/ [f(2)] = lim [z — 0] |f(z0)] = limy r M (1)

Z—Zz0
zeS

¢ime je dokazano (1).
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+o0o
Nekaje f(z) = Y. an(z—20)" Laurentov razvoj funkcije f na probusenom

n=-—00
krugu K*(zg, R). Prema Cauchyjevim ocjenama koeficijenata Laurentova reda,
Teorem 38.3, je |a—,| < " M(r) za sve n > 1, pa zbog (1) zakljucujemo da je
a_, =0 za sve n > 1, tj. koeficijenti uz sve negativne potencije u Laurentovom
redu funkcije f oko tocke zg, jednaki su nuli.

(v) = (i) Ova implikacija je opet jednostavna. Zaista, prema (v), Laurentov
(oo

razvoj funkcije f na K*(zp, R) ima oblik f(2) = Y an(z — 20)". Definiramo li
n=0

f(z0) := ag, singularitet smo uklonili, jer dobivena je funkciju na cijelom krugu

K (29, R) jednaka sumi reda (nenegativnih) potencija, pa je holomorfna na tom

krugu. |

Primjer 39.1 Kao primjer, promotrimo funkciju f(z) := L;)SZZ’ koja je
z
holomorfna svuda osim u tocki 0, gdje nije definirana. Pokazimo da je taj, ocito

2 4 6
izoliran, singularitet, uklonjiv. Kako je cost =1 — % + t—' — 2—' + -+, to je

2 4 6
1_<1_(22Z') +(2Z') _(Qg') +) 2 4 4 4
— b hd hd :2__ JR— e ee
1) 22 TR

Dakle, 0 je uklonjiv singularitet funkcije f, i definiramo li f(0) := 2 — uklonili
Smo ga.

Funkcije s uklonjivim singularitetima su gotovo tako dobre kao holomorfne
funkcije. Specijalno, i za njih vrijedi op¢i Cauchyjev teorem:

Korolar 39.2 (Cauchyjev teorem za funkcije s uklonjivim singularitetima)
Neka je funkcija f: Q0 — C holomorfna, osim mozZda u nekim tockama, u kojima
ima uklongive singularitete. Tada je za svaki, u  nulhomotopan, zatvoren po
digelovima gladak put v, [ fdz = 0.
2t

Dokaz: Uklonimo li singularitete funkcija f, dobivamo holomorfnu funkciju f ,
pa na nju primijenimo opé¢i Cauchyjev teorem, Teorem 33.4. Ako put integra-
cije ne prolazi niti jednim uklonjivim singularitetom funkcije f, onda se f if
duz tog puta podudaraju, pa su im i integrali jednaki. Ali i ako put integra-
cije prolazi nekim od uklonjivih singulariteta funkcije f, to na integral nema
utjecaja. Naime, kako su uklonjivi singulariteti izolirani, na putu ~ ih, prema
Napomeni 39.1, ima samo kona¢no mnogo, a kao §to znamo od ranije, promjena
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funkcije u konacno mnogo toc¢aka ne utjeCe niti na njezinu integrabilnost, niti
na sam integral. [ ]

Drugi tip izoliranih singulariteta su polovi. Za izoliran singularitet zo funk-
cije f kazemo da je pol, ako u Laurentovom razvoju funkcije f oko tocke zj
ima kona¢no mnogo (ali barem jedan) ¢élanova s negativnim potencijama, tj. s

potencijama od . Red pola je red najvece potencije od

Z — 20 Z— 20
tom Laurentovom razvoju pojavljuje s koeficijentom razli¢itim od nule.

koja se u

Teorem 39.3 (Karakterizacija polova) Neka je funkcija f holomorfna na
probusenom krugu K*(zg, R). Sljedeée su tvrdnje ekvivalentne:

(1) zo je pol funkcije f (reda m).

(11) zo nije uklonjiv singularitet funkcije f, ali postoji prirodan broj k takav da
je zo uklonjiv singularitet funkcije z v— (z — 20)* f(2). (Najmangji takav k
upravo je m — red pola.)

D) lim |f(2)] = 4o0.

Dokaz: (i) = (ii) Ako je zo pol m-tog reda funkcije f, onda, prema definiciji,
+o00o
Laurentov razvoj funkcije f oko tocke zp ima oblik f(z) = > a,(z — 20)",

a_m # 0, m > 1, pa prema Teoremu 39.1 kojim su karakterizirani uklonjivi
singulariteti, zy nije uklonjiv singularitet funkcije f. Pomnozimo li f sa (z—z¢)¥,
za svaki kK > m dobit ¢emo funkciju koja u svom Laurentovom razvoju oko
tocke zp nema negativnih potencija, pa je, prema istom teoremu, zy uklonjiv
singularitet te funkcije. Ocito je najmanji prirodan broj s ovim svojstvom,
upravo broj m — red pola.

(79) = (di7) Ako funkcija g(2z) := (2—20)™ f(2) ima u 2 uklonjiv singularitet,
onda, prema Teoremu 39.1, postoji limes lim g(z) € C, pa je, zbog m > 1,
z

lim [f(z)] = lim —9&)_ o
zZ—Zz0

= +o0.
z2—20 |Z — 20|m

(7i1) = (i) Pretpostavimo da je lim|f(z)| = +o00. To znaéi da za svaki
Z—2Z0
M > 0 postoji 6 > 0, takav da za svaki z € K*(zp,6) vrijedi |f(z)] > M.

Specijalno (uzevsi npr. M = 1), postoji 6 > 0 takav da je f(z) # 0 za sve

z € K*(20,0). Definirajmo funkciju g: K*(20,0) — Cs g(z) := % Funkcija g
z
je holomorfna na K*(zp,d) i lim g(z) = 0. Prema Teoremu 39.1, g ima u zg
Z—Z20
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uklonjiv singularitet, i ako definiramo g(z¢) := 0, dobivamo holomorfnu funkciju
na cijelom krugu K(zo, ).

Tocka zy je jedina nultocka funkcije g, i oznacimo njezin red s m. Prema
Teoremu 37.4, na krugu K (zg,d) postoji holomorfna funkcija h takva da je

9(z) = (z = 20)" h(2) , [z = 2| <93, (2)

i h(z) # 0 zasve |z— 29| <J. Zbog toga je i funkcija % holomorfna na K(zg, d), i

oo
neka je %) = Y bn(z—20)" njezin Taylorov razvoj oko zo. Tada je, prema (2),
z n=0
1 1 1
f(z) = = , 0<|z—20| <9

9(2)  (z2=z0)™ n(2)

- Z bm—l—n(z - ZO)n )

n=—m

pa f ima u zg pol m-tog reda, jer je by = 1 = 0. |

h(zo0)
Primjeri 39.2
(i) Za k € N, funkcija z — ik, ima u zg = 0 pol k-tog reda.
z
(71) Funkcija f(z) := L ima u zg = 0 pol prvog reda. Zaista, 0 je izoliran
S
singularitet funkcije f, jer, kako je sinus holomorfna funkcija, sve njezine

nultocke, pa tako i 0, su izolirane. Da je 0 pol funkcije f slijedi ve¢ iz

¢injenice da je liH(l) in ] = +o00. Kojega je reda taj pol? Kako nemamo
z— sin z

na raspolaganju Laurentov razvoj funkcije f, mozemo razmisljati ovako:

Promatrajmo funkciju

1 1
ZHZf(Z):Z : ~ sinz -
Sin 2

Funkcija z — 222 ima u 0 uklonjiv singularitet, jer je njezin Laurentov
4

razvoj oko 0 (prvih nekoliko ¢lanova)
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SN2 _ 1. Odavde slijedi da je lim z — = 1, pa, prema Teore-

z z—0 sin z

.
pa.Jo lin

sin z
li sada prethodni teorem kojim su karakterizirani polovi, zakljuc¢ujemo da

funkcija f(z) =

mu 39.1, funkcija z — z ima u 0 uklonjiv singularitet. Primijenimo

ima u 0 pol, i to prvoga reda.

sin z

Definicija 39.3 Za funkciju f kazemo da je meromorfna na otvorenom skupu
) C C ako ima samo uklonjive singularitete i polove, i ako skup singulariteta
nema gomiliste u 2.

Tipi¢ni primjeri meromorfnih funkcija su racionalne funkcije. One, ako su
brojnik i nazivnik relativno prosti, tj. razlomak je ‘skra¢en do kraja’, od singu-
lariteta imaju samo polove, i to u nultockama nazivnika. Ima medutim i drugih

meromorfnih funkcija. Naprimjer, funkcija z — takoder je meromorfna

sin z
na C, jer ona, od singulariteta u C, ima samo polove, i to u nultockama funkcije

sinus. Treba ipak malo pripaziti. Funkcija z +— meromorfna je na C\ {0},

1
ali nije meromorfna na C, jer 0 jeste singularitet te funkcije, ali nije izoliran (pa
ne moze biti pol niti uklonjiv singularitet).

sin

Promatrajuci Laurentov razvoj funkcije oko singulariteta zg, ostaje josS jedna
mogucénost — da je glavni dio beskonacan. Za izoliran singularitet zy kazemo da
je bitan singularitet ako u Laurentovom razvoju funkcije f oko tocke zy ima
beskona¢no mnogo ¢lanova s negativnim potencijama, tj. beskona¢no mnogo
koeficijenata uz negativne potencije je razlicito od nule.

Iz ve¢ dokazanog o ponaSanju funkcije u okolini uklonjivih singulariteta i
polova, vidimo da funkcija ne moze biti ogranicena niti na jednoj okolini bitnog
singulariteta, ali ne moze niti po modulu teziti u +o0o. Ona je, dakle, neomedena
na svakoj okolini tocke zy, i ¢ak njezin modul nema niti kona¢nog niti besko-
nacnog limesa. Preciznije o ponasanju funkcije u okolini bitnog singulariteta,
govori sljedeéi teorem.

Teorem 39.4 (Casorati'-Weierstrass-Sohockij?) Neka je funkcija f holo-
morfna na probusenom krugu K*(zo, R). Tocka zy je bitan singularitet funkci-
je f ako i samo ako je za svaki § > 0, slika probusenog kruga K*(zo,6) gusta
na C, tj. za svaki w € C i svaki € > 0, postoji z € K*(zp,9), takav da je
f(z) —w| <e.

IFelice Casorati (1835-1890), talijanski matematicar
2 Julian-Karl Vasilievi¢ Sohockij (1842-1927), ruski matematicar, roden u Poljskoj
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oz
/_\ ...
3 f wo &
20 :

£(2)

Dokaz: Neka je zg bitan singularitet funkcije f, i odaberimo §, w i € kao u iskazu
teorema. Ako postoji z € K*(zp,d) takav da je f(z) = w, tvrdnja je dokazana.

Pretpostavimo, dakle, da je f(z) # w za svaki z € K*(zg,0). Tada je i funk-

cija g: K*(z0,0) — C, definirana s g(z) := , holomorfna na K*(zo,?).

_
L o . fz) —w
Funkcija g ima u 2y izoliran singularitet.
Ako je funkcija g omedena na nekoj okolini tocke zp, onda je zy uklonjiv
singularitet, pa postoji limes lim g(z) =: ¢ € C.
zZ—Z20
Ako je £ # 0, onda je lim f(z) = % + w, pa bi, prema Teoremu 39.1, funkcija f
zZ— 20
imala u zg uklonjiv singularitet, i u njezinom Laurentovom razvoju oko zg
ne bi bilo negativnih potencija.

Ako je £ = 0, onda je lim |f(z) — w| = +o0, pa je i lim |[f(2)| = +oo, §to
Z—20 Z—20

bi, prema Teoremu 39.3, znacilo da f ima u zg pol, dakle, u Laurentovom
razvoju bilo bi samo kona¢no mnogo negativnih potencija.

Prema tome, otpadaju obje mogué¢nosti, pa je funkcija g neomedena na
svakoj okolini tocke zg. To specijalno znaci, da i za odabrane ¢ i e, postoji

2 € K*(20,0) takav da je |g(z)| > é t. 1£(2) — w| < e.

Obrat je jednostavan. Naime, ako je za svaki § > 0, slika probusenog -kruga
oko zp gusta na C, onda niti moze f biti omedena na nekoj okolini tocke zg, niti
moze limes modula biti jednak +o0o0. Prema karakterizacijama uklonjivih sin-
gulariteta, odnosno polova, zaklju¢ujemo da u Laurentovom razvoju funkcije f
oko tocke zg mora biti beskona¢no mnogo negativnih potencija, pa je zo bitan
singularitet funkcije f. |

Primjeri funkcija s bitnim singularitetom su z — ef iz s sin-. Obje
z
ove funkcije imaju bitan singularitet u 0, Sto se jednostavno vidi iz njihovih
Laurentovih razvoja.
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§40 Reziduumi

U ovoj ¢emo tocki dokazati teorem o reziduumima, koji je vrlo koristan i teoret-
ski i u primjenama.

Definicija 40.1 Neka je funkcija f holomorfna na probusenom krugu K*(zg, r)

i neka je > an(z — 20)" njezin Laurentov red oko tocke zy. Koeficijent a_; uz
neZ
naziva se reziduum funkcije f u tocki zg, i oznacavamo ga res(f, zg).

zZ— 20

res(f, zo)

zZ— 20
vidimo da ona ima na probusenom krugu K*(zp,r) primitivnu funkciju. Tako
na reziduum funkcije u nekoj tocki, mozemo gledati kao na mjeru koliko se ta
funkcija razlikuje od derivacije neke holomorfne funkcije definirane na okolini te
tocke.

Promotrimo li Laurentov razvoj funkcije z — f(z) — oko tocke z,

Prema formuli (2) na str. 138, za koeficijente Laurentova reda, vidimo da je

res(f, z9) = 1 f(¢)d¢,

2m o

gdje je I'g neka dovoljno mala pozitivno orijentirana kruznica oko zy. NapiSemo
li tu formulu kao

f(C) dC = 2mi res(f, ZO) )

T'o

dobivamo korisnu formulu za nalazenje integrala kompleksne funkcije u slu-

cajevima kada znamo njezin Laurentov razvoj, ili barem koeficijent uz
zZ— 20
Teorem o reziduumima, koji ¢emo sada dokazati, poopcéuje tu formulu.

Teorem 40.1 (o reziduumima za funkcije s konaéno mnogo singulariteta)
Neka je Q C C otvoren skup, f: Q — C funkcija koja je holomorfna osim u
tockama s1,S2,...,Sk, u kojima ima izolirane singularitete, © neka je v zatvo-
ren, u ) nulhomotopan, po dijelovima gladak put, koji ne prolazi niti jednom od
tih tocaka. Tada je

k
/ fdz =2mi Zu(% s;) - res(f,s;) . (1)
vy j=1
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Dokaz: Neka je gj(z) := > a(_jz,b (z—s;) " glavni dio Laurentova razvoja funk-
n=1
cije f oko tocke sj, j = 1,..., k. Definirajmo funkciju h: 2 — C formulom

k
h@%=ﬂ@-§}%@~ (2)

Svaka od funkcija g; je holomorfna na C\ {s;}, pa je funkcija h holomorfna,
osim u tockama s1, s2 ..., Sk, U kojima ima uklonjive singularitete. Primijenimo
li sada Cauchyjev teorem za funkcije s uklonjivim singularitetima, Korolar 39.2,
dobivamo

/ymm:o. (3)

Za svaki j € {1,...,k} je
/gj dz = 2miv(y,s;)res(f,s;) . (4)
gl

Zaista, kako je funkcija g; holomorfna na C\ {s;}, red kojim je ona definirana
konvergira lokalno uniformno na cijelom skupu C\ {s;}, vidi dokaz tvrdnje ()
teorema o jedinstvenosti Laurentova reda, Teorem 38.2, pa, jer put v ne prolazi
tockom s;, taj red konvergira uniformno na y*. Zato mozemo integrirati ¢lan
po ¢lan, pa dobivamo

/gj dz = / Z a(_j)l(z —s;) "dz = a(_j% 2mi v(y,s;) = 2miv(y, s;) res(f,s;) ,
Y Y n=1

jer za n # 1, funkcije z — — imajuna C\ {s;} 2 ~*, primitivou funkciju,

1
(2 —s5)

te je njihov integral duz v jednak nuli.

Zbrajanjem formula (4), iz (2) i (3) dobivamo tvrdnju teorema. u

Teorem 40.2 (o reziduumima) Neka je @ C C otvoren skup, f: Q2 — C
funkcija koja je holomorfna osim u tockama skupa S C Q, u kojima ima izolirane
singularitete, i neka je y: a,b] — Q zatvoren, u Q nulhomotopan, po dijelovima
gladak put, koji ne prolazi niti jednim singularitetom funkcije f, tj. v* NS = ().
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Tada je indeks puta v s obzirom na sve tocke skupa S osim njih konacno mnogo,
jednak nuli, © vrijeds

/ fdz=2mi Z v(v,s)-res(f,s) . (5)

sesS

Dokaz: Primijetimo najprije, da, prema Napomeni 39.1, S, skup singulariteta
funkcije f, nema gomiliste koje pripada skupu €2, jer bi inace to gomiliste bilo
neizoliran singularitet funkcije f. Stoga proizvoljan kompaktan podskup od €2
sadrzi najvise kona¢no mnogo elemenata skupa S.

Neka je v zatvoren po dijelovima gladak put, nulhomotopan u €2, i neka je
H: [a,b] x[0,1] — Q homotopija izmedu 7 i nekog konstantnog puta. Ozna¢imo
s H* := H([a,b] x [0,1]) € Q trag (sliku) homotopije H. Za svaku tocku
z € C\ H* je zatvoren put v nulhomotopan u C\ {z}, pa je v(v,z) = 0,
Propozicija 34.3 (7).

Oznacimo sa Sy := SN H* skup onih singulariteta funkcije f koji se nalaze u
skupu H* ineka je Sp := S\ Sy skup ostalih singulariteta. Zbog kompaktnosti
pravokutnika [a, b] X [0, 1] i neprekidnosti homotopije H, skup H* je kompaktan,
pa je skup Sy konacan, a za sve tocke s € Sp je v(vy,s) =0.

Neka je Q1 := Q\ So. Pokazimo da je to otvoren skup. Neka je z €
proizvoljna tocka. z nije gomiliSte skupa Sp, jer bi to onda bilo i gomiliSte
skupa S, a pokazali smo da takvih u {2 nema. Zbog toga, postoji r > 0 takav
da je K(z,7) CQ\ So = Q, tj. skup ©; je otvoren.

Restrikcija funkcije f na otvoren skup €2y je funkcija koja je holomorfna,
osim u tockama konacnog skupa Sy =: {s1,..., Sk}, a zatvoren put v je nul-
homotopan u €4, jer je H* C ;. Mozemo, dakle, na tu restrikciju primijeniti
prethodni teorem o reziduumima za funkciju s kona¢no mnogo singulariteta, pa
dobivamo

k
/fdz = 2mi Zu(fy,sj) res(f,s;) .
Y j=1

Kako smo dokazali da je v(v,s) = 0 za sve s € Sp, to sumu u prethodnoj

formuli mozemo napisati i kao >, pa smo tako dokazali (5). [ |
seS
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§41 Broj nultocaka i polova meromorfnih funkcija

Primijenit ¢emo sada teorem o reziduumima na odredivanje broja nultocaka i
polova meromorfnih funkcija, a kao jednostavnu posljedicu dobit ¢emo i dokaz
Drugog osnovnog teorema algebre.

Kako meromorfna funkcija, u tockama u kojima nije holomorfna, ima samo
uklonjive singularitete i polove, mozemo uklonjive singularitete zaista i ukloniti,
tako da opcenito mozemo smatrati da meromorfna funkcije ima samo polove.

Za toctku 2o koja je nultocka ili pol funkcije f, s 7(20, f) € N oznacit éemo
red te nultocke odnosno pola.

Teorem 41.1 Neka je f meromorfna funkcija na otvorenom povezanom skupu
Q C C, koja niyge konstanta 0, f £ 0. T' C Q neka je pozitivno orijentirana
kontura koja ne prolazi niti jednom nultockom mniti polom funkcije f i cije je
unutarngje podrucje B sadrzano u §2, te neka je h € H(Q) proizvoljna holomorfna
funkcija. Tada je

1 f/(z) _ / / " "
z! je njlt%éka od f 2! jg p%l od f

Dokaz: Kako je v(I',z9) = 1 za svaku tocku zp € B, to je, prema teoremu o
reziduumima, Teorem 40.2,

/
dz = Z res(h 7 s) . (2)
seEB
s je singularitet od h;—/

)
2mi I‘h( ) f(z)

/
Odredimo reziduume funkcije A = u njezinim singularitetima koji se nalaze

u unutra$njem podrucju B konture I'. U tockama u kojima je funkcija f holo-
morfna i nije jednaka nuli, funkcija h r je holomorfna. Zato se singulariteti
funkcije h s nalaze medu nultockama 1 singularitetima, dakle polovima, funk-
cije f. Niti skup nultocaka niti skup polova funkcije f nema gomilista u €2, pa

/
smo na funkciju h ;— zaista mogli primijeniti teorem o reziduumima.



§41. Broj nultocaka i polova meromortnih funkcija 157

Neka je, prvo, s nultocka funkcije f, i to reda r(s, f) =: n. Prema Teore-
mu 37.4, postoje d > 0 i holomorfna funkcija g € H(K (s,0)), takvi da je

f)=(z—9)"g(2), z€ K(s,9), i
g(2) #0, z € K(s,6).

Za svaki z € K*(s,0) tada vrijedi

P& _n g
o) = M TRy

Kako je drugi sumand, funkcija b 2, holomorfna na krugu K (s, ), to je singu-
g
laritet funkcije thF— zapravo singularitet funkcije z — h(z)——. Razvijemo li
z— S
funkciju A na d-krugu oko s u Taylorov red, vidimo da ako je h(s) = 0, onda je s
uklonjiv singularitet funkcije z — h(z)L, pa je njezin reziduum u s jednak
z—S

nuli, dakle jednak je broju h(s)-n. Ako je h(s) # 0 onda funkcija z — h(z)—

z— S

ima u s pol prvog reda, i njezin reziduum je opet jednak h(s) - n.
Ponovimo li ovo zakljucivanje za svaku nultocku funkcije f koja se nalazi
unutar konture I', dobivamo prvi sumand u (1).

Neka je sada s pol funkcije f reda p. Ako u Laurentovom razvoju funkcije f
oko pola s izluc¢imo faktor (z —s)™P, vidimo da, kao i u slu¢aju nultocke, postoji
d > 0 i holomorfna funkcija g € H(K(s,0)), sa svojstvom g¢(z) # 0 za sve
z € K(s,9), i takva da je

f(z) = g(z), z€ K*(s,0) .

pa zakljucujemo da je

/

res(h-,s) = h(s) - (=p) = —h(s) - 7(s, f) .

Sumiranjem po svim polovima funkcije f koji se nalaze unutar I', dobivamo i
drugu sumu u (1). u

Specijalno, za konstantnu funkciju h(z) = 1 za svaki z, dobivamo
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Korolar 41.2 Neka je f meromorfna funkcijama na otvorenom povezanom
skupu 2, koja nije konstantna, a I' C Q neka je nulhomotopna pozitivno ori-
jentirana kontura, koja ne prolazi niti jednom nultockom niti polom funkcije f.
Tada je

1 [ f(2)

2mi Jr f(2)

gdje je Nv(f) broj nultocaka, a Pr(f) broj polova funkcije f unutar I, i to
racunajuci njihov red, tj. ukoliko je neka nultocka ili pol reda r, treba ju brojati r
puta. |

dz = Nr(f) = Pr(f) , (3)

Integralu na lijevoj strani formule (3) mozemo dati i geometrijski smisao.
Ako napravimo supstituciju (zamjenu varijabli) f(z) =: w, dobivamo
1 f'(z) J 1 dw

(4)

f(T) je po dijelovima glatka zatvorena krivulja, pa je desna strana u prethodnoj
formuli, upravo indeks te krivulje s obzirom na tocku 0. Tako dobivamo

Korolar 41.3 Za meromorfnu funkciju f koja nije konstantna na otvorenom
povezanom skupu Q C C, i pozitivno orijentiranu konturu I' koja je nulhomo-
topna u €2 1 ne prolazi niti jednom nultockom niti polom funkcije f, vrijedi

Nr(f) = Pr(f) = v(f(I),0) . u
Ovaj se korolar naziva i Princip argumenta.

Primjer 41.1 Kao primjer upotrebe prethodnih razmatranja, odredimo kako
su po kvadrantima rasporedene nultocke polinoma

1 8 29 37 52
p(z) = =28 — 227 + EZG —122° + 324 -3

3 2
2 - z°+8z°+1.

Pokazimo, najprije, da p nema realnih nultocaka. Zaista, za derivaciju nala-
zimo (kako trazimo realne nultocke, varijablu oznacavamo sa x)

p'(x) =" — 82° + 292° — 60z 4 742 — 5222 + 162 .

Direktnom provjerom, vidi se da su 0, 1 i 2 nultocke polinoma p’, pa dijeljenjem
dobivamo djelomicnu faktorizaciju

p(z) =2 (x—1)(z—2)(z* - 52% + 122% — 142 + 8)

=:q(z)
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Polinom ¢ faktoriziramo tako da nademo koeficijente a, b, ¢, d koji zadovo-
ljavaju sistem linearnih jednadzbi dobiven usporedivanjem koeficijenata uz iste
potencije od x u produktu

(? + ax +b)(2?* + cx +d) = 2* — 52 + 122% — 142 + 8,
pa dobivamo
p(x)=2(x—1)(x—2)(x* — 20 +2)(2® — 3z +4) .

Kvadratni faktori nemaju realnih nultocaka, pa su tocke 0, 11 2 jedine realne
nultocke derivacije, te, jer se radi o polinomu parnog stupnja kojemu je najstariji
koeficijent pozitivan, p ima, kao realna funkcija, tri stacionarne tocke, i to su
lokalni minimumi u tockama 0 i 2, i lokalni maksimum u tocki 1. Kako je

p(0)=1>0,ip(2) = % > (0, p nema realnih nultocaka.

Pokazimo sada da p nema niti ¢isto imaginarnih nultocaka. Za y € R je

. 1 29 37 . /8 52
pliy) = y* = Ty + Sy =8 + 1+ ' - 127+ 29%) . (5)
=:pr.(Y) =:p;. (v)

Da bi bilo p(iy) = 0, moraju realni i imaginarni dio istovremeno iS¢ezavati.
Imaginarni dio jednak je

4
Pua(y) = 5757 (6y" — 63y° +91) ,

pa je y1 = 0 trostruka nultocka, a ostale ¢etiri jednostruke nultocke su

yas = 3/21 %zil.?)w yo.r = F51/21+ %zﬂ.%z.

Kako je p..(0) =1, pn.(y4) = pr.(ys5) ~ 18.611 1 p.._(ys) = pr.(y7) =~ —1167.39,
to pg. 1 p, Ne mogu istovremeno iSCezavati, tj. p nema nultocaka niti na ima-

ginarnoj osi.
Odredimo sada broj nultocaka polinoma p u prvom kvadrantu. Neka je

R >0, 1ineka jeI' =11 + I's +I'3 kontura sastavljena od sljedec¢ih orijentiranih
lukova (vidi sliku):

I'; je segment realne osi od 0 do R.
I’y je luk kruznice oko 0 radijusa R od tocke R do iR
I's je segment imaginarne osi od i R do 0.
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Prema Drugom osnovnom teoremu algebre, koji ¢emo uskoro dokazati, koro-
lar 41.5, polinom ima kona¢no mnogo nultocaka — tocno onoliko koliki mu je
red. Zbog toga ce, za dovoljno veliki R, sve nultocke polinoma p koje se nalaze
u prvom kvadrantu, biti obuhvac¢ene konturom I'. Kako je polinom holomorfna
funkcija, pa nema polova, bit ¢e, prema prethodnom korolaru, broj tih nultocaka
jednak indeksu krivulje p(I') = p(I'1) + p(I'2) + p(I's) s obzirom na 0. Treba,
dakle, samo priblizno, kvalitativno, odrediti sliku p(I") — detalji nam nisu vazni,
vazno je jedino koliko se puta p(I') ‘namota’ oko 0.

(i) Jer je p polinom s realnim koeficijentima, to za realne varijable p poprima i
realne vrijednosti, pa je p(I'1) segment realne osi, koji sadrzi tocke p(0) = 1

ip(R) ~ %Rs.
(i) Totke luka I'y su oblika Re't, t € [0, g], pa je u tockama luka I'q

64 116 96

, 1 ,
ty _ 8 8it
p(fte”) = gl (1- TRet | 3RZeZt Rt
148 416 64 8
+ Riedit 3RS St T R6 6t * RSeSit)

Kako je R velik, to je izraz u velikoj zagradi u prethodnoj formuli priblizno
jednak 1, pa slika p(I'y) dva puta obilazi priblizno kruznicu oko 0 radiju-

sa %Rg, pocevsi od tocke p(R) do tocke p(i R), za koju, iz formule (5),
vidimo da je Imp(i R) =~ §R7 > 0, jer je R velik.

I's
rsY

o
3y
=y

(747) p(I's) je skup tocaka oblika p(iy), y € [R,0]. Krivulja p(I's) pocinje u
tocki p(i R), gdje je zavrsila krivulja p(I'2), a zavrsava u tocki 1 = p(0),
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gdje je pocela krivulja p(I'y). Pitanje je samo ‘vrti’ li se, i kako, p(I's)
oko 0. Kako bismo to ustanovili, dovoljno je ustanoviti gdje i kako p(I's)
sijece realnu os. Iz (5) vidimo da je za nenegativan realan y, p(iy) realan
samo u nultockama polinoma p,_, tj. u tockama

1 595 _ Lo fop . [595 _

u kojima polinom p poprima priblizno vrijednosti —1167.39, 18.611 i 0.
Kako su yg i y4 jednostruke nultocke polinoma p,_, to krivulja p(I's) pocinje

u tocki p(iR) =~ %RB —|—i§R7 u kojoj zavrsava p(I'z), i koja je u gornjoj
poluravnini, zatim u tocki p(iys) ~ —1167.39 prelazi u donju poluravninu,

pa se opet u tocki p(iys) ~ 18.611 vraca u gornju poluravninu, te zavrsava
u tocki p(0) = 1, gdje je pocetak krivulje p(I'y) (vidi sliku).

Na osnovi ovih razmatranja, zaklju¢ujemo da je indeks krivulje p(T") s
obzirom na tocku 0 jednak 3, pa nas polinom p ima u prvom kvadrantu tri
nultocke (racunajuéi njihov red).

Kako nultocke polinoma s realnim koeficijentima moraju dolaziti u konjugi-
rano kompleksnim parovima, zakljuc¢ujemo da polinom p ima i u cetvrtom
kvadrantu tri nultocke. Prema, ve¢ spominjanom Drugom osnovnom te-
oremu algebre, ukupan broj nultocaka naSeg polinoma p je osam, pa jer
na koordinatnim osima nema nultocaka i jer nultocke dolaze u konjugirano
kompleksnim parovima, mora se joS po jedna nultocka nalaziti u drugom i
u tre¢em kvadrantu.

Cesto se koristi sljedeéi teorem:

Teorem 41.4 (Rouchéov! teorem) Neka su funkcije f i g holomorfne na
otvorenom skupu €2, 1 neke je I' C € kontura cije je i unutrasnje podrucje
sadrzano u Q. Ako za svaki z € T' wrijedi |g(z)| < |f(2)], onda T' obuhvacéa
jednak broj nultocaka funkcija f i f + g (pritom svaku nultocku treba racunati
onoliko puta koliki je njezin red).

Dokaz: Za svaki z € T je |f(2)| > |g(2)| > 0, pa je f(z) # 0. Nadalje, kada bi
neki z € I' bio nultocka funkcije f+g, bilo bi g(z) = —f(2), tj. |g(2)| = | f(2)], su-
protno pretpostavci teorema. Dakle, kontura I' ne prolazi niti jednom nultockom

!Eugene Rouché (1832-1910), francuski matematicar
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funkcija f i f+g, pa, jer se radi o holomorfnim funkcijama, za odredivanje broja
njihovih nultocaka unutar konture I', mozemo primijeniti Korolar 41.2. Tako
dobivamo

e . L1
Ne(f+9) = Ne(f) = 5 /1“ f(z) +9(2) T o r f(2) *

1 _
L[ s, 6
2mi Jro f(2)(f(2) +9(2))

Pokazali smo da je za svaki z € I', f(z) # 0. Stoga, zbog neprekidnosti,
postoji (otvorena) okolina U D T, takva da je f(z) 75 0 za sve z € U, pa je
dobro definirana funkcije h: U — C formulom h(z) := %. Deriviranjem

z
: W) () f(z) —9() f'(2) - - -
nalazimo da je WS = R0 £ Uvrstimo li to u (6), zamjenom
varijable w := h(z), dobivamo
1 h(2) 1 dw
N, CNe(f) = — - (T
(40 =Nl = g [ = g [ SR = vn).0),

gdje je posljednja jednakost dobivena kao ranije u Korolaru 41.3.

Treba jo§ odrediti indeks v(h(I'),0). Kako je za svaki z € T, ?Ezi
4

to je, prema definiciji funkcije h, krivulja h(I") sadrzana u krugu radijusa 1 oko
tocke 1, tj. h(I') € K(1,1). Zbog toga je v(h(I'),0) = 0, pa iz prethodne formule
slijedi da f + g i f imaju jednak broj nultocaka unutar I. |

<1,

Primijetimo da Rouchéov teorem ne tvrdi da funkcije f i f + g imaju iste
nultocke unutar I' — samo da ih je jednako mnogo.

Primjenom Rouchéova teorema, dobivamo sada najavljivani

Korolar 41.5 (Drugi osnovni teorem algebre) Svaki polinom stupnja n, s
kompleksnim koeficijentima, ima toé¢no n nultocaka u C.

Dokaz: Neka je
p(z) =an2"+apn 12"+ +arz+ay, e, €C, a, #0, n>1.

Definirajmo

—1
Ap-1 2" "+ --4+a1z+ag.

!
—~
N
~—
|
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|an—1[t" " + -+ Jar |t + |ao]
lan|tm
R > Ry vrijedi |a,| R™ > |ap_1| R ' + -+ + |a1| R + |ag|. Neka je I' kruznica
oko 0 radijusa R. Iz prethodne nejednakosti vidimo da za svaki z € I' vrijedi
lg(2)|] < |f(2)], pa prema Rouchéovom teoremu zaklju¢ujemo da p = f+g ima u
krugu K (0, R) jednak broj nultoc¢aka kao f, koji ima jednu nultocku, 0, reda n.
Kako to vrijedi za svaki R > Ry, svaka nultocka polinoma p ¢e kad-tad biti
obuhvacena, pa zakljucujemo da p ima tocno n kompleksnih nultocaka. |

= 0, postoji Ry > 0 takav da za sve

Kako je tlim

Primjer 41.2 Promotrimo ponovno polinom

1 g 8 7 29 ¢ 5 37 4 52 3 2
=18 87 296 19,5437 4 523 g2
p(2) rEE o7 z 57 o~ 8z

iz Primjera 41.1, i pokazimo da se sve njegove nultocke nalaze unutar kruga radi-
jusa 3 oko tocke 1, a izvan kruga radijusa 1%, tj. u kruznom vijencu V' (1; 1%, 3).

Razvijemo li polinom p po potencijama od z — 1, dobijemo

S O R B U AR YOV R S OVRE AT SR OV At SOV AV
C R T DL Y SRS R T D CRE T SR VR (S ) R CR O LR
(to je zapravo Taylorov red polinoma p oko tocke 1, a najjednostavnije se dobije

tako da se izracuna p(z + 1), i uzmu koeficijenti dobivenog polinoma). Neka je

_ Lt oty Lo e L N3 y2 1T
9() = 2+ e - L m ) L — 1 - 12
Tada je za |z — 1| =
FE)] = ¢ 3 820,
L o7, 1 96, 1 g4 1 o3 o2 111
< . L. 1. 1 ur
|g(z)\_73+33+43—l—33+3—|—56 596 ,
pa u svim tockama kruznice |z — 1| = 3 vrijedi |g(2)| < |f(2)|. Primjenom

Rouchéova teorema zakljucujemo da polinomi p = f 4+ ¢ i f imaju u krugu
K(1,3) jednak broj nultocaka. Kako polinom f ima u
tom krugu, jednu nultocku, 1, i ona je reda osam, to i
polinom p ima u tom krugu osam nultocaka, a prema ]
Drugom osnovnom teoremu algebre, to su ujedno i sve 1 1
njegove nultocke.
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Neka je sada

111
f) = o
g(z) = %(z— 1)8 — ;(z— 1)7 + %(z— D= L(z-1)"+ %(z— 1)3 — (2 — 1)2.

Tada je za |z — 1| = 1%

111 .
F)] = 5~ 198,

1,98 1,9,\7 1,96 1,94 1,93 9.2
9l < () +2(5) +3() +3(5) T3() + () =152,

pa u svim tockama kruznice |z — 1| = % vrijedi |g(2)| < |f(z)]. Kako je f
konstantan polinom, pa nema niti jedne nultocke, to niti polinom p = f 4+ g u
krugu K (1, %) nema niti jedne nultocke. Sve se, dakle, nultocke polinoma p

nalaze u kruznom vijencu V'(1; %, 3).

Zadatak 41.1 PoboljSajte ocjenu u prethodnom primjeru i pokazite da se sve nul-
tocke polinoma p nalaze u kruznom vijencu V' (1;1, 3).

8§42 Lokalna svojstva holomorfnih funkcija

U ovoj ¢emo tocki, nakon Weierstrassovog pripremnog teorema, dokazati tri poz-
nata teorema: o otvorenom preslikavanju, o maksimumu modula i Schwarzovu
lemu.

Teorem 42.1 (Weierstrassov pripremni teorem) Neka je funkcija f ho-
lomorfna u tocki zo, oznacimo wg = f(z0), i neka je red nultocke zy funkci-
je z — f(z) — wo jednak n. Tada postoje 6 > 0 i ¢ > 0 takvi da za svaki
w € K(wp,€), funkcija z — f(z) —w ima u krugu K(z9,9) tocno n nultoéaka,
racunajuci njthov red.

Stovise, brojevi § i € mogu se odabrati tako da za svaki w € K*(wg,€),
funkcija z — f(z) —w ima u krugu K(z9,0), toéno n razlic¢itih nultocaka.
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S

wo "€

Dokaz: Funkcija z — f(z) —wq je holomorfna i nije konstanta 0 (jer tada njezina
nultoc¢ka zp ne bi mogla biti kona¢nog reda n). Stoga su sve njezine nultocke
izolirane, Teorem 37.4, pa postoji 6 > 0 takav da je zy jedina nultocka funkcije
z + f(z) — wp na zatvorenom krugu K(zp,0). Specijalno, na rubu, tj. za
|z — 20| = 0, vrijedi |f(2) — wg| > 0. Neka je ¢ := min |f(z) —wg| > 0

|z—z0|=0
(minimum postoji jer je kruznica kompaktan skup, a f neprekidna funkcija).
Neka je w € K(wy,¢). Tada za |z — zo| = d vrijedi |wo —w| < e < |f(2) —wp|. 1z
Rouchéovog teorema 41.4, primijenjenog na funkcije z — f(z)—wp i 2z — wp—w,
slijedi da njihova suma, tj. funkcija z — (f(z) — wp) + (wg — w) = f(2) — w,
ima u krugu K(zp, d) jednak broj nulto¢aka kao i funkcija z — f(z) — wq, dakle,
ima ih to¢no n. Time je dokazana prva tvrdnja teorema.

Kako bismo dokazali i drugi dio teorema, primijetimo najprije da ako su o

i € kao u teoremu, onda je i svaki 0’ < d, uz pripadni ¢’ := min |f(2z) — wp|,
|z—z0|=0"

dobar. Nadalje, derivacija f’ funkcije f takoder je holomorfna funkcija, i nije
konstantna funkcija 0, f/ # 0. Naime, u protivhom bi sve njezine derivacije bile
jednake nuli, pa bi funkcija f bila konstantna na K(zg,d). Stoga su i nultocke
funkcije f’ izolirane, pa ¢ mozemo odabrati tako da, osim ranijeg zahtjeva,
vrijedi 1 f'(2) # 0 za sve z € K*(z9,0). Zbog toga su, za proizvoljan w €
K*(f(20),€), sve nultocke funkcije z — f(z) —w u krugu K (2p,d) jednostruke.
Kako ih, racunajuéi red, ima n, moraju sve biti medusobno razlicite. [

Primjer 42.1 Dobra ilustracija Weierstrassovog pripremnog teorema, je funk-
cija f(z) = 2™ = |z|? ™ 38 Ona preslikava kut 2T < yrhom u 0, na cijelu
kompleksnu ravninu C, tj. ravninu ‘namota’ n puta oTllio ishodista. Osim 0, sve
su ostale tocke kompleksne ravnine, slike od po to¢no n razlicitih tocaka, n raz-
licitih n-tih korijena. Weierstrassov pripremni teorem kaze, dakle, da lokalno,
svaka je holomorfna funkcija takva.

Korolar 42.2 (Teorem o otvorenom preslikavanju) Neka je Q2 C C otvo-
ren skup i f: Q — C holomorfna funkcija, koja nije konstantna niti na jednoj
komponenti povezanosti skupa 2. Tada je za svaki otvoren skup U C €, slika
f(U) otvoren skup u C, tj. f je otvoreno preslikavangje.
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Dokaz: Neka je wyg € f(U), i neka je zg € U takav da je f(z9) = wo, tj.
2o je nultocka funkcije z — f(z) — wg. Prema Weierstrassovom pripremnom
teoremu, postoje brojevi 6 > 01 e > 0 takvi da za svaki w € K (wy, ¢), funkcija
z — f(z) —w ima u krugu K(zg,d) barem jednu nultocku. Drugacije receno,
za svaki w € K(wg,e) postoji z € K(z0,0) takav da je f(z) = w. Prema
napomeni na pocetku dokaza drugog dijela Weierstrassovog teorema, broj ¢, i
onda pripadni €, mozemo odabrati tako da, zbog otvorenosti skupa U, bude
K(zp,6) C U, paje tada i K(wg,e) C f(U), sto pokazuje da je skup f(U) C C
otvoren. [ |

Specijalno, vrijedi

Korolar 42.3 Neka je 2 C C otvoren i povezan skup, a f: € — C holomorfna
funkcija koja nije konstantna. Tada je skup f(2) C C otvoren. |

Teorem 42.4 (o lokalnoj invertibilnosti holomorfne funkcije) Neka je
funkcija f holomorfna u toc¢ki zo i neka je f'(z9) # 0. Tada postoje otvoreni
skupovi U 2 29 i V' 3 f(z0) takvi da je f‘U: U — V bijekcija, i inverzna
funkcija g := (f’U)_lz V — U je holomorfna u f(zo)-

Dokaz: 1z pretpostavke f/(zg) # 0, slijedi da je zg jednostruka nultocka funkcije
z — f(z) — f(z0). Nekasud > 01ie > 0 kao u Weierstrassovom priprem-
nom teoremu 42.1, s tim da je § dovoljno malen da vrijedi i f'(z) # 0 za sve
z € K(20,9), §to zbog neprekidnosti funkcije f’ i napomene na pocetku doka-
za drugog dijela Weierstrassovog teorema, mozemo posti¢i. Oznacimo s V :=
K(f(20),e) iU := K(20,0) N f (V). Zbog neprekidnosti funkcije f, skup U je
otvoren. Prema Weierstrassovom teoremu, za svaki w € V = K(f(29),¢), pos-
toji jedan jedini z € K (zg,d) takav da je f(z) = w, Sto znadi da je f|U: U—V

bijekcija. Oznacimo njezin inverz s g := (f|U)_1: V — U. Preslikavanje g je
neprekidno, jer, kako je f, prema prethodnom korolaru, otvoreno preslikavanje,
za svaki otvoren skup U’ C U, skup g—(U’) = f(U’) je otvoren. Stoga su f’U

i g homeomorfizmi.

Ostaje pokazati da je funkcija g holomorfna na V', a za to je dovoljno pokazati
da je g derivabilnana V. Neka su w, w' €V, inekasu z := g(w)iz':= g(w') €U,
tj. w = f(z) 1w = f(2'). Tada je

gw) —gw) Z-z 1
w1’1—>mw w' —w - z1’1—>mz f(z’) — f(z) - zl’lglz f(Z)—f(z) ~

2zl —z
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(U ovom smo rac¢unu mogli zamijeniti limes lim s limesom lim jer su f|U

w’ —w z'—z
i ¢ homeomortfizmi.) Ovaj posljednji limes postoji, jer je f holomorfna na U.
Stoga postoji i prvi od gornjih limesa, tj. funkcija g derivabilna je u w, a kako
je w € V bila proizvoljna tocka, g je derivabilna na V. |

Napomena 42.1 Pokazimo kako se prethodni teorem moze dokazati i koristeci
samo Teorem o inverznoj funkciji iz realne analize, Teorem 12.1, i Cauchy-
Riemannov teorem 31.1.

Naime, funkcija f je holomorfna, pa je f’ neprekidna. Stoga je f, shvacena
kao funkcija f = (u,v): 2 — R%, Q C R2, diferencijabilna klase C*. U tocki

20 = (%o,%0) Jje f'(20) = Owu(zo,y0) + 10zv(z0,y0) # 0, pa, zbog Cauchy-
Riemannovih uvjeta, za Jacobijan nalazimo

(u,v)

| Ozu  Oyu
8($, y) (LE(), yO) -

Ozv  Oyv

Ozu  —O0zv

det Ogv Ozu

= |f'(z0)]* #0,

(z0,y0)

(z0,y0)

tj. diferencijal preslikavanja f = (u,v) je u toc¢ki (xg,yo) regularan. Prema Te-
oremu o inverznom preslikavanju, postoje otvoreni skupovi U oko tocke (z, yo)
i V oko tocke f(zo,y0) =: (&o,m0), takvi da je f’U: U — V bijekcija, a

inverzno preslikavanje g = (p,q): V — U je diferencijabilno klase C!, i vri-
jedi Dg(&,m) = (Df(:r,y))_l, za sve (§,1) = f(z,y) € V. To znaci da je

d(p,q) ~ (0(u,v) -1 1 ( Oz &w)
8(57 ,)7) (57 77) (8(1', y) (377 y)) det %(m’ y) —8361) (%u (z,y) ’

pa i za funkciju g = (p,q) vrijede Cauchy-Riemannovi uvjeti, tj. funkcija g,
shvacena kao kompleksna funkcija, holomorfna je u tocki f(z).

Korolar 42.5 (Teorem o holomorfnom izomorfizmu) Neka je holomorf-
na funkcija f: Q — C injektivna. Tada je f'(z) # 0 za sve z € Q, skup
f(Q) C C je otvoren, i inverzna funkcija g: f(Q) — Q bijekcije f: Q — f(Q)
je holomorfna, tj. f: Q — f(Q) je holomorfni ili analiticki izomorfizam.

Dokaz: Kada bi postojala tocka zy € Q takva da je f'(z9) = 0, onda bi zg bila
nultocka funkcije z — f(2) — f(20) reda barem 2, pa, prema Weierstrassovom
pripremnom teoremu 42.1, funkcija f ne bi mogla biti injekcija na nekoj okolini
tocke 20-

Kako je f injektivno preslikavanje, korestrikcija f: Q — f(Q2) je bijekcija,
pa postoji inverzno preslikavanje g: f(2) — €. Prema Teoremu o otvorenom
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preslikavanju, zapravo Korolaru 42.3, skup f(€2) C C je otvoren, pa ima smisla
govoriti o holomorfnosti preslikavanja g.

Prema Teoremu o lokalnoj invertibilnosti holomorfne funkcije, Teorem 42.4,
oko svake tocke z skupa €2, postoji okolina i na njoj holomorfni inverz funkcije f.
Ali, inverzna funkcija je jedinstvena, pa se takav lokalni inverz, na toj okolini
podudara s restrikcijom funkcije g. Zbog lokalnog karaktera derivabilnosti, to

znaci da i funkcija g ima na toj okolini derivaciju, pa je ona holomorfna u z,
dakle, g € H(Q). u

Kao posljedicu Teorema o otvorenom preslikavanju, dobivamo i

Korolar 42.6 (Teorem o maksimumu modula) Neka je Q@ C C otvoren i
povezan skup, a f: Q — C holomorfna funkcija. Ako f nije konstantna funkcija
onda je ona ili neomedena ili je |f(z)| < sup|f(C)| za svaki z € Q, tj. |f| nema
na podrucju 0 maksimum. (eQ

Dokaz: Prema Teoremu o otvorenom preslikavanju, Korolar 42.3, skup f(Q2) je
otvoren, pa za svaki z € Q, oko tocke f(z) postoji krug K(f(2),e) C f(€2), au

njemu oc¢ito ima tocaka kojima je modul veéi od |f(z)]. u

I sljedec¢a se varijanta prethodnog korolara ¢esto naziva istim imenom, a za
obje verzije se koristi i naziv Princip maksimuma modula.

Korolar 42.7 Neka je K C Q kompaktan skup, a f: Q2 — C holomorfna funk-
cija koja mije konstantna niti na jednoj okolini niti jedne tocke nutrine sku-
pa K. Tada modul funkcije f’K poprima maksimum samo u nekoj tocki ruba

0K = K\ Int K skupa K. u

Malo pojednostavljeno receno, ako je funkcija f holomorfna u svim to¢kama
kompaktnog skupa K, onda modul |f|, koji kao neprekidna funkcija na kom-
paktu mora imati maksimum, taj maksimum poprima jedino u tockama ruba.
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Korolar 42.8 (Schwarzova® lema) Neka je f: K(0,1) — K(0,1) holomorf-
na funkcija takva da je f(0) = 0. Tada je ili | f(2)| < |z| za sve z € K*(0,1), ili
je f rotacija, tj. postoji o € R takav da je f(z) = ze'%, za sve z € K(0,1).

Drugacije receno, holomorfno preslikavanje jedinicnog kruga na sama sebe
koje fiksira srediste kruga, je ili rotacija, dakle, izometrija, ili ima svojstvo da
svaku tocku, osim srediSta koje drzi fiksnim, priblizi sredistu kruga.

Dokaz: Definirajmo pomoénu funkciju ¢g: K(0,1) — C formulom

9(z) == z :
flo , 2=0

Funkcija ¢ je holomorfna na probusenom krugu K*(0, 1) i neprekidna je u 0, pa
je, prema Korolaru 34.11, holomorfna na cijelom krugu K (0, 1).

Neka je z € K(0,1) proizvoljna tocka. Za svaki r takav da je |z| < r < 1,
modul funkcije g’F(O r) poprima maksimum na rubu

toga kruga, Korolar 42.7, tj. postoji tocka z,., |z.| =r,
takva daje |g(2")| < |g(z)| zasve 2’ € K(0,r), specijalno

5 1 7a Z/ = Z. Zbog toga je
%
, 1
KJ 9(2)] < [g(zr)| = el r

Kako to vrijedi za svaki 7, |z| < r < 1, zaklju¢ujemo da je |g(z)| < 1. Tocka z
je bila proizvoljna, pa je |g(z)| < 1 za sve z € K(0,1).

Ako postoji zg € K(0,1) takav da je |g(z0)| = 1, onda je, prema Teoremu o
maksimumu modula, Korolar 42.6, funkcija g konstantna, i to jednaka konstanti
modula 1, pa postoji a € R takav da je g(z) = €'%, dakle i f(z) = z¢e'®, za sve
z € K(0,1). U protivnom je |g(2)| < 1 za sve z € K(0,1), pa je |f(2)| < |z] za
sve z € K*(0,1). u

Schwarzova lema formulira se ¢esto i1 ovako:

Korolar 42.9 (Schwarzova lema) Neka je f: K(0,1) — K(0,1) holomorfna
funkcija takva da je f(0) = 0. Tada je ili | f'(0)| < 1, ili postoji o € R takav da
je f(z) = ze'%, za sve z € K(0,1).

!Karl Herman Amandus Schwarz (1843-1921), njemacki matematic¢ar
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Dokaz: Za funkciju g, kao u dokazu prethodnog korolara, je ili |g(0)| < 1, ili
|g(0)] = 1. U prvom slucaju je |f'(0)| = |g(0)] < 1, a u drugom se, na isti nacin
kao u dokazu prethodnog korolara, pokazuje da je f rotacija. |

Nekad je korisna i oslabljena verzija Schwarzove leme:

Korolar 42.10 Ako je f: K(0,1) — K(0,1) holomorfna funkcija takva da je
f(0) =0, onda je | f(2)| < |z|, za sve z € K(0,1). u
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Laurentova reda, 145
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Taylorova reda, 134
cijela funkcija, 136

cuvati orijentaciju, 39

deltoida, 73
derivacija, 2
kompleksne funkcije, 79
diferencijal, 2
totalni, 16
diferencijalna
0-forma, 16
1-forma, 11
egzaktna, 16
lokalno egzaktna, 24
zatvorena, 19
2-forma, 19
dopustena promjena puta, 27
drugi osnovni teorem algebre, 162
duljina
krivulje, 60
parametrizabilnog skupa, 60
dvostrani red, 137

davolje stube, 66

egzaktna diferencijalna 1-forma, 16
eksponencijalna funkcija, 82

funkcija
analiticka, 131
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cijela, 136
definirana integralom, 106
eksponencijalna, 82
glatka, 48
hiperbolna, 86
holomorfna, 107

u tocki, 107
koordinatna, 2
logaritamska, 83
lokalno primitivna, 90
meromorfna, 151
ogranicene varijacije, 43
po dijelovima glatka, 51
primitivna, 90
trigonometrijska, 86
vektorska, 2

gladak put, 6

glatka funkcija, 48

glatko homotopni putevi, 30
glatko preslikavanje, 3

glavni dio funkcije, 140
Goursat-Pringsheimov teorem, 93

Hahn-Mazurkiewiczev teorem, 53
harmonicka funkcija, 81
havajska nausnica, 54
hiperbolna funkcija, 86
hipocikloida, 73
holomorfna funkcija, 107
u tocki, 107
holomorfni izomorfizam, 167

holomorfnost sume reda potencija,

127
homotopija, 30
zatvorenih puteva, 32
homotopne krivulje, 71
homotopni putevi, 30

identiteta, 82

INDEKS

imaginarna jedinica, i, 78
indeks puta, 27, 101
osnovna svojstva, 102
integral
diferencijalne
1-forme, 12, 71
2-forme, 42
druge vrste, 11
duz puta
diferencijalne 1-forme, 12
realne funkcije, 9
vektorskog polja, 11
kompleksne funkcije, 86, 87
krivuljni
druge vrste, 71
prve vrste, 70
prve vrste, 9
realne funkcije
duz krivulje, 70
vektorske funkcije, 4
vektorskog polja, 71
inverzan put, 13
izoliran singularitet, 146

izoliranost nulto¢aka holomorfne funk-

cije, 132
izomorfizam
analiticki, 167
holomorfni, 167

jedinstvenost

holomorfne funkcije , 134

Laurentova reda, 140

reda potencija, 135
jednako orijentirani putevi, 38
jednostavna krivulja s rubom, 57
jednostavno

povezan skup, 34

zatvoren put, 37

zatvorena krivulja, 58



INDEKS

jednostrani limes, 2
Jordanov luk, 57

karakterizacija
bitnog singulariteta, 151
pola, 149
uklonjivog singulariteta, 147
kardioida, 73
Kochova krivulja, 61
konjugiranje kompleksnih brojeva, 78
kontura, 37
unutrasnje podrucje, 38
konvergencija
lokalno uniformna, 116
niza funkcija
obi¢na, 113
po tockama, 113
reda, 118
uniformna, 114
konzervativno vektorsko polje, 17
koordinate
polarne, 73
krivulja, 55
jednostavna, 57
jednostavno zatvorena, 58
Kochova, 61
orijentirana, 59
po dijelovima glatka, 65
rektifikabilna, 60
zatvorena, 58
krivuljni integral
druge vrste, 71
prve vrste, 9, 70
krug
konvergencije, 126
probusen, 140
kutna forma, wy, 12
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Laplaceova diferencijalna jednadzba,
81
Laurentov
red, 138
jedinstvenost, 140
ocjene koeficijenata, 145
teorem, 138
lema
Abelova, 125
o ocjeni integrala, 88
Szhwarzova, 169
limes
jednostrani, 2
lim sup, limes superior, 125
Liouvilleov teorem, 136
logaritamska funkcija, 83
lokalno
egzaktna forma, 24
primitivna funkcija, 90
uniformna konvergencija, 116
luk, 6
Jordanov, 57

meromorfna funkcija, 151
mnozenje kompleksnih brojeva, 77
modul kompleksnog broja, 77
Morerin teorem, 110

namotajni broj, 27
negativna orijentacija, 38
nulhomotopan zatvoren put, 34
nultocka, 132

izoliranost, 132

ocjene koeficijenata
Laurentova reda, 145
Taylorova reda, 134

wy, kutna forma, 12

op¢i Cauchyjev teorem, 97
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orijentacija, 58, 59
puta, 38
orijentirana krivulja, 59
osnovni teorem algebre, 137
drugi, 162
otvoreno preslikavanje, 165

parametrizabilan skup, 54
parametrizacija, 54

usporediva, 54
parcijalna

integracija, 5

suma, 118
PDG put, 6
Peanovo preslikavanje, 53
ploha, 42
po dijelovima

gladak put, 6

glatka

funkcija, 51
krivulja, 65

pol, 149
polarne koordinate, 73
polinom, 82
potencijal vektorskog polja, 17
potencijalno vektorsko polje, 17
pozitivna orijentacija, 38
pravokutnik, 91
preslikavanje

glatko, 3

otvoreno, 165

Peanovo, 53
primitivna funkcija, 4, 90
princip

argumenta, 158

maksimuma modula, 168
probusen krug, 140
probusena ravnina, 12
put, 6

INDEKS

gladak, 6
inverzan, 13
iste orijentacije, 38
jednostavno zatvoren, 37
nulhomotopan, 34
po dijelovima gladak, 6
regularan, 7

regularan, 6
suprotne orijentacije, 38
zagladivanje, 30
zatvoren, 6

putevi
algebarski ekvivalentni, 28

racionalna funkcija, 82
radijus konvergencije, 126
razdioba
segmenta, 43
red, 118
dvostrani, 137
konvergentan, 118
Laurentov, 138
nultocke, 132
pola, 149
potencija, 125
Taylorov, 129, 130
regularan put, 6
regularni dio funkcije, 140
rektifikabilna krivulja, 60
reziduum, 153
Rouchéov teorem, 161
rub
singularne plohe, 42
rubna tocka, 57

Schwarzova lema, 169

singularitet, 145
bitan, 151
izoliran, 146



INDEKS

pol, 149
uklonjiv, 146
singularna ploha, 42
singularni
dio funkcije, 140
singularni skup, 54
skalarno polje, 17
skup
1-povezan, 34
Cantorov, 65
jednostavno povezan, 34
parametrizabilan, 54
singularni, 54
slika puta, 6
suma
reda, 118
suma puteva, 7
suprotan put, 13
suprotno orijentirani putevi, 38

tangencijalni vektor, 72
tangenta, 71
Taylorov
red, 130
ocjene koeficijenata, 134
teorem, 129
teorem
Casorati-Weierstrass-Sohockij, 151
Cauchy-Hadamardov, 126
Cauchyjev
op¢i, 97
za derivaciju, 89
za funkciju s uklonjivim sin-
gularitetima, 148
za jednostavno povezano po-
drucje, 97
za krug, 96
za pravokutnik, 95
Goursat-Pringsheimov, 93
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Hahn-Mazurkiewiczev, 53
jedinstvenosti
za redove potencija, 135
karakterizacija
bitnog singulariteta, 151
pola, 149
uklonjivog singulariteta, 147
Laurentov, 138
Liouvilleov, 136
Morerin, 110
o derivabilnosti funkcije defini-
rane integralom, 106
o holomorfnom izomorfizmu, 167
o holomorfnosti
derivabilne funkcije, 108
sume reda potencija, 127
o izoliranosti nultocaka holomor-
fne funkcije, 132
o jedinstvenosti
holomorfne funkcije, 134
Laurentova reda, 140
o lokalnoj invertibilnosti holo-
morfne funkcije, 166
o maksimumu modula, 168
0 osnovnim svojstvima indeksa,
102
o otvorenom preslikavanju, 165
o postojanju primitivne funkci-
je na krugu, 91
o reziduumima, 153, 154
o viSim derivacijama derivabine
funkcije, 108
osnovni algebre, 137
drugi, 162
Rouchéov, 161
Weierstrassov pripremni, 164
tocka
rubna, 57
totalna varijacija, 43
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totalni diferencijal, 16
trag puta, 6
trigonometrijska funkcija, 86

uklonjiv singularitet, 146
uniformna konvergencija, 114
unutrasnje podrucje konture, 38
usporedive parametrizacije, 54

vanjski diferencijal
diferencijalne O-forme, 16
diferencijalne 1-forme, 19
vanjsko podrucje konture, 38
varijacija
funkcije, 43
totalna, 43
vektor
tangencijalni, 72
vektorska funkcija, 2
vektorsko polje, 11
konzervativno, 17
potencijalno, 17

Weierstrassov pripremni teorem, 164

zagladivanje puta, 30
zatvoren
put, 6
zatvorena
diferencijalna 1-forma, 19
krivulja, 58



