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1. Neka je 𝑓 : S1 → R neprekidno preslikavanje. Dokaži da postoji 𝑧 ∈ S1 takav
da je 𝑓(−𝑧) = 𝑓(𝑧). [Uputa: Promatraj funkciju ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑒i𝜋𝑡) − 𝑓(−𝑒i𝜋𝑡)
na [0,1].]

2. (𝑎) Neka je 𝐴 ⊆ 𝐾(0, 1/2) ⊆ C J-izmjeriv skup (skup koji ima površinu).
Za 𝑧 ∈ 𝑆 := 𝜕𝐾(0, 1/2) označimo s 𝐷𝑧 dijametar kružnice 𝑆 odred̄en
točkom 𝑧, a 𝐿𝑡 neka je pravac okomit na 𝐷𝑧 koji siječe 𝐷𝑧 na udaljenosti
𝑡 ∈ [0,1] od točke 𝑧. Označimo s 𝑎1(𝑡) površinu dijela skupa 𝐴 koji
se nalazi s one strane pravca 𝐿𝑡 koji je bliži točki 𝑧, a s 𝑎2(𝑡) površinu
onog drugog dijela skupa 𝐴. Definirajmo 𝑓(𝑡) := 𝑎2(𝑡)− 𝑎1(𝑡). Dokaži
da postoje 𝑎,𝑏 ∈ [0,1], 𝑎 ≤ 𝑏, takvi da je 𝑓(𝑡) = 0 za 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 (može
se dogoditi da je 𝑎 = 𝑏).

(𝑏) Uz oznake iz (𝑎) definirajmo funkciju ℎ𝐴 : 𝑆 → R s ℎ𝐴(𝑧) := 𝑎+𝑏
2 . Uvjeri

se da je funkcija ℎ𝐴 neprekidna i da vrijedi ℎ𝐴(−𝑧) = 1− ℎ𝐴(𝑧).
(𝑐) Dokaži sljedeći teorem o palačinkama: Neka su 𝐴,𝐵 ⊆ R2 omed̄eni

J-izmjerivi skupovi. Tada postoji pravac koji dijeli svaki od tih skupova
na dva dijela jednakih površina1. (Primijeti da skupovi 𝐴 i 𝐵 ne moraju
biti povezani i ne moraju biti disjunktni.) [Uputa: Promatraj funkciju
ℎ𝐴 − ℎ𝐵 i primijeni rezultat zadatka 1.]

3. Neka je 𝑓 : S2 → R2 neprekidno preslikavanje takvo da je 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) za
sve 𝑥 ∈ S2. Dokaži da postoji točka 𝑥 ∈ S2 takva da je 𝑓(𝑥) = 0.

4. Dokaži sljedeći teorem o sendviču: Neka su 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ R3 omed̄eni J-izmjerivi
skupovi. Tada postoji ravnina u R3 koja svaki od ta tri skupa dijeli u dva
dijela jednakih volumena2. (Kao i u zadatku 2, skupovi 𝐴 i 𝐵 ne moraju biti
povezani i ne moraju biti disjunktni.) [Uputa: Koristi ideje iz zadatka 2 i
posluži se rezultatom iz zadatka 3.]

1Zahtjev da skupovi 𝐴 i 𝐵 imaju površinu, tj. da su J-izmjerivi, može se zamijeniti zahtjevom
da su skupovi 𝐴 i 𝐵 izmjerivi u Lebesgueovom smislu.

2Umjesto J-izmjerivosti može se zahtijevati izmjerivost u Lebesgueovom smislu.


