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Predgovor

Ovaj udzbenik se temelji na predavanjima koja sam posljednjih nekoliko godina
drzao studentima druge godine matematike. Matemati¢ka analiza je jedna, a
brojka 3 u naslovu se samo odnosi na ¢injenicu da materijal koji je ovdje obraden
odgovara ve¢em dijelu sadrzaja analize koja se predaje u treéem semestru stu-
dija. Stoga ovo i nije udzbenik pocetnog kursa analize. Neko iskustvo s realnim
funkcijama jedne varijable je potrebno. Takoder se pretpostavlja poznavanje
osnovnih pojmova i ¢injenica iz linearne algebre.

U prvom poglavlju Neprekidnost i limes obradene su topoloske ¢injenice
potrebne u kasnijim poglavljima. Definirat ¢emo samo one pojmove i dokazati
samo one ¢injenice koje ¢emo kasnije efektivno i koristiti. Stoga neke stvari,
kojima bi ovdje bilo prirodno mjesto, nece biti niti spomenute. Potpunije i
detaljnije se o svemu tome, na nasem jeziku, moze naéi u [6].

U drugom poglavlju, Diferencijal i derivacije, obraden je diferencijalni
racun (vektorskih) funkcija vise realnih varijabli. Dokazani su osnovni teoremi:
srednje vrijednosti, o implicitnoj funkciji i o inverznoj funkciji. Na kraju je
dokazan i teorem o dovoljnim uvjetima za postojanje lokalnog ekstrema.

U trecem poglavlju; Riemannov integral, obraden je Riemannov integral
realne funkcije vise varijabli. Zbog jednostavnosti oznaka sve se radi za funkcije
dvije varijable, jer veci broj varijabli ne donosi nista kvalitativno novog, a dokazi
su tehnicki slozeniji u nekim detaljima.

Zadaci koji se nalaze na kraju paragrafa ili poglavlja nisu zamisljeni da zami-
jene neku zbirku zadataka, ve¢ da upotpune osnovni tekst ilustrirajuéi pojedine
pojmove i teoreme, a ponegdje i uvodeéi nove pojmove. Njih je izabrao i sas-
tavio Damir Baki¢ koji je viSe godina vodio vjezbe uz ovaj kolegij. Na kraju
su date i upute za rjeSenja, iako je bolje da svaki student sam rijesi §to vise
zadataka.
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U knjizi se koriste oznake i simboli koji su i inac¢e uobic¢ajeni u matematickoj
literaturi, i nastojao sam da oznake budu konzistentne kroz ¢itavu knjigu. Jedna
manje uobi¢ajena oznaka, koju koristim, je f~ (A) i f  (y) kojom se, za funkciju
f: X — Y, oznagava original skupa A C Y odnosno tocke y € Y, tj. f~ (A) :=
{reX:flx)e A}if (y) :={r € X : f(xr) = y}. Standardno se u tu svrhu
koriste oznake f~1(A) i f~1(y), ali kako se ne bi brkalo s inverznom funkcijom,
sve se Gesce koristii f~ .

Na kraju, zahvaljujem svima koji su direktno ili indirektno pomogli da se ova
skripta izdaju i budu $to bolja. To se posebno odnosi na Damira Bakic¢a s kojim
sam o mnogim stvarima diskutirao i prije nego li je bilo govora o skriptama,
recenzente Sibu Mardesi¢a i Mirka Primca, koji su pazljivo procitali rukopis, i
svojim primjedbama i sugestijama utjecali na mnoge dijelove teksta. Takoder
sam zahvalan studentima koji su pitanjima, intervencijama i sugestijama dopri-
nijeli da neke stvari budu jednostavnije i razumljivije.

Uz trece izdanje:

U odnosu na prethodno izdanje, osim §to su ispravljene uocene greske, neki
su dijelovi dopunjeni i/ili promijenjeni. To se, u prvom poglavlju, prvenstve-
no odnosi na o¢uvanje Cauchyevog svojstva nizova pri uniformno neprekidnim
preslikavanjima, i prosirenje takvih preslikavanja sa gustog podskupa, te do-
kaz Tietzeovog teorema. U drugom je poglavlju naglasenija distinkcija izmedu
diferencijabilnosti i postojanja parcijalnih derivacija, i preciznije je, $to se tice je-
dinstvenosti, iskazan, i dokazan, teorem o implicitnoj funkciji. Trece je poglavlje
malo reorganizirano, te je proSireno razmatranje integrabilnosti na J-izmjerivim
skupovima i dodan je teorem srednje vrijednosti za Riemannov integral. Osim
toga je nesto detaljnije napravljen dokaz teorema o zamjeni varijabli u dvos-
trukom integralu, §to je zahtijevalo i neka dodatna razmatranja u prethodnim
paragrafima.

U Zagrebu, 2002. Sime Ungar
Slika na koricama je jo$ jedan pogled

na graf funkcije iz Primjera (iv) na
stranici 34.
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Neprekidnost i limes

konstantne funkcije 0 i 0, tj. funkcije za koje je O(x) = 0 odnosno 1(z) = 1 za
sve x € X.

§1 Otvoreni i zatvoreni skupovi

Osnovni ambijent u kojem ¢emeo raditi (realnu) analizu je n-dimenzionalni
euklidski' prostor R". Kao skup on se sastoji od uredenih n-torki realnih
brojeva, a njegove elemente ¢emo oznacavati velikim slovima H, K, L, P, Q, itd.
Dakle

R"={P: P=(x1,...,x,), z; ER, i=1,... ;n}.

U niskim dimenzijama upotrebljavat éemo oznake P = x u R!, P = (z,y) u R?
i P = (x,y,2) u R3 i pisat éemo R umjesto R'. Koordinate pojedinih tocaka
u R™ standardno éemo oznacavati ovako: H = (hy,... ,hy), K = (k1,... ,kn),
L= (l1yo b)), P=(z1,...,7), Po=(2%,...,22), Q = (Y1, - yn)-

R" je snabdjeven strukturom realnog vektorskog prostora pri ¢emu zbrajamo
i mnozimo skalarima po koordinatama. Stoga ¢emo elemente (tocke) prostora
R™ ¢esto zvati i vektorima. Standardnu ili kanonsku bazu ¢ine elementi

e1 = (1,0,0,...,0), ez = (0,1,0,0,...,0), ... ,en = (0,0,0,...,0,1).

IEuklid iz Aleksandrije (~ 325-265 pr.Kr.), anticki matematicar
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U R" definiran je skalarni produkt s

P| Q szyz

koji definira euklidsku normu

1Pl =

Koriste¢i Cauchyevu nejednakost, pokazuje se da norma || ||: R — R ima
sljedeca svojstva:

(N1) |P||>0, PeR"

(N2) |P|=0&P=0

(N3) ||AP]| = |MIIPI, AeR,PeR™

(N4) [[P+ell <[Pl+]Ql, PQeR™
pa je (R™,]| ||) normiran vektorski prostor.

Pomocéu norme definirana je (standardna) euklidska metrika ili udalje-
nost

d(P,Q) = [|P=Qll =

Metrika d: R™ x R™ — R ima sljede¢a svojstva:

(M1) d(P,Q)>0, P,Q¢cR"
(M2) d(P,Q) = 0 P

(M3) d(P,Q)=d(Q,P), P,QeR"

(M4) d(P,Q) < d(P,R) +d(R,Q), P,Q,ReR".

Mi éemo u R™ koristiti isklju¢ivo euklidsku normu odnosno euklidsku me-
triku. Za definiciju nekih drugih normi i metrika na R", kao i odnose prema
euklidskoj normi i metrici, vidi zadatke 24-29 i 34.

Za matematicku analizu je, osim vektorske, vazna i topoloska struktura pros-
tora R"™.

Vazan tip podskupova na pravcu, tj. u R, su otvoreni intervali

(a,b) :={x eR:a <z <b}.
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Uz oznake xg := GT—H) (srediste) i r = b_Ta, je (a,b) ={z eR: |z — x| <7}

Ovakav opis otvorenog intervala je pogodan za generalizaciju. Za tocku
Py € R? i broj r > 0, otvoreni krug oko P, s radijusom r je skup

K(Py,r) = {P=(z,y): /(x —20)2 + (y — yo)2 <r} CR?,

au R3 éemo za Py = (0, o, 20) i 7 > 0, skup

K(Py,r):={P=(2,9,2): /(& —20) + (y —90)2 + (2 — 20)2 <1} CR?

zvati otvorenom kuglom oko Py radijusa r. Analogno za Py € R™ i r > 0, skup

K(Py,r) := {P =(T1,... ,&y):

zovemo otvorenom kuglom oko P, radijusa r. Keriste¢i pojam metrike, ovo
se elegantnije zapisuje ovako :

K(Py,r) ={P € R" : d(P, Py) < r}.

U mnogim razmatranjima koja ¢emo provoditi nece biti vazna algebarska
struktura prostora, ve¢ samo metricka struktura. Stoga ¢e ¢esto biti preglednije,
i Sto se oznaka tiCe jednostavnije, takva razmatranja vrsiti na nivou metrickih
prostora.

Definicija 1.1 Par (X,d) nepraznog skupa X i realne funkcije d: X x X — R
koja zadovoljava uvjete (M1) — (M4) zove se metri¢ki prostor. Funkciju d
zvat ¢emo razdaljinskom funkcijom ili metrikom na X.

Ukoliko je mevazno o kojoj se konkretnoj funkciji d radi ili kada je to iz
konteksta jasno, govorit ¢emo naprosto o metrickom prostoru X.

Skup K(Fy,r) := {P € X : d(P,Py) < r} zovemo otvorenom kuglom
oko Py radijusa r. U slucaju kada zelimo naglasiti o kojem se prostoru radi
koristit ¢éemo oznaku Kx (Py,r).

Za skup U C X kazemo da je otvoren ako za svaku tocku P € U, postoji
broj r > 0 takav da je K(P,r) C U. Dakle otvoreni skupovi su toéno oni skupovi
koji se mogu prikazati kao unije nekih familija otvorenih kugala. Prazan skup ()
smatramo otvorenim po definiciji.
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Primjeri 1.1 (i) Otvorena kugla K (P, ) je otvoren skup. Zaista, neka je P €
K(Py,r) ineka je r1 :=r — d(P, Py). Tada za proizvoljnu tocku P’ € K(P,ry)
vrijedi

d(P',Py)) <d(P',P)+d(P,Py) <ri +d(P,Py) =r

paje K(P,T‘1) gK(Po,’I").

R
b,
o»
o
P/
5 %
T T
al bl
Otvorena kugla Otvoren pravokutnik

o
(#4) Produkt otvorenih intervala I := (ay,by) X {(ag, b2) X -+ - X {an,b,) CR"™
je otvoren skup i zvat ¢emo ga otvoreni paralelepiped (otvoren pravokutnik,
o
u dimenziji n = 2). Zaista, za tocku P = (z1,...,2,) € I", neka je r :=
min{|z; — a;|,|x; — b;i| : i =1,...,n}. Lako je provjeriti da je K(P,r) C I™.

Familija U svih otvorenih skupova u metrickom prostoru (X, d) ima sljedec¢a
svojstva:

(T1) prazan skup 0 i ¢itav prostor X su otvoreni skupovi, tj. pripadaju fami-
liji U
(T2) unija proizvoljne familije otvorenih skupova je otvoren skup

(T3) presjek svake kona¢ne familije otvorenih skupova je otvoren skup.

Opcenito, ako je X neprazan skup, a U C P(X) neka familija podskupova
od X koja ima svojstva (T'1),(72) i (T3), onda ureden par (X,U) zovemo
topoloski prostor, a familiju U topoloskom strukturom ili topologijom
na X. Elemente familije U zovemo otvorenim skupovima.

Napomena 1.1 Kada se ne specificira metrika d, trebalo bi zapravo govoriti
o metrizabilnom prostoru X, i pod tim podrazumijevati (topoloski) prostor X
s bilo kojom metrikom koja inducira danu topologiju. S druge strane, metricki
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prostor bi uvijek trebao biti par (X,d) skupa X i neke metrike d. Naime,
neke stvari, kao naprimjer neprekidnost i konvergencija, ovise samo o topoloskoj
strukturi prostora, dok neke, kao uniformna neprekidnost i potpunost, ovise o
odabranoj metrici. Ipak, najces¢e se ne postupa tako pedantno, i govori se
jednostavno o metrickom prostoru X.

Okolina tocke P € X je svaki otvoreni skup U koji sadrzi tocku P, tj.
P e U. Okolina skupa S C X je svaki otvoren skup U koji sadrzi skup 5, tj.
S C U. Primijetimo da je otvoren skup okolina svake svoje tocke.

Definicija 1.2 Za skup F' u topoloskom prostoru X kazemo da je zatvoren,
ukoliko je njegov komplement X \ F' otvoren skup.

Primjeri zatvorenih skupova u euklidskim prostorima su :
zatvoren interval ili segment I = [a,b] ={z e R:a <z < b}
zatvoren paralelepiped I = [a1,b1] X [ag, ba] X ... X [ap, b,] CR™
n-dimenzionalna sfera S = {P € R"".:||P|| =1}

zatvorena kugla K(Py,r) := {P :d(Py,P) <r}.

Teorem 1.1 Neka je A C R zatvoren meprazan skup koji je omeden odozdo.
Tada je inf A € A, tj. skup A ima minimum. Analogno, ukoliko je A omeden
odozgo, onda je sup A € A, tj. A ima maksimum.

Dokaz: Pretpostavimo da inf A ¢ A, tj. inf A € R\ A. Kako je A zatvoren,
tj. R\ A otvoren, postoji » > 0 takav da je (inf A — r,inf A+ r) C R\ A. No
tada bi i broj inf A + g bio donja meda skupa A, koja je veta od inf A, Sto
je u suprotnosti s'definicijom infimuma kao najveée donje mede. Analogno se
dokazuje tvrdnja za supremum. [ |

Koristeéi svojstva (T'1) — (T'3) otvorenih skupova i De Morganovih! jedna-
kosti, lako se dokazuje da su prazan skup () i ¢itav prostor X zatvoreni skupovi,
da je presjek proizvoljne familije zatvorenih skupova zatvoren skup i da je unija
konaé¢ne familije zatvorenih skupova zatvoren skup.

Uoc¢imo na ovom mjestu da ima skupova koji nisu niti otvoreni niti zatvoreni,
npr. poluotvoren interval [a,b) C R ili skup {(z,y) € R? : & > 0,y > 0},

I Augustus De Morgan (1806-1971), engleski matematicar
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ali i takvih skupova koji su i otvoreni i zatvoreni, npr. prazan skup ) i citav
prostor X.

Neka je (X, d) metricki prostor, a Y C X podskup. Tada restrikcija dy :=
dlyxy: Y xY — R ocito zadovoljava uvjete (M1) — (M4), pa je (Y, dy) takoder
metricki prostor koji zovemo potprostor od (X,d). Udaljenost dviju tocaka
iz Y jednaka je bez obzira da li na njih gledamo kao na tocke iz Y ili iz X, pa
¢emo i metriku dy oznacavati jednostavno s d. Za otvorene kugle ocito vrijedi
Ky (P,r) = Kx(P,r)NY. Ako je U C X otvoren skup, onda je presjek U NY
otvoren u potprostoru Y. Ali i obratno, ako je V' C Y otvoren u potprostoru Y,

X onda postoji skup U otvoren u X takav da je V =
UNY. Ova ¢injenica, koju nije tesko provjeriti, sluzi
kao definicija potprostora topoloskog prostora X: Za
podskup Y C X kaze se da ima relativnu ili indu-
ciranu topologiju ukoliko je skup V C Y otvoren
u Y ako i samo ako postoji skup U C X otvoren u
X takav da je V =Y NU. U tom se slucaju kaze da
je Y potprostor topoloskog prostora X. Lako se
pokazuje da je skup B C Y zatvoren u potprostoru Y
ako i samo ako postoji skup F' C X zatvoren u X takav daje E=Y NF.

Primijetimo da ako je Y C X otvoreni U €Y otvoren uY (tj. s obzirom na
topologiju potprostora Y), onda je U otvoren i u X. Analogno, ako je Y C X
zatvoren i A CY zatvoren u Y onda je A zatvoren iu X.

Definicija 1.3 Neka je A C X proizvoljan podskup (topoloskog) prostora X.
Tada definiramo skupove:

Int A:=J{U:U C A, U otvoren u X'}
A:=ClA:=N{F:F2A, F zatvoren u X}
OA=TFrA:=ANnX\A
Skup IntA zovemo nutrinom ili interiorom skupa A. Zbog svojstava
(T'1) —(T'3) je Int A otvoren skup i to je o¢ito najveéi otvoren (u X) skup koji
je sadrzan u A. Skup A je otvoren ako i samo ako je A = Int A.

Skup A zovemo zatvaracem ili zatvorenjem skupa A. Zbog svojstava
familije svih zatvorenih skupova je A zatvoren skup i to je najmanji zatvoren
(u X) skup koji sadrzi skup A. Skup A je zatvoren ako i samo ako je A = A.
Za svaki podskup A C X je A= A.

Skup 0A je zatvoren skup koji zovemo rubom ili granicom skupa A.
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Napomenimo odmah da su nutrina, zatvara¢ i rub skupa A gotovo uvijek
ovisni o tome u kojem prostoru se skup A nalazi.

Primjeri 1.2
(i) Za interval A = (0,1) CR je Int A= (0,1) = A, A =[0,1],04 = {0,1}.
(ii) Za kuglu A = K(Py,7) C R" je Int A = K(Py,r) = A, A = K(Py,7),

OA={P:d(P,Py) =1} =K(Py,r)\ K(Py,r).

Specijalno je K (0,1) = S*~!, gdje je K(0,1) C R” jedini¢na kugla oko
ishodista.

(iii) ZaA=QCRjelntA=0, A=R, 0A =R.
(iv) Za A= {(z,0):0<z <1} CR?jelntA=0, A= {(z,0):0 <z <1}

CR? 04 = A.
(v) U segmentu [a,b] C R kao potprostoru od R, tj. obzirom na euklidsku
metriku d(z,y) = |z — y|, x,y € [a,b], su tipi¢ne okoline krajeva a i b,

poluotvoreni intervali [a, t) odnosno (¢, b], t € {a,b). Tipi¢ne okoline ostalih
tocaka, tj. tocaka x € (a,b), su otvoreni intervali (t1,ts) takvi da je a <
th <z <ty <bh.

(vi) Identificiramo li realan broj z € R's parom (z,0) € R? mozemo na R
gledati kao na vektorski i topoloski potprostor od R2.

Uoci da je skup A u (i) i (iv) zapravo ‘isti’ skup, ali su Int A i 9A razliciti,
ovisno o tome da li na A gledamo kao na skup u R ili u R2.

Definicija 1.4 Neka je A podskup metrickog prostora X. Za tocku Py € X
kazemo da je gomiliste skupa A ako svaka okolina U tocke Py sadrzi besko-
nac¢no mnogo elemenata skupa A. Skup svih gomilista skupa A oznacavamo
s A%, Skup A? ponekad se naziva derivatom skupa A, pa otuda i oznaka.

Primijetimo da gomiliste skupa A moze, ali i ne mora, pripadati skupu A.
Za tocku skupa A koja nije ujedno i njegovo gomiliste kazemo da je izolirana
toc¢ka skupa A.

Primjeri 1.3
(i) A=(0,1) CR, At = [0,1].

(i) A=10,1]U{3} C R, A% = [0,1]. Uoci da tocka 3 nije gomiliste skupa A,
iako mu pripada.
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(i) A:{%:neN}QR, A = {0}.
(iv) A=NCR, A =.
(v) A=QCR, A?=R.

Dokazimo sada neke osnovne ¢injenice o uvedenim pojmovima.

Teorem 1.2 Neka je A podskup metrickog prostora X. Tocka Py € X je gomi-
liste skupa A ako i samo ako svaka okolina U tocke Py sadrzi barem jednu tocku
skupa A razli¢itu od tocke Py, tj. U N (A\ {Py}) # 0.

Dokaz: Ovaj smjer je trivijalan.

Neka je U proizvoljna okolina tocke F,. Po pretpostavei postoji tocka
P, e Un(A\{Py}). Kako je jednoclan skup {P;} zatvoren, to je skup U; :=
UN{Pi} =UnN(X\{P1}) otvorena okolina tocke Py. Stoga po pretpostavci
pOStOji tocka PQ S U1 n (A \ {Po}) - U. Skup UQ = U1 \ {PQ} = U\ {Pl,PQ}
je okolina tocke Py pa odaberemo tocku P3 € Ua N (A \ {Fo}) i taj postupak
nastavimo dalje. Prema izboru tocaka P,,n € N, ocito je da je skup {P, : n €
N} beskonacan skup tocaka iz A u zadanoj okolini U tocke Py, pa je Py gomiliste
skupa A. [ |

Svojstvo iz prethodnog teorema nije op¢enito u topoloskom prostoru ekvi-
valentno definiciji gomilista skupa. U dokazu dovoljnosti koristili smo zapravo
¢injenicu da je u metrickom prostoru skup koji se sastoji od jedne tocke zatvoren.
U topoloskim prostorima u kojima to nije ispunjeno, teorem zaista ne vrijedi. U
nekim kasnijim razmatranjima koristit ¢emo ¢injenicu da u metrickom prostoru
svake dvije razli¢ite tocke imaju medusobno disjunktne okoline (takoder jedno
svojstvo koje nema svaki topoloski prostor). Stoga éemo odsada, da ne bismo
¢esto mijenjali ambijent, raditi u metrickim prostorima, a samo ponekad ¢emo
ukazati kako se postupa opéenito u topoloskim prostorima.

Teorem 1.3 Podskup A metrickog prostora X je zatvoren ako i samo ako sadrzi
sva svoja gomilista.

Dokaz: Neka je skup A zatvoren i Py gomiliste od A. Pretpostavimo da
Py ¢ A. Tada je Py € X \ A sto je otvoren skup oko tocke Py pa bi, prema
definiciji gomilista, moralo biti (X \ A) N A # 0, §to nije.

Neka skup A sadrzi sva svoja gomilista. Dokazimo da je A zatvoren, tj.
X \ A otvoren skup. Neka je P € X \ A. Tvrdimo da postoji otvoren skup U
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takav da je P € U C X \ A. Kada tako ne bi bilo onda bi svaka okolina U
tocke P sadrzavala barem jednu tocku skupa A (koja bi morala biti razlicita
od P jer P ¢ A), pa bi, prema prethodnom Teoremu 1.2, tocka P bila gomiliste
skupa A, te bi moralo biti P € A. [ |

Dokazimo sada neka osnovna svojstva zatvaraca, nutrine, ruba i skupa gomi-
lista, koja ¢emo koristiti u razli¢itim situacijama u ovom i narednim poglavljima.

Propozicija 1.4 Neka su A i B podskupovi metrickog prostora X . Tada vrijedi
sljedece:
(7) Ak0j AC B ondaje AYCBYiACB
(i) A =AUB
(7i1) A CANB
(i) ( ) C Ad
)
)

(v
(vi) A= AU A%,
Stoga je x € A ako i samo ako svaka okolina U tocke x sadrzi barem jednu
tocku skupa A, tj. UNA # 0, a z € QA ako i samo ako svaka okolina

U tocke x sadrzi barem jednu toéku skupa A i barem jednu tocku skupa
X\ A (komplementa), tj. UNA#Q iU N (X \ A) # 0.

(vii) A =Int AUOA i pritom jeInt ANOA =), te je 0A = A\ Int A
(viii) A\BCA\B
(iz) O(AUB)UO(ANB)U(OANOB) =0AUOIB

A? je zatvoren skup.

Dokaz:

(7) Slijedi neposredno iz definicije gomilista, odnosno zatvaraca skupa.

(ii) Zbog A C A1 B C Bje AUB C ZUE; Kako su skupovi A i B
zatvoreni to je, po definiciji zatvaraca, AUB C A U B. Obratna inkluzija
dobije se primjenom svojstva (7).

(#4i) Neposredno iz (7).

(iv) Neka je Py € (A9)? i neka je U proizvoljna okolina tocke Py. Tada je,
prema definiciji gomilista, skup U N A% beskona¢an. Neka je P € U N A%. Kako
je P € A%, a U okolina tocke P, to je i skup U N A beskonacan, tj. Py € A%

(v) Zatvorenost skupa A? slijedi iz svojstva (iv) i Teorema 1.3
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(vi) Dokazimo najprije da je A C AU A?. Neka je P € A. Ako P ¢ A? onda
postoji okolina U tocke P takva da je U N (A\ {P}) = 0. Pretpostavimo da P
ne pripada niti skupu 4, tj. P ¢ A. Tada je A\ {P} = A, paje UNA =10,
tj. A € X \ U. Kako je skup X \ U zatvoren to je, po definiciji zatvaraca, i
A C X\ U, ¢ime smo dobili kontradikciju, jer je P € Ai P € U.

Da dokazemo obratnu inkluziju, primijetimo da je A C A, a kako je skup A
zatvoren prema svojstvu (i) i Teoremu 1.3 vrijedi A4 C (A)? C A pa je i
AU AL C A

(vii) Pokazimo da je A C Int A U A, obratna inkluzija je ocita. Neka je
P € A. Ako P ¢ Int A onda svaka okolina U tocke P sije¢e komplement X \ A,
paje Pc X\ A. Stogaje Pc ANX\ A=0A.

(viii) Nekaje P € A\ B= AN (X \ B) i neka je U otvorena okolina tocke P.
TadajeiV := UN(X\B) C X\ B otvorena okolina tocke P, paje VN AN(X\
B) # 0. Stoga jei UN(AN(X\B)) #0,tj. P€ An(X\B)=A\BCA\B.

(iz) Ocito je 0AN OB C 0A U 0B. Pokazimo da su i ostala dva ¢lana
unije na lijevoj strani sadrzana u desnoj strani.
O(AUB) = AUBNX\(AUB)=(AUB)N(X\A)N(X\B)=
= (AN AN (XNB) UBNX VAN (X\B)) €

IANB)=AnNBnX\(ANB)=ANBN(X\A4)U ( \B):
=ANBN(X\AUX\B)CANnBN(X\A B) C
C@ANX\A)U(BNX\B)=0AUdB.

Pokazimo najprije da je skup dA sadrzan u lijevoj strani. Vrijedi X =
Int BUAB U (X \ B), pa je 0A = (0ANInt B) U (0ANIB) U (0AN (X \ B)).

Srednji sumand je ve¢ sadrzan u lijevoj strani. Dokazimo to i za prvi i treci
sumand.

Vrijedi
ANt B = (ANX\A)N(X\X\B)C
A\X\BCA\(X\B)=4

AN(X\X\B) =
NnB
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i0ANIntB C 0A C X\A C X\ (ANB), paje dANIntB C 9(AN B).
Nadalje,

AN (X\B)=AnX\AN(X\B)C X\A\BC
CX\AD\B=(X\A4)N(X\B)=X\(AUB),

i90AN(X\B)CACAUB,pajedAN(X\B)CI(AUB). [ |

Napomena 1.2 Opéenito je (A%)? # A?. Jednostavan primjer koji to pokazuje
je skup A := {l :n € N} C R, za koji je A% = {0}, a (A4)4 = 0.
n

Definicija 1.5 Udaljenost toéke © do skupa A u metrickom prostoru (X, d)
definira se kao broj
d(z, A) := inf{d(z,a) : a € A}.

Iz tvrdnje (vi) prethodnog teorema lako se dokazuje sljedeca karakteri-
zacija zatvaraca u metrickim prostorima:

Korolar 1.5 Neka je X metricki prostor i A € X proizvoljan podskup. Tada
je A={re X :d(z,A) =0}

Dokaz: Ako je v € A= AU A% ‘onda za svaki ¢ > 0 postoji a € A takav da je
a € K(z,¢), tj. d(z,a) < e. Stoga je d(xz, A) = 0. Obratno, ako je d(xz,A) =0
onda za svaki € > 0 postoji a € A takav da je d(z,a) < ¢, pa je K(z,e)NA # 0,
tj.z € AUAT = A, [

Sliéno se definira udaljenost skupova A, B C X kao
d(A, B) := inf{d(a,b) : a € A,b € B}.
Napomena 1.3 Primijetimo da vrijedi

d(A,B) = inf{d(a,B) : a € A}
= inf{d(A,b) : b € B}.

Zaista, za svake dvije tocke a € Aib € B je d(a,b) > d(a,B) > inf d(a, B), p
a€A
je ;Ielg d(a,B) < inf d(a,b) = d(A, B).

beB
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Pretpostavimo da je in1f4 d(a,B) < d(A,B). Tada postoji a € A takav da
ac
je d(a,B) < d(A, B), tj. blélg d(a,b) < d(A,B), pa postoji i b € B takav da
je d(a,b) < d(A, B), §to je nemoguée. Mora dakle biti ing d(a,B) = d(A, B).
a€

Analogno se dokazuje i druga jednakost.

Sljede¢i pojam koji ¢emo uvesti je povezanost. Intuitivno, zelimo opisati
prostore koji su sastavljeni od ‘jednog komada’.

Definicija 1.6 Za metricki prostor X kazemo da je mepovezan ako postoje
neprazni otvoreni podskupovi U, V C X takvida je X =UUV i UNV ={). Prostor
X je povezan ako nije nepovezan, tj. ako se ne moze prikazati kao disjunktna
unija dvaju nepraznih otvorenih podskupova. Skup A € X je povezan ukoliko
je A povezan kao topoloski potprostor.

Odmah je jasno da se rije¢ ‘otvoren’ u definiciji nepovezanog, odnosno po-
vezanog prostora, moze zamijeniti rije¢ju ‘zatvoren’.

Napomena 1.4 Za podskup A metrickog prostora X ¢e povezanost znaciti da
je povezan kao potprostor od X, pa.Ce otvoren u prethodnoj definiciji znaciti
otvoren obzirom na A. Drugim rije¢ima, podskup A C X je povezan ukoliko
ne postoje neprazni otvoreni podskupovi U,V C X takvidaje A CUUV i
(UNVINA#D.

Prototip povezanog prostora je segment realnih brojeva. Da je to zaista
tako, govori sljedeéi teorem.

Teorem 1.6 Segment [a,b] C R je povezan.

Dokaz: Pretpostavimo da nije, tj. da postoje neprazni, disjunktni, otvoreni u
[a, b] skupovi U i V takvi da je [a,b] = U UV. Neka je na primjer a € U i neka
je ¢ :=inf V. Mora biti ili ¢ € U ili ¢ € V. Kako je a € U i U je otvoren, to
postoji r > 0 takav da je [a,a +r) C U = [a,b] \ V. Zato je ¢ # a. Nadalje je
¢ # b, jer bi inace bilo V' = {b} 3to nije otvoren skup u [a,b]. Stoga, kada bi
bilo ¢ € V onda bi postojao r > 0 takav da je (¢ —r,c+r) C V, pa bi infimum
skupa V' bio manji od ¢. Mora dakle biti ¢ € U. No tada bi postojao r > 0
takav da je (¢ — r,c+ry C U pa bi infimum skupa V bio veéi od ¢. Time smo
dobili kontradikeiju, pa je [a, b] povezan. ]
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Za metricki prostor X kazemo da je putovima povezan ako se svake dvije
tocke xg,21 € X mogu spojiti putom, tj. postoji neprekidno preslikavanje'
v :[0,1] — X takvo da je ¥(0) = z¢ i y(1) = 21. Otvoren skup u R" je povezan
ako i samo ako je putovima povezan. Stovise, vrijedi sljedeéa karakterizacija:

Otvoren skup U C R™ je povezan ako i samo ako za svake dvije tocke
P i P'eU, postoji konatno mnogo tocaka Py=P, P, P, ... ,P,=P’
u U takvih da svi segmenti

[Pz—lvpl] = {(1—(‘,)P1_1 —‘y—tPlOStS 1}

leZqu, tJ [Pi_l,Pi]gU, Z:L ,k’.

P/:Bg UIllJuF == [Po,Pl]U[PhPQ]U...U
[Pi—1, Px] nazivamo poligonalnom lini-
jom od P = Py do P’ = P},. Dakle, otvoren
skup U C R" je povezan ako i samo ako se
svake dvije tocke iz U mogu unutar U spo-
jiti poligonalnem linijom.

Dokaz navedenih karakterizacija pove-
zanosti otvorenih skupova u R" prelazi ok-
vire ovog udzbenika i neéemo ga provoditi®.

Otvoren povezan skup u R" zovemo podrucjem. Navedimo i primjer po-
vezanog skupa u ravnini R?, ali koji nije putovima povezan, tj. kod kojeg se ne
mogu svake dvije tocke spojiti ‘neprekidnom linijom’ unutar tog skupa (naravno,
takav skup ne moze biti otvoren!).

Primjer 1.4 Neka je
W ={(z,sind): 0 <z <1}J{(0,y): -1 <y <1} C R
W je povezan skup (provjeri!) iako se, naprimjer, tocke P =(1,sin1) i P'=(0,1)

ne mogu spojiti putom unutar W (dokaz ove ¢injenice nije sasvim jednostavan
i potrebni su neki pojmovi koje nismo razmatrali).

1vidi Definiciju 2.1
17Za dokaz ¢injenice da je otvoren podskup u R™ povezan ako i samo ako je putovima pove-
zan, vidi npr. J. Dugundji, Topology, Allyn and Bacon, Inc., Boston 1966, str. 166, a da je to

ekvivalentno povezanosti poligonalnim linijama, slijedi jednostavno koristenjem kompaktnosti,
vidi §5.
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Na kraju spomenimo jo$ jedno svojstvo skupova u metrickom prostoru.

Definicija 1.7 Podskup A metrickog prostora (X, d) je ograniéen ili omeden
ukoliko postoje tocka Py € X i broj r > 0 takvi da je A'C K (FPy,7).

Lako se dokazuje:

Propozicija 1.7

(i) Podskup A metrickog prostora (X, d) je ograniéen ako i samo ako za svaku
tocku Py € X postoji broj r > 0 takav da je A C K(Py, 7).

(i1) Unija od konacéno mnogo ograniéenth skupova je opet ogranicen skup.

(7i1) Svaki podskup B ogranicenog skupa A je i sim ogranicen.

(iv) Podskup A C R je ogranicen ako i samo ako postoje brojevi m, M € R
takvi da je m < a < M za sve.a € A. |

Definicija 1.8 Dijametar skupa A u metrickom prostoru (X, d) definira se
kao diam A := sup{d(P, P") : P, P’ € A}.

Ocito vrijedi:

Propozicija 1.8 Skup A u metrickom prostoru (X,d) je omeden ako i samo
ako je diam A < oco. ]

8§ 2 Neprekidna preslikavanja

Ono sto su za vektorske prostore linearni operatori, za grupe—homomorfizmi
grupa, to su za metricke i topoloske prostore neprekidna preslikavanja.
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Definicija 2.1 Neka su X i Y metricki prostori. Preslikavanje f: X — Y je
neprekidno u tocki Py € X ako za svaki realni broj ¢ > 0 postoji realni
broj § > 0 takav da za svaku tocku P € X, ako je d(P,Py) < J, onda je
d(f(P), f(Py)) < e. Dakle,

Ve>0,30>0,VPe X, dP,P)<d = d(f(P),f(P)) <e.
Drugim rije¢ima, preslikavanje f je neprekidno u tocki Py ukoliko
Ve >0, 36 > 0 tako da je f(K(Fo,d)) C K(f(Fo),e) .
Preslikavanje f je neprekidno ukoliko je neprekidno u svakoj tocki Py € X.

Skup svih neprekidnih preslikavanja sa X u Y ozna¢avamo sa C(X,Y). U
slucaju Y = R se skup C(X,R) svih neprekidnih realnih funkcija na X obi¢no
oznacava sa C(X).

Primijetimo da ako je ¢ kao u definiciji neprekidnosti, onda je i svaki ¢’ takav
da je 0 < ¢’ < d takoder dobar.

Sljededi teorem daje nekoliko korisnih karakterizacija neprekidnosti:

Teorem 2.1 Neka je f: X — Y preslikavanje metrickih prostora.

(a) f je neprekidno u tocki Py € X ako i samo ako za svaku okolinu V' tocke
f(Po) uY postoji okolina U tocke Py u X takva da je f(U) C V.

(b) Sljedeée su turdnje ekvivalentne:

(i) f je neprekidno.
(i) Za svaki otvoreni skup V. CY je skup f~ (V) otvoren u X.
(i11) Za svaki zatvoreni skup F CY je skup f (F) zatvoren u X.

Dokaz: (a) Neka je f neprekidno u Py, a V' CY okolina tocke f(FPp).

U 4 Kako je V otvoren, postoji € > 0 takav da je

/f\_ £(U) K(f(Py),e) € V, a jer je f neprekidno u Py,

postoji § > 0 takav da za svaku tocku P € X

A °f (P) za koju je d(P, Py) < ¢ vrijedi d(f(P), f(FPo)) <

0 g, tj. f(Kx(P,0)) C Ky(f(P),e). Stavimo

i U := Kx(Py,0) dobivamo trazenu okolinu
tocke Po.
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Obratno, neka je ¢ > 0. Za okolinu V := Ky (f(F),e) postoji okolina
U C X tocke Py takva da je f(U) C V. Kako je U otvoren, postoji § > 0 takav
da je Kx(Py,0) C U, paje f(Kx(FPo,0)) € Ky (f(FPo),e), tj. f je neprekidno
u Po.

(b) (i) = (ii) Neka je f neprekidno, V' C Y otvoren skup, a P € f (V)
proizvoljna tocka. Kako je f neprekidno u P, postoji okolina U C X tocke P
takva da je f(U) C V. Neka je r > 0 takav da je K(P,r) C U. Tada je
K(P,r) C f (V). Kako je P proizvoljna tocka iz f~ (V), zakljuéujemo da je

—

f (V) otvoren skup u X.

(i7) = (i) Neka je Py € X ie > 0. Kako je Ky (f(Fp),€) otvoren skupuY, to
je, po pretpostavci, skup f~ (Ky (f(Fy),€)) otvoren u X isadrzi tocku Py. Stoga
postoji § > 0 takav da je Kx(Py,6) C f (Ky(f(P),¢)), tji- f(Kx(Py,6)) C
Ky (f(Py),¢), pa je f neprekidno u Py.

(i1) = (i4i) Neka je F C Y zatvoren skup. Tada je Y \ F otvoren skup pa
je, po pretpostavci, skup X \ f~ (F) = f (Y \ F) otvoren u X, tj. f (F) je
zatvoren.

Analogno se dokazuje da (ii) = (ii). [ |

U prethodnom teoremu neprekidnost je karakterizirana samo pomocu otvo-
renih skupova, tj. topoloske strukture prostora X i Y. Stoga svojstva (a), od-
nosno (b), sluze za definiciju neprekidnosti za preslikavanja topoloskih prostora.

Da bismo mogli uopée govoriti o neprekidnosti nekog preslikavanja
f: X =Y, XiY moraju biti snabdjeveni topoloskom strukturom. To dakle ne
mogu biti ‘goli’ skupovi ve¢ moraju biti ili topoloski, ili metricki prostori, ili nor-
mirani vektorski prostori, ili njihovi podskupovi, Sto zapravo znaci potprostori
u topoloskom smislu s relativnom topologijom. Stoga fraza kao naprimjer ‘neka
je f: X — Y neprekidno preslikavanje...” zapravo zna¢i ‘neka je f: X — Y
neprekidno preslikavanje topoloskog prostora X u topoloski prostor Y...". U si-
tuacijama kada iz nekog razloga X, odnosno Y, moraju biti naprimjer metricki
ili neki drugi prostori, to ¢emo i naglasiti, ukoliko to iz samog konteksta nije
jasno.

Navedimo sada nekoliko osnovnih i jednostavnih primjera neprekidnih pres-
likavanja.

Primjeri 2.1

(i) Identiteta id =1x: X — X definirana s id(P) =P, P € X.
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(19) Konstantno preslikavanje ¢: X — Y definirano s ¢(P) = Qq, P € X,
gdje je Qo € Y neka tocka.

(t3i) Inkluzija i: S — X definirana s i(P) = P, P € S, gdje je S C X neki
podskup s relativnom topologijom.

(iv) Koordinatne projekcije p;: R® — R definirane s p;(z1,... ,2,)=1x;.
Ima ih n.

(v) Norma | |: R" — R.

(vi) Neka je X metricki prostor i A C X. Funkcija x — d(x, A) (vidi definiciju
nastr. 11) je neprekidna na ¢itavom X. Zaista, neka suz,y € X proizvoljne
tocke. Tada za svaki a € A vrijedi d(z,A) < d(z,a) < d(z,y) + d(y,a)
pa je d(xz,A) < d(x,y) + d(y, A) tj. vrijedi d(x, A) —d(y; A) < d(z,y).
Analogno je d(y, A) — d(z, A) < d(z,y) pa je |d(z,4) = d(y, A)| < d(z,y)
odakle neposredno slijedi neprekidnost funkcije x — d(z, A).

Primjer 2.2 Promotrimo i primjer funkcije koja nije neprekidna. Neka je
f: R? — R funkcija definirana s

fl@,y) = { ﬁiyyz » za (&, y) # (0,0)

0 s za (z,y) = (0,0)
f mije neprekidna u 0 = (0,0), tj.
Je >0 t.d. V6 >0, IP; e R% t.d. je d(P5,0) < & i d(f(P5), f(0)) > .

Zaista, za € = %, mozemo za svaki § > 0 odabrati npr. tocku Ps = (%7 g) Za
. . e 1. 9 . - P 1 1
nju doista vrijedi d(Ps;0) = % <6id(f(Ps), f(0)=1f(5,5)—0]= 37 3

Uot¢i da unato¢ prekidnosti ove funkcije u 0, njene restrikcije na koordinatne

osi jesu neprekidne u 0. Kaze se da je ova funkcija ‘neprekidna po svakoj varijabli

posebno’. Graf funkecije f nalazi se na stranici 33.

Napomena 2.1 (i) (Neprekidnost restrikcije) Ako je preslikavanje f: X =Y
neprekidno u tocki Py, onda je i restrikcija f | g: S — Y neprekidna u P
za svaki potprostor S C X koji sadrzi tocku Fp.

(ii) Cesto ¢emo biti u situaciji da promatramo preslikavanje f: S — R™,
gdje je S C R™ neki podskup. Ako je f neprekidno, a V- C R™ otvoren
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skup, onda je prema svojstvu (ii) u

R s g R Teoremu 2.1, f~ (V) otvoren u S. To

Py — F(R) f(S) ne znadi da je to otvoren podskup

U 4 od R™, veé¢ da postoii skup U otvoren
JANL%) uR” takav daje f (V)=UNS.

(#it) (Lokalni karakter neprekidnosti) Neka su f,g: X — Y dva preslikavanja
i Py € X. Ako je f neprekidno u Py i ako postoji okolina U tocke Py
takva da je f|y = g|u, tada je i g neprekidno u Py. To slijedi neposredno
iz Teorema 2.1(a) i ¢injenice da je presjek dvaju otvorenih skupova opet
otvoren skup. Zbog toga se kaze da neprekidnost je lokalno svojstvo.

Cesto se koristi ¢injenica iskazana u sljede¢em teoremu:

Teorem 2.2 (Lema o uniji preslikavanja) Neka je X = AU B gdje su A
1 B zatvoreni podskupovi od X te neka su f: A —'Y i g: B — Y neprekidna
preslikavanja takva da je flang = glanp. Tada je i preslikavanje h: X — Y
definirano s

f(P) <, zaPecA
h(P):{g(P) ,2a P B

neprekidno. Ista tvrdnja vrijedi i ukoliko su A i B otvoreni podskupovi od X .

Dokaz: Uocimo najprije da je zbog f|anp = glanp preslikavanje h dobro defi-
nirano. Neka je F' C Y proizvoljan zatvoren skup. Tada je zbog neprekidnosti
od f, skup f (F) zatyvoren podskup od A, a kako je A zatvoren u X, to je
f (F) zatvoren i u X. Analogno je i g~ (F) zatvoren u X. Stoga je i skup

—

h™(F)=f (F)Ug—(F) zatvoren u X pa je h neprekidno. [ |

Prethodni teorem ne vrijedi ukoliko ne pretpostavimo da su skupovi A i B
bilo oba zatvoreni, bilo oba otvoreni. Jednostavan kontraprimjer je naprimjer
preslikavanje f: R — R definirano s

r@={7 25y

,x>0.

U tre¢em poglavlju bit ée nam korisna sljedeéa ¢injenica:
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Teorem 2.3 Neka je S C X podskup i f: S — R neprekidno preslikavange.
Definirajmo preslikavanje f: X — R s

= f(P) zaPesS
f(P):{ 0 zaP¢S.

Ukoliko preslikavanje f nije neprekidno u tocki Py € X, tada je Py € DS.

Dokaz: Dokazimo najprije da je Py € S. Pretpostavimo da je Py € X \ S.
Kako je X \ S otvorena okolina tocke Py i f|X\§ = 0, to bi, zbog neprekidnosti

konstantnog preslikavanja 0: X — R i Napomene 2.1(ii4), f bilo neprekidno
u Py. Pokazimo sada da je Py € X\ S. Pretpostavimo da nije, tj. da je
Poe X\ (X\S)=Int(X \ (X\S) CInt(X \ (X\5)) =IntS. Kako je Int S
otvoren skup i flints = flmts to bi zbog neprekidnosti od f'1 &injenice da je
neprekidnost lokalno svojstvo, i preslikavanje f bilo neprekidno u Fy. Dakle,
PoeSNX\S=08S. ]

Svakom skupu S C X pridruzena je njegova karakteristicna funkcija
Xs: X — {0,1} C R definirana s

1, PeS
)= {g PR s -

i obratno, svakoj funkciji x: X .— {0,1} jednoznaé¢no je pridruzen podskup
S :=x"(1), paje x = xs. To opravdava identifikaciju skupa 2% := {0,1}*svih
funkcija sa skupa X u dvoélani skup {0,1}, i skupa P(X) svih podskupova
od X, tj. partitivnog skupa skupa X.

Korolar 2.4 Neka je X metricki prostor, S C X podskup, a xs: X — R
pripadna karakteristicna funkcija. Skup D tocaka u kojima funkcija x, nije
neprekidna jednak je 0S.

Dokaz: Neka je 1:.S — R konstantna funkcija 1(P) = 1 za sve P € S. Uz
oznake kaou prethodnom Teoremu 2.3, oito je 1 = x., paje D C 98S.
Obratno, ako je Py € S = SN X \ S, onda svaka okolina U od Py sijece
iSiX\S,pauU ima tocaka u kojima y, poprima vrijednost 1, i tocaka u
kojima poprima vrijednost 0. Stoga x4 nije neprekidna u Py, tj. Py € D, pa je
ioS CD. ]

Jedno od osnovnih svojstava neprekidnih preslikavanja dano je sljede¢im
jednostavnim i vaznim teoremom:
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Teorem 2.5 (O neprekidnosti kompozicije) Nekasu f: X —-Y ig:Y — Z
preslikavanja. Ako je f meprekidno u tocki Py € X i g neprekidno u tocki
f(Po) €Y, onda je kompozicija go f: X — Z neprekidna v Py. Ako su f i g
neprekidna preslikavanja, onda je i kompozicija g o f meprekidno preslikavangje.

Dokaz: Neka je W C Z proizvoljna okolina tocke (go f)(FPp). Kako je g neprekid-
no u f(P), to prema Teoremu 2.1(a) postoji okolina V' C Y tocke f(Py) takva
da je g(V) € W. Zbog neprekidnosti od f u tocki Py, postoji okolina U C X
tocke Py takva da je f(U) C V. Stoga je (go f)(U) = g(f(U)) C g(V) C W, pa
je g o f neprekidno u Fy. [ ]

Tako nam je cilj proucavati vektorske funkcije vise realnih varijabli, dakle
funkcije f: S — R™, gdje je S C R", mnoga pitanja o takvim funkcijama
svode se na odgovarajuca pitanja za realne funkcije. Jedno takvo pitanje je i
neprekidnost.

Preslikavanje f: S — R™ odredeno je svojim koordinatnim preslikava-
njgima f;: S—R, i=1,... ,m, gdje je

f(P) = (f1(P), f2(P), ., fm(P)).
Pisat ¢emo takoder i f = (f1,..., fm): S — R™.

Teorem 2.6 Preslikavanje f = (fi,..., fm): S — R™ je neprekidno u tocki

Py € S, ako i samo ako su sva preslikavanja f;: S — R, i = 1,... ,m, nepre-
kidna w Py. Preslikavangje f je meprekidno, ako i samo ako su neprekidna sva
njegova koordinatna preslikavanja f;, 1 =1,... ,m.

Dokaz: Neka je f neprekidno u Py. Tada su zbog neprekidnosti koordinatnih
projekcija p; : R™ — R i kompozicije f; = p;of, i =1,...,m, neprekidne u Fp.

Obratno, ako su sva preslikavanja f; neprekidna u Py, onda za svaki € > 0,
postoje §; >0 takvi da za svaku tocku P € S za koju je d(P, Py) < §; vrijedi
|f:(P) = fil(Py)] < % Neka je § := min{dy,... ,d,,}. Tada za P € S, ako je

d(P, Py) < 6, vrijedi

d(f(P), f(Po)) = Z |fi(P) — fi(Po)|? < e

pa je f neprekidno u Py. [ |
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Propozicija 2.7 Neka su f,g: S — R funkcije neprekidne u tocki Py € S C R™
t neka je A € R. Tada vrijedi:

(i) Funkcija f+ g: S — R neprekidna je u Py.

Funkcija f-g: S — R neprekidna je u Py.

)
(i) Funkcija Af: S — R neprekidna je u Py.
(iid)

)

(iv) Ako je g(Po) # 0, onda je i funkcija ! definirana na nekoj okolini od Py i
g

neprekidna je u Py.

(v) Funkcija |f]: S — R neprekidna je u Py.

(vi) Funkcije min{f, g}, max{f,g}: S — R neprekidne su u Py.

Zbog Teorema 2.6 i neprekidnosti norme, tvrdnje (¢),(¢4) i (v) jednako vrijede
i u slucaju vektorskih funkcija f,g: S — R™. Tvrdnja (i) takoder vrijedi za
vektorske funkcije ukoliko se za produkt uzme skalarni produkt. U slucaju
dimenzije m = 3, tvrdnja (7ii) vrijedi i za vektorski produkt.

Dokaz: (i) Kako su f i g neprekidne u Py, to za svaki ¢ > 0 postoje brojevi
01,02 > 0 takvi da za P € S za koje je d(P, Py) < 01 vrijedi | f(P)— f(Fo)| < g,

€

odnosno ako je d(P, Py) < d2 onda je |g(P) — g(FPo)| < 3 No tada za tocku
P € S za koju je d(P, Py) < 6 := min{dy,d2} vrijedi

[(f +9)(P) = (f + 9)(Po)| = |f(P)+9(P) — f(Po) — g(Po)| <
< |f(P) = F(R)| +|9(P) — g(Po)| < 5 +

e

2

:57

pa je f 4+ g neprekidnou Fp.

(#4) Za A = 0 je funkcija A\ f konstantna funkcija, pa je neprekidna. Za A # 0,
zbog neprekidnosti od f u Py, za € > 0 postoji § > 0 takav da za tocku P € S
za koju je d(P;Py) < ¢ vrijedi |f(P) — f(Po)| < & Tada je

((AS)(P) = (Af)(Po)l = [A- f(P) = A f(Po)| =
€
= A[f(P) = f(Bo)l < |Al- oo
pa je A\f neprekidna u Py.

Za dokaz neprekidnosti produkta potrebna nam je sljedec¢a lema koju ¢emo
i inace viSe puta koristiti:
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Lema 2.8 (O lokalnoj ogranicenosti neprekidne funkcije) Neka je pre-
slikavange f: S — R™ neprekidno u tocki Py € S C R™. Tada je f ograniceno
na nekoj okolini tocke Py, tj. postoje brojevi r > 0 i M > 0 takvi da za svaku
tocku P € S za koju je d(P, Py) < r, vrijedi ||f(P)|| < M.

Dokaz: Kako je f neprekidno u Py, za € = 1 postoji r > 0 takav da za P € S za
koje je d(P, Py) < r, vrijedi || f(P) — f(P)|| < 1. Stavimo i M =1+ ||f(Po)]l
dobivamo

IF P < 1F(P) = f(Po)ll + 1 F (Po)l| < M. u

(#43) Prema lemi mozemo odabrati » > 0 i M > 0 takve da za P € S za
koje je d(P,Py) < r, vrijedi ||f(P)|| < M i |g(P)|| < M. Neka je e > 0.
Zbog neprekidnosti od f i g u Py postoji 6 > 0 takav da za P € S za koje je
d(P,Py) < 6, vrijedi |f(P) — f(Py)| < ﬁ i|g(P) — g(Py)| < ﬁ Mozemo
takoder pretpostaviti da je § < r. Stoga je

I(f-9)(P) = (f - 9)(Po)| = |f(P) - g(P) — f(FPo) 19(Fo)| =
= |f(P)lg(P) — g(Po)l + [f(P) — f(Fo)lg(Fo)| <
< |f(P )I 19(P) =g(Bo)| + |f(P) — f(Po)| - |9(Fo)| <
€
< M - m—l—m M=c¢

pa je f - g neprekidno u Fy.

Za dokaz tvrdnje (iv) takoder trebamo jednu lemu.

Lema 2.9 Neka je f: S — R funkcija neprekidna u Py € S C R™ i neka je
f(Po) # 0. Tada postoji 6 >0 takav da za sve P € S za koje je d(P, Py) < 9,
vrijedi f(P) > L f(Py) u slucaju da je f(Py) > 0, odnosno f(P) < 3f(Py) u
slucaju da je f(Py) <0 .

Dokaz: Neka je najprije f(Pp) > 0. Tada zbog neprekidnosti od f u Py, za
e = 1f(PR) >0 postoji § > 0 takav da za P € S za koje je d(P, Py) < ¢ vrijedi
[f(P) = f(Po)l < 3f(Po)- Stoga je f(P) > 5f(Fo).

U slucaju f(Py) < 0 dokaz je analogan uz € = —3 f(Pp). [ ]

1 og (#4¢) dovoljno je dokazati da je funkcija — neprekidna u Fy. Da je
jv) Zb i12) dovoljno je dok i da je funkcija = kid Fy. Daj
g

ona definirana na nekoj okolini (u S) tocke Py slijedi iz prethodne leme.
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Zbog neprekidnosti funkcije g u toc¢ki Py, postoji § > 0 takav da za tocke
P € S za koje je d(P,Py) < 4 vrijedi |g(P) — g(Py)| < %|g9(Po)|?e. Takoder,
prema lemi mozemo 4 odabrati tako da je i [g(P)| > 1|g(F)|. Tada je
1 1 l9(P) — g(Po)] 519(Po) e

_ < =¢
|g(P) 9(Fo) | l9(P)] - g(Po)l ~ 3lg(Po)l - lg(Po)
pa je funkcija !% neprekidna u tocki Py.

(v) Slijedi iz neprekidnosti norme i neprekidnosti kompozicije neprekidnih
preslikavanja.

(vi) Slijedi iz (i), (i), (v), 1 jednakosti

. 1
min{f,g} = S(f +9—1f —g])
1
max{f, g} = (f+9+|f —4l)
Time je dokaz Propozicije 2.7 zavrSen. [ ]

Kao posljedice Propozicije 2.7 i Teorema o kompoziciji neprekidnih funkcija,
dobivamo sljedece ¢injenice:
Korolar 2.10
(i) Zbrajanje i mnoZenje realnih brojeva su neprekidne funkcije R? — R.
(i) Polinomi (jedne ili vise vargabli) su neprekidne funkcije.

(#i1) Racionalne funkcije su neprekidne (naravno tamo gdje pitanje neprekid-
nosti tma smisla, tj. u tockama u kojima je funkcija definirana, a to su u
ovom slucaju sve tocke osim nultocaka nazivnika).

(tv) Neprekidne funkeije S — R™ tvore (realni) vektorski prostor. [ |
U analizi se Cesto primjenjuje i sljedeci teorem:

Teorem 2.11 Neka su X 1Y metricki prostori, a f,g: X — Y dva neprekidna
preslikavanja. Tada je skup {P € X : f(P) = g(P)} zatvoren podskup od X .

Dokaz: Oznacimo sa S skup tocaka u kojima se f i g podudaraju. Treba pokazati
da je skup X \ S otvoren. Neka je Py € X \ S proizvoljna tocka. Tada je
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f(Py) # g(FPo), pa je broj € := %d(f(PO),g(Po)) pozitivan. Zbog neprekidnosti
preslikavanja f i g, postoje 87,0, > 0 takvi da je f(K(Py,dr)) C K(f(P),e) i
g(K(Py,d,)) € K(g9(P),€). To pokazuje da za svaku tocku P € K(P,0), gdje
je 6 :=min{dy,d,}, vrijedi f(P) # g(P), pa je K(FPy,0) € X\ S, tj. skup X\ S
je otvoren. m

Korolar 2.12 (Jedinstvenost neprekidnog prosSirenja na zatvara¢) Neka
su X 1Y metricki prostori, a f,g: X — Y dva neprekidna preslikavanja, te neka
je f|A:g|A za neki podskup A C X. Tadajeif|Z:g|Z. [ ]

Tipi¢na primjena ovog korolara je sljede¢i korolar:

Korolar 2.13 Neka su f,g: R — R dvije neprekidne funkcije: Ako je f|@ =
g|@ onda je f =g. n

Neprekidna preslikavanja imaju i mnoga druga dobra svojstva. Jedno od
njih je i da ¢uvaju povezanost. No najprije dokazimo jednu karakterizaciju
povezanosti.

Teorem 2.14 Topoloski prostor X je mepovezan ako i samo ako postoji nepre-
kidna surjekcija f: X — {0,1}.

Drugim rije¢ima, X je povezan ako i samo ako ne postoji neprekidna surjek-
cija na dvoclani skup {0,1} C R.

Dokaz: Neka prostor X nije povezan i neka je X = AU B, gdje su Ai B
disjunktni zatvoreni neprazni podskupovi od X. Tada je funkcija f: X — {0,1}

definirana s
0 ,PcA

1(P) = {1 ,PeB
neprekidna surjekcija.
Obratno, ako je f: X — {0, 1} neprekidna surjekcija, onda su skupovi A :=
f(0) i B := f (1) neprazni zatvoreni disjunktni podskupovi od X i vrijedi
X = AU B. Stoga X nije povezan. ]

Korolar 2.15 Svaki putovima povezan prostor je i povezan.
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Dokaz: Neka je prostor X putovima povezan, i pretpostavimo da nije povezan.
Tada postoji neprekidna surjekcija f: X — {0,1}. Odaberimo tocke Py € f~ (0)
i P, € f(1). Kako je X putovima povezan, postoji put 7: [0,1] — X takav da
je v(0) = Py i v(1) = P;. Tada je kompozicija f o~: [0,1] — {0,1} surjekcija,
§to je u suprotnosti s povezanoséu segmenta, Teorem 1.6. |

Teorem 2.16 Neka je f: X — Y neprekidno preslikavanje. Ako je prostor X
povezan, onda je i slika f(X) CY povezan skup.

Dokaz: Pretpostavimo da je f(X) nepovezan. Tada bi, prema Teoremu 2.14,
postojala neprekidna surjekcija g: f(X) — {0, 1} pa bii kompozicija gof: X —
{0, 1} bila neprekidna surjekcija, a to bi opet po Teoremu 2.14 znacilo da X nije
povezan. |

Napomena 2.2 Nekasu X iY proizvoljni skupovi. Graf funkcije f: X — Y
definira se kao podskup I'y := {(z, f(z)) : # € X }/C XxY. Graf I, neprekidne
realne funkcije ¢: [a,b] — R definirane na segmentu [a,b], povezan je skup,
jer na I', mozemo gledati kao na sliku funkcije f: [a,b] — R? definirane s
f@) = (t, go(t)). Medutim opéenito, ¢ak niti za realne funkcije realne varijable,
nije povezanost grafa niti nuzna niti dovoljna za neprekidnost.

Funkcija
sinl | z<0 Primjer grafa neprekidne funkcije
flz) = Ow , =0 koji nije povezan
zsint | x>0

T

nije neprekidna u 0 iako je njen
graf povezan

Dokazimo sada nekoliko posljedica Teorema 2.16
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Korolar 2.17

(a) Neka je X povezan, f: X — R omedena neprekidna funkcija, i neka je
m = inf f(X), M := sup f(X). Tada za svaki t € (m, M) postoji tocka
x € X takva da je f(z) =t.

(b) Neka je p: [a,b] — R neprekidna funkcija i neka su c¢,d € ¢([a,b]). Tada
je [e,d] C ¢([a, b)), tj. za svaki broj s € [c,d] postoji t € [a,b] takav da je
p(t) = s.

Neprekidna realna funkcija dakle, poprima sve meduvrijednosti.

Dokaz: (a) Pretpostavimo da postoji s € (m, M) takav da s ¢ f(X). Tada su
U:=f ((—o0,s)) iV :=f ((s,00)) disjunktni, neprazni otvoreni podskupovi
od X takvi da je X = U UV, §to se protivi povezanosti od X.

(b) Kao i u dokazu tvrdnje (a), pretpostavimo da postoji s € (¢, d) takav da
s ¢ o([a,b]). Tada su U := p=({(—00,s)) 1 V := ¢~ ({5, 00)) disjunktni neprazni
otvoreni podskupovi od [a,b] takvi da je U UV = [a, b], §to je kontradikcija s
povezanoséu segmenta [a, b]. [ |

Korolar 2.18 Neka je ¢: [a,b] — R neprekidna funkcija takva da su p(a) i
() brojevi razliciti od nule i suprotnog predznaka. Tada postoji t € [a,b] takav
da je p(t) = 0. [ |

Korolar 2.19 (Lema o kontrakciji) Neka je ¢: [a,b] — [a,b] funkcija za ko-
Ju postoji ¢ € [0,1), tj. 0 < ¢ <1, takav da je

ot) =) < qlt =], .t € [a,b].
Tada postoji jedinstvena tocka t* € [a,b] takva da je p(t*) = t*.

Dokaz: Jedinstvenost: Pretpostavimo da je i t] € [a,b] tocka za koju vrijedi
p(t7) = t7.-Ako je t7 # t*, onda je

67 — [ = [o(t]) — ()] < gt — 7] < [t] — 7]

§to je kontradikcija, pa mora biti t7 = t*.

Egzistencija: Ako je p(a) = a onda je dokaz gotov. Isto tako ako je ¢(b) = b.
Neka je, dakle, p(a) # a i ¢(b) # b. Zbog ¢([a,b]) C [a,b] mora biti ¢(a) > a

i ¢(b) < b. Primijetimo da je funkcija ¢ neprekidna (u dokazu neprekidnosti
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mozemo uzeti § = €). Stoga je neprekidna i funkeija ¢: [a,b] — R definirana sa
P(t) ==t — ¢(t). Kako je ¥(a) < 0i(b) > 0, po prethodnom Korolaru 2.18,
postoji t* € [a,b] takav da je ¢ (t*) = 0, tj. p(t*) = t*. ]

Za funkciju ¢ za koju postoji ¢ < 1 kao u Korolaru 2.19 kazemo da je
kontrakcija, a za tocku t* takvu da je p(t*) = t* kazemo da je fiksna tocka
preslikavanja . Lema o kontrakciji, dakle, govori da svaka kontrakcija segmenta
ima to¢no jednu fiksnu tocku.

Primijetimo da smo za egzistenciju fiksne tocke koristili samo neprekidnost
funkcije ¢, dok je jace svojstvo da je ¢ kontrakcija, bilo potrebno za jedinstve-
nost.

U nekim razmatranjima sdma neprekidnost preslikavanja nije dovoljna, veé
je potrebno nesto jace svojstvo.

Definicija 2.2 Neka su X i Y metricki prostori. Kazemo da je preslikavanje
f: X — Y wuniformno neprekidno ili jednoliko meprekidno ako za svaki
€>0, postoji § >0 takav da za svake dvije tocke P, P’ € S za koje je d(P, P') <4,
vrijedi d(f(P), f(P')) < e.

Ocito je da je uniformno neprekidno  preslikavanje neprekidno. Obratno

medutim, ne vrijedi. Jednostavni primjeri neprekidnih, ali ne i uniformno ne-
prekidnih funkcija su, naprimjer, funkcija f: R\ {0} — R definirana s f(z) = %,
ili funkcija g: R — R dana s g(z) = 2.

Jednu korisnu klasu funkcija, koje su i uniformno neprekidne, ¢ine funkcije

koje imaju tzv. Lipschitzovo svojstvo.

Definicija 2.3 Neka su X i Y metricki prostori. Za preslikavanje f: X — Y
kazemo da ima Lipschitzovo' svojstvo ako postoji broj A > 0 takav da za
svake dvije tocke P, P’ € X vrijedi d(f(P), f(P')) < X-d(P, P").

Teorem 2.20 Ako preslikavanje f: X — Y metrickih prostora ima Lipschitzovo
svojstvo, onda je ono uniformno neprekidno.

Dokaz: Neka je A > 0 takav da je d(f(P), f(P')) < Md(P, P'), P,P' € X. Ako je
A =0, onda f mora biti konstantno preslikavanje, koje je uniformno neprekidno.
Neka je A > 0, i neka je e > 0. Za 0 := 5 vrijedi: ako je d(P, P') < ¢ onda je
d(f(P), f(P)) <X-d(P,P') < )X-0=e¢,paje f uniformno neprekidno. [ |

TRudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), njemacki matematicar
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Primjeri preslikavanja s Lipschitzovim svojstvom su koordinatne projek-
cije p;: R — R, ¢ = 1,...,n. [ ostali linearni operatori medu konaé¢no-
dimenzionalnim prostorima su takvi. Vrijedi naime:

Teorem 2.21 Swvaki linearni operator A: R™ — R™ je ogranicéen, tj. postoji
broj p > 0 takav da je ||A(P)|| < - ||P|| za svaki P € R™.

Dokaz: Neka je (e1,...,e,) standardna baza u R™ i definirajmo broj
w:=mn- max{||A(e;)| :i=1,... ,n}. Tada je

AP = 1A, -« )| = JAQ @ied)| = | Y wiA(e)ll <
=1 i=1
n n N
<Y lall Al < Y IIP) - — = ulPI. u
i=1 i=1

Napomenimo da je, ovisno o normi koju koristimo; moguce naci i bolje ocjene
za konstantu p nego u nasem dokazu.

Primjer 2.3 Za dokaz ogranic¢enosti linearnog operatora u prethodnom teore-
mu, bitna je bila kona¢na dimenzionalnost prostora R™. Opcenito, nije svaki
linearni operator ogranicen, a pokazuje se da to onda znaci i da nije nepreki-
dan. Naprimjer, deriviranje %: BC>*(R) = BC*(R), gdje je BC*°(R) prostor
omedenih realnih funkcija na R koje su beskonac¢no puta derivabilne i ¢ije su
sve derivacije omedene funkcije, uz tzv. sup-normu, vidi str. 87 i Napomenu 4.2,
nije ograni¢en. Zaista, za pu > 0, neka je f,: R — R funkcija definirana s

. . d . .. .
fu(t) :=sin2put. Tada je || ful]l =1, a ”E(f”)H = 24, to nije manje od p| f,.||.

Uoc¢imo jo$ i toda svojstvo ograni¢enosti linearnog operatora iz Teorema 2.21
ne znaci da je operator A: R™ — R™ ogranicen kao funkcija, tj. da je slika A(R™)
ogranicen skup. Slika linearnog operatora A je vektorski potprostor prostora R™
i to je ogramicen skup jedino kada je A nul-operator.

Korolar 2.22 Svaki linearni operator A: R™ — R™ ima Lipschitzovo svojstvo,
pa je, prema Teoremu 2.20, uniformno neprekidan.

Dokaz: Neka je u > 0 takav da je ||A(P)| < p||P||, VP € R™. Tada za svake
dvije tocke P, P’ € R™ vrijedi
d(A(P), A(P") = A(P) = A(P")||=[[A(P= P))|| < ul| P— P'|| = pd(P, P'). =
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Sada ¢emo definirati normu na vektorskom prostoru Hom(R™,R™) svih li-
nearnih operatora s R™ u R™. U tu svrhu dokazimo najprije sljedeé¢u lemu:

Lema 2.23 Za svaki linearni operator A: R™ — R™ wvrijedi
sup {[A(P)[ : [|P|| = 1} = inf {p: [A(P)]| < pl|Pll, P € R"}.

Dokaz: Neka je
Ai=supL gdjeje L:={[|[A(P)]|:[|P[ =1}
d:=infD gdjeje D:={p:[|AP)| <pl|P|, PeR"}
Pokazimo najprije da je A < §. Po definiciji supre-

sl muma, za svaki ¥ < X postoji to¢ka P, ||P,|| = 1,
L M S D takva da je [|[A(P,)|| > v = v||P,||- Stoga je v ¢ D.
v oA Kako D D (4, +00), zaklju¢ujemo da je v < § pa je

iA=sup{r:v <A} <4
Pokazimo da jei §d < A. Ako je d = 0 onda je zbog 0 < A< §,i A=0=4.
Neka je 6 > 0. Ako je 0 < v < ¢ onda v ¢ D pa postoji P, € R" takav da je
|A(P,)| > v||P,|| > 0, pa je P, # 0. Zbog toga je

AR H P,
v< =||A H < A=supl,
12|l (IIPVII)

b,
12|

jer je H ‘ = 1. Stoga je d =sup{r:v < d§} < A. [ ]
Definicija 2.4 Za linearni operator A: R™ — R" definiramo

||| = inf{p - |AP)[ < plP], PeR"}
= sup{[|A(P)[|: |[P| =1} .

Teorem 2.24

(1) Za svaki linearni operator A: R™ — R™ wvrijedi

AP < [[AIIPI, P eR™.

(it) Funkcija || ||: Hom(R™,R™) — R iz prethodne definicije, je norma na
vektorskom prostoru Hom(R™ R™).
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(#i) Za linearne operatore A € Hom(R™,R™), B € Hom(R™,RP) vrijedi

1B o All < || BI[IAll

Dokaz: (i) Slijedi neposredno iz definicije operatorske norme i definicije infimu-
ma.

(i7) Ocito za svaki A € Hom(R™, R™) vrijedi ||A|| > 01 ||0]| = 0. Ako je
||A]| = 0, onda je prema (i) ||A(P)|| < 0 za sve P € R" pa je A =0.

Za o€ R je

oAl = sup{[|aA(P)[ : [|P|| =1} =

= sup{|a[[|[A(P)|| : [|P|| =1} =

= |alsup{[[A(P)| : [|P]| = 1} = |a[|A].
Konaéno, za Aj, As € Hom(R"™,R™) je

[ A1 + Azl = sup{[|A1(P) + A2 (P)| : [|P|| =1} <

sup{[| A1 (P)[| + [[A2(P)|| - ||IP[f = 1} <
sup{[[ A1 (P)| : [|1P|| = 1} 4 sup{[|A2(P)| : | P]| =1} =
[[Ax]] + (| Az]].

IN A

(13i) Za svaki P € R™ je prema (i)
IBLAP)I < I[BIHIAP)I < [IBIIAllPI

pa je
|Bo Al = inf {su: [ B(A(P))| < ullP|} < |BIIIA] . u

Napomena 2.3 Operatorska norma o kojoj govori prethodni teorem, razlicita
je od euklidske norme dobivene identifikacijom prostora Hom(R™ R™) i R™™.
Naprimjer, operatorska norma identitete id: R™ — R"™ jednaka je 1, dok je njena
euklidska norma jednaka +/n.

§3 Limes funkcije

Neprekidnost preslikavanja f u tocki Py govori o ponaSanju tog preslikavanja u
i oko tocke Py. Ponekad to ipak ne daje pravu sliku o preslikavanju f. Uko-
liko je naprimjer P, izolirana tocka domene preslikavanja f, onda je f uvijek
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neprekidno u Py. Stoga podatak o neprekidnosti u izoliranoj tocki zapravo ne
govori nista o saimom preslikavanju. S druge strane, ako Py nije izolirana tocka
domene, promjena vrijednosti preslikavanja f samo u jednoj tocki, tocki Py, od
neprekidnog ¢e preslikavanja napraviti prekidno, iako je u ‘veéini’ to¢aka funkci-
ja ostala nepromijenjena. Osim toga, nekada nas interesira i ponasanje funkcije
u okolini toc¢ke u kojoj ona nije definirana. U ovakvim je situacijama koristan
pojam limesa preslikavanja.

Definicija 3.1 Neka su X,Y metricki prostori, a S C X podskup. Za pre-
slikavanje f: S — Y kazemo da ima limes u gomilistu Fy € X skupa S, tj.
Py € S, ukoliko postoji L € Y takav da za svaku okolinu V C Y tocke L
postoji okolina U C X tocke Py takva da je f(UN (S\ {P})) CV.
U tom slucaju L zovemo limesom ili graniénom. vrijednosti preslika-
vanja f u tocki Py i piSemo L = lim f. Koriste se i oznake lim f, lim f(P),
Py P—P," PSP,

a govori se i da ‘f tezi ka L kada P tezi prema Py, i pise ‘f(P) — Lza P — Py .

0.75 A

0.1 P =0.2

Funkeija f : (—00,0.2) — R definirana sa
f@)i= ((z—0.2)sin 5 +2+0.8) (10(z—0.1)240.9)
ima u to¢ki Py = 0.2 limes jednak L =1

Koristeéi metrike prostora X i Y, vidimo da ¢e L biti limes preslikavanja
f: 8 =Y utocki Py € 8%, ukoliko za svaki € > 0, postoji 6 > 0 takav da za
sve totke P € S, za koje je 0 < d(P, Py) < ¢ vrijedi d(f(P),L) < e.

Oznaka L = l}am f opravdana je sljedecom ¢injenicom:
0
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Teorem 3.1 (O jedinstvenosti limesa funkcije) Neka su X i Y metricki
prostori, S C X podskup. Ukoliko preslikavanje f: S — Y ima limes u tocki
Py € S onda je taj limes jedinstven.

Dokaz: Pretpostavimo da dvije razlicite tocke Lq,Ls € Y imaju svojstvo iz
definicije limesa i neka su Vi, Vo C Y disjunktne okoline tih tocaka, tj. Ly € Vi,
Ly € Vo, ViNVa = 0 (mozemo uzeti V; = K(L;, 3d(Ly, L2)), i = 1,2). Prema
definiciji limesa, postoje okoline Uy, Us; C X tocke Py takve da je f(U; N (S\
{Pp})) C Vi, i =1,2. No tada bi za okolinu U = U; N U; tocke Py vrijedilo
FUNS\{P})) CV1NVy =0, ¢ime smo dobili kontradikciju. [ |

Napomena 3.1 Sama definicija limesa preslikavanja ima smisla i za preslika-
vanja medu proizvoljnim topoloskim prostorima. Medutim, bez nekih dodatnih
zahtjeva na prostor Y, kao $to je naprimjer postojanje metrike ili zahtjeva da
svake dvije razlicite tocke imaju medusobno disjunktne okoline, limes ne mora
biti jedinstven.

Uoc¢imo da u definiciji limesa nigdje ne sudjeluje vrijednost f(P) ¢ak ni u
slu¢aju da postoji, tj. da je Py € S. Odlucujuce su jedino vrijednosti funkcije u
susjednim tockama.

Neposredno iz definicije slijedi sljedeca Cinjenica:

Korolar 3.2 (O limesu restrikcije) Neka su X Y metricki prostori, S C X
podskup i f: S — Y preslikavanje, te neka je T C S. Ako f ima limes u tocki
Py € T? (dakle, w gomilistu skupa T ), onda i restrikcija f|T: T —Y ima limes
u Py i ta su dva limesa jednaka, tj. 1}31111f|T = l}arjl f-

Dokaz: Za dokaz treba jedino primijetiti da je prema Propoziciji 1.4(i), T9 C S,
pa tvrdnja slijedi neposredno iz definicije limesa. [ ]

Za limes restrikcije 1}Jmf|T koristi se i oznaka lim f. Specijalno, za funk-
0 P— Py
PeT

cije realne varijable, umjesto lim f, uobic¢ajena je oznaka lim ili lim .
s—wg
z<z(q
Analogno se piSe lim ili lim umjesto lim f.
aag

x—xo+0 Tx—xo+
z>zq

Napomena 3.2 Kao i neprekidnost, tako je i pojam limesa lokalnog karaktera.
Naime, ukoliko su f,g: S — Y dva preslikavanja koja se podudaraju na nekoj
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okolini tocke Py € S%, onda ako funkcija f ima u Py limes — ima ga i funkcija g,

i oba su limesa jednaka.

Primjeri 3.1

ima limes u tocki xg = 1,

2 _
(i) Realna funkcija realne varijable f(z) = = —
lim1 f(x) = 2, iako u tocki xg funkcija f nije definirana.

(#4) Funkcija
_Jz+1 Lz #1
9(z) = 0 ,x=1

ima limes u tocki xg = 1, lim1 g(z) = 2, iako je vrijednost g(1) = 0.

(#4i) Funkcija
Ty
PCRI) T,y

I e A
TED=178"" o= (0.0

RN

nema limes u tocki 0 = (0,0), iako restrikeije na koordinatne osi imaju

limes u 0 i oba su jednaki 0.

SN e
N “ e ! N
RN Il todagteds
0.5 ‘1*21\‘2:\“:\\“\ I ,',','I'Il,""ll:"u
RN \ Jlgnitetastass
0.25 RN (il
. R ’ﬂlllllmm”'u,,',"u.' 1
gttt
0 it
Nt
R »“\:‘\\:‘\:\\\:‘:\:\\:\\\\\\: W ”/‘li’:’.":'mm"”"”':",’."::::,':::::' O 5

0.5

% (a, 0,0
Graf funkcije f(z,y) = { =*+v? (z,y) # (0,0)
0 ) (xay) = (0,0
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Zaista, kada bi funkcija f imala limes u 0, onda bi i restrikcija od f na
proizvoljan pravac kroz 0 imala limes u 0 i svi bi limesi takvih restrikcija
bili medusobno jednaki, dakle jednaki 0. Medutim, iako sve te restrikcije
imaju limese, oni se medusobno razlikuju. Tako je naprimjer za restrik-
ciju na pravac s jednadzbom y = x, taj limes jednak % ( lim f(z,2) =

z,z)—0

2
lim — = % Dakle, funkcija f nema limes u 0 = (0,0).

z—0 22 + 22

flx,y) = { % (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

nema limes u 0 = (0, 0) iako restrikcije na sve pravce kroz ishodiste 0 imaju
limese i svi su medusobno jednaki i imaju vrijednost f(0,0) = 0.

Zaista, za restrikcije na ‘kose’ pravce, tj. na pravee s jednadzbom y = ax,
a # 0, imamo

xd° . x3

hmf(x af)—i%m:i%a2_2ax+x2+x6 =

Za restrikciju na os z, tj. na pravac s jednadzbom y = 0, imamo

5

x _ x
hmf(x 0)7}1%m:i1—%1—1—7x3:0’

dok za restrikciju na os y; tj. na pravac s jednadzbom x = 0, imamo

0
hmf(O y)_ﬁ%?:o.

Kada bi funkecija f imala limes u 0, onda bi taj isti limes u 0 imala i
restrikcija od f na svaki podskup od R? kojem je 0 gomiliste. Medutim,

ako pogledamo restrikciju od f na graf funkcije y = gc2 tj. na standardnu

T

parabolu, nalazimo da je za x # 0, f(x,2?) = == —3, a ta funkcija nema
X €T

limes u 0. Stoga niti nasa funkcija f nema limes u 0 = (0, 0).

Promotrimo sada vezu neprekidnosti i limesa preslikavanja.

Teorem 3.3 Neka su X @ Y metricki prostori, S C X podskup i Py tocka
skupa S koja je ujedno i njegovo gomiliste, Py € SNS®. Preslikavanje f: S — Y
je neprekidno u tocki Py, ako i samo ako f ima u Py limes i on je jednak f(Fp).
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Graf funkcije f(z,y) = { (y— 22)2 %28
0

Dokaz: Ako je f neprekidno u Py onda za svaki € > 0 postoji § > 0 takav
da za sve tocke P € S za koje je d(P, Py) < ¢ vrijedi d(f(P), f(Pp)) < &, §to
prema definiciji limesa znaci da limes I}Dm f postoji i jednak je f(Fp).

0

Obratno, ukoliko postoji limes funkcije f u tocki Py i jednak je f(Fp),
onda za svaki € > 0 postoji & > 0 takav da za sve tocke P € S za koje je
0 < d(P, Py) < 0 vrijedi d(f(P), f(Po)) < e. Kako je i d(f(P), f(Py)) =0< ¢,
to je f(K(Fo,9)) C K (f(Fo,€)), Sto znaci da je preslikavanje f neprekidno u
tocki Py. |

Drugim rijecima, za neprekidno preslikavanje je

Jim f(P) = f(Po) = £ Jim P)

pa se kaze da ‘neprekidno preslikavanje komutira s limesom’.

Korolar 3.4 Neka su X,Y metricki prostori, S C X, i Py € S gomiliste
skupa S. Preslikavanje f: S — Y ima u tocki Py limes L, ako i samo ako
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je preslikavanje f: S U{Py} — Y, definirano s f(P) := {f(LP) ’ ifﬁo ,
) =40
neprekidno u Py. [ |

Kao posljedice Teorema 2.6 i Propozicije 2.7 dobivamo i sljedece ¢injenice:
Korolar 3.5 Neka je S C R" i Py € S% gomiliste skupa S. Preslikavanje
=1, s fm): S — R™ ima u tocki Py limes L = (Iy,... 1) € R™ ako i

samo ako funkcije f;: S — R imaju u Py limesl; , i=1,... ,m. [ ]

Dakle, i u pitanjima limesa vektorskih funkcija dovoljno je promatrati realne
funkcije.

Korolar 3.6 Neka su f,g: S — R, S C R", funkcije, A\ € R realan broj i
Py € S¢ gomiliste skupa S. Ako funkcije f i g imaju u Py limese tada i funkcije
f+a9, M, f-g,|f], min{f, g}, max{f, g} imaju limese u Py i vrijedi

lggl(f +9) = lim f +limg
lim(Af) = Alim £

l}grgl(f g9) = lim £ -limg
lim |£] = [ lim f|

I}Dr;a min{f, g} = mln{lggl 1 lgglg} , l}grgl max{f,g} = max{lggl fs lgglg}

U sluc¢aju da je I}Dmg = 0 tada 1 funkcija I mma u Py limes i vrijedi
0 g
lim f
lim £ = 20 [

Napomena 3.3 Limes funkcije viSe varijabli, kakve smo razmatrali u ovom
paragrafu, ponekad se naziva i viSestruki limes. To treba razlikovati od tzv.
uzastopnih limesa. Naprimjer, u slucaju funkcije dvije varijable, promatraju

se uzastopni limesi lim lim f(z,y)i lim lim f(z,y). U svakom od tih ‘lime-
T—z0 y—yo Y—yo T—T0

sa’ radi se zapravo o dva limesa funkcije jedne varijable, i opéenito su ti ‘limesi’
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medusobno razli¢iti i razlikuju se od (dvostrukog) limesa lim fz,y).
(z,y)—(z0,Y0)

Stovise, ¢ak niti egzistencija (i jednakost) dvaju od tih limesa ne garantira eg-
zistenciju treéeg (vidi Zadatke 5, 61 7).

84 Nizovi u R"

Niz u skupu X je svako preslikavanje f: N — X, gdje je N skup prirodnih
brojeva. U sluc¢aju kada je X skup realnih brojeva R, govori se o nizu realnih
brojeva, kada je X neki skup funkcija, govori se o nizu funkcija, itd. Uko-
liko elemente skupa X oznac¢avamo s P, P’, Py, ..., onda je obicaj vrijednosti
niza f oznacavati s Py := f(k), k € N. S tim u vezi sui uobi¢ajene oznake za
niz: (Pk)lm (Pk)keNa (Pk)zozl, (Pk)7 ili jednostavno Pk.

Ovakav nacin oznacavanja je uobicajen i praktican, ali ima i nekih méana.
Jedna od njih je da, lazno, sugerira identifikaciju niza s njegovim skupom
vrijednosti, tj. skupom {Py : k € N}, dakle slikom f(N) C X.

Naprimjer, nizovi

1 , k neparan
xk:E,kﬁEN 7 yk:{

o =

, k paran

su po svojim svojstvima bitno razli¢iti nizovi realnih brojeva, iako im je skup
vrijednosti isti.

Najvaznije svojstvo nizova je konvergencija. Medutim, o tome se moze go-
voriti jedino kada je skup X snabdjeven topoloskom strukturom, dakle kada
se radi o nizovima u nekom topoloskom prostoru. Da osiguramo jedinstvenost
limesa, mi ¢emo se zbog jednostavnosti, ograni¢iti na metricke prostore.

Definicija 4.1 Za niz (Pg); u metrickom prostoru X kazemo da je konver-
gentan ili da konvergira ako postoji tocka Py € X sa svojstvom da za svaki
€ > 0 postoji prirodni broj ky € N takav da za sve k € N takve da je k > ko,
vrijedi d(Py, Py) < €. Dakle,

dPye X, Ve>0,3kge N, Vk>ky, d(Py, Py) <ce€.

Za tocku Py kazemo da je limes ili graniéna vrijednost niza i piSemo
lilgn P.=PF, ili klim P, = Py. Govori se, takoder, da niz (Py)g tezi prema Py i
— 00

pise se (Px)r — Fo.
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Kao i u slucéaju limesa funkcija dokazuje se sljedeéi teorem:

Teorem 4.1 (O jedinstvenosti limesa niza) Ukoliko niz (Py)i u metrickom
prostoru X konvergira, onda je njegov limes jedinstven. [ ]

Napomena 4.1 Limes niza moze se interpretirati i kao specijalan slucaj limesa
funkcije. Oznacimo s N = {1-1+:k€eN}CRinekaje N= NU {1}. NiN
su (metricki) potprostori od R, a tocka 1 je (jedino) gomiliste skupa N. Skup
N mozemo identificirati sa skupom N prirodnih brojeva uzlaznom bijekcijom
1- % — k , k € N. Stoga na nizove u metrickom prostoru X mozemo gledati

kao na preslikavanja sa skupa NuXi vrijednosti niza f: N'3 X oznacavati
s P, := f(1— %) Tada niz (Py)r konvergira i ima limes Py ako i samo ako

funkcija f: N — X ima limes (u smislu Definicije 3.1), i on je jednak Pp.

Pomocu konvergentnih nizova mogu se karakterizirati zatvoreni skupovi.
Tocnije, vrijedi:

Teorem 4.2 Neka je X metricki prostor. Skup S C X je zatvoren ako i samo
ako svaki niz (Py)y iz S koji konvergira v X, ima limes u S.

Dokaz: Neka je S C X zatvoren, neka je (Py)r konvergentan niz iz S te
neka je Py = lilgn Py, € X. Pretpostavimo da Py ¢ S tj. Py € X \ S. Kako je S

zatvoren to je skup X \ S otvoren pa postoji € > 0 takav da je K(Py,e) C X\ S.
Kako niz (Py); konvergira prema Py, postoji kg € N takav da je za sve k > ko,
P, € K(Po,e) C X\ 8, sto se protivi ¢injenici da je (Pg)g niz iz S.

Neka je S C X skup sa svojstvom da sadrzi limese svih svojih konvergentnih
nizova. Pretpostavimoe da S nije zatvoren, tj. da skup X \ S nije otvoren. Tada
postoji tocka Py € X \ S takva da niti za jedan r > 0 kugla K(FPy,r) nije
sadrzana u skupu X \ S. To znaci da je za svaki r > 0 skup K(Py,7) NS # 0.
Specijalno za svaki broj k € N postoji tocka P, € K (P, %) NS. (Px)g je ocito
niz u S koji konvergira tocki Py ¢ S, $to je u suprotnosti s pretpostavljenim
svojstvom skupa S. [ ]

Prethodni teorem pokazuje da su nizovi dovoljni da opisu topolosku struk-
turu metrickih prostora. Naime, ako poznajemo sve konvergentne nizove u
metrickom prostoru X, onda zatvorenima proglasimo sve one podskupove koji
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sadrze limese svih svojih konvergentnih nizova. Otvoreni skupovi su tada kom-
plementi zatvorenih. Kod opcenitih topoloskih prostora stvar je slozenija i tamo
konvergentni nizovi nisu dovoljni da opisu topolosku strukturu.

Kako je topoloska struktura metrickih prostora odredena konvergentnim ni-
zovima, to je prirodno ocekivati da se i neprekidnost preslikavanja metrickih
prostora moze karakterizirati pomoc¢u konvergentnih nizova.

Teorem 4.3 (Heineova' karakterizacija neprekidnosti) Neka su X iV
metricki prostori. Preslikavanje f: X — Y je neprekidno u tocki Pye X ako i
samo ako za svaki niz (Py)r uw X koji konvergira prema Py, niz (f(P))r vY
konvergira prema f(FPp).

Dokaz: Neka je f neprekidno u Py, a (Py)x niz u X koji konvergira prema
Py. Zbog neprekidnosti od f, za svaki e > 0 postoji § > 0.takav da za sve tocke
P € X za koje je d(P, Py) < 0, vrijedi d(f(P), f(Py)) <e. Kako je lién P, =Py,

to za taj 0 postoji kg € N takav da za sve k > ko vrijedi d(Px, Py) < 0. Stoga je
d(f(Pr), f(Py)) < &, §to pokazuje da niz (f(Py))x tezi k f(Fo).

Neka je f: X — Y preslikavanje koje ‘Cuva konvergenciju’ u Fp, tj.
(f(P))k — f(Py) uY ¢im (Py)r — Po u X. Tvrdimo da je f neprekidno
u Py. Pretpostavimo da nije. Tada postoji € > 0 takav da za svaki § > 0
postoji tocka Ps € X takva da je d(Ps; ) <90 1 za koju je d(f(Ps), f(Po)) >e.
Specijalno, za svaki k € N, postoji tocka Py € X takva da je d(Py, Py) < % ida
vrijedi d(f(Px), f(Py)) > e. Ocito je lim P, = Py, ali niz (f(Py))x ne konvergira
tocki f(Py). F n

Zbog ¢injenice iskazane prethodnim teoremom, govori se da ‘neprekidno pres-
likavanje komutira s limesom niza’. Naime, ako je liin P, = P, i preslikavanje
f: X =Y je neprekidno u Py, onda niz (f(Py))r konvergira i vrijedi

lim f(Py) = f(Po) = f(lim Fy)

sto formalno izgleda kao da f i h;?l komutiraju.

Neposredno iz definicije konvergencije, vidimo da niz (Pg)x u metrickom
prostoru X konvergira prema Py ako i samo ako niz realnih brojeva d(Py, Pp)
konvergira k nuli. Na tu ¢injenicu, zbog neprekidnosti metrike d, mozemo gledati
i kao na specijalan slucaj prethodnog teorema.

Za nizove u R™ vrijedi analogon Teorema 2.6.

IHeinrich Eduard Heine (1821-1881), njemacki matematicar
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Teorem 4.4 U prostoru R™ niz P, = (2%, 25,... ,2F), k € N, konvergira tocki

Py = (29,29,...,2%) ako i samo ako nizovi realnih brojeva (x¥); konvergiraju
prema 29, i=1,... ,n.

Dokaz: Neka je li;n P, = Py. Tada za svaki ¢ > 0, postoji kg € N takav
da za svaki k > ko vrijedi | Py — Pyl < e. Stoga za svaki i = 1,...,n vrijedi
|z — 29| < || Py — Pyl| < ¢, pa niz (z¥); konvergira prema z € R.

Ako nizovi (z¥); konvergiraju prema x¥, i = 1,...,n onda za svaki

IRl
e > 0 postoje brojevi k) € N takvi da za sve prirodne brojeve k > k¥ vrijedi

|l'rlf - x?| < % Tada za svaki k > k‘o = max{k%. . 7k2} Vrijedi Hpk - PO” _
> (e —))* <&, pajelim P, = Py, .

=1

Intuitivno je jasno $to je to podniz nekog niza, a definicija je sljedeca:

Definicija 4.2 Neka je f: N — X neki niz. Podniz niza f je svaki niz oblika
fou:N — X, gdje je u: N — N neka strogo uzlazna funkcija, tj. takva
funkcija da je u(i) < u(j) ¢im je ¢ < j. Kako je funkcija u zapravo niz u N, to
je oznaka (Py;); za podniz j — k; := u(j) = Py, ,j € N, u skladu sa ranijim
dogovorom o oznacavanju nizova.

Teorem 4.5 Neka je (Py)r niz uw metrickom prostoru X. Ako niz (Py)g ko-
nvergira tocki Py, onda je svaki podniz (Py,); tog niza konvergentan i limes mu
je takoder Py.

Dokaz: Kako je liin P, = Py, to za svaki € > 0 postoji ky € N tako da za svaki

k > ko vrijedi d(Py, Py) < . Neka je (Fy,); proizvoljan podniz niza (Py) -

Tada za j > ko vrijedi k; > j > ko pa je d(Py;, Po) < e. Time smo pokazali da

je lim Py, = Py. [ ]
-

Definicija 4.3 Za tocku Py € X kazemo da je gomiliste niza (Py); ako
postoji podniz (P, ); tog niza koji konvergira ka Fp.

Primijetimo da ako je (Pj); konvergentan niz, onda je, zbog Teorema 4.5,
njegov limes ujedno i jedino gomiliste.
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Primjeri 4.1

(i) Niz realnih brojeva z; = (—1)**! |k € N, ima dva gomilista: —1i 1.

k
1)k 3
(*#)2 + % ,k € N, ima tri gomilista: —1, 01 1.

(#i) Niz zr =k ,k € N, nema niti jedno gomiliste.

(ii) Niz gy =

(iv) Niz v, = k(1 + (=1)¥) .k € N, ima samo jedno gomiliste, ali nije konver-
gentan.

(v) Nije tesko konstruirati primjere nizova koji imaju beskona¢no (prebrojivo
ili neprebrojivo) mnogo gomilista. Takav je u R?, naprimjer, niz P, =
(cosk,sink), k € N, kome je svaka tocka jedini¢ne kruznice S gomiliste.

Uoc¢imo ovdje da su ‘gomiliste niza’ i ‘gomiliste skupa vrijednosti niza’ raz-
licite stvari. Tako u primjeru (i) niz (zy)r ima dva gomilista, dok je skup
njegovih vrijednosti dvoclani skup {—1,1} C R koji nema gomilista.

Teorem 4.6 Tocka Py € X je gomiliste niza (Py)r ako i samo ako za svaki
e >0 i svaki k € N postoji k' > k takav da je d(Py, Py) < €.

Dokaz: Neka je Py gomiliste niza (Py)r i neka je (Py,); podniz koji ko-
nvergira prema FPy. Tada za € > 0 postoji jo € N takav da za svaki j > jg
vrijedi d(Py;, Py) < €. Za zadani k € N neka je [ > max{jo,k}, te neka je

k' = k;. Tada je k' = k; > I > jo pa je d(Py, Po) = d(Py,, Po) < € 1 vrijedi
K >1>k.

Prema pretpostavci zae =11 j = 1 postoji k1 > 1 takav da je d(Py,, Py) <
1. Analogno, za € = 3 i j = 2 postoji k2 > max{2, k1 } takav da je d(Ps,, Py) <
L Opéenito, za zadani j € Ni¢e = % postoji k; > max{j, k;—_1} takav da je

2

d(Py,, Po) < % (Pr, )4 je ocito podniz koji konvergira prema Pp. [ |
Za niz (z)r realnih brojeva kazemo da je momnoton ako vrijedi ili

r1 < a9 < a3 < ... ilixy > 2y > 23 > .... Medu osnovna svojstva nizo-

va realnih brojeva spadaju ¢injenice da svaki niz u R ima monoton podniz i da
svaki monoton ograden niz u R konvergira. Toc¢nije, vrijede sljedeée dvije leme:

Lema 4.7 Svaki niz (xx)g realnih brojeva ima monoton podniz.

Dokaz: Neka je A := {n 1 Vm > n vrijedi x,, > xn} C N. Razlikujemo dva
slucaja:
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(i) Skup A je beskonacan. U tom slucaju postoji niz k1 < ka < ... u A, pa je
po definiciji skupa A, zx, < 2k, < ..., tj. niz (x); ima uzlazan podniz.

(it) Skup A je konacan. Neka je k1 € N takav da je k1 > kzasve k € A
(takav kq postoji jer je skup A konacan). Tada postoji ko > k1 takav da
je Tk, < xk, (jer bi inace bio k1 € A). Alii ko ¢ A, pa postoji ks > ko
takav da je zp, < x, < g, itd. Indukcijom dakle dobivamo silazan
podniz zadanog niza (). u

Lema 4.8 Svaki omeden monoton niz realnih brojeva konvergira.

Dokaz: Ako je niz (zy )y uzlazan, onda se iz definicije supremuma skupa realnih
brojeva lako vidi da je liin xr = sup{zxy : k € N}. Analogno, ako je niz (zy)k

silazan, onda je h/lcm xp = inf{ay : k € N}. [ |
Sada mozemo dokazati sljede¢i vazan teorem:

Teorem 4.9 (Bolzano!-Weierstrassov? teorem za nizove) Svaki ograden
niz (Py)r u R™ ima gomiliste.

Dokaz: Dokaz ¢emo provesti indukcijom po dimenziji n prostora R™.

Zan = 1 neka je (xj), omeden niz u R. Prema Lemi 4.7 taj niz ima monoton
podniz (z,); koji je, prema Lemi 4.8, konvergentan, pa niz () ima gomiliste.

Pretpostavimo induktivno da teorem vrijedi u R" i dokazimo da tada vri-
jedi i u R"*1. Neka je Qp = (af,...,zF, 2% ), k € N, omeden niz u R"*1.
Tada je P := («¥,... ,2F), k € N, omeden niz u R" pa, po pretpostavci in-
dukcije, postoji konvergentan podniz (P, );. Promotrimo podniz (azﬁ’ﬂ)] To
je omeden niz realnih brojeva pa on prema veé¢ dokazanom slu¢aju n = 1 ima
konvergentan podniz (xﬁﬁ_l)z Kako je podniz konvergentnog niza i sam ko-

nvergentan, to je i (iji)i konvergentan niz u R™. Prema Teoremu 4.4 je tada

Ky, ki kjo\ . N .
Qr,, = (", yan’ 2, ), @ € N, konvergentan podniz niza (Qg)x, pa niz

(Qr)x ima gomiliste. =

Da se dokaze konvergencija nekog niza koristeci definiciju konvergencije, tre-
ba se na bilo koji na¢in najprije ‘docepati’ grani¢ne tocke Py. To nekad (u praksi

IBernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848), ceski filozof, matematicar i
teolog
2Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), njemacki matematicar
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gotovo nikad) nije lako. Ponekad je, medutim, dovoljno znati da promatrani niz
konvergira, a sam limes nas ne zanima. U tu se svrhu cCesto koristi sljedece
svojstvo:

Definicija 4.4 Za niz (Py); u metrickom prostoru (X, d) kazemo da je Cauc-
hyev' miz ako za svaki € > 0 postoji kg € N takav da za sve k,m € N za koje
je k,m > ko vrijedi d(Py, P) < e.

Ekvivalentno, moze se reéi da je niz (Py); Cauchyev, ako za svaki ¢ > 0
postoji broj kg € N takav da za svaki kK > kg i sve brojeve 7 € N vrijedi
d(Pk7Pk+J‘) < €.

Teorem 4.10
(i) Svaki konvergentan niz je Cauchyev.

(i) Svaki Cauchyev niz je ogranicen.

Dokaz: (i) Neka (Py)r — Pp. Tada za svaki e >0 postoji kg € N takav da
za k > ko vrijedi d(Py, Py) < §5. Tada za k,m > ko vrijedi d(Py, Pn) <
d(Py, Py) + d(Py, Pp,) < €, pa je niz Cauchyev.

(73) Neka je (Py)r Cauchyev niz. Tada za e = 1 postoji kg € N takav da za
svaki m > ko vrijedi d(Py,, Pr,) < 1. Odaberemo li broj r := max{d(F;, P, ) :
i=1,... kot +1, bit ¢e {Py : k€ N} C K(Ppy,7). n

Opcenito, Cauchyev niz ne mora konvergirati. Naprimjer, niz xj = %, keN,
u prostoru X = (0,2) C R uz euklidsku metriku, Cauchyev je niz, ali ne konver-
gira. Niz decimalnih aproksimacija broja m je Cauchyev niz racionalnih brojeva
koji u Q nije konvergentan. Isto je tako u R niz prirodnih brojeva y, = k, k € N,
ali uz metriku p(z, y):= %, z,y € R, vidi zadatak 34, Cauchyev niz koji
=y
ne konvergira.

Definicija 4.5 Za metricki prostor (X, d) kazemo da je potpun ako u njemu
svaki Cauchyev niz konvergira. Za potpun normiran vektorski prostor kazemo
da je Banachov?.

Teorem 4.11 (O potpunosti prostora R") R" (uz standardnu metriku) je
potpun metricki prostor, tj. svaki Cauchyev niz u R™ konvergira.

! Augustin Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematicar
2Stefan Banach (1892-1945), poljski matematicar
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Dokaz: Neka je (Py)r Cauchyev niz u R”. Prema Teoremu 4.10(i7) taj je niz
ogranicen, pa, prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu 4.9, ima konvergentan
podniz (Py;); — Po. Neka je za zadani ¢ > 0, jo € N takav da za j > jo
vrijedi d(Py,, Py) < % Kako je niz (Pg)r Cauchyev, postoji kg € N takav da
za sve k,m > ko vrijedi d(Py, Pp,) < % Neka je k > max{ko, jo}. Tada zbog
ki > k vrijedi d(Py, Po) < d(Py, Py,) + d(Pr,, Po) < < + = =€, paje niz (Py)i
konvergentan. [ ]

Pomoc¢u Teorema 4.2 dobivamo:

Korolar 4.12 Neka je (X,d) potpun metricki prostor. Podskup F C X je
zatvoren ako i samo ako je potpun (kao potprostor od (X,d), tj. s metrikom
d|F><F)~

Dokaz: Neka je (Py)r Cauchyev niz u F. Kako je to ujedno i Cauchyev niz
u X, on konvergira nekoj tocki Py € X. Ali zbog zatvorenosti skupa F' je tada
PyeF.

Neka je F' C X potpun potprostor, i neka je (Px)x niz u F koji konvergira
nekoj tocki Py € X. To znaci da je (Px)x Cauchyev niz u X, pa je on Cauchyev
i kao niz u F. Zbog potpunosti skupa F', on konvergira nekoj tocki P} € F, a
zbog jedinstvenosti limesa mora biti P = Py, tj. Py € F, §to pokazuje da je F'
zatvoren. |

Dokazimo sada dva poznatai vazna teorema o potpunim metrickim prosto-
rima. Prvi je:

Teorem 4.13 (Cantorov' teorem o presjeku) Neka je (X,d) potpun met-
ricki prostor, F1 D Fy D F3 D ... silazni niz nepraznih zatvorenih podskupova

od X takvih da je liin diam Fy, = 0. Tada je presjek (| Fy neprazan i sastoji se
od toc¢no jedne tocke. wen

Dokaz: Za svaki k € N odaberimo neku tocku Py, € Fy. Tada je (Pg)x Cauchyev
niz. Zaista, kako je liin diam Fj, = 0 to za svaki € > 0 postoji kg € N takav da za

sve k > ko vrijedi diam Fj, < €, specijalno diam Fj, < €. Tada za sve k, m > ko
vrijedi Py € Fy, C Fyy, Pm € Fp, C Fy,, pa je d(Py, Pp,) < diam Fy, < ¢.

LGeorg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), njemacki matematicar
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Zbog potpunosti prostora X niz (Py)i konvergira. Neka je liin P, = P,.
Pokazimo najprije da je Py € (| Fy, tj. Py € Fy za sve k € N.

keN

Kako je P, € F, C Fy ,k > 1, to je (Py)k>1 zapravo niz u Fy. Bududi je Fy
zatvoren skup to je, prema Teoremu 4.2, Py € Fj.

Promotrimo sada podniz (Py)g>2 = (Pi41)1en naseg niza (Py)r>1. Kako je
za k > 2, P, € Fi, C Fy, to se radi o konvergentnom nizu u zatvorenom skupu
Fy pa je Py € Fs.

Opéenito za m € N promatramo podniz (P)g>m = (Pm—1+1)ien. To je
konvergentan niz u F;, pa je i njegov limes Py € F,.

Ostaje jos pokazati da se u presjeku [) Fy ne mogu nalaziti dvije razli-

keN

cite tocke. Zaista, neka su P,P" € () Fy, tj. P,P" € Fy za sve k € N.
kEN

Kako je lilrcndiaka = 0, to za svaki ¢ > 0 postoji kg € N takav da je

diam Fy, < e, pa je i d(P, P') < diam F}, < e. Kako to vrijedi za svaki ¢ > 0,
zaklju¢ujemo da je d(P, P') =0, tj. P = P’. [ |

Sljededi teorem poopéuje Lemu o kontrakeiji (Korolar 2.19):

Teorem 4.14 (Banachov teorem o fiksnoj tocki) Neka je (X,d) potpun
metricki prostor, a f: X — X kontrakcija, tj. preslikavanje takvo da pos-
toji ¢ < 1 sa svojstvom da je-d(f(P),f(P")) < qd(P,P’) za sve P,P' € X.
Tada f ima jednu jedinu fiksnu tocku, tj. postoji jedinstvena tocka P* € X
takva da je f(P*) = P*.

Dokaz: Odaberimo proizvoljnu tocku Py € X i za k € N definirajmo
Py, := f(Py_1). Pokazimo da je niz (Py); Cauchyev niz.

d( Py, Pyga) = d(f(Pe-1), f(Pr)) < qd(Pec1, Pe) < ... < ¢ d(Po, Py) .
Stoga je za svaki j € N

d(Pr, Piyj) < d(Py, Pry1) + d(Pry, Pey2) + o+ d(Pryj1, Peyy) <

<
<(F+ T+ Y APy, ) <

> k
< Zqzd(Po,Pl) = :quq d(Po,Pl) s
i=k
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jer je ¢ < 1. Nadalje je lilgn ¢" = 0 pa odavde zakljucujemo da je (Py)r Cauchyev
niz. Zbog potpunosti prostora (X, d) niz (P )y konvergira. Neka je liin Py =: P*.
X Uoc¢imo da preslikavanje f ima Lipschitzovo svojstvo
pa je neprekidno. Stoga je

P = liinpk = liinf(Pk_l) = f(liinPk_l) = f(PY).

Pokazimo jos i jedinstvenost. Pretpostavimo da je i
f(P") = P’ zaneki P’ € X. Tada je

d(P*, P') = d(f(P*), f(P")) < ¢d(P", F) .

Kako je ¢ < 1, to je moguée jedino za d(P*, P') =0, tj. P/ = P*. [ ]

Osim euklidskih prostora R™, u analizi su vazni i neki drugi potpuni metricki
prostori. Jedan od njih ¢emo sada opisati.

Neka je S neki skup, a (Y, d) metricki prostor.. Oznacimo s B(S,Y") skup
svih omedenih funkcija sa S u Y. Udaljenost dviju funkcija f,g € B(S,Y)
definirajmo kao p(f, g) := sup{d(f(P), g(P)) : P.€ S}. Lako se vidi da je p za-
ista metrika na B(S,Y’), pa govorimo o metrickom prostoru svih omedenih
funkcija sa SuY.

Teorem 4.15 Neka je S proizvoljan skup, a (Y,d) potpun metricki prostor.
Tada je i prostor (B(S,Y), p) svih omedenih funkcija sa S u'Y potpun.

Dokaz: Neka je (fi)r Cauchyev niz u B(S,Y). Tada za svaki ¢ > 0 postoji
ko € N takav da za k,m > kg vrijedi

Sup{d(fk(P)vfm(P)):PGS}<5 .
No tada i za svaki P.€ S isve k,m > ko vrijedi
d(fk(P)afm(P)) <e (1)

pa je (fx(P))r Cauchyev niz u Y. Zbog potpunosti prostora (Y,d) taj niz
konvergira. Oznac¢imo lilgn fx(P) =: fo(P). Time smo dobili funkciju fo: S — Y.

Pokazimo da je funkcija fy omedena. Uzmemo 1i u (1) lim dobivamo

d(fr(P), fo(P)) <e, VP€ S (2)
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(to je stoga sto je d neprekidno preslikavanje pa komutira s limesom po m),
pa ako je fr(S) C K(yo,r) €Y za neki r > 0, onda je fo(S) C K(yo,r + €),
te je fo € B(S,Y). Nadalje, buduéi (2) vrijedi za sve P € S i sve k > ko,
zaklju¢ujemo da je i

Sup{d(fk‘(P)va(P)):PGS}§E7 szk() )

tj. p(fr, fo) < € za sve k > ko, pa niz (fi)r konvergira, s obzirom na metriku p,
funkciji fy. [ ]

U slucaju kada je S snabdjeven topoloskom strukturom vazan je potprostor
omedenih neprekidnih preslikavanja.

Teorem 4.16 Neka su X,Y metricki prostori, a BC(X,Y) skup svih omede-
nih neprekidnih preslikavanja sa X wY. BC(X,Y) je zatvoren potprostor od
B(X,Y), tj. limes (s obzirom na metriku p u prostoru B(X,Y") ) niza neprekidnih
omedenih preslikavanja je neprekidno omedeno preslikavanje.

Dokaz: Neka je (fx)r niz u BC(X,Y) koji konvergira omedenoj funkciji fo €
B(X,Y). Treba pokazati da je fo neprekidna: Neka je Py € X i e > 0. Kako je
lilzn fr = foto postoji kg € N takav da za sve k> kg vrijedi sup {d(fx(P), fo(P)) :
P e X} < 5. Specijalno je d(fx,(P), fo(P)) < §2za sve P € X.

Kako je preslikavanje fx, neprekidno u Py, postoji 6 > 0 takav da za sve
P € K(Py,0) € X vrijedi d(fx,(P), fr,(Fo)) < §. Stoga za sve P € K(Fy,0)
vrijedi
d(fO(P)va(PO)) < d(fO(P)vfko(P))+d(fk0(P)a fko(PO))+d(fko(P0)7fO(PO)) <e
tj. fo € BO(X,Y). m

Kao posljedicu prethodna dva teorema i Korolara 4.12 dobivamo:

Korolar 4.17 Prostor BC(X,Y) svih omedenih neprekidnih preslikavanja me-
trickog prostora X w potpun metricki prostor (Y, d) je potpun metricki prostor.

Napomena 4.2 U slucaju kad je Y normiran vektorski prostor onda se i u
vektorskom prostoru B(S,Y) definira norma s || f|| :=sup{|| f(P)||: P€ S}. Tada
je naSa metrika p upravo metrika inducirana tom normom. Ako je prostor Y
Banachov, onda Teorem 4.15 tvrdi da je i prostor B(S,Y’) Banachov, a ako je X
metricki prostor (naprimjer normirani vektorski prostor), a Y Banachov, onda
Korolar 4.17 pokazuje da je i BC(X,Y) Banachov.
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Specijalno je prostor BC(X) svih neprekidnih omedenih realnih funkcija na
metrickom prostoru X, potpun normiran vektorski prostor, dakle, Banachov
prostor.

Napomena 4.3 Topoloska struktura koju na prostoru B(S,Y") inducira metri-
ka p, zove se topologija uniformne konvergencije, a konvergencija s obzirom
na metriku p uniformna konvergencija. Niz (fi), omedenih funkcija sa S
uY, dakle, uniformno konvergira funkciji fo: S — Y ako je lilzn o(fx, fo) =0,
tj. ako za svaki € > 0 postoji ko tako da za sve k > kg i sve P € S vrijedi
d(fx(P), fo(P)) < . O¢cito je da uniformno konvergentni niz funkcija konver-
gira i obiéno ili po toékama, tj. za svaki P € S niz (fx(P)); konvergira
prema fo(P). Obrat, medutim, opéenito ne vrijedi.

O ovim i nekim drugim tipovima konvergencije nizova funkcija, bit ée jos
govora u kasnijim poglavljima.

Promotrimo na kraju vezu neprekidnih preslikavanja i Cauchyevih nizova.
Primijetimo da neprekidna slika Cauchyevog niza ne mora biti Cauchyev niz.

Naprimjer, preslikavanje f: R\ {0} — R definirano s f(z) := l, preslikava
x

Cauchyev niz xj = %, u niz f(zx) = k kojinije Cauchyev. Medutim, uniformno

neprekidna preslikavanja ¢uvaju Cauchyeve nizove. Tocnije, vrijedi

Teorem 4.18 Neka je f: X — Y uniformno neprekidno preslikavanje metric-
kih prostora. Ako je (Px)r Cauchyev.niz u X onda je (f(Px))r Cauchyev niz
uwY.

Dokaz: Neka je € > 0. Kako je f uniformno neprekidno, postoji § > 0 takav da
za svake dvije tocke PP’ € X za koje je d(P, P’) < ¢ vrijedi d(f(P), f(P")) < e,
a jer je niz (Py)r Cauchyev, postoji ko € N takav da za sve k,m > ko vrijedi
d(Py, Pp,) < d..Stoga je d(f(Py), f(Pm)) < &, pa je niz (f(Py))r Cauchyev. W

Cesto se promatra sljedeé¢i problem: Zadano je preslikavanje f: A — Y gdje
je A C.X neki podskup. Da li se preslikavanje f moZe progiriti na citav X,
tj. da li postoji preslikavanje f: X — Y takvo da je f|A = f?7 Opcenito, ako
se nista ne zahtjeva, onda je to uvijek moguée. Medutim, ukoliko je naprimjer,
preslikavanje f neprekidno, obi¢no se zahtijeva da je i prosirenje f neprekidno,
a to nije uvijek moguée postiéi. Naprimjer, funkciju f: R\ {0} — R definiranu
s f(x) := i, nije mogucée neprekidno prosiriti na ¢itav R. Medutim, u nekim
situacijama to je moguce, kao sto pokazuje sljedeci teorem.
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Teorem 4.19 Neka su X 1Y metricki prostori, A C X gust podskup, i neka je
f: A=Y uniformno neprekidno preslikavanje. Ako je prostor Y potpun, onda
se f moZe prosiriti, i to na na ]edmstven nacin, na ¢itav X, tj. postoji jedno
jedino neprekidno preslikavanje f X — Y takvo da je f|A f Preslikavanje f
cak je uniformno neprekidno.

Dokaz: Jedinstvenost neprekidnog prosirenja, ukoliko ono uopcée postoji, slijedi
iz teorema o jedinstvenosti proSirenja na zatvarac, Korolar 2.12.

Dokazimo da neprekidno prosirenje zaista postoji. Neka je x € X proizvoljna
tocka. Kako je podskup A gust na X, postoji niz (ar)r u A koji konvergira
k z. Niz (ag)r je Cauchyev, pa je, prema prethodnom teoremu 4.18, i niz
(f(ag))r Cauchyev niz u Y. Zbog potpunosti prostora Y taj niza konvergira,
pa definirajmo

flw) = tim f(ax)

Pokazimo da je preslikavanje f dobro definirano, tj. da ako su (ax)x i (a})s
dva niza u A takva da je liin ap = lilgnaﬁC =z, onda je lilgn flag) = lilgn f(aj,)-

Neka je niz (by,), definiran s

,neN.

{ak, zan=2k—1
by, =
a,, zan=2%k

Lako se vidi da je niz (b,), konvergentan, dakle i Cauchyev, pa je, prema
prethodnom teoremu 4.18, niz (f(b,)), takoder Cauchyev, a zbog potpunosti
prostora Y, i konvergentan. Kako su nizovi (f(ax))r 1 (f(a}))r podnizovi niza
(f(bn))n, to su i oni konvergentni i imaju isti limes, tj. lim f(ax) = 11m f(by) =
hm f(a},), pa je preslikavanje f zaista dobro definirano. g

Preslikavanje f proSiruje f. Zaista, za x € A mozemo uzeti konstantan niz
a = 2, k € N, page f(z) = lim f(ax) = lim f(z) = f(z).

Dokazimo, konacno, da je preslikavanje f uniformno neprekidno. Neka je
e > 0. Zbog uniformne neprekidnosti preslikavanja f, postoji 6 > 0 takav da
za sve tocke a,b € A za koje je d(a,b) < 9§, vrijedi d(f(a), f(b)) < % Neka
su z,y € X tocke takve da je d(z,y) < g, i neka su (ag)g 1 (bg)k nizovi u A
takvi da je liin ar = x i liin br = y. Prema definiciji preslikavanja f, tada je

lim f(ax) = fla) i lim f(by) = f(y). Neka je ko € N takav da za sve k > ko
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vrijedi d{ax, @) < 5, d(be,y) < 5, d(f(ar), f(@)) < £ id(f(br), f()) < 5. Tada
za k > ko vrijedi d(ag,br) < d(ag,x) + d(x,y) + d(y,br) < 6, pa je

d(f(2), f(y)) < d(f(), f(ar)) +d(f(ar), f (b)) + d(f(br)s f(y) <<,
tj. preslikavanje f je uniformno neprekidno. [ ]

§5 Kompaktnost u R"

Tako nam je cilj proucavanje euklidskog prostora R™ i preslikavanja medu takvim
prostorima, i ovdje je prirodnije raditi u apstraktnijem ambijentu.

Definicija 5.1 Neka je X metricki prostor. Za potprostor K C X kazemo da je

u K.
Dokazimo najprije da se kompaktnost prenosi na zatvorene podskupove.

Teorem 5.1 Neka je K C X kompaktan potprostor metrickog prostora X, a
F C K zatvoren podskup. Tada je i F' kompaktan.

Dokaz: Neka je (Py)r proizvoljan niz u F. Kako je to ujedno i niz u K to
postoji konvergentan podniz (P,); s limesom Py € K. Kako je F' zatvoren, to
je, prema Teoremu 4.2, Py € F pa je F' kompaktan. [ ]

Sada ¢emo dokazati neke karakterizacije kompaktnosti koje su obiéno ope-
rativnije od same definicije. U tu svrhu dokazimo najprije

Teorem 5.2 Neka je K kompaktan potprostor metrickog prostora X. Tada je
K potpuno omeden, tj. za svaki € > 0 postoje tocke Py, ..., P, € K takve da
K
je K C JK(P;,¢e). Za skup {Py,..., Py} kaZe se da je e-mreZa.
i=1

1=

Dokaz: Neka je K kompaktan i pretpostavimo da nema svojstvo iz teorema.
Tada postoji € > 0 takav da se K ne moze pokriti s kona¢no mnogo e-kugala.
Neka je P; € K proizvoljna tocka. Kako K ¢ K(Py,e) to postoji tocka Py €
K\ K(Py,e). Buduéi K ¢ K(P1,e) U K(Pa,¢), to postoji totka P3 € K \
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(K(P1,e) U K(Py,e)). Nastavimo li tim postupkom dalje, dolazimo do niza
(Pp)r u K tako da je P, € K\ | K(P;,¢).
i<k
Buduéi je K kompaktan, postoji podniz (Py;); koji konvergira nekoj tocki
Py € K. Neka je jo € N takav da za j > jo vrijedi d(Py,, o) < £/2. Tada za
1> 7 > jo vrijedi

d(Pkl;ij) < d(Pkl;PO) + d(PO,ij) <e

pa je Py, € K(Py;,¢), Sto je u suprotnosti s konstrukcijom niza (Py); jer je
ky > k‘j. |

Korolar 5.3 Kompaktan potprostor K metrickog prostora X omeden je i za-
tvoren.

Dokaz: Prema prethodnom teoremu K je potpuno omeden, dakle i sadrzan u
kona¢noj uniji kugala, koje su omedeni skupovi. Omedenost od K sada slijedi
iz Propozicije 1.7.

Neka je (Px)x niz u K koji konvergira tocki Py € X. Kako je K kompaktan,
postoji podniz (Py;); s limesom u K. Medutim prema Teoremu 4.5 je lim Py, =
li;n Py pa je Py € K. Stoga je, prema Teoremu 4.2, skup K zatvoren. ’ [ |

Kao posljedicu, dobivamo sljedeé¢u vaznu karakterizaciju kompaktnosti u
euklidskim prostorima:

Teorem 5.4 Skup K C R"™ je kompaktan ako i samo ako je omeden i zatvoren.

Dokaz: Jedan smjer je specijalan slucaj Korolara 5.3. Obratno, neka je K ome-
den i zatvoren te neka je (Pj)x niz u K. Kako je i taj niz omeden, to, prema
Bolzano-Weierstrassovom teoremu 4.9, ima konvergentan podniz. Zbog zatvo-
renosti skupa /K, limes tog podniza lezi u K, pa je K kompaktan. [ ]

Primjeri 5.1 Navedimo nekoliko jednostavnih primjera kompaktnih skupova
u R™.
(i) segment [a,b] C R
(i1) (zatvoren) paralelepiped [a1,b1] X [a2,b2] X - -+ X [ap,b,] CR"™
(iii) zatvorena kugla K(Py,r) = {P € R" : d(P, Py) <r}
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(iv) sfera SSS"~t={P e R":|P| =1}

(v) Cantorov trijadski skup C C [0,1] C R.
Ey = (3, 2) srednja tre¢ina segmenta I = [0,1], F> = (§,2) U
srednjih treéind komponenata skupa I\ Eq, E3 = ( )
<19 20> <25 26

575 57) U (57, 57) unija srednjih tre¢ina komponenata skup

itd. Skup C:=1T\ |J E; je Cantorov trijadski skup.
1

s
~
=
=
Cw
(&3
N

To je omeden skup, a kao komplement
otvorenog skupa |J E; je i zatvoren pa je

kompaktan. Canfcorov trijadski skup je

neprebrojiv skup i ima mnoga interesant-

na svojstva. Cesto se pojavljuje kao pri-

Prvih pet koraka u konstrukciji ~ MJer (ili kontraprimjer) u razli¢itim gra-
Cantorovog skupa nama matematike.

Dokazimo sada jedno vazno svojstvo otvorenih skupova u R”™.

Teorem 5.5 Neka jeU C R" otvoren skup. Tada postoji rastuci niz kompaktnih
skupova K1 C Ko C...C K; CK;y1 C...CU takvih da je U = | K;.
ieN
Dokaz: Ako je U = R”, neka je D; :=R” za sve i € N. U protivnom, za svaki
i € N neka je D; : {P € U +d(P,R"\ U) 1} C U. Kako je funkcija
P — d(P,R™\U) neprekidna (vidi Primjer 2. 1(11})) to su skupovi D; zatvoreni.
Neka je Py € U proizvoljna tocka.  Definirajmo skupove K; := D; N K(Py,1),
1 € N. Skupovi K; su zatvoreni i omedeni, dakle kompaktni. Pokazimo da je
U= K.
€N

Kako je U otvoren skup, za svaku tocku P € U postoji ip € N takav da

je K(P,i) C U, pajed(P,R*"\U) > i. Stoga je P € D; za sve i > ip.

Specijalno, za svaki i > max{ip,d(P, Py)} je P € D; N K(Py,i) = K;, pa je
UC | K
i€N

Obratna inkluzija slijedi iz ¢injenice da je K; C U za sve ¢ € N. [ ]

Za metricki prostor kaze se da je lokalno kompaktan ako za svaku tocku P
i svaku njenu okolinu U postoji okolina V tocke P takva da je V C V C U
i da je V kompaktan skup. Za lokalno kompaktan metricki prostor kaze se
da je o-kompaktan ako je jednak uniji neke prebrojive familije kompaktnih
podskupova. Kako je svaki otvoren skup u R™ lokalno kompaktan, sto se lako
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vidi, to prethodni teorem zapravo pokazuje da je svaki otvoren skup u R" o-
kompaktan.

Definicija 5.2 Neka je X prostor, a S C X. Za familiju U podskupova od X

kazemo da je pokrivaé skupa S ako je S C |J U. Za pokriva¢ U od S kazemo
Ueu
da je otvoren pokrivaé ako su svi ¢lanovi U € U otvoreni skupovi. Neka je X

metricki prostor, a U pokriva¢ skupa S C X. Broj A > 0 (ukoliko postoji) takav
da za svaki podskup A C S za koji je diam A < A, postoji U € U takav da je
A C U, naziva se Lebesgueov' broj pokrivaca U.

Teorem 5.6 (O Lebesgueovom broju) Neka je K C X kompaktan podskup
metrickog prostora X. Tada za svaki otvoren pokrivac U od K postoji Lebesgueov
broj.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji otvoren pokriva¢ U kompaktnog
skupa K za koji Lebesgueov broj ne postoji. Tada za svaki k € N postoji skup
A C K s diam A < %, koji nije sadrzan niti u jednom ¢lanu pokrivaca U. Za
svaki £ € N odaberimo tocku P, € A, C K. Kako je K kompaktan, to niz
(Pr)r ima neki konvergentan podniz (Py,); s limesom Py € K. Bududi je U
pokriva¢ od K, postoji U € U takav da je Py € U. Kako je U otvoren, postoji
r > 0 takav da je K(Py,r) C U, a buduéi je h}n Py, = Py, postoji jo € N takav

da za svaki j > jo vrijedi d(Py;s Po) < % Neka je j > max{jo, 2} Tada za
T
svaku tocku P € Ay, vrijedi

d(P, Py) < d(PyPy,)+ d(Py,, Py) < diam Ay, + g <
of 1 d T 1 n T
=k 2-5 2°"

pa je Ay, CK(Fy,r)CU €, sto je u suprotnosti sa izborom skupova A;. ®
Sada mozemo dokazati jednu karakterizaciju kompaktnosti.

Teorem 5.7 Neka je X metricki prostor. Skup K C X je kompaktan ako i
samo ako se svaki otvoreni pokrivac¢ od K moZe reducirati na konacan potpo-
krivaé, tj. za svaki otvoreni pokriva¢ U = {U, : a € A} od K postoje indeksi

k
al,...,a € A takvi da je K C |J U,,.
i=1

1=

IHenri Léon Lebesgue (1875-1941), francuski matematicar
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Dokaz: Neka je K kompaktan, a U = {U, : « € A} otvoren pokrivac¢ od K,
te neka je A > 0 Lebesgueov broj pokrivaca U (on postoji prema prethodnom
teoremu). Jer je K potpuno omeden (Teorem 5.2), postoje tocke Pi,... , P, € K

takve da je K C U K(P;,\/2). Kako je diam K (P;, A\/2) < A to postoje indeksi

a; € A takvi da j Je K(PZ,)\/2)CUOm i=1,... .,k paje{Us,,...,Us,} trazeni
konaéni potpokriva¢ od U.

Neka K ima svojstvo da se svaki otvoreni pokriva¢ od K moze reducirati
na konacan potpokriva¢, i neka je (Py)r proizvoljan niz u K. Pretpostavimo
da (Pg)r nema gomiliste u K, tj. da niti jedan podniz od (Py); ne konvergira
u K. Tada oko svake tocke P € K postoji okolina U(P) > P koja sadrzi najvise
konaéno mnogo ¢lanova niza (Py),. Familija {U(P) : P € K} je oc¢ito otvoren
pokriva¢ od K pa, po pretpostavci, postoje tocke @Q1,.:. ,Qn € K takve da je
veé {U(Q1),...,U(Qn)} pokriva¢ od K. Kako svaki od skupova U(Q;) sadrzi
samo kona¢no mnogo ¢lanova niza (Py)g, dobili smo kontradikeiju s ¢injenicom
da je skup N beskonacan. [ |

Svojstvo kojim je u prethodnom teoremu karakterizirana kompaktnost cesto
se naziva Heine-Borelovo' svojstvo. Uo&mo da ono ne koristi niti nizove,
niti metriku, pa se ovim svojstvom upravo i definira kompaktnost u opéenitim
topoloskim prostorima, a nasa Definicija 5.1 zapravo je karakterizacija kompak-
tnosti u metrickim prostorima.

Promotrimo sada neka svojstva neprekidnih funkcija kojima je domena kom-
paktna.

Teorem 5.8 Neka su X ¢ Y metricki prostori, K C X kompaktan skup, a
f: K — Y neprekidno preslikavanje. Tada je slika f(K) CY kompaktan skup
uwY.

Dokaz: Neka je (Qg)r niz u f(K). Za svaki k € N neka je P, € K takav da
je f(Py) = Qg- Kako je K kompaktan, niz (Pj); ima konvergentan podniz
(Py,); s limesom Py € K. Zbog neprekidnosti preslikavanja f, tada je, prema
Teoremu 4.3, Qr;, = f(Fy,), j € N, konvergentan podniz niza (Q)x s limesom

f(P) € f(K). ]

Napomenimo da je neprekidna slika kompaktnog skupa kompaktna i kada
se radi o preslikavanjima topoloskih prostora, samo dokaz mora biti drugaciji.

1Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956), francuski matematicar
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Kao posljedicu Teorema 5.8 i karakterizacije kompaktnosti u R” (Teorem 5.4),
dobivamo:

Korolar 5.9 (Weierstrassov teorem) Neka je f: K — R neprekidna funk-
cija i neka je K kompaktan skup. Tada je f omedena funkcija i poprima infimum
1 supremum, tj. f ima minimum i maksimum.

Specijalno, neprekidna realna funkcija na segmentu ima minimum i maksi-
mum.

Dokaz: Prema Teoremu 5.8 je skup f(K) C R kompaktan, pa je, prema Teore-
mu 5.4, omeden i zatvoren. Zbog omedenosti postoji inf f(K), a zbog Te-
orema 1.1 je inf f(K) € f(K). Postoji, dakle, tocka P; &€ K takva da je
f(P1) = inf f(K), tj. inf f(K) = min f(K). Analogno se dokazuje tvrdnja

za maksimum. [

Korolar 5.10 Neka je K kompaktan skup u metrickom prostoru X, a U otvoren
skup takav da je K CU iU # X. Tada je d(K, X\ U) > 0.

Dokaz: Funkcija P — d(P, X \U), P € K, je neprekidna (vidi Primjer 2.1(vi)),
pa na kompaktu K poprima minimum. Kako je skup X \U zatvoreni P ¢ X\U
za sve P € K, to prema karakterizaciji zatvaraca, Korolar 1.5, ta funkcija
poprima samo pozitivne vrijednosti, pa je i njen minimum (strogo) pozitivan.
Prema Napomeni 1.3 iza definicije udaljenosti skupova, taj je minimum, dakle
infimum, upravo udaljenost d(K, X\ U). [ |

Korolar 5.11 Neka je K kompaktan, a f: K — R neprekidna funkcija takva
da je f(P) > 0 za sve-P € K. Tada postoji broj ¢ > 0 takav da je f(P) > ¢ za
sve P e K.

1

Dokaz: Mozemo uzeti, naprimjer, ¢ := 5 min f(K) > 0, Sto postoji prema We-

ierstrassovom teoremu. |

Teorem 5.12 Neka je f: K — L neprekidna bijekcija metrickih prostora. Ako
je K kompaktan onda je i inverzno preslikavanje g = f~': L — K neprekidno,
tj. f je homeomorfizam s K na L.

Dokaz: Dovoljno je pokazati (prema Teoremu 2.1(b)) da je za svaki zatvoreni
skup F C K, skup g—(F) zatvoren u L. Neka je F' C K zatvoren. Prema
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Teoremu 5.1, F je kompaktan pa je ¢g— (F) = g~ (F) = f(F) kompaktan u L
kao neprekidna slika kompakta (Teorem 5.8). No tada je g~ (F') zatvoren, prema
Korolaru 5.3, pa je g neprekidno. [ ]

Teorem 5.13 Neka su X i Y metricki prostori, K C X, i f: K — Y nepre-
kidno preslikavanje. Ako je K kompaktan onda je preslikavanje f i uniformno
neprekidno.

Dokaz: Kako je f neprekidno, to za svaki P € K i svaki € > 0, postoji broj
dp > 0 takav da je f(K(P,dp)) C K(f(P), g) Neka je § > 0 Lebesgueov broj
pokrivaca {K(P,dp) : P € K} kompaktnog skupa K (postojanje je osigurano
Teoremom 5.6). Tada, prema definiciji Lebesgueovog broja, za svake dvije tocke
P, P" € K za koje je d(P', P") < 4, tj. diam{P’, P"} <, postoji tocka P € K
takva da je P/, P"” € K(P,0p) pa je

€

d(f(P"), f(P")) < d(f(P"), f(P)) +d(f(P)f (P")) < 5

+E—s
5=

Sto pokazuje uniformnu neprekidnost preslikavanja f. [ |

§6 Particija jedinice i Tietzeov teorem

Na kraju ovog poglavlja obradit ¢emo dvije tehnike vrlo korisne u razlic¢itim
situacijama — particiju jedinice i Tietzeov! teorem o neprekidnom prosirenju
realne funkcije. Postojanje particije jedinice dokazat ¢emo za konacne otvorene
pokrivace, $to ¢e biti dovoljna za naSe potrebe. Tehnike i rezultati ovog paragra-
fa trebat ¢e nam u tre¢em poglavlju pri dokazivanju teorema o zamjeni varijabli
u visestrukom integralu

Definicija 6.1 Neka je U = {U,...,U,} konacan otvoren pokriva¢ metric-
kog prostora-X. Za familiju A = {\1,...,\,} neprekidnih realnih funkcija
Ai: X — [0,1] kazemo da je particija jedinice podredena pokrivaéu U ako
je

(4) Z)\i(x):l zasve x € X, i
i=1

(i) supp A, ={r € X : \i(z) #0} CU;, i =1,... ,n.

IHeinrich Franz Friedrich Tietze (1880-1964), austrijsko-njemacki matematicar
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Skup supp A, zatvara¢ skupa na kojem funkcija A poprima vrijednosti razlicite
od 0, naziva se nosaé funkcije A.

1 o

U 2
1 3
Da bismo dokazali egzistenciju particije jedinice, potrebne su nam najprije
neke ¢injenice.

U
5

Lema 6.1 Neka su F,G disjunktni zatvoreni podskupovi metriékog prostora X .
Tada postoji neprekidna funkcija ¢: X — [0,1] takva da je p|lp =0 i p|g =1,
tj. F'C¢=(0), G S (1).

Dokaz: Definirajmo ¢ s
. d(z, F)
P@) = ) dE )

Kako su F' i G disjunktni zatvoreni skupovi, to je prema Korolaru 1.14,
d(z,F) + d(xz,G) > 0 za sve € X, pa je ¢ dobro definirana, a zbog neprekid-
nosti funkeija x — d(z, F) i ¢ — d(z,;G), vidi Primjer 2.1(vi), je ¢ neprekidna.
Ocito je p(x) € [0,1] za sve v € X i ¢|p =0, ¢|g = 1. [ |

Primijetimo da za funkciju ¢ u dokazu prethodne leme, vrijedi F' = ¢~ (0)
i G =9~ (1), tj. u metrickim prostorima vrijedi i viSe nego §to se tvrdi u ovoj
lemi.

Lema 6.2 Neka je F zatvoren, a U otvoren podskup metrickog prostora X takav
da je F C U Tada postoji otvoren skup V' takav da je

FCVCVCU.

Dokaz: Skupovi F'i G := X \ U su disjunktni zatvoreni podskupovi od X pa,
prema prethodnoj lemi, postoji neprekidna funkcija ¢: X — [0, 1] takva da je
¢lp =0, ol = 1. Neka je V := ¢ ([0, 3)). Tada je

FCo (0)CVCVCe (0,3)SX\G=U . L]
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Lema 6.3 Neka je U = {Uy,...,U,} otvoren pokrivaé metrickog prostora X .
Tada postoji otvoren pokrivaé¢ V = {Vi,...,V,} prostora X takav da je

V,CV,CcU; ,i=1,...,n. (1)
Za pokrivac V kaZe se da je dobiven saZimanjem pokrivaca U.
Dokaz: Induktivno éemo nadi otvorene skupove V; C X takve da vrijedi (1) i
V,...,Vi,Uit1,..., Uy} je pokrivac od X. (2)

Neka je
3)

Kako je {Uq, ... ,U,} pokrivac od X, to je F; C U;. Prema Lemi 6.2 postoji
otvoren skup V; takav da je

FRCViCVICU . (4)
Iz (3) i (4) se vidi da je {V1,Us,... ,U,} pokriva¢ od X.
Pretpostavimo/da su veé¢ nadeni otvoreni skupovi Vi,...,Vi_ takvi da vri-
jedi (1) i (2). Neka je
Fe=X\(UV.iu UUj). (5)
i<k >k

Skup Fy je zatvoren, pa je, prema induktivnoj pretpostavci, familija
{Vi,... , Vi1, Uk, Ug1, - .., Up} pokrivac od X, te je F, C Ug. Prema Le-
mi 6.2 postoji otvoren skup Vj takav da je

Fr,CVi CVi CUk . (6)

Iz (5) i (6) slijedi da jei {V4,...,Vk—1, Vk,Uk+1,...,U,} pokrivac od X. ®
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Teorem 6.4 Za svaki konacan otvoren pokriva¢ W = {Un,...,U,} metrickog
prostora X postoji particija jedinice A = {\1, ..., A\, } podredena tom pokrivacu.
Dokaz: Prema Lemi 6.3 odaberimo otvoren pokriva¢ V = {V1,...,V,} prosto-

ra X takav da je
V,CV,CUi ,i=1,...,n. (7)

Ponovnom primjenom iste leme dobivamo jo$ jedan otvoren pokriva¢ W =
{Wy,... ,W,} takav da je

W, CW,;CV, ,i=1,...,n. (8)

Zbog (8), za svakii = 1,... ,n, prema Lemi 6.1, postoji neprekidna funkcija
@it X —[0,1] takva da je pil, = 11 pilx\v; =0, tj.

W; CW; Co; (1) 9)

e ((0,1) C V. (10)

Ay UI U
Graf funkcije ¢;
Definirajmo funkeije A;: X — [0, 1] formulom
Ai(a:):zﬂ i=1,...,n. (11)

Yieil@) T
Kako je W pokriva¢ od X, to je zbog (9) nazivnik uvijek veéi od nule, pa su

funkcije \; dobro definirane i neprekidne, i o¢ito je > A\(z) =1, z € X, tj.
vrijedi (7). Nadalje, zbog (10) i (7) je i=1

supp \; = suppg; = ¢; ((0,1]) CV; C U;

pa vrijedi i (¢7). [ |
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Dokazimo na kraju jedan vazan teorem o proSirenju neprekidnih realnih
funkcija.

Teorem 6.5 (Tietzeov teorem) Neka je X metricki prostor a A C X za-
tvoren podskup. Svako neprekidno preslikavanje f: A — [a,b] € R moZe se
progiriti na ¢itav X, tj. postoji neprekidno preslikavanje f: X — [a,b] takvo da

je flA=f.

Dokaz: Teorem je ocito dovoljno dokazati za segment [a, b] = [0, 1]. Uvedimo slje-
deéu oznaku: za disjunktne zatvorene skupove B, C'C X neka je ¢, : X —[0,1]
neka neprekidna funkcija takva da je ¢,.|p = 01 p,.|lc =1 — takve funkcije
postoje prema Lemi 6.1.

Neka je fo:= f: A —[0,1], i definirajmo skupove

By ::{CLEAZfo(a)S
Co ::{CLEAZfo(a)Z

WIN Wl
- -~

Skupovi By i Cy su disjunktni i zatvoreni u A, dakle, zatvoreni i u X, pa
definiramo funkciju go: X — [0,1] s

90(95) = %@BOCO (.’ﬂ) .

Pretpostavimo, induktivno, da je veé definirano preslikavanje f,,: A — [0, 1],
pa definirajmo preslikavanja g, : X — [0,1] i fr4+1: A — [0,1] na sljedeéi nacin:
Neka je

B, ={acA: f,(a) <

—~

N W[ N
~—
3

yCA

Cn:={a€A: f,(a) > 5)”}QA.

Wl Wl
~—

To su disjunktni zatvoreni skupovi, pa definiramo g,,: X — [0,1] s

gn(@) = 2(3)"n,c, (@) -

Dokazimo da za sve a € A vrijedi

0< fu(a) = gnla) < 1. (12)
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Za a € B,, nejednakosti ocito vrijede, jer je tada g,(a) =0, a f,, je preslika-
vanje u [0,1]. Zaa € A\ B, je fn > %(%)n, dok je

gn(z) < %(g)n , TEX, (13)

pa nejednakosti (12) opet vrijede.
Sada mozemo definirati f,41: A — [0,1] s

fot1(a) == fu(a) — gnla) .

Pokazimo indukcijom, da za svaki a € A vrijedi nejednakost

fala) < (3)". (14)

3

Za n = 0 to ocito vrijedi. Pretpostavimo da (14) vrijedi za neki n € N. Za
a € A\ C), je, prema definiciji funkcije f,,11 i skupa C,,

2 1
fn+1(a) < fn<a) < (5)"4' )
azaac€Cy,jegyla) = é(;)n, pa je, prema pretpostavci indukcije,
2 1,2 2\n+1
Jny1(a) = fula) — gn(a) < (g)n 3 (g)n = (g)n .

Definirajmo funkcije s,,: X — {0,1], n € N, sa

To su neprekidne funkeije, i zbog (13), zaista poprimaju vrijednosti u [0, 1]. Na-
dalje, takoder zbog (13), niz funkcija (s, )n, tj. red > gx, konvergira uniformno,
vidi Napomenu 4.3, pa je, prema Teoremu 4.16, limes s := lim s, : X — [0,1]

neprekidna funkcija.

Prema definiciji funkcije f41, za sve a € A je gn(a) = fn(a) — fnyi1(a), pa
zbog (14), za a € A vrijedi

s(a) = liTILn sn(a) = 117?1 (fo(a) - fnﬂ(a)) = f(a),

tj. s: X — [0, 1] je neprekidno prosirenje funkeije f. [ ]
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Zadaci

1. Dokazite da euklidska norma na R™ zadovoljava tzv. relaciju paralelogra-
ma: |P+Ql* + [P - Q[* = 2||P|I” + 2|Q|% VP,Q € R™.

2. Dokazite da je euklidska norma || ||: R™ — R neprekidna funkcija. Da li
je i uniformno neprekidna?

2 .2

3. Neka je funkcija f: R?\ {(0,0)} — R definirana s f(z,y) = % Do-
2ty

kazite da restrikcija funkcije f na proizvoljan pravac kroz ishodiste ima

limes u tocki (0,0), ali ne postoji ~ lim  f(x,y).
(z,9)—(0,0)

4. Neka je funkcija f: R2 — R definirana formulom

z’y 2,2

flz,y) = { zh4y2 Ay £ 0 . Pokazite da restrikcija funkcije f na
0 ,x=y=0

proizvoljan pravac kroz ishodiste ima limes 0 u tocki (0,0) iako f ima

prekid, tj. nije neprekidna, u (0,0).

5. Neka je f: R?\ {(z,y) : # + y # 0} — R definirana formulom f(z,y) =
z—y
T +y
li funkcija f limes u tocki (0,0)?

. Pokazite da je lim (lim f(z,y)) =11 lim (lim f(z,y)) = —1. Ima
z—0 y—0 y—0 z—0

2,2
6. Neka je f: R?\ {(0,0)} = R, f(x,y) = m Dokazite da ne

postoji (m,y%i—>rn(070) f(2yy) ako je lim (lim f(z,y)) = lim(lim f(z,y)) = 0.

7. Neka je f: R2\{(z,9y) : x,y # 0} — R definirana formulom f(x,y) =
(x + y) sin L ¢inl. Dokazite da ne postoji ni lil% f(x,y) ni liIr%) f(z,y) no
x Y r— Yy—

ipak vrijedi lim z,y) = 0.
p \ (z,yHo,O)f( Y)

8. Pretpostavimo da je funkcija g: R? — R neprekidna u (0,0) te da vrijedi
g(0,0) = 0 i definirajmo f: R? — R formulom

r,y) 52— , za(x
f(i‘,y):{g( ay> ) ( >y)7é(0,0)

x2 + y?
0 ,zax=y=20

Dokazite da je tada i funkcija f neprekidna u (0,0).
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10.

11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

x3 —
z2 +

Moze li se funkcija f(z,y) =

3
y2 dodefinirati u tocki (0,0) tako da
Y
bude neprekidna na R??

Neka je f: R™ — R neprekidna aditivna funkcija. Dokazite da je f linearan
funkcional.

Neka je f: R — R neprekidna funkcija i I'(f) = {(z, f(z)) : « € R} njen
graf. Dokazite:

(a) Skup I'(f) je zatvoren.

(b) Skup I'(f) je povezan.

(¢) Mogu li se bilo koje dvije tocke skupa I'(f) povezati poligonalnom
linijom unutar I'(f)? Usporedite s karakterizacijom otvorenih pove-
zanih skupova u R™!

Skup K C R™ nazivamo konveksnim ako je za sve tocke P,Q € K, i
skup {P +t(Q — P) : t € [0,1]} sadrzan u K. Dokazite:

(a) Svaki konveksan skup K C R"™ je povezan.

(b) Skup K C R je povezan ako i samo ako je konveksan.
OpiSite sve povezane podskupove skupa R!
Dokazite da neprekidna funkcija f: R? — R ne moze biti injekcija!

Dokazite da je jedini¢na sfera S*~! = 0K (0,1) = {P € R" : ||P| = 1}
kompaktan skup.

Dokazite sljedeéi-obrat Korolara 5.9: Ako je K C R"™ skup na kojem svaka
neprekidna funkcija f: K — R dostize minimum i maksimum, onda je K
kompaktan.

Vrijedili tvrdnja iz prethodnog zadatka uz slabiju pretpostavku da svaka
neprekidna funkcija f: K — R dosize svoj maksimum na K7

Neka je (Py) niz tocaka u kompaktnom skupu K C R” s jedinstvenim
gomilistem F,. Dokazite da je tada Py = lilgn P.

Na skupu N*° := NU {oco} definirajmo topologiju na sljedeéi na¢in: kaze-
mo da je skup V' C N* otvoren ako je ili V C N, ili je co € V i pritom je
skup N°° \ V konac¢an. Dokazite:
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20.

21.

22.

23.

24.
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(a) Topoloski prostor N*° je kompaktan (ova konstrukcija je specijalan
slucaj tzv. Aleksandrovljeve! kompaktifikacije jednom tockom; vidite
[5, str. 241].

(b) Dokazite da je funkcija f: N> — R neprekidna na N> ako i samo
ako je niz (f(n)), konvergentan, i pritom vrijedi f(co) = lim f(n)

(usporedite s napomenom na str. 38).
Neka je S C R™, S # . Udaljenost tocke P € R™ od skupa S definira se
kao d(P,S) := inf{||P — Q|| : Q € S}. Dokazite da je funkcija f: R — R
definirana s f(P) = d(P,S) uniformno neprekidna na R™. Usporedite s
Primjerom 2.1(vi).

Neka je K C R™ kompaktan skup i P € R™. Dokazite da postoji tocka
Qo € K takva da je d(P,K) = ||P — Qo||-

Udaljenost skupova A, B C R", A, B # () definiramo kao d(A, B) :=
inf{||[P — Q| : P € A, Q € B}. Pretpostavimo da vrijedi AN B = 0.

(a) Dokazite: ako je A kompaktan a B-zatvoren skup onda je d(A, B) > 0.
(b) Pokazite primjerom da udaljenost disjunktnih skupova A i B moze

biti 0 ¢ak i ako su oba zatvoreni.

Definirajmo niz funkcija fg:[0,1] — R formulom fi(¢) := t*, k € N.

Dokazite da niz (fj) konvergira po totkama ali ne i uniformno na [0, 1].

Provjerite da su preslikavanja || ||1: R” = Ri|| |loo: R® — R, definirana

s [|Pll1 := > |xs], odnosno ||P|le := max{|z;| : 1 < i < n}, takoder
i=1

i=
norme na R". Pokazite da niti jedna od ove dvije norme ne zadovoljava
relaciju paralelograma.

Relacija paralelograma je nuzan i dovoljan uvjet za egzistenciju skalarnog
produkta koji inducira zadanu normu na standardan nacin (ovdje tu ¢injeni-
cu neéemo dokazivati). Stoga prethodni zadatak pokazuje da norme | |1 i
I |lco ne potjecu niti od jednog skalarnog produkta na R™. S druge strane
svaka od ovih dviju normi inducira odgovarajuéu metriku na R™: di(P,Q) :=
IP=Q|l1, doo(P, Q) := ||P—Q||oo- Na ovaj nacin definirali smo jos dva metricka
prostora: (R™,d;) i (R",ds). U svakome od njih takoder mozemo promatrati

IPavel Sergeevic Aleksandrov (1896-1982), ruski matematicar
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kugle, otvorene skupove, konvergentne nizove, neprekidne funkcije... Na slici su
prikazane jedini¢ne kugle s centrom u (0,0) u prostorima (R? dy), (R? d;) i
(R?%, dw) (1 ovom kontekstu uobicajeno je euklidsku normu oznacavati s || |2,
i analogno, euklidsku metriku s ds).

Y Y Y

Znacajno je, medutim, da su sva tri navedena metricka prostora u topolos-
kom smislu ekvivalentna, to znaci da sve tri navedene metrike dovode do jedne
te iste familije otvorenih skupova. Stovise, ako je || | proizvoljna norma na R™
i d iz nje izvedena metrika, odgovarajuca topoloska struktura bit ¢e ekvivalentna
euklidskoj topologiji na R™. Ovu ¢injenicu dokazat ¢emo u Zadacima 26 i 28.

25. Neka je X realan vektorski prostor te neka su || || i || || dvije norme
na X. Kazemo da sunorme || || i|/]|" ekvivalentne ako postoje brojevi
m, M > 0 takvi da vrijedi m||z|| < ||z|< M||z||, Y2 € X. Dokazite da je
ekvivalentnost normi relacija ekvivalencije na skupu svih normi definiranih

na X.
26. Nekasu|| ||i] ||’ ekvivalentne norme na realnom vektorskom prostoru X.
Dokazite:
(a) Familije otvorenih skupova u X izvedene iz normi || | i ] | se
podudaraju.

(b) Neka je (zx) niz u X i g € X. Tada je zg = liinxk u metrickom
prostoru (X, d) ako i samo ako je o = liin 2 1 metrickom prostoru
(X,d'), (did suizvedene metrike).

(c) Preslikavanje f: (X,d) — R je neprekidno u tocki zy € X ako i samo
ako je preslikavanje f: (X, d’) — R neprekidno u xg.

27. Dokazite da su || |2, || |l1 i ]| |l medusobno ekvivalentne norme na R™.

28. Sve norme na R™ su medusobno ekvivalentne. DokaZite!
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

1. NEPREKIDNOST I LIMES

Dokazite da su sve norme na proizvoljnom realnom kona¢no-dimenzional-
nom prostoru X medusobno ekvivalentne. (Ako je dim X = oo tvrdnja
opcenito ne vrijedi. Protuprimjer se moze naéi npr. u vektorskom prostoru
C([0,1])) svih neprekidnih realnih funkcija na segmentu [0, 1].

Neka su (e;)7, (f;)7" kanonske baze u R™, odnosno R™, te neka opera-

toru A € Hom(R"™,R™) u ovom paru baza pripada matri¢ni zapis A =

(cvij)iiZ,. Pokazite da je formulom [ Al|o := max|a; ;| definirana norma
’ 0.

na Hom(R"™ R™). Mozete li koristeé¢i matri¢ni zapis operatora definirati

jo§ koju normu na Hom(R"™, R™)?

Neka je A € Hom(R™ R™). Dokazite da su sljedece tvrdnje medusobno
ekvivalentne:

(a) A je neprekidan na R™.
(b) A je neprekidan u tocki 0 € R™.

(c) A je ogranicen.

Neka je A € HomR". Dokazite da su sljedeée tvrdnje medusobno ekviva-
lentne:

(a) A je regularan.
(b) 38 > 0 tako da je ||Az|| > d||z||, Vz € R™.

Neka je Ao, (Ax)keny € Hom(R™ R™). Dokazite da su sljedeée tvrdnje
medusobno ekvivalentne:

(a) Ao = 11]?.’1 Ak.
(b) Apz = lillcn Apz, Vo € R".
(C) ("40‘7j | y) = hlICn(Akx | y)a Vz € an Vy e R™.

d(z,y)
1+d(z,y)’
xz,y € X, definirana nova metrika na X, koja je topoloski ekvivalentna
metrici d.

Neka je (X, d) metricki prostor. Dokazite da je sa p(z,y) :=



2

Diferencijal i derivacije

§ 7 Diferencijabilnost

Osnovna ideja diferencijalnog racuna je zadanu funkciju sto bolje lokalno aprok-
simirati linearnom.

Neka je @ C R™ otvoren skup (to ¢e nam odsad biti standardna oznaka),
f: Q2 — R™ preslikavanje, a Py € () neka tocka. Zelimo prirast funkcije

67



68 2. DIFERENCIJAL I DERIVACIJE

f(Py+ H) — f(FPy), gdje je H € R™ takav da je Py + H € , aproksimira-
ti vrijednoséu A(H), gdje je A: R™ — R™ neki, pogodno odabrani, linearni
operator. Medutim, za neprekidno preslikavanje f, za svaki linearni operator
A: R" — R™ (e greska r(H) := f(Po+ H) — f(Po) — A(H) teziti nuli za H — 0
(zbog neprekidnosti linearnog operatora A). Stoga ¢emo promatrati relativnu
r(H)
| H Il
volji malom za dovoljno malene H.

gresku i preslikavanje f smatrati ‘dobrim’ ukoliko se ona moze uéiniti po

Definicija 7.1 Neka je  C R"™ otvoren skup, a f: Q@ — R™ preslikavanje.

Kazemo da je f diferencijabilno u tocki Py € 2 ukoliko postoji linearni

f(Po + H) — f(Po) — A(H)
1]

jednak nuli. f je diferencijabilno na () ukoliko je diferencijabilno u svakoj

tocki Py € Q.

i da je

operator A: R” — R™ takav da postoji }llimo

Propozicija 7.1 (Jedinstvenost diferencijala) Ukoliko linearni operator A
1z definicije diferencijabilnosti postoji, on je jedinstven.

Dokaz: Pretpostavimo da je i B: R®™ — R™ linearni operator takav da je i
lim &0+ H) — f(Po) — B(H)
im

H—0 IH]| '

mesa za operator A, dobivamo

= 0. Oduzimanjem ovog limesa od analognog li-

. ‘B(H)—- A(H)
lim —————> =0
o ]
tj.
. (B—A)H)
hm —_— Y = 0 .
Ao |H]

Preslikavanje C' := (B — A): R™® — R™ je takoder linearan operator, te zbog
neprekidnosti norme dobivamo

_leH)|l

lim ——— =0. (1)
H—0 [ H||

Tvrdimo da je C' nul-operator, tj. da je C(P) =0 za sve P € R". Za P =0 je
uvijek C(P) = 0. Neka je dakle P # 0. Promatramo li restrikciju limesa (1) na
potprostor razapet vektorom P, dobivamo

_[IC@P)|l

lim ——— =0. (2)

28 e

tER
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No zbog linearnosti je

o eaP)ll _ . HICP) _ [C@)]

im = lim = )
=0 [[tP]| =0 [P 1P|
pa zbog (2) zakljuc¢ujemo |C(P)|| =0, tj. C(P) =0, dakle A = B. [ |

Ukoliko je, dakle, preslikavanje f: 2 — R™ diferencijabilno u tocki Py € 2,
onda je linearni operator A iz prethodne definicije jednoznacno odreden. Taj
linearni operator zovemo diferencijalom preslikavanja f u tocki Py i oz-
nacavamo s D f(Py) (koristi se i oznaka df (P)). Dakle, ako je f diferencijabilno
u tocki Py, onda je diferencijal D f(FPy): R™ — R™ jedinstveno odreden linearni
operator takav da je

F(Po+ 1)~ f(P) = DIR(E) +(1) § i ST 0.
Napomena 7.1 (O lokalnom karakteru diferencijabilnosti) Diferencija-
bilnost je lokalno svojstvo preslikavanja. Iz definicije diferencijabilnosti i defini-
cije limesa funkcije, oc¢ito vrijedi sljedeée: Neka su f, g: Q2 — R™ dvije funkcije
takve da postoji otvoren skup U C Q oko tocke Py takav da je f|y = glu. Ako
je f diferencijabilna u Py onda je i g diferencijabilna u Py i Dg(Py) = D f(Fp).
Ovu ¢emo primjedbu cesto koristiti.

Teorem 7.2 Neka je Q@ C R™ otvoren skup, a f: Q — R™ diferencijabilno
preslikavanje v Py € Q. Tada je f neprekidno u Py.

Dokaz: Zbog diferencijabilnosti je
r(H)

f(Po+H) = f(Fo) =Df(PR)(H) +r(H), 1??0 I1H|| -

0.

Kako je linearni operator D f(Py) neprekidan, dovoljno je pokazati neprekidnost

u 0 preslikavanja r. Og¢ito je 7(0) = 0 pa kako je I}[imo TH(;I) = 0, zakljucujemo
da za svaki € > 0, postoji 6 > 0 takav da za ||H|| < ¢ vrijedi ||r(H)| < ¢||H]|,
pa je preslikavanje r neprekidno u 0. [ |

Kod funkcija jedne realne varijable f: (a,b) — R, osim o diferencijabilnosti,
govori se i o derivabilnosti u tocki xo € (a,b), a sima derivacija, tj. broj
' — iy L @0 +h) — f(zo)
f'(zo) := lim .
Nesto slicno se definira i za funkcije viSe varijabli, ali je jasno da, barem u
principu, brzina promjene funkcije ovisi o smjeru promjene varijable.

, je mjera brzine promjene funkcije f u tocki xg.
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Definicija 7.2 Neka je @ C R™ otvoren skup, f : £ — R preslikavanje, i
neka je V € R zadani vektor. Kazemo da f ima u tocki Py € Q derivaciju
f(Po +hV) = f(P)

- .

postoji, oznacavat ¢emo s Oy f(P). Derivacija duz jedini¢nog vektora ﬁ

naziva se derivacija u smjeru vektora V. Derivacija duz vektora e;, i-tog

Taj broj, ukoliko

duZ vektora V, ako postoji limes }llm%)

vektora standardne baze u R™, zove se parcijalna derivacija po i-toj vari-

jabli funkcije f u tocki Py, i oznacava se s 9, f(FPp) ili S—f(Po). Dakle
z;
. Py + he;) — f(F,
5’z'f(Po)5:]£lg%)f(0 h) f(R) _
— lim f9, ... ,x?_l,x?+h,x?+1,... ya0) = f(af, 2 a)
h—0 h

Primijetimo da je parcijalna derivacija 0;f(Fy) zapravo ‘obi¢na’ derivacija
u Py restrikcije funkcije f na pravac kroz P, koji je paralelan j-tom koordinat-
nom vektoru.

U malim dimenzijama, kad varijable od f oznacavamo s x,y,z,... pisat
¢emo i 6wf(P0), 8yf(P0) itd.

U definiciji derivacije duz vektora i parcijalnih derivacija, nije bilo nuzno da
se radi o realnoj funkciji. Na potpuno isti nac¢in definiraju se ti pojmovi i za
vektorske funkcije, samo §to to sada nece biti brojevi, nego vektori. Dakle, za
preslikavanje f: Q — R™ je

Ov f(Po) = (Ov f1(Po), ... ,0v fm(Fy)) € R™
0if(Po) = (0 f1(Fo), ..., 0ifm(Po)) € R™, i=1,...,n.

Uoc¢imo da su pojmovi diferencijabilnosti i diferencijala s jedne strane, i
derivacije duz vektora odnosno parcijalnih derivacija s druge strane, nezavisno
definirani. Uskoro ¢emo vidjeti koja je veza izmedu diferencijala i parcijalnih
derivacija, a kasnije i derivacije duz vektora.

Promotrimo sada neke posebne slucajeve:
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73 n=m=1

Neka je 2 C R otvoren skup, f: Q@ — R i zg € Q. Ako je preslikavanje f
diferencijabilno u tocki xg onda je D f(xg): R — R jedinstveno odreden linearni
operator takav da je

i £ @0+ h) = f(@o) = Df(zo)(h) _
h—0 |h

Medutim, za linearni operator (funkcional) D f(zg): R — R jedinstveno je

odreden broj a € R takav da je Df(xo)(h) = a - h, za sve h € R. Stoga

flwo+h) = flzo) ma-h _

|h| ’

odakle zakljuCujemo, promatrajuéi jednostrane limese hliré1+ i hli%l , da je a

f(zo +h) — f(x0)

je a € R jedinstveno odreden broj za koji je }llin%)

jednak limesu lim , tj. funkcija f je derivabilna u tocki x( i broj

h—0 h
a = f'(xg) je derivacija funkcije f u tocki xg. Dakle, Df(zg)(h) = f'(x0) - h, tj.
derivacija f/(zo) je numericki reprezentant diferencijala D f(xg). Uobicajena je
i oznaka Z—f(xo) = f'(x0).
X
Obratno, ako postoji derivacija f/(zg) funkcije f u tocki xg, onda za linearni

f(wo-ﬁ-h)—f(“xl(‘))_f (@) h 0, pa je f

funkcional h +— f'(zg) - h vrijedi ’llinb
diferencijabilna u zg.

Dakle, za realne funkcije jedne varijable su diferencijabilnost i derivabil-
nost ekvivalentna svojstva. (Dok su diferencijal i derivacija razlicite stvari —
diferencijal je linearan operator, a derivacija je broj!) Kod funkcija vise varijabli
stvar je, medutim, drukcija.

74 m=1

Neka je 2 C R™ otvoren skup, a f: 0 — R preslikavanje diferencijabil-
no u Py € Q. Za diferencijal Df(FPy): R® — R postoji jedinstven vektor
(a1,... ,an) € R™ takav da je

Df(Po)(H) = aihi , VH = (h1,... ,hn) €R™ |

=1

pasu ay,... ,a, jedinstveno odredeni realni brojevi takvi da je

F(Po+ H) = f(Py) — z aihi
lim =

=0.
H=0 IH]|
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Specijalno, za H = he;, gdje su ey,...,e, vektori standardne ortonormirane
baze u R", je

lim f(Po + hej) — f(Po) — azh

=0
h—0 ‘h|

pa kao i u 7.3 zaklju¢ujemo da je

aj:%ii%f(Po%—he]z)_f(Po)

)

tj. koordinate vektora kojim je reprezentiran diferencijal D f(Py) su upravo par-
cijalne derivacije 0; f (Py) funkcije f u tocki Py.

Dakle, ako je funkcija f diferencijabilna u Py € {2 onda postoje parcijalne
derivacije po svim varijablama i vrijedi

Df(Po)(H) =Y 0if(Po)h; , HER".
i=1

Obratno, medutim; ne vrijedi. Parcijalne derivacije mogu postojati i u
slucaju kad funkcija nije diferencijabilna. Naprimjer, funkcija

% ’ (x’y) 7é (070)
T,Yy) =14 T°F
Jtwy) { 0 ! ; (zy) = (070)

ima u tocki 0 = (0,0) obje parcijalne derivacije i one su jednake 0, iako f nije

diferencijabilna u 0 (jer nije niti neprekidna) pa diferencijal D f(0) ne postoji.
Neka je Hom(R™,R) vektorski prostor linearnih funkcionala na R™, dakle

dualni prostor od R", a dz1,... ,dz, € Hom(R" R) vektori dualne baze s
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obzirom na standardnu bazu ey,... ,e,. Dakle, dz;(H) = h; za svaku tocku
H = (hy,...,h,) € R". Tada za diferencijal D f(P,) funkcije f : & — R imamo

Df(Po)(H) =Y 0if(Po)hi = > 0, f(Py) ds(H)

i=1 i=1
za svaki H € R™, pa je
n
Df(Py) = 0;f(Py) da; (3)
=1
prikaz diferencijala D f(P) u standardnoj bazi prostora Hom(R", R).
Oznake dx1,... ,dz, za vektore dualne baze, u kontekstu diferencijabilnih
funkcija, su uobicajene. To dolazi od ¢injenice da dz; moezemo interpretirati kao
diferencijal funkcije (z1,...,z,) — x;, tj. i-te projekcije R™ — R.

Bududi su vektorski prostori Hom(R™, R) i R izomorfni, to se oni ¢esto iden-
tificiraju, i to tako da se linearnom funkcionalu (linearnom operatoru) pridruzi
njegova matrica s obzirom na standardne baze u prostorima R™ odnosno R,
dakle uredena n-torka realnih brojeva. Uz tuidentifikaciju, diferencijal D f(P)
identificira se s vektorom (01 f(Fo), 02f(Po), -+ ,0n f(Fo)) koji se naziva gradi-
jent funkcije f u tocki Py i oznacava s grad f(FPp) ili Vf(Py) (V se izgovara
nabla). Veza diferencijala i gradijenta‘dana je s

Df(Po)(H) = (grad f(Po) | H)
=(Vf(P) | H), HEeR"

7.5 U opéem slucaju, neka je Q@ C R" a f = (f1,...,fm): @ — R™ pres-

likavanje diferencijabilno u tocki Py € . Diferencijal Df(Py): R™ — R™ je
jedinstven linearni operator takav da je

f(Po+ H) — f(Po) = Df(Po)(H) +r(H) (4)

. .. r(H)
pri ¢emu je lim =

Raspisemo li (4) po koordinatama, dobivamo

fi(Po + H) = fi(Py) = (Df(Fy))i(H) +ri(H)

ri(H) _ 0,i=1,...,m, gdje je (Df(Py)); i-ta koordinata preslikavanja

uz lim

Df(P). Odavde zaklju¢ujemo da su funkcije f;: Q@ — R diferencijabilne u Py i
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zbog jedinstvenosti linearnog operatora u definiciji diferencijabilnosti je

(Df(Po)): = Dfi(Po) , (5)

tj. i-ta komponenta diferencijala preslikavanja f je diferencijal i-te komponen-
te f; preslikavanja f.

Stoga je (Df(Po)(H)); = > 0jfi(Po)hj, i = 1,... ,m. Dakle, ako pisemo
j=1

F=frree ) = gmlfiei, onda je

Df(Py)(H) = Dfi(Py)(H)e; , (6)
dakle =
Df(Po)(e;) =Y Dfi(Po)(es) e (7)
j-ti supac =2, ()
Matrica M(Po) = (0;fi(Py)) koja u i-tom retku i j-tom stupcu ima

Tlyeeey In)
parcijalnu derivaciju i-te koordinatne funkcije po j-toj varijabli, naziva se Ja-

cobijeva’ matrica preslikavanja f u tocki Py. To je, dakle, numericki repre-
zentant diferencijala D f(FPy) u paru standardnih baza prostora R™ i R™. U
analogiji s realnim funkcijama jedne varijable Jacobijevu matricu bi bilo oprav-
dano zvati deritvacijom vektorske funkcije vise varijabli. U slucaju m = n,

determinanta det D f(P) = det M(PO) naziva se Jacobijan presli-
Lly.o 5 Tn

kavangja f u tocki Py, i cesto se oznacava s Jf(Fp).

76 n=1

Za vektorsku funkeiju jedne realne varijable f = (f1,..., fm): @ — R™, gdje
je Q@ C R, diferencijal u tocki zg € Q je linearan operator D f(zo): R — R™, i
prema 7.5 za h € R je

Df(xo)(h) = (Dfi(x0)(h),-.., Dfm(zo)(h)) -

Buduéi su f; realne funkcije, to je, prema 7.3, Df;(zo)(h) = fl(xo) - h,
1=1,...,m. Stoga je

Df(xo)(h) = (fi(zo)h,- .., [ (wo)h) = (fi(x0), -, frn(w0)) - T -

LCarl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), njemacki matematicar
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Vektor f'(zo) = (fi(x0),-.., fi(x0)) € R™, &je su komponente derivacije
koordinatnih funkcija, zove se derivacija (vektorske) funkcije f u tocki x.
Dakle i za vektorske funkcije realne varijable, diferencijabilnost je ekvivalentna
postojanju derivacije i vrijedi

Df(xo)(h) =

7.7 U citavom poglavlju ¢emo promatrati funkcije f: Q@ — R™ ili f: Q — R,
gdje je uvijek 0 C R™ otvoren skup. Zbog jednostavnijeg zapisa, to ¢emo obi¢no
oznacavati s f: Q CR" — R™,

8§ 8 Svojstva diferencijala i diferencijabilnih
preslikavanja

Promotrit éemo najprije neke primjere diferencijabilnih preslikavanja.

Primjer 8.1 Neka je f: @ C R® — R™ konstantno preslikavanje. Tada je
f diferencijabilno u svakoj tocki Py € Q i Df(Py) = 0, tj. diferencijal kons-
tantnog preslikavanja je nul-operator. Specijalno, sve su parcijalne derivacije
konstantnog preslikavanja jednake nuli.

To slijedi iz toga sto je

f(Po+H)— f(P) =0
— 0(H) +0

i Propozicije 7.1 o jedinstvenosti diferencijala.
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Primjer 8.2 Neka je f: R™ — R linearni operator. Tada je f diferencijabilan
na R" i Df(Py) = f u svakoj tocki Py € R™.

To slijedi iz ¢injenice da je

f(Po+H) = f(P) =f(H)+0 VF,HeR".

Ova je cinjenica u skladu s osnovnom idejom da se proizvoljno preslikava-
nje f lokalno aproksimira linearnim. Jer ako f ve¢ je linearno, onda je njegova
najbolja linearna aproksimacija — samo preslikavanje f.

Kako je diferencijabilnost lokalno svojstvo, Napomena 7.1, zaklju¢ujemo

da ukoliko je preslikavanje g:  C R™ — R™ restrikcija linearnog operatora
f:R" = R™ g = f|q, onda je i g diferencijabilno na Q i Dg(Fy) = f, VP € Q.

Propozicija 8.1 Neka su f,g: 2 C R®™ — R™ preslikavanja diferencijabilna u
tocki Py € Q i neka su A\, u € R. Tada je i preslikavanje Af + pg: & — R™
diferencijabilno v Py € Q i vrijedi

D(Af + pg)(Po) = AD f(Py) + pDg(Fo) -
Specijalno, za parcijalne derivacije vrijedi
Oi(Af + ng)(Po) = A0 f(Fo) + poig(FPo) , i=1,....n.

Dokaz: Zbog diferencijabilnosti preslikavanja f i g u Py je
r1(H)

f(Po+ H) = f(Fo) =DFF)H) +m(H) , Jim “ppm =0 (1)
) ~ o ra(H)
9(Po+ H) ~g(Po)e= Dg(Fo)(H) + ra(H) . lim = <2)

pa je
(Af +mg) (Po+ H) — (A\f + pg)(Po) =
=M (Po+ H) = A (Po) + pg(Po + H) — pg(Fo) =
= AN(Df(Po)(H) +r1(H)) + p(Dg(Po)(H) + r2(H)) =
= (ADf(Po) + nDg(Fo))(H) + Ar1(H) + pr2(H)
iy MO + pra(H)

H—o0  |H]
Propozicija 7.1. [ ]

i = 0. Tvrdnja sada slijedi iz jedinstvenosti diferencijala,
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Propozicija 8.2 Neka su f,g: Q@ C R" — R preslikavanja diferencijabilna u
Py € Q. Tada je i produkt f - g: Q — R diferencijabilan v Py i vrijedi

D(fg)(Fo) = f(Fo)Dg(Fo) + g(Po) D f(Fo) -

Specijalno, za parcijalne derivacije vrijedi

0i(fg)(Po) = 0if(Po)g(Po) + f(FPo)dig(Fo), i=1,...,n.

Ukoliko je funkcija f realna, a funkcija g vektorska, analogna tvrdnja, i for-
mula, vrijedi za produkt skalarne i vektorske funkcije, a u slucaju da su obje
funkcije vektorske, s istom kodomenom R™, analogna tvrdnja i formula vrijedi
za skalarni, a u sluc¢aju m = 3 i vektorski, produkt.

Dokaz: Zbog diferencijabilnosti vrijedi (1) i (2) pa je
(f-9)(Po+H)—(f-9)(Po) =f(Po+H) g(Po+ H)—= f(F) - 9(FPo) =
= f(Po)(9(Po + H) — g(Po)) + (f(Po + H) = f(Po))g(Po) +
+ (f(Po+ H) = [(Po) (9(Po + H) — g(Ry)) =
= f(Po)(Dg(Po)(H) + r2(H)) + (DF(Bo)(H) + r1.(H))g(Po) +
+ (D (Po)(H) + ri(H)) (Dg(Po)(H) + r2(H)) =
= f(Fo)Dg(Po)(H) + g(Po)D f(Po)(H) + f(Po)r2(H) + g(Po)r1(H) +
+ (Df(Po)(H) + r1(H)) (Dg(Po)(H) + r2(H)) .

+
+

Prva dva sumanda daju upravo ono $to zelimo, ukoliko pokazemo da je
ostatak, tj. zadnja tri sumanda, dovoljno malen s obzirom na ||H||. Za tredi i
Cetvrti sumand je zbog (1) 1 (2) o¢ito

iy LF)2(H) o g(FPo)r(H)

RASHLVAS 2 S/
H=0 |[H| H—0 | H|

Kako su linearni funkcionali Df(Py) i Dg(Pp) ograniceni (Teorem 2.21), pos-
toje A1, A2 > 0 takvi da za sve H € R”™ vrijedi | Df(Fo)(H)|| < M| H] i
[1Dg(Fo)(HI| < A2| H|. Stoga je

0 < ISP H) + i (H)| | Dg(Fo)(H) + ra(H)]

<
14|

(-t ) (ral + ot
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sto tezi k nuli za H — 0 zbog (1) i ¢injenice da je I}{imo ro(H) = 0 (vidi dokaz

Teorema 7.2). [ |

Propozicija 8.3 Neka su f,g: Q@ C R" — R funkcije diferencijabilne u tocki

Py € Q i neka je g(Po) # 0. Tada je i kvocijent ! diferencijabilna funkcija u Py
g

1 vrijedi

W(gmﬂl’f (Po) — f(Po)Dy(Py)) -

Dokaz: Zbog neprekidnosti funkcije g u tocki Py (Teorem 7.2), g je razlic¢ito

p(1)ry) -

od 0 i na nekoj okolini tocke Py (Lema 2.9), pa je i funkcija I definirana na

g
nekoj okolini tocke FPy. Zbog prethodnog teorema, dovoljno-je pokazati da je
funkcija = diferencijabilna u Py.
g

Neka je g(Py + H) — g(Py) = B(H) + r(H), PlIano 7['(:[{”) = 0, pri ¢emu je
B := Dg(Fp). Tada je
1 1 g+ H)—g(R) _  BH)+r(H)
g(Po+H)  g(Po) 9(Po) - g(Po + H) 9(Fo) - g(Po + H)
__ B | B@#H)g(Fo+ H) - g(Po)(BUT) + r(H))
(9(FPo))? (9(FPo))?9(Po + H)

Prvi sumand je ono $§to trebamo; a norma drugog sumanda, podijeljena s || H||,
daje
1 |BH)[g(Po + H) — g(Bo)] = g(FPo)r(H)|

iR TP (P + H)] <
| 1B ) Ir(m)]
< TG T e+ ) sl + Pl )

§to tezi nuli za H — 0, jer je linearni operator B ogranic¢en, g je neprekidno
u Py i Fllimo % =0. Zakljucujemo da je funkcija 1 diferencijabilna u Py i
— 9

Dg(Py) = — Dg(Py). Prema prethodnom teoremu je sada

(9(FP0))?
1
D(g)(Po) = D(; f)(Po) =

_ 1 ()
= o) ) T i

odakle dobivamo trazeni izraz za diferencijal kvocijenta. [ ]

Dg(Fo)
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Sljededi teorem pokazuje da se kompozicijom diferencijabilnih preslikavanja
ponovo dobiva diferencijabilno preslikavanje i da linearna aproksimacija presli-
kavanja ‘prati’ kompoziciju.

Teorem 8.4 (O diferencijabilnosti kompozicije) Neka su QCR", LCR™
otvoreni skupovi, f: Q — R™, g: ¥ — RP preslikavanja takva da je f(2) C X.
Ako je f diferencijabilno u Py € Q, a g diferencijabilno u tocki Qo := f(Pp) € %,
onda je kompozicija go f: Q — RP diferencijabilna u Py i vrijedi D(go f)(Py) =
Dy(f(Po)) o Df(Fo).

Dokaz: Zbog diferencijabilnosti je

f(P) = f(Po) = Df(Po)(P = Po) +r1(P = Py) ,  Jim, H -

9(Q) — 9(Qo) = Dg(Qo)(@ — Qo) +72(Q — Qo) , ¢ lim, H B

(g0 /)(P) = (g0 f)(Po) = g(f(P)) — g(f (o)) =
N(f(P) = f(Fo)) +r2(f (P) = f(Po)) =

Po))(Df(Po)(P = Po) +11(P = Po)) + r2(f(P) — f(P)) =

= (Dg(f(Po)oDf(Po))(P—Po)+Dg(f(Fo))(r1(P—Po))+72(f(P)—f(Fp)) -

Prvi sumand je ono §to trebamo pa treba pokazati da su ostala dva sumanda
‘dovoljno mala’.

Za drugi sumand, zbog neprekidnosti linearnog operatora, imamo

_ Dg(f(R))(r (P —F)) _ . ri(P— Py
A TN —gngﬂ%mefﬂj)—
7’1(P Po)

= Dg(f(Fo))( Jim

m]ﬁ‘fw>:Dﬂﬂ%Mm:o.

Nadalje, zbog hm r2(@ = Qo)
Q—Qo Q- Qoll

za ||Q — Qol| < ¢ vrijedi ||r2(Q — Qo)l] < €]|@ — Qoll- Zbog neprekidnosti
preslikavanja f u Py, postoji 6 > 0 takav da za sve P € Q za koje je |P—FPy|| <
vrijedi [[f(P)—=f(Po)ll < &, teje [lr2(f(P)—=f(Fo))ll < el f(P)—f(Fo)l- Kako je

= 0, za svaki ¢ > 0 postoji &' > 0 takav da
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linearni operator D f(Py) ograni¢en, postoji A > 0 takav da je | Df(FPo)(H)| <
M| H]| za sve H € R™. Stoga je

Ir2(f(P) = F(P ) el F(P) = F(Po)ll

[P — Pl - |P — Pol|
||Df(P0)(P Po)|l + [|r1(P — Po)ll <
- |P— Pol| -
[r1(P — Po)l
<el A+ ——++—
( P — Pol| )
llr1 (P — Po)ll

Kako je lim
P—Py HP — Po”

r2(f(P) — f(Po))
P—P, [|1P— Poll

=0, a € je proizvoljan, zakljucujemo da je
= 0, ¢ime je dokaz zavrsen. [ ]

Promotrimo sada kako se to odrazava na parcijalne derivacije kompozici-

je. Neka su f i g diferencijabilna preslikavanja kao u Teoremu 8.4. Jacobijeve

. a(fl,,fm) . 8(917""917)

matrice Py) i

Bon, om0 B, um)

ma Df(Py) i Dg(Qo) obzirom na standardne baze u R, R™ i RP. Diferencijalu
A(ha, ...  hp)

8(m1, e ,$n) (PO)’

(Qo) su matrice pridruzene diferencijali-

Dh(Py) kompozicije h = go f pridruzena je Jacobijeva matrica
pa je prema Teoremu 8.4

O(hi, ... hy)

_ OG- 5 9p) Af1,-- s fm)
(w1, .. an) (Po) = (Qo)- (Po)

O,y Ym) Oz, .. ,xy)

jer je kompoziciji linearnih operatora pridruzen produkt njihovih matrica. Odav-
de za parcijalne derivacije kompozicije h = ¢ o f, prema definiciji mnozenja
matrica, dobivamo

0;hi(Po) = Zalgk Qo) - 9, f:(Po) (3)

=1
Specijalno, za p = 1.imamo

Po) =Y 0ig(f(P)) - 9; fi( Py)
i=1
ili s drugim oznakama

SR = SR SR
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Napomena 8.1 Kao $to smo vidjeli, iz diferencijabilnosti preslikavanja f i g
slijedi diferencijabilnost njihove kompozicije. Medutim, postojanje parcijalnih
derivacija od f i g ne osigurava postojanje parcijalnih derivacija kompozicije,
kao sto pokazuje sljedeéi primjer:

Neka je f: R — R? dano s f(t) = (t,2t),a g: R> - R s

. % , (z,y) #(0,0)
g(x’y){ 0" @) = (0,0).

6 9(0,0) =01 0,g(0,0) = 0 pa bi prema (3)
= 0. Medutim, za kompoziciju go f: R — R

Tada je f(0) = (0,0), f/(0) = (1,2),
trebalo biti (go f)'(0) = 0- 1+O 2
1 t-2t

ch s A0 _ 2 LA
(9 f)(t)—{t+04t =g —{3 e

pa ona nema derivaciju u 0 (jer bi kao realna funkeija jedne varijable tada bila
i diferencijabilna, dakle i neprekidna, $to nije-).

Razlog je naravno u tome sto funkcija g nije diferencijabilna u (0, 0) (iako ima
parcijalne derivacije), pa ne mozemo primijeniti Teorem 8.4 dakle niti njegovu
posljedicu—formulu (3).

Kao jednostavnu posljedicu Teorema 8.4 dobivamo

Korolar 8.5 (O diferencijalu inverzne funkcije) Neka su €, Q' C R" otvo-
reni skupovi, a f: Q — Q' g: Q' — Q preslikavanja takva da je go f = 1gq,
fog = lg. Ako je f diferencijabilno v Py € Q, a g diferencijabilno u
Qo := f(Py) € &, onda je diferencijal Df(Py): R™ — R™ reqularan operator i
vrijedi

Dg(Qo) = (Df(Po))™" (4)

Dokaz: Kako je go f = 1q, to se preslikavanja go f: Q@ — Q' i 1ga: R® — R" po-
dudaraju na otvorenom skupu, pa su, prema Napomeni 7.1 o lokalnom karakteru
diferencijabilnosti, i njihovi diferencijali jednaki. Stoga je, prema Teoremu 8.4,

DQ(QO) o _Df(Po) = D(]_]Rn)(PQ) = ]-R" .

Analogno dobivamo Df(Py) o Dg(Qo) = lgn, odakle slijedi da su Df(F) i
Dg(Qo) regularni operatori i vrijedi (4). ]
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Preslikavanje g u prethodnom korolaru zove se tnverzno preslikavanje
preslikavanja f i oznacavases f~1: Q' — Q. Korolar 8.5, dakle, tvrdi da ako su
fi f~! diferencijabilna preslikavanja, onda su i njihovi diferencijali medusobno
inverzni, tj. vrijedi

D(f~)(f(Po)) = (Df(Po))™" - (5)

8.6 Derivacija duz vektora Kao primjer upotrebe Teorema 8.4 promotrimo
derivaciju duz vektora odnosno derivaciju u smjeru. Neka je f: Q CR"™ — R
funkcija diferencijabilna u tocki Py € §2. Zanima nas ‘brzina promjene’ funkcije
u smjeru nekog vektora V' € R™. U tu svrhu gledamo restrikciju funkcije f na
pravac kroz Py odreden vektorom V. To ¢e biti ‘funkcija jedne varijable’ pa ¢emo
gledati njenu derivaciju u Py. Neka je ¢:t — Py +tV, t € R, parametrizacija
pravca kroz Py odredenog vektorom V' = (vy,... ,v,).

Kako je 2 otvoren, a ¢ neprekidno preslikavanje, postoji € > 0 takav da je
p((—¢,¢)) C Q. Preslikavanje ¢: (—¢,e) — R" je diferencijabilno (jer je jedna-
ko sumi konstantne funkcije ¢t +— Py i restrikcije linearnog operatora t +— ¢ - V) i
©(0) = Py. Prema teoremu o kompoziciji diferencijabilnih funkcija je kompozi-
cija g = f olp: (—¢,e) — R diferencijabilna u 0 i vrijedi

70 =822 0) = S 07 (R)gl0) = Y- 0us (R = DIFV) . (0

S druge strane je, prema definiciji derivacije,

h) —g(0 Py+hV) — f(P,
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pa je to upravo derivacija funkcije f duz vektora V', dakle

v f(Po) = Df(Po)( Za F(Po)vi = (Vf(Po) | V).

Zadaci

, 0
y7 . Do-

;y=0
kazite da f ima obje parcijalne derivacije u tocki (0,0) premda f nije
ogranicena niti u jednoj okolini ishodista.

Ow |8

1. Neka je f: R?Z — R funkcija definirana s f(x,y) {

2
zy 24 .4
2. Neka je f: R? — R definirana s f(z,y) ::{x2+y4 p Y20 . Do-
0 ,r=y=0

kazite da f ima obje parcijalne derivacije u tocki (0,0) ali nije neprekidna
(pa zato ni diferencijabilna) u (0, 0).

zy® 2, .2
3. Neka je f: R? — R funkcija dana s f(x,y) = { z24+y2 Ay A0 .
0 ,x=y=20

Dokazite da f ima u tocki (0,0) derivacije u smjeru svih vektora (posebno
i obje parcijalne derivacije); neprekidna je u (0,0), ali ipak nije diferenci-
jabilna u (0, 0).

4. Dokazite da je funkcija f: R? — R, f(x,y) := 2%y + ¥ diferencijabilna
na R?. Izracéunajte parcijalne derivacije i diferencijal od f u proizvoljnoj
tocki (1‘0, yo)

zy 2 2
a2y A0
5. Neka je f: R2 — R, f(x,y) := { Va2 +y? . U kojim je
0 ,x=1y=0
tockama f diferencijabilna?
6. Mozelli se funkcija f: RS — R = T2 odefinirati
. Moze 1i se funkcija f: — R, f(z,y,2) = mrgie odefinirati u

tocki (0,0,0) tako da bude diferencijabilna na R3?

7. Neka za funkciju f: R? — R vrijedi f(z,y) = f(y, ), Yo,y € R. Dokazite:
ako postoji jedan od brojeva 01 f(xo,y0) 1 92f(yo, zo) onda postoji i drugi
i tada su oni jednaki.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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. Dokazite da je f: R? — R zadana s f(z,y) := |ry| diferencijabilna u tocki

(0,0), ali nije diferencijabilna niti na jednom otvorenom krugu s centrom
u (0,0).

. Neka za funkciju f: R? — R vrijedi |f(z,y)| < (|z| + |y|)?, Y(z,y) € RZ

Ispitajte diferencijabilnost od f u (0, 0).

Ispitajte diferencijabilnost funkcije f: R? — R definirane formulom
224+ y? ,zaz,ycQ
flz,y) = { 0 , inace :

Neka je A € M, (R) simetricna matrica te neka je funkcija f: R® — R
definirana formulom f(P) := (AP | P). Dokazite da je f diferencijabilna
na R” te da vrijedi Df(Py)(P) =2 (AP, | P), VPy, P € R™.

Dokazite da za funkciju ¢: R® — R zadanu 8 ¢(P) := ||P||* vrijedi
Dq(Py)(P) = 2(P, | P), YPy, P € R™.

Neka je funkcija f: R™ — R™ diferencijabilna u Py € R™. Dokazite da je
tada i funkcija g: R™ — R definirana s g(P) := sin || f(P)||? diferencijabil-
na u Py i izracunajte Dg(Pp)(P).

Zadani su vektor T' € R™ i funkcija f: R™ — R™ koja je diferencijabilna
u tocki Py € R™. Dokazite da je tada funkcija g: R — R definira-
na s g(P) := (f(P) | T), diferencijabilna u Py, i vrijedi Dg(Fy)(P) =
(Df(Po)(P) | T).

Neka za funkcije f, g: R™ — R vrijedi: g je neprekidna u Py, f je diferenci-
jabilna u Py, f(Py) = 0. Dokazite da je tada i funkcija f-g diferencijabilna
u toc¢ki Py. Usporedite s Propozicijom 8.2!

Neka za funkcije f,g: R® — R™ vrijedi: ¢ je neprekidna u tocki Py, f
je diferencijabilna u Py, f(Fy) = 0. Ispitajte diferencijabilnost funkcije
h:R™ — R definirane s h(P) := (f(P) | g(P)) u tocki Py.

Neka je f: R™ — R™ diferencijabilna na R™ takva da je || f| konstanta.
Dokazite: Df(Py)(P) L f(Py), VPy, P € R".

Neka je f: R? — R diferencijabilna funkcija takva da su V(P) i P koline-
arni vektori VP € R%. Dokazite da je f konstantna na svakoj kruznici s
centrom u ishodistu.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Dokazite: ako f: R?® — R ima svojstva iz prethodnog zadatka onda je f
konstantna na svakoj sferi s centrom u ishodistu!

Prelaskom na polarne koordinate, izracunajte Jacobijan funkcije

: R? — R? defini = (— Y N
[ RENA(0,0)} efinirane s f(z,y) (”(m’y)Hn,H(I’y)”n),ne ;

n > 1.

Neka je f: R®™ — R parna funkcija, tj. f(—P) = f(P), VP € R”, i neka
je f diferencijabilna u 0. Izra¢unajte D f(0)!

Neka je f: R® — R homogena funkcija, tj. f(tP) = tf(P), Vt € R,
VP € R", i neka je f diferencijabilna u 0. Dokazite da je f linearan
funkcional!

Neka je f: @ C R" — R homogena funkcija stupnja p € N, tj. f(tP) =
tPf(P), Vt € R, VP, tP € , te neka f ima sve parcijalne derivacije na €.
Jesu li i parcijalne derivacije od f homogene funkeije? Kojeg stupnja?

Neka je funkcija f: 2 € R™ — R homogena stupnja p i diferencijabilna
u Py. Dokazite da je tada Df(Py)(Po)/= pf(Py). Za p = 1 usporedite sa
zadatkom 22!

Dokazite ovaj obrat prethodnog zadatka: Neka je f: 2 C R™ — R dife-
rencijabilna na €2 te neka VPy € Q vrijedi D f(Py)(Fo) = pf(Fy). Dokazite
da je tada f homogena funkcija stupnja p.

Za funkcije f: R® — R™ i g: R® — R¥ definirajmo funkciju (f, g): R® —
R™ x R*¥ = R™** formulom (f,g)(P) := (f(P),g(P)). Dokazite da je
(f, g) diferencijabilna u Py ako i samo ako su f i g diferencijabilne u Py.

Neka je f: R — R? f = (f1,f2). DokaZite da je f diferencijabilna u
o € R ako i samo ako su fi i fo derivabilne u zy. Kako izgleda Jacobijeva
matrica funkeije f u tocki x¢? Generalizirajte za funkcije R — R"™!

Neka je funkcija f: R®™ — R diferencijabilna u tocki Py i neka vrijedi
Df(PRy) # 0. Dokazite da iz totke Py funkcija f najbrze raste u smjeru
vektora V f(F), a najbrze pada u suprotnom smjeru.

Mrav se nalazi u ishodistu koordinatnog sustava u toksi¢noj atmosferi.

Ako je koncentracija toksina dana funkcijom f(x,y,2) = e=3% +sin(yz) +

z

e~*", u kojem ée smjeru mrav (rijesivsi prethodni zadatak) bjezati?
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89 Diferencijali i derivacije viSeg reda

Promotrimo sada preslikavanje f: 2 — R™ koje je diferencijabilno u svakoj
tocki otvorenog skupa 2 C R™. U tom slucaju dobivamo novo preslikava-
nje Df: Q@ — Hom(R"™ R™), koje svakoj tocki P € Q pridruzuje diferencijal
Df(P) € Hom(R™,R™). Kako u prostoru linearnih operatora postoji norma,
Definicija 2.4, to mozemo govoriti o neprekidnosti preslikavanja D f.

Definicija 9.1 Za preslikavanje f: Q C R™ — R™ kazemo da je neprekidno
diferencijabilno ili da je diferencijabilno klase C', ako je ono diferencija-
bilno na € i preslikavanje Df: @ — Hom(R"™,R™) je neprekidno. Skup svih
neprekidno diferencijabilnih preslikavanja s  u R™ oznac¢avamo s C1 (2, R™),
a u sluéaju m = 1, jednostavno s C*(Q).

Vidjeli smo da postojanje parcijalnih derivacija preslikavanja f ne znaci da
je ono i diferencijabilno. Vrijedi, medutim, sljede¢i teorem:

Teorem 9.1 Neka je f: Q CR™ — R™ preslikavanje za koje postoje parcijalne
derivacije na Q. Ako su sve derivacije 0;f; neprekidne u Po € Q, i =1,... ,n,
j=1,...,m, tada je f diferencijabilno uw Fy.

Dokaz: Teorem je dovoljno dokazati za slucaj m = 1. Neka je r > 0 takav da

je K(Py,r) C Q. Tada za svaki H = (hy,...,h,) € R™ takav da je |[H|| < r

vrijedi

f(Po+H)— f(Po) = (f(aY +hi,...,xp+hy) — f(aY,29+he,... 20 +hy,)) +
+ (f(a, 29 +ho,a8+ha,. .. , 20 +h,) — f(27,29,28+hs, ... ,20+h,)) +
+-+ (f(x(fa axgz—lvxgz'i_hn) _f(x(l)7 ?x?z—hx%)) . (1)

U i-tom clanu ovog prikaza radi se o prirastu realne funkcije jedne varijable
koja je derivabilna i derivacija je upravo &;f. Stoga, prema Lagrangeovom!
teoremu srednje vrijednosti (vidi str. 98), postoje brojevi ¥4,...,¢, € (0,1)
takvi da je desna strana u (1) jednaka

O f(x? + 91y, 294 ho, ... 28 + hy) by +
+ O f (29, x5 + 9aho, 23 + ha, ... 2l 4+ hy) - ho +
4+ 4+ 8nf(a:(1),... ,x%_l,mg—kﬂnhn)-hn

1Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), talijanski i francuski matematicar
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§to je jednako izrazu
Z@if(x(f,... ,:vg)hz-—i—Zsi(H)hi (2)
adie jo i=1 i=1
si(H) := 0, f(2?,..., 2y, ) +0hs, Y 1 +higr, ... ah4hy) — 0, f(af, ... ,ab).
Da(c}{o)l;aiemo diferencijabilnost funkcije f u Py, dovoljno je pokazati da je
Si i

H—0 |H|
linearnog operatora na vektoru H, kao Sto se trazi u definiciji diferencijabilnosti.

=0,i=1,...,n, jer je prva suma u (2) upravo vrijednost jednog

Kako je Ihil < 1, to je dovoljno pokazati da je Pllimo si(H) = 0, a to slijedi

neposredno iz neprekidnosti funkcije 0; f u tocki Py. [ ]

Uz identifikaciju prostord Hom(R™, R™) i R™™, koordinatne funkcije pres-
likavanja D f su upravo parcijalne derivacije koordinatnih funkcija preslika-
vanja f. Bududi su sve metrike na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru
ekvivalentne (vidi zadatak 29 na str. 66) dobivamo:

Korolar 9.2 Preslikavanje f: Q C R" — R™ je klase C' na Q ako i samo ako
sve parcijalne derivacije od f postoje i neprekidne su na Q. [ ]

Ako je preslikavanje f: Q C R"™ — R™ diferencijabilno na ¢itavom skupu €2,
mozemo postaviti pitanje diferencijabilnosti preslikavanja P — D f(P), tj. pres-
likavanja D f: Q — Hom(R"™, R™). Ukoliko je to preslikavanje diferencijabilno u
tocki Py, pripadni diferencijal D(Df)(Pp): R® — Hom(R"”,R™) oznacavamo s
D?f(Py), i zovemo drugi diferencijal ili diferencijal drugog reda preslika-
vanja f u tocki Py € Q. Ako D?f(P) postoji za sve P € Q, imamo preslikava-
nje D?f: Q — Hom(R™, Hom(R",R™)). Ako je preslikavanje D?f neprekidno
kazemo da je preslikavanje f klase C? na €. Skup svih takvih preslikavanja
oznacavamo s C2(Q, R™), odnosno C?(2) u slu¢aju m = 1. Analogno se definira
diferencijabilnost klase C?, p > 1. Oznacimo li s C°(Q,R™), odnosno C°(12),
skup svih neprekidnih preslikavanja na €2, dobivamo niz inkluzija vektorskih
prostora

Co%) > CHQ) DC*Q) D ---DCP(N) DCPTHQ) D --- D C™(Q)

i sve su to prave inkluzije. Pri tome je s C*°(Q) oznacen vektorski prostor svih
preslikavanja s 2 — R koja su klase CP za svaki p. Analogan niz inkluzija
dobiva se za preslikavanja  — R™.
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Pogledajmo sada poblize drugi diferencijal i to u specijalnom slu¢aju m = 1.
Za dva puta diferencijabilnu funkciju f: @ CR™ — R je Df: O — Hom(R™, R),
a D2f(Py): R® — Hom(R",R), dakle D?f(P,) € Hom(R", Hom(R", R)).

Vektorski prostor Hom(R", Hom(R™,R)) svih linearnih operatora s R™ u
Hom(R™ R) prirodno je izomorfan vektorskom prostoru bilinearnih funkci-
onala BHom(R™ x R™ R), tj. prostoru preslikavanja B: R™ x R” — R koja
su linearna u svakoj varijabli, tj. za sve vektore H, Hy, Ho, K, K1, Ko € R" i
skalare A1, Ao, i1, o € R vrijedi

BO\WH, + A\oHs, K) = M\ B(Hy, K) + Ao B(Hs, K)
B(H, jn K1 + p2Ko) = jn B(H, K1) + p2 B(H, K3) .

Taj prirodni izomorfizam definiran je ovako: svakom linearnom operatorub €
Hom(R", Hom(R"™, R)) pridruzimo bilinearni operator B =: 5(b): R" x R — R
definiran s

B(H,K) := (b(H))(K), H,K €R". (3)

Obratno, bilinearnom funkcionalu B € BHom(R" x R™ R) pridruzit ¢emo line-
arni operator \(B) =: b € Hom(R", Hom(R",R)) definiran s

(b(H))(K) := B(H,K), H,KcR". (4)

Lako se pokazuje daje #: Hom(R™, Hom(R", R)) — BHom(R" x R™ R) izo-
morfizam vektorskih prostora s inverzom A. Identificiramo li izomorfizmom [ te
vektorske prostore, mozemo, dakle, interpretirati drugi diferencijal D?f(P) €
Hom(R", Hom(R",R)) kao bilinearan funkcional 3(D?f(P)) € BHom(R" x
R",R). Uobi¢ajenoje i taj bilinearni funkcional oznaciti istom oznakom D? f(Py)
i takoder zvati drugim diferencijalom od f u tocki Py, pa je onda i D%f(P,) €
BHom(R™ x R", R).

Promotrimo jos kako to izgleda u koordinatama.
Za preslikavanje f: Q C R™ — R koje je diferencijabilno na €2, prema formuli
(3) na strani 73, je Df(P) = Y 0;,f(P)dx;, P € Q, gdje su dz; € Hom(R",R)
i=1

vektori dualne baze prostora R™. Prema formuli (6) na strani 74 je stoga (vektori
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baze su sada dz;, a ne e; kao u (6)!)

n

D? f(Po)(H) = (D(Df)(Po))(H) = D(0f)(Po)(H) da:; =

=1

n n

S (D 0;0if(Po)hy) da, HeR™.

i=1 j=1

Ako funkcional D?f(Py)(H) € Hom(R",R) primijenimo na K € R™ dobivamo

(D> (Po)(H))(K) => > 00 f(Po)hski

i=1 j=1
odnosno, ako na drugi diferencijal gledamo kao na bilinearni funkcional,
D?f(Po)(H,K) =Y > 00, f(Ro)h;ki (5)

i=1 j=1
§to je jedna bilinearna forma.

Brojevi 0;0; f(FPy) = 0;(0:f)(Po) zovu se parcijalne derivacije drugog
reda funkcije f u tocki Py. U sluéaju i = j uobicajena je oznaka 97 f(Py) :=
9;0;f(Py). Matrica sastavljena od brojeva 8;0; f(P) ¢esto se zove Hesseova'
matrica funkcije f u tocki Py, i oznacava se s H f(P).

Iz Teorema 9.1 i Korolara 9.2 dobivamo

Korolar 9.3 Ako parcijalne derivacije drugog reda funkcije f postoje ma §2 i
neprekidne su u Py, onda postofi drugi diferencijal D? f(Py). Ako su sve par-
cijalne derivacije drugog reda funkcije f neprekidne na Q, onda je f klase C?
na €. [ |

I opéenito

Korolar 9.4 Funkcija f: Q CR™ — R je klase CP, p > 1 ako i samo ako sve
parcijalne derivacije p-tog reda funkcije f postoje i neprekidne su na 2. [ |

Kombinirajuéi ovu tvrdnju s Teoremom 9.1 dobivamo

Korolar 9.5 Funkcija f: Q@ C R™ — R je klase CP, p > 1 ako i samo ako su
sve parcijalne derivacije funkcije f, funkcije klase CP~1, [ ]

ILudwig Otto Hesse (1811-1874), njemacki matematicar
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Kod promatranja diferencijala i parcijalnih derivacija viseg reda, od osnovne
je vaznosti sljedeéi teorem:

Teorem 9.6 (Schwarzov! teorem) Neka je f: Q C R"® — R funkcija kla-
se C? na Q. Tada je

9,0;f(P) = 0;0,f(P) (6)
za svei,j=1,...,n 1P €.

Dakle, za f € C%(Q) drugi je diferencijal funkcije f simetriéan bilinearan
funkcional, tj. vrijedi

D?*f(P)(H,K) = D*f(P)(K,H), H,K¢cR"

Dokaz: Za fiksne 7, j u odredivanju parcijalnih derivacija 9;0; f(Po) i 0,0 f(Po)
sudjeluju samo i-ta i j-ta varijabla, a sve ostale varijable su fiksne, tj. radi se
o restrikciji funkcije f na dvodimenzionalnu ravninu kroz to¢ku P, odredenu
koordinatnim vektorima e; i e;. Stoga je teorem dovoljno dokazati za funkcije
dviju varijabli.

Neka je, dakle, Py = (x9,%0) € 2 C R?, f € C?(Q). Promatrajmo izraz

A(h, k) := f(xo 4 h,yo + k) — f(xo + hy yo) — f(z0,y0 + k) + f(20,%0)

koji je, buduéi je skup €2 otvoren, definiran za malene h i k. Isto su tako, za
malene k, i funkcije ¢y zadane s

or(x) = flz,y0 + k) — f(x,y0)

definirane na nekoj okolini tocke xg.
Funkcije ¢y su diferencijabilne, pa mozemo primijeniti Lagrangeov teorem

srednje vrijednosti. Stoga, za malene h i k, postoje brojevi 95, € (0,1) (oni
ovise o h i k), takvi da je
A(h, k) = (pk(xo + h) — @k(l‘o) = (p%(.ﬁo + ﬂ}Lk h) h=
= (O1f (w0 + D}y, hoyo + k) — 01 f(mo + Ihp hy o)) o

Kako je 01 f € C*(2), ponovo mozemo primijeniti Lagrangeov teorem, tj. pos-
toje brojevi 97, € (0,1) takvi da je

A(h, k) = 0201 f(z0 + Vpy by yo + Unp k) Wk

IHermann Amandus Schwarz (1843-1921), njemacki matematicar
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tj.
L A(h, k) = 0501 f (w0 + O} by yo + DR, K) (7)

Buduéi je funkcija 020; f neprekidna u tocki (xo,yo), limes desne strane za
(h, k) — (0,0) postoji, bez obzira da li brojevi 9}, ,9%, € (0,1) ovise neprekidno
o (h, k), 1jednak je 9201 f(xo,yo). Zbog toga postoji i limes lijeve strane, i vrijedi

. 1
(h,kl)lin(o,()) ﬁ A(h, k‘) = 6281f(a:0, yo) . (8)

Analogno, za malene h, na nekoj okolini tocke yq definirane su funkcije ¥y,
formulom

d)h(y) = f(.TO + h7y) - f(:EOa y) )
i vrijedi
A(h, k) = n(yo + k) — ¥n(yo)s

pa sli¢no kao ranije, zaklju¢ujemo da je

. 1
pdm o AR ) = 0] (o) ©)

Formule (8) i (9) pokazuju da je 0102f(x0,y0) = 0201 f(x0,¥0), Sto je i
trebalo pokazati. [ |

Napomena 9.1 Za prethodni dokaz Schwarzovog teorema dovoljno je bilo da
funkcija f ima parcijalne derivacije drugog reda i da je za svaki par i, j barem
jedna od funkcija 0;0; f 1 0;0; f neprekidna u Fj.

Korolar 9.7 Ako je f € CP(Q) onda su parcijalne derivacije p-tog reda po istim
varygablama jednake, bez obzira kojim se redom derivira. [ ]

Sada ¢emo opisati jos jedan nacin gledanja na drugi diferencijal. Za to nam
je opet potrebno malo algebre.

Neka je B: R™ x R® — R bilinearni funkcional. Tada je s
k(H):=B(H,H), HeR" (10)
definirana neprekidna funkcija k: R™ — R, i za nju vrijedi
k(H+K)+k(H-K)=2k(H)+2k(K), H/KeR", (11)

sto se lako pokaze koristeéi bilinearnost od B i definiciju (10).
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Za neprekidnu funkciju k: R” — R za koju vrijedi (11) kazemo da je kva-
dratni funkcional na R™.

Svakom je, dakle, bilinearnom funkcionalu B: R™ x R™ — R pridruzen kva-
dratni funkcional k(B) := k: R™ — R formulom

(x(B))(H) := B(H, H) . (12)
Vrijedi medutim i obratno:

Teorem 9.8 Svakom kvadratnom funkcionalu k: R™ — R pridruZen je sime-
trican bilinearan funkcional B(k): R™ x R™ — R takav da vrijedi

(B(k))(H,H) = k(H) , HeR". (13)
Dokaz: Definirajmo preslikavanje B := 8(k): R" x R” = R formulom

B(H,K) = - (k(H + K) — k(H = K)) . (14)

A~ =

Kako je k neprekidno, to je i B neprekidno. Nadalje, za H = K = 0, iz svojstva
(11) kvadratnog funkcionala k, dobivamo

k(0) =0 (15)
pa za H = 0 ponovo iz (11) dobivamo
E(=K)=k(K), KeR". (16)
Sada iz (14) dobivamo
B(H,K)= B(K,H) (17)
tj. B je simetri¢na funkcija. Treba jos pokazati bilinearnost.
Pokazimo prvo aditivnost u prvoj varijabli. Za H;, He, K € R™ imamo

14
B(Hy + H3,K) — B(H1, K) — B(Hz, K) w

1
:Z(k(H1+H2+K)+k(H1—HQ—K)—k(Hl—HQ—K)—

_ ]f(Hl + Hy — K)) — B(Hle) _ B(H27K) (11)£(14)
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= i((2k’(H1)+2]€(H2+K) —2k(H; — )72]{(]{2)) _
— (k(Hy + K) — k(Hy — K)) — (k(Hz + K) — k(H; — K))) =
= i((%(fh) — 2k(H2)) — (k(Hi + K) + k(Hy — K)) +

+ (k(Hs + K) + k(H; — K))) 2

= i(%(fh) — 2k(Hy) — 2k(Hy) — 2k(K) + 2k(Hs) + 2k(K)) =0 ,

pa je zaista

Odavde odmabh slijedi da je B(2H, K) = 2B(H, K), pa indukeijom lako zaklju-
¢ujemo da je

B(nH,K)=nB(H,K), neN. (19)
Nadalje,

B(H,K)+ B(—-H,K) Y B@H - B, K) = B0, K) "2

W Lk(E) -~ k(K] P,

pa (19) vrijedi i za sve n € Z.
Za m € N, zbog (19) je B(H,K) = ~B(mH,K), pa je i B(~H,K) =
m m
%B(m %H K) = %B(H, K). Stoga za svaki m € N, n € Z vrijedi

B(% H K)= %B(Iﬂ K)
tj.

Uoc¢imo da su funkcije A — B(AH,K) i A — AB(H,K), )\ € R, realne funkcije
neprekidne na ¢itavom R, koje se zbog (20) podudaraju na skupu Q racionalnih
brojeva. Kako je Q gust na R, to su, prema Korolaru 2.13, te dvije funkcije
jednake, tj. vrijedi

B(\H,K)=AB(H,K) , \e R, H K € R" (21)
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Sto zajedno sa (18) pokazuje linearnost u prvoj varijabli.

Zbog simetri¢nosti (17) B je linearan i u drugoj varijabli, pa je B zaista
simetrican bilinearan funkcional.

Konacno,

(14) 1

B(H, H) 2 £ (k(2H) - k(0)) @1

4k(2H) =k(H),
jer za H = K, (11) zajedno sa (15) daje k(2H) = 4k(H), ¢ime je pokazano da
vrijedi i (13). m

Ozna¢imo s Q(R™) vektorski prostor svih kvadratnih funkcionala k: R™ — R,
a sa SB(R™ x R™) vektorski prostor svih simetriénih bilinearnih funkcionala.
Tada su preslikavanja §: Q(R") — SB(R™ x R") i k: SB(R™ xR") — Q(R")
definirana s (13) i (12) linearni operatori. Pokazimo da su to medusobno inverzni
izomorfizmi.

Za svaki k € Q(R™) vrijedi
(R(BURD)(H) = (3(k)(H, H) =" B(H) . H € R"
pa je k(B(k)) =k , k € QR") tj.
KO ﬁ = 1Q(Rn) . (22)
Obratno, za svaki B € SB(R™ xR") je

(14)

(B(r(B)))(H, K) [(x(B))(H + K) — x(B)(H — K)] =

‘D CBH+KH+K)-BH-KH-K)| =

= B(H,K), H,KeR",

N I N

pa je B(k(B)) = B, B € SB(R" x R"), tj.
ﬂ oK = 1SB(RW,XR7L) . (23)
Mozemo, dakle, identificirati vektorske prostore SB(R™ x R™) i Q(R"), tako

da simetri¢an bilinearan funkcional B: R™ x R™ — R identificiramo s pridruze-
nim kvadratnim funkcionalom k = k(B): R™ — R definiranim formulom (12).
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9.9 Primijenimo prethodna razmatranja na drugi diferencijal funkcije f: Q@ —R
klase C2. Prema Schwarzovom teoremu, drugi diferencijal D?f(P): R"xR" —R
je simetrican bilinearan funkcional. Obicaj je pridruzeni kvadratni funkcional
k(D2f(Py)): R™ — R oznacavati takoder s D2f(P,) (to je sad veé treéa stvar
oznagena tako). Tada je D?f(Py): R® — R kvadratni funkcional, a zbog (12)
vrijedi
n
D*f(Poy)(H) = ) 8:0;f(Po)hsh; , HER™, (24)
i,j=1

tj. D?f(P) je (simetriéna) kvadratna forma na R".

Oznacimo li s dz; € Hom(R™,R), i = 1,...,n, linearne funkcionale defini-
rane s dz;(H) = h;, kao u 7.4, moZemo pisati
D*f(Py) = Y 9:0;f(Py) dax; das (25)
i,j=1

gdje je dz;dz; obican produkt realnih funkcija, tj.
dx; d.’lij(H) = dl‘z(H) de(H) = hzhj , H € R™.

9.10 Schwarzov teorem opravdava i sljedeéi formalni rac¢un, koji za dvije vari-
jable izgleda ovako (izostavljamo pisanje tocke (zo,yo)):

sz = 6181f dz dx —+ 3162f dx dy + 8281]” dy dx + (9252f dy dy =
= 03 da® + 20, 0sf da dy+ O3 f dy? T P
= (07 da® + 20,0> dx dy + 03 dy®)(f) =
= (61 dx + 95 dy)*(f) ,
tj. operator 0y dx+ d2dy koji djeluje na funkeiju f po formuli (01 dz+da2dy)(f) =
01 f dx+ 0o f dy, formalno se kvadrira i daje drugi diferencijal od f. Indukcijom,
za diferencijale viseg reda funkcije f klase CP, dobivamo

DPf = (Ovdz + 02 dy)* (f) -
Analogno; za funkcije vise varijabli, dobivamo
Dpf = (81d$1 + O0sdrg +---+ 0y dl’n)p(f) s

tj. sluzeéi se se polinomnom formulom

DP f(Py)(H) = P gn L ai f(Py) Kk B
f( 0)( )_ Z ’il'ig""i' 1 Y2 - nf( 0) 1°°2 n
R o 2
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Zadaci

1. Funkcija f: R? — R definirana je s

y—2x%, zay>a?
FE) =302 ) g ycgr  J@0 =@y my>0.
1‘2 ) —

Dokazite da je f diferencijabilna na R?, ali nije klase C.

2? —y? 2 2
2. Neka je f: R? — R definirana s f(z,y) = { Y22 142" ty #0
0, 22 +y* =0

Izracunajte 0102 f(0,0) i 201 £(0,0).

S . zy(x? — y?) M . » .
3. Moze li se funkcija f(z,y) = =————— dodefinirati u tocki (0,0) tako da

CEQ + y2
bude klase C? na R2?

4. Neka je f: R® — R klase C? i homogena stupnja 2. Dokazite da postoji
simetri¢na matrica A € M,,(R). takva da vrijedi f(P) = (AP | P).

5. Neka je Q = R?\ {(z,0): @ > 0} i funkcija f: Q& — R definirana s
flz,y) =23 zax >01i f(z,y) =0 inace. Pokazite da je skup 2 povezan,
funkcija f klase C1, te vrijedi Os f (z,y) = 0, V(z,y) € Q; pa ipak, funkcija
f ovisi o y.

Definicija Neka je f: Q C R® — R funkcija klase C* i k € R. Skup
S = {(x,y,2) : f(zx,y,2) = k} nazivamo plohom u R?® ako je S # 0 i vrijedi
Vi(x,y,2) # 0, ¥(2,y,2) € 5.

Ovdje bismo zeljeli definirati tangencijalnu ravninu na plohu S u pro-
izvoljnoj tocki Py = (o, Yo, 20) € S. U tu svrhu promotrimo proizvoljnu krivulju
¢ na S koja prolazi tockom Py, to znaci diferencijabilnu funkciju c: I CR — S
pri éemu postoji tg € I sa svojstvom c(tg) = Py. Tangencijalni vektor na c u
tocki Py je ¢/ (to). Kako je foc =k = const, to je D(foc)(t) =0, Vt € I. S dru-
ge strane, prema Teoremu o diferencijalu kompozicije diferencijabilnih funkcija,
imamo

D(fo¢)(t) = (VH(e(t) | (1)), Ve eI
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Posebno je (Vf(Fo)|c'(tg)) = 0; drugim ri-
je¢ima Vf(Py) L ¢/(tg). Time smo pokazali da
je tangencijalni vektor svake krivulje na S u tocki
Py okomit na Vf(Py) §to znaci da svi ti vektori
leze u jednoj ravnini. Stoga je razumno ovu rav-
ninu definirati kao tangencijalnu ravninu na plohu
S u tocki Py. Kako joj je V f(FPy) vektor normale,
njezina jednadzba glasi

O1f(Po)(x—x0)+02f (Po)(y—y0)+03f(Fo)(2—20) =0.

Plohu mozemo zadati i pomoéu funkcije f: R? — R jednadzbom z = f(z, ).
Stavimo li F'(x,y, z) := f(z,y)—z 1k = 0, problem smo sveli na prethodni slucaj;
stoga u ovom sluc¢aju jednadzba tangencijalne ravnine u toéki (o, yo, f (o, ¥0))
glasi

O f(wo,y0)(z — 20) + 02 f (20, y0) (¥ — yo) +(=1)(z — f(z0,y0)) = 0.

U slucaju dvije varijable, tj. u R?, gornje formule svode se na

O1f(Po)(x — o) +02f(Po)(y — vo) =0

odnosno
f(@o)(z —wo) +(~1)(y — f(z0)) = 0.

Uoc¢imo da se posljednja formula podudara s poznatom jednadzbom tangente
na graf funkcije y = f(z) u tocki (zo, f(zo)).

6. Odredite jednadzbu tangencijalne ravnine na plohu 3zy + 22 = 4 u tocki
(1,1,1).

7. Odredite jednadzbu tangencijalne ravnine na plohu z = 2%y +y+1 u
tocki (0,0,1).

8. Nadite sve tocke na plohi 2% + 2y? + 322 = 21 u kojima je tangencijalna
ravnina paralelna s ravninom z + 4y + 6z = 5.

9. Neka je p: R — R funkcija klase C! te neka je za x # 0 funkcija f defini-
rana s f(z,y) := ¢(¥). Izracunajte udaljenost od ishodista tangencijalne
xr

ravnine na plohu z = f(x,y) u tocki (xo, yo, f(x0,¥0))-
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10. Odredite konstantu « tako da tangencijalne ravnine na sfere x? + (y —
a)? 422 =31 (r—1)%2+y?+ 22 = 1 u svakoj tocki njihova presjeka budu
ortogonalne.

§10 Teorem o srednjoj vrijednosti

Lagrangeov teorem srednje vrijednosti' tvrdi da za neprekidnu funkciju
f:]a,b] € R — R koja je derivabilna na otvorenom intervalu (a,b), postoji
¥ € (0,1) takav da je

f) = fla) = f'la+9(b—a)) (b—a)
=Df(a+90b—a))(b—a).
Jedan od osnovnih teorema diferencijalnog ra¢una je poopcenje ovog teorema

na slucaj funkcija vise varijabli.

Teorem 10.1 (O srednjoj vrijednosti) Neka je Q C R™ otvoren skup, a
f:Q — R realna funkcija koja je diferencijabilna w svim tockama segmenta
[Po, Po + H] C Q. Tada postoji ¢ € (0,1) takav da je

f(Po+ H) — f(Fy) = Df(Po+ VH)(H) . (1)
Dokaz: Neka je ¢: [0,1] — R™ preslikavanje definirano s ¢(t) := Py + tH.

R" 0

/ %ﬁ”f\f

0 t 1
© je neprekidno i na (0, 1) je diferencijabilno pa je, prema Teoremu 8.4, i kom-
pozicija f o p: [0, 1] — R neprekidna na [0, 1] i diferencijabilna na (0, 1). Stoga
na f o mozemo primijeniti Lagrangeov teorem srednje vrijednosti, pa postoji
¥ € (0,1) takav da je

Lvidi [4]

R
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f(Bo+H) = f(Ro) = (fop)(1) = (fop)(0) =
= (D(f 050)( N(A) =
= (Df(p(¥)) o Dp(d)) (1) =
=Df(Py+9H)(H)
jer je Do(t)(h) =h-H zasvet € (0,1) i h € R. [

U terminima parcijalnih derivacija imamo

Korolar 10.2 Neka je f: Q C R™ — R funkcija koja ima sve parcijalne deri-
vacije na Q i one su neprekidne u svim tockama segmenta [Pyy Py + H] C Q.
Tada postoji ¥ € (0,1) takav da je

F(Po+H) — f(Po) = _0if(Py+0H) hi . n
i=1
Od interesa je i sljedeca posljedica teorema o srednjoj vrijednosti:

Korolar 10.3 Uz pretpostavke kao u Teoremu 10.1, neka je M € R takav da je
|| grad f(P)|| < M za sve to¢ke P € [Py, Po+ H]. Tada je

|f(Po+ H) = f(Po)l < M- ||H| .
Dokaz: Prema Teoremu 10.1 postoji ¢ € (0,1) takav da je

f(Po+H) — f(Py) = Df(Py+9H)(H) =
= (grad f(Py +9H) | H)

pa je prema Cauchyevoj nejednakosti
|f(Po+ H) — f(Po)| < || grad f(Po +0H)| - [|[H| < M| H]| . u

Napomena 10.1 Iskaz Teorema 10.1 smislen je i za vektorske funkcije f: 2 —
R™, m > 2, ali takav teorem ipak ne vrijedi. Pokazimo to sljedeé¢im jednostav-
nim primjerom.

Neka je f: R — R? preslikavanje dano s f(t) := (cost,sint). Tada je za sve
tecRiheR

Df(t)(h) = h(—sint,cost) .
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Pretpostavimo da Teorem 10.1 vrijedi i za preslikavanje f. Tada bi za dane
to,h € R postajao ¥ € (0,1) takav da je

f(to +h) — f(to) = Df(to +9h)(h)
tj.

(cos(to + h),sin(tg + h)) — (costy,sintg) = h(—sin(tg + Ph), cos(to + Vh)).

Norma lijeve strane je < 2, dok je norma desne strane jednaka |h|. Stoga, ako
je naprimjer h = 5, ne moze postojati ¥ za koji bi vrijedio Teorem 10.1.

Ulogu Teorema 10.1 za vektorske funkcije preuzima

Teorem 10.4 (O srednjoj vrijednosti za vektorske funkcije) Neka je
Q C R" otvoren skup, a f: Q@ — R™ preslikavanje koje je diferencijabilno u svim
tockama segmenta [Py, Po+ H] C Q. Ako je skup {|Df(P)||: P € [Py, Po + H]}
omeden, onda je

1f(Po+ H) = f(Po)|| < sup{[[Df(P)||+ P € [Po, Po + HI} - [[H| . (2)

Dokaz: Ako je f(Py+ H) = f(FPp) onda teorem ocito vrijedi. Neka je dakle

; ; _ " f(Po+ H)— f(Po)
f(Po+ H) # f(P) i neka je Q = 7B + H) — F(R]

preslikavanje ¢: [0,1] — R™ s ¢(t) := Py + tH i preslikavanje s: R™ — R sa
s(L) := (Q | L). Preslikavanje ¢ je kao i u dokazu Teorema 10.1, a i preslika-
vanje s je diferencijabilno i (Ds(L))(L") = (Q | L') za sve L,L' € R™.

Stoga je kompozicija g = so f o p: [0,1] — R neprekidna na [0, 1] i diferen-
cijabilna na (0, 1), pa prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti postoji
¥ € (0,1) takav da je

€ R™. Definirajmo

9(1) = 9(0) = Dg(¥)(1) = Ds(f((9))) (Df((9)(de(¥)(1))) =
= (Q | Df(Po+vH)(H)) 3)

Medutim,

g(1) —g(0) = (Q| f(Po+ H)) = (Q| f(Fo))
= Q| f(Po+H)— f(R)) = lf(Po+H) - f(Po)ll-
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Uvrstimo li to u (3) i primijenimo Cauchyevu nejednakost i ¢injenicu da je
|Q|| = 1, dobivamo

1f (Po+ H) = f(Po)ll < |QI |1Df (Po +9H)(H)|
< sup{||Df(P)[| : P € [Fo, Po + H]} - | H|

jer je Py +9H € [Py, Py + H]. [ ]

Primijetimo da se u slu¢aju m = 1, Teorem 10.4 svodi na Korolar 10.3.

Napomena 10.2 Ukoliko je f klase C' na Q, onda su pretpostavke Teore-
ma 10.4 ispunjene, tj. norma ||Df(P)|| omedena je na [Py, Py + H]. Naime,
kako je f € C1(Q,R™), to je i funkcija P+ ||Df(P)|| neprekidna na segmentu
[Py, Po + H] pa je, prema Weierstrassovom teoremu (Korolar 5.9), omedena.

Korolar 10.5 Neka je Q2 C R"™ otvoren i povezan skup, a f: Q — R™ presli-
kavange diferencijabilno na Q takvo da je Df(P) =0 za sve P € Q. Tada je f
konstantno preslikavanje.

Dokaz: Neka su P, Py € § proizvoljne tocke. Zbog povezanosti, postoje tocke
Py, Ps,...,P, =P € Q takve da je segment [P;_1,P;] C Qzasvei=1,...,k.
Kako je Df(P’) = 0 za sve P’ € [P,_1,F;], to primjenom Teorema 10.4, dobi-
vamo f(P;) = f(P;—1). Kako to vrijedi zasve i = 1,... , k, zakljuc¢ujemo da je
f(P) = f(FPy), pa je f konstantno preslikavanje. [ ]

Korolar 10.6 Neka je Q- C R™ otvoren skup, f: Q2 — R™ preslikavanje kla-
se C1, 4 neka je K C Q kompaktan skup. Tada postoje brojevi 6 > 0 i A > 0
takvi da je K(P,6) C§ za sve P € K, i

If@)=f(B) <A|P-P'|, PeK, P'eK(PJ).

Dokaz: Ako/je @ =R"™ odaberimo ¢ > 0 proizvoljno. U protivnom, ako je Q C
R™, onda je, prema Korolaru 5.10, udaljenost skupa K do njegovog komplementa
R™\ K pozitivna, pa neka je ¢ := %al(K7 R™\ K). Oznacimo s L := {P € R":
d(P,K) < é}. Zbog kompaktnosti, dakle i omedenosti skupa K, i skup L je
omeden, a kako je funkcija P — d(P, K) neprekidna, skup L je i zatvoren, dakle
i kompaktan podskup od €, i osim toga je K(P,d) C L za sve P € L. Kako je
funkcija f diferencijabilna klase C*, to je funkcije P — || Df(P)| neprekidna,
pa na kompaktu L poprima maksimum. Oznac¢imo taj maksimum s A, dakle
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A= max{||D(P)|| : P € L}. Tada je za sve tocke P € K i P’ € K(P,J),
segment [P, P'] C K(P,0) C L, pa je, prema teoremu o srednjoj vrijednosti za
vektorske funkcije, Teorem 10.4,

17(P) = F(P)I| < sup{ IDF(P)] - P € (PP} [P~ P'| <
<swp{|DfP)|: PeL}-|P-P<A|P-P|. =

Na kraju ovog paragrafa dokazimo jo§ jednu ocjenu prirasta funkcije koju
¢emo trebati u dokazu teorema o implicitnoj funkciji.

Lema 10.7 Neka je preslikavanje f: Q C R™ — R" diferencijabilno i neka je u
tocki Py € Q diferencijal D f(Py) regularan operator. Tada postoji § > 0 takav
da za sve H za koje je ||H|| < &, vrijedi

1

1f(Po+ H) — f(Po)| > DS Bl

LA} (4)

Dokaz: Zbog diferencijabilnosti je

f(Po+ H) = f(Po) = Df(Po)(H) + r(H)

pri cemu je Igiglo % = 0. Stoga je
1f(Po+ H) — f(Ro)ll = | Df(Po)(H)|| = [lr(H)I| - ()

Kako je
IH || = I Df(Ro) = (Df(Po)H))| < 1DF(Po)~ [ IDf(Po)(H)|

iz (5) dobivamo

1

= WIIHII = lIr(E)] -

I (Po+ H) — f(F)
Bududi je Igimo ﬁ = 0, postoji § > 0 takav da za |[H|| < ¢ vrijedi ||r(H)|| <
1

s dobi 4). .
D (Ro) 1| | H||, pa dobivamo (4)
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8§11 Implicitno definirane funkcije

U najjednostavnijoj varijanti, problem se sastoji u sljede¢em: Ako je dana funk-
cija F' dviju varijabli, da li za neke x jednadzba

F(x,y)=0 (1)

ima rjesenje? Ukoliko za svaki x € S postoji jedinstven y takav da je F(x,y)=0,
onda dobivamo funkciju z — y =: f(z) takvu da je F(x, f(x)) = 0 za sve
xz € S. Tada za funkciju f: S — R kazemo da je implicitno definirana
preslikavanjem F'.

Promotrimo naprimjer funkciju F(x,y) := y? — 22, tj. rijesimo jednadzbu
y? — 22 = 0. O¢cito funkcija f(r) := z, z € R, zadovoljava jednadzbu (1).

Ali i funkcija g(z) := —z ju zadovoljava. Isto tako su i funkcije h(z) := |z|
. o . . _Jx,zeQ . -
i k(x) := —|z| dobre. Pa i funkcija I(z) = { 7. 3cR\Q zadovoljava jed

nadzbu (1), i o¢ito jos mnoge druge funkcije. U klasi funkcija koje zadovoljavaju
jednadzbu (1), jedino su funkcije f, g, h, k neprekidne na ¢itavom R, a medu nji-
ma su jedino funkcije f i g svuda diferencijabilne. Da bismo dobili jedinstveno
rjeSenje, morat ¢emo, i u diferencijabilnom slu¢aju, imati neke dodatne pret-
postavke.

Teorem 11.1 (O implicitnoj funkeiji (realni slu¢aj)) Neka je F': Q@ — R
realna funkcija klase C' na otvorenom skupu Q C R = R"™ x R, a tocka
Qo = (29,...,2%,90) = (Poyyo) € Q takva da je F(Qo) =0 i ,11F(Qo) #0.
Tada postoji okolina U C R™ oko tocke Py + postoji jedinstvena neprekidna
funkcija f: U — R takva da je f(Py) = yo @ F(P, f(P)) =0 za sve P € U.
Stovise, funkcija f je diferencijabilna klase C i vrijedi

aif(P):—%, PeU, i=1,...,n . (2)

su neprekidne pa su i omedene na

Dokaz: Funkcije 0;F, i =1,... ,ni o F
n+1
nekoj okolini tocke Qo (Lema 2.8), tj. postoje brojevi d1, M > 0 takvi da je

‘alF(Q)‘ <M7 i:]-»"'aanEK(Q(hdl)' (3)

1
" On 1 F(Q)]
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Neka je v := B F(Q0) Zbog neprekidnosti funkcije 0,41 F i definicije broja ~y
n+1 0
je Qlinclz v+ Ont1F(Q) = 1, te postoji 0, 0 < § < &1, takav da je
—&o
1
|V On1 F(Q) — 1] < 1 Q € K(Qo,96) . (4)
R
U R
R,
R’ll
Rn+1

Odaberimo brojeve a,b € R tako da je

< 51
S 2nadh] (5)
0

i da za otvorene skupove U := (29 —a, 29+a) x (2§ —a, 23+a) x- - - x (20 —a, 20 +a)
iV = (yg—=b,yo+b) vrijedi U x V C K(Qy,9).
Za tocku P € U neka je ¢, : V — R funkcija definirana s

¢p(y) =y —vF(Py) . (6)
Tada je

©r(y) —yo =y —yo —V(F(P,y) — F(Po,y0)) - (7)
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Tocke Qo = (Po,y0) 1 @ = (P,y) nalaze se u skupu U x V' C K(Qo,9)
koji je konveksan, pa na izraz u zagradi mozemo primijeniti Teorem o srednjoj
vrijednosti. Stoga postoji tocka Qg € [Qo, Q] takva da je

©p) —yo=y—yo—( Z O F(Qu) (i — 27) + 01 F(Qu) (y — o))

= (¥ = y0)(1 = ¥0n4+1F(Qv)) ZaF Qo) (xi —22)) . (8)

Kako je Q9 € K(Qo,9), to odavde zbog (3), (4) i (5) slijedi

n

00 (8) = yol < 1y — 0l 11 = 10us1 F(Q0)| + (S 10 (@) | — 2])

i=1

1 3
<b-1—|—|'y\-M-a-n§Zb.

Oznacimo li I := [yo — 2b,yo + 2b], time smo_pokazali da je ¢, (V) C I.
Pokazimo da funkcija ¢, ima Lipschitzovo svojstvo s konstantom manjom
od 1. Za t,s € V imamo

Pp(t) = ¢p(s) =t —s =a(F(Pt) — F(P,s))

pa primjenom Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti, zaklju¢ujemo da pos-
toji 7 € (0,1) takav da zbog (4) vrijedi

() = A= 1t = sl [1 = 1 (F(P,s + (¢ — 9))]

1

jer je (P,s+7(t —s)) € U xV C K(Qy,9).

Zbog toga je funkcija ¢, |I: I — I kontrakcija, pa primjenom Leme o kon-
trakeiji (Korolar 2.19) zaklju¢ujemo da postoji jedinstvena tocka t} € I takva
da je ¢, (t%) = th, tj. zbog (6), F(P,t}%) = 0.

Primijetimo da je t} jedina tocka i u skupu V' za koju je F(P,t}5) = 0.
Zaista, ako je za neki t € V|, F(P,t) = 0, onda je ¢,(t) = t, pajet € I (jer
je ¢, (V) C I). Zbog jedinstvenosti fiksne tocke kontrakcije ¢, |y, mora biti

t =1}%. Zbog toga je t} jedinstveno rjesenje jednadzbe F(P,y) = 0 u skupu V.
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Kako je toctka P € U bila proizvoljna, zaklju¢ujemo da je s f(P) := t} dobro
definirana funkcija f: U — V C R za koju je

F(P,f(P))=0,PeU, (9)

i to je medu svim funkcijama, uklju¢ujuéi i one koje nisu neprekidne, jedinstvena
funkcija U — V s tim svojstvom. Dakle, f je, bez obzira na neprekidnost,
jedinstvena funkcija implicitno definirana funkcijom F' u okolini U tocke Py i
zahtjevom f(Py) = yo, koja poprima vrijednosti u V.

Pokazimo da je funkcija f neprekidna. Prema teoremu o srednjoj vrijednosti
primijenjenom na funkciju F' i tocke Q = (P,y) i Q' = (P',y’) iz U x V, postoji
Qv € [Q, Q'] takva da je

F(P'y) - F(Py) = Z(%F(Qﬂ)(x; = @) + On 1 F(Qu)(Y —v) -

i=1
Specijalno, za y := f(P) iy’ := f(P’) je F(P,y) = F(P',y’) = 0, pa dobivamo

n

> 0F(Qo) (@) — xi) + 0ni1 F(Qo)(f(P) — f(P)) = 0. (10)

i=1

Kako je 0,41 F(Qy) # 0, zbog (3) slijedi

Yo JOE(Qo)| |} — i
011 F(Qy)|

pa je funkcija f neprekidna u P za sve P € U.

[F(P)) = f(P) < < M?n||P' - P|

Jedinstvenost: Pokazimo da je funkcija f: U — R jedinstvena neprekidna realna
funkcija na U koja je implicite definirana funkcijom F, tj. za koju je f(Py) = yo
i F(P,f(P))=0zasve PeU.

Pretpostavimo da je i g: U — R neprekidna funkcija za koju je g(Py) = yo i
F(P,g(P))=0zasve P € U. Ozna¢imo sa S skup tocaka u kojima se funkcije g
i f podudaraju, tj. S :={P: g(P) = f(P)} CU. Prema Teoremu 2.11, skup S
je (u U) zatvoren skup. Pokazimo da je skup S i otvoren. Neka je tocka
P’ € S proizvoljna. Tocka (P’, f(P’)) pripada skupu U x V' C K(Qo, 1), pa
je Ont1 F(P', f(P") # 0. Kako je F(P’, f(P')) = 0, moZemo primijeniti ve¢
dokazano, pa zaklju¢ujemo da postoje otvorene okoline U’ C U C R™ oko P’ i
V' CV C R oko f(P') takve da je za svaki P € U’, tocka y = f(P) jedinstvena
tocka u V' za koju je F(P,y) = 0. Ali, kako je funkcija g neprekidna u P’ i
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g(P") = f(P’) € V', postoji okolina W C U’ oko P’ takvadaje g(W) C V' C V,
pa je, zbog F(P,g(P)) = 0 i upravo recene jedinstvenosti, g(P) = f(P) za sve
PeW,tj. W CS. To pokazuje da je skup S i otvoren. Kako je .S neprazan,
jer je Py € S, a skup U je, kao otvoren pravokutnik, povezan, zaklju¢ujemo da
mora biti S = U, tj. g(P) = f(P) zasve P € U.

Ostaje pokazati da je f € C1(U) i da vrijedi (2). Fiksirajmo indeks i €

{1,2,... ,n} i stavimo u (10) z’; := x; za sve j # i. Dobivamo
OiF(Qo,) (7} — i) + Ont1 F(Qu ) (f(P)) = f(P)) =0, (11)
nge je Pz/ = (1‘1, v axiflam;’ami+1a ER 75(:71) i Qﬂi = (xla cee s Li—1, T4 +'l92($(}; -

L), Tit1s - Ty f(P) +9(f(P]) = f(P))) za neki ¥; € (0,1), pa je

Tp — On+1F(Qy,)
Kako je funkcija f neprekidna, a F je klase C* i 954 1F(Q) # 0, to limes u Q
desne strane u (12) postoji, pa postoji i limes lijeve strane u x;, tj. postoji
parcijalna derivacija 9; f(P) i vrijedi

- f(B) = f(P) - 0iF(Qy,)
o, f(P)= lim ———~=— lim ————*— =
f( ) =, I; — X xl—x; 8n+1F(Q191’)
On+1F(Q) 1 F'(P, f(P))
Kako to vrijedi za svaki i = 1,... ,n, to sve parcijalne derivacije funkcije f
postoje i iz (13) se vidi da su neprekidne na U, pa je f klase C! na U i za njene
derivacije vrijede formule (2). ]

Napomena 11.1 Tvrdnja o jedinstvenosti u teoremu o implicitnoj funkciji,
moze se pojacati. Isti dokaz kao dokaz jedinstvenosti, pokazuje da, uz oznake
kao u dokazu teorema, za svaku povezanu otvorenu okolinu U; C U, postoji
jedinstvena neprekidna realna funkcija na Uy, koja je implicite definirana funk-
cijom F' i koja u P, ima vrijednost 1. Ta je funkcija klase C! i parcijalne
derivacije su dane formulama (2).

Napomena 11.2 Promotrimo formulu (9). Ona kaze da se na skupu U funkcija
g: U — R definirana s g(P) := F(P, f(P)) podudara s konstantnom funkcijom
0: U — R za koju je O(P) = 0 za sve P € U. Stoga su, jer je prema Napo-
meni 7.1 diferencijabilnost lokalno svojstvo, i parcijalne derivacije tih funkcija
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jednake, tj. 9;9(P) = 9,0(P)=0,i=1,...,n, P € U. Primijenimo li teorem
o deriviranju slozene funkcije, dobivamo

OiF(P, f(P)) 4+ Onr F(P, f(P)) -0 f(P) =0 ,i=1,...,n (14)

(8to formalno izgleda kao da smo derivirali jednakost (9)). Ukoliko vrijedi
On+1F (P, f(P)) # 0, mozemo iz (14) izracunati 9; f (P) i dobivamo upravo izra-
ze (2). To opravdava i uobi¢ajeni nacin nalazenja derivacije implicitne funkcije.

Primijetimo jo$ nesto. Ako funkciju F' zamijenimo njenim diferencijalom
i umjesto polazne jednadzbe F(P,y) = 0 u varijabli y, gledamo jednadzbu
DF(Py,yo)(H) = 0 u varijabli hy1, dobivamo jednadzbu

O F(Py,yo)h1 + 02 F (Po,yo)he + -+ - + Ont1 F (Po, Yo) hnt1 =0 .

Vidimo da zadnju varijablu h,y; mozemo izraziti pomoc¢u ostalih, ukoliko je
On+1F(Po,y0) # 0, a to je upravo bio bitan uvjet u Teoremu 11.1. Drugim
rije¢ima, na$ pristup diferencijabilnosti kao moguénosti aproksimacije zadane
funkcije linearnom i ovdje se pokazao dobrim: jednadzbu F(P,y) = 0 moZzemo
lokalno rijesiti po (n + 1)-voj varijabli ukoliko pripadnu linearnu jednadzbu,
dobivenu zamjenom funkcije njenim diferencijalom, mozemo rijesiti po toj istoj
varijabli.

Prirodno je ocekivati da se problem implicitne funkcije pojavljuje i za vektor-
ske funkcije i to u situaciji kada se umjesto jedne jednadzbe zeli rijesiti sistem
jednadzbi. Kod linearnih sistema ocekujemo da iz sistema od m jednadzbi s
m + n varijabli, nekih, naprimjer zadnjih, m varijabli mozemo izraziti pomocu
preostalih n. Nase iskustvo s linearnom aproksimacijom diferencijabilnih funk-
cija govori nam da bi tako moglo biti (barem lokalno) i u slu¢aju nelinearnog
sistema od m jednadzbi i n + m varijabli.

Promotrimo jednostavan primjer sistema od dvije jednadzbe s tri varijable:

F(z,y,2) =0

G(z,y,2) =0 (15)

gdje su F i G funkcije klase C, i neka je (o, vo, 20) jedno rjeSenje sistema (15),
t.
F(x07y07 ZO) =0
16
G(20,Y0,20) =0 . (16)
Ako je
03 F (w0, Y0, 20) # 0, (17)
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onda primjenom Teorema 11.1 zakljuéujemo da na nekoj okolini U tocke (zo, yo)
postoji funkcija h klase C! takva da je

F(x,y,h(x,y)) =0, (z,y) €el. (18>

Ta ista vrijednost z = h(x,y) mora zadovoljavati i drugu jednadzbu u (15), tj.
mora biti

H(z,y) == G(z,y, h(z,y)) =0. (19)
Ovako definirana funkcija H je klase C' i
H(zo,y0) = G(20, Yo, h(z0,Y0)) = G(z0, Y0, 20) =0..
Ako je
92H (z0,y0) # 0 (20)

onda funkcija H definira implicitno na nekoj okolini V' tocke z(, funkciju f
klase C' takvu da je

H(z, f(z)) =0 ,xeV. (21)
Definirajmo funkciju g s g(z) := h(x, f(z)), € V. Tada je
f(@o) = vo
9(x0) = h(zo,y0) = 20
i vrijedi
F(ay (), 9(x)) = F(z, f(2), hiz, {(2))) ‘= 0 02
Glx, f(z), g(x)) = Gla, f(2), bz, f(2)) E 0

zasvex € V.

Dakle, sistemom (15) implicitno su definirane funkcije f i g na V. Pogledaj-
mo koje smo pretpostavke trebali. Osim (16) i (17), trebali smo i uvjet (20).
Zbog (19) je

02H (20,%0) = 02G (20, Yo, 20) + 03G(20, Yo, 20) - O2h(z0,yo) - (23)
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Prema Teoremu 11.1 je dxh(x0,y0) = —W, pa (23) daje
3 0, Yo, 20

1 02F (0,90, 20) 03F (0, %0, 20)
a H - - ) ’ ) ?
2 (LUO,?JO) 83F($0,y0,20) aQG(x(J,yOaZO) 83G(x07y0320)
1 F
o MG

= — € Zo,Yo,%0) -
B F (o v0,70) < By, ) (0o 20)

Uvjet (20) se dakle svodi na uvjet

A(F,G)
Ny, 2)

Uz ovaj uvjet, pretpostavka (17) postaje nepotrebna. Naime, ukoliko je
O5F (20,Y0,20) = 0, onda iz (24) slijedi da mora biti 95G (0, ¥yo,20) # 0, pa
mozemo postupiti analogno, zamijenivsi uloge funkcija F' i G. Prema tome,
(24) je uvjet koji ¢e zamijeniti zahtjev 9,41 F(Qo) #0 u Teoremu 11.1.

det (x0,Y0,20) # 0. (24)

Da bismo odredili parcijalne derivacije funkcija f i g, derivirat ¢emo jedna-
kosti (22) kao u Napomeni 11.2. Tada je (bez pisanja varijabli)

81F—|—82Ff/—|—33Fg’ =0

D1G+0,G ' +05G g = 0. (25)

Uvjet da ovaj sistem linearnih jednadzbi ima jedinstveno rjesenje po f’' i ¢’ je
upravo uvjet (24).

Sli¢na razmatranja mogla bi se provesti i u opéem slucaju sistema od m
jednadzbi s n + m varijabli, tj. funkcije iz R"™ u R™. Medutim, elegantnije
i uz bolje razumijevanje, do opéeg rezultata dolazi se primjenom parcijalnog
diferencijala.

Definicija 11.1 Neka je Q@ C R*™™ = R" x R™ otvoren skup, a f: Q — RP
preslikavanje. < Tocke iz R™ x R™ oznacavat ¢emo s N = (P,Q), pri ¢emu je
P=(z1,...,2,) ER", Q= (y1,... ,Ym) € R™. Ako postoji linearni operator
A: R™ — RP takav da je

fim f(Po+ H,Qo) — f(Po, Qo) — A(H)

=0
H=0 1H]|

onda kazemo da f ima parcijalni diferencijal po P, ili po prvih n varijabli, u
tocki (Pp, Qo). U tom slucaju linearni operator A oznac¢avamo s Dp f(Py, Qo).
Analogno se definira parcijalni diferencijal Dq f(FPo, Qo) po varijabli (), odnosno
po zadnjih m varijabli.
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Drugim rije¢ima, parcijalni diferencijal Dp f(Py, Qo) je (pravi) diferencijal
restrikcije f|rnx{qQo})no U tocki Py i analogno je Dq f(Po, Qo) diferencijal res-
trikcije f|({py}xrm)n U Qo-

Sasvim analogno kao u Propoziciji 7.1, pokazuje se da ako parcijalni diferen-
cijali postoje, onda su jedinstveno odredeni (Sto i opravdava uvedene oznake).

Teorem 11.2 Ako je preslikavanje f: Q@ C R™ x R™ — RP diferencijabil-
no u tocki (P, Qo) € 2, onda postoje parcijalni diferencijali Dpf(Py, Qo) @
Do f(Py,Qo) i za sve H e R™, K € R™ vrijedi

(0) Dpf(Po,Qo)(H) = Df(Py,Qo)(H,0) , (0€R™)
Dq f(Po, Qo)(K) = Df(Py,Qo)(0,K) , (0€R")

tj. Df(Po,Qo)(H, K) = Dpf(Py,Qo)(H) + Dq f(Po,Qo)(K)-
Nadalje je

(i) |1 Dpf(Po,Qo)ll < |IDf(Fo,Qo)ll
| Dq f(Po, Qo)ll < [|Df(Fo,Qo)ll -

Dokaz: Prva tvrdnja slijedi iz Korolara 3.2 (o limesu restrikcije) i jedinstvenosti
parcijalnih diferencijala. Druga tvrdnja je neposredna posljedica prve i definicije
norme operatora, Definicija 2.4. [ |

Iz prethodnog teorema vidljivo je takoder da se, obzirom na standardne baze
u R™, R™ i RP, matrica parcijalnog diferencijala Dp f( Py, Qo) sastoji od prvih n
stupaca matrice diferencijala D f(Py, Qo), a matrica operatora Dq f(Fy, Qo) se
sastoji od zadnjih m stupaca matrice operatora D f(Py, Qo). Osim toga, ako je
preslikavanje f klase C' na Q, onda sui Dpf i Dgf neprekidna preslikavanja
s Q u prostor Hom(R", R?), odnosno Hom(R™, RP).

Sada imamo sve pripremljeno da dokazemo teorem o implicitnoj funkciji za
slucaj vektorske funkeije.

Teorem 11.3 (O implicitnoj funkciji (vektorski sluéaj)) Neka je
Q C RM™ = R? x R™ otvoren skup, F: Q — R™ preslikavanje klase C?,
No = (Po; Qo) € Q tocka takva da je F(Py,Qo) = 0 i parcijalni diferenci-
jal DoF(Fo, Qo) je regularan. Tada postoji okolina U C R™ oko tocke Py =
(29,...,2%) i postoji jedinstveno neprekidno preslikavanje f: U — R™ takvo
da je f(Py) = Qo i F(P, f(P)) =0 za sve P € U. Stavise, preslikavanje f je
klase C' na U i vrijedi

Df(P) = —DqF(P, f(P))"" o DpF(P, f(P)) (26)
za sve P e U.
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Dokaz: Kako je F klase C! to je i funkcija (P,Q) — DgF(P,Q) neprekid-
na na 2, a buduéi je DoF (P, Qo) regularan operator, to je determinanta
det Do F(Py, Qo) koja se sastoji od parcijalnih derivacija funkcija F1,. .. , F,, po
zadnjih m varijabli u (Py, Qp), razlicita od nule. Buduéi je determinanta nepre-
kidna realna funkcija na prostoru kvadratnih matrica, to je det Do F(P,Q) # 0
i na nekoj okolini W C € tocke (P, Qo), pa je parcijalni diferencijal Do F' (P, Q)
regularan na W.

Ozna¢imo s A := DoF (P, Qo) is v := ||[A!||. Kako je DgF neprekidno
na ) to postoji okolina W1 C W oko (Py, Qo) takva da vrijedi

IDoF(P,Q) — DoF (Po, Qo)l| < % . (PQ)ew,. (27)

Neka su a,b,by > 0 brojevi takvi da je b <. by i da za skupove
U:= <35(1i_ a,ﬁx(f +a) x - x (20 —a,2 +a), V:i=K(Qp,b) i Vi:=K(Qo,b1)

— n
vrijedi U x V C U x Vi C W;. Zbog neprekidnosti preslikavanja F' mozemo
broj a odabrati tako da za P € U vrijedi

IF(P.Q0l = IF(P. Q) - F{Ba, Qulll < 5 (28)
pa je
[A7 P (P.Q) < AT ER. QI <7 5= =5 PEU. ()

Za P € U neka je ¢, : Vi3 — R preslikavanje definirano s
vr(@)=Q - AT (F(PQ) , Q€. (30)
Preslikavanje ¢, je diferencijabilno na V; i vrijedi
Dy (Q)=E— A" o DoF(P,Q), QeVi, (31)

jer je A7! linearan operator. Pritom smo s E: R™ — R™ oznagcili identitetu.
Za normu operatora Dy, (Q) nalazimo

1D, Q)] = |E — A™' o Do F(P,Q)]|
=||A~" o (Do F(Po, Qo) — Do(F(P,Q))||

- (271
<A IDQF (P, Qo) =D F(P, Q)| < 5, PEU, Q€VA.(32)
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Oznatimo s B(U,V) i BC(U,V) prostore svih omedenih, odnosno ome-
denih neprekidnih, preslikavanja s U u V.!' Kao $to znamo, to su potpu-
ni metricki prostori (Teorem 4.15 i Korolar 4.17). Definirajmo preslikavanje

U: BU,V) — (R™Y s
U(g)(P) := g(P) — ATH(F(P,g(P))), g€ B(U,V), PeU, (33
dakle
(g)(P) = ¢pr(9(P)) , (34)

gdje smo s (Rm)U oznacili skup svih preslikavanja s U u R™. Primijetimo da
ako je g neprekidno onda je i ¥(g) neprekidno.
Pokazimo najprije da W preslikava B(U, V) ponovo u B(U, V). Za (omedenu)
funkciju g: U = Vi P eU je
¥(9)(P) — Qo = g(P) — AT/ (F(P,g(P))) — Qo =
= (9(P) = ATHF(P, g(P)))) — (Qo — AT (F(P,Q0))) = A~ (F(P, Qo))
= ¥p (g(P)) — ¥p (QO) - Ail(F(Pa QO)) ) (35)

pa je prema Teoremu 10.4 (o srednjoj vrijednosti za vektorske funkcije)

W(9)(P) = Qofl <

< sup{|De, (Q) : @ € (@0, a(P)}~ 9 (P) — Qo] + A~ (F(P.Qu)| <
(32),(29)
P8 gty — Qoll + Wb <,

jer je g(P) € V = K(Qo,b), te je ¥(g) € B(U,V).

Pokazimo sada da je W kontrakcija. Za preslikavanja g1,g92 € B(U,V) i
PeUje

U(g1)(P) — V(g2)(P) = ¢, (91(P)) = ¢, (92(P))
pa je ponovo prema Teoremu 10.4 i (32)
1
[¥(91)(P) = ¥(g2)(P)I| < 5llg1(P) = g2(P)l| -
Kako to vrijedi za sve P € U to je i
1
[W(g1) = ¥(g2)ll < 5llgr — g2l
1Kako je V kugla, dakle omeden skup, to su B(U, V) i BC(U,V) prostor svih, odnosno

svih neprekidnih funkcija s U u V, ali koristimo ove oznake kako bi bile u skladu s oznakama
u §4.
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pa je U: B(U,V) — B(U,V) kontrakcija.
Prema Banachovom teoremu o fiksnoj tocki (Teorem 4.14), preslikavanje ¥

ima jednu jedinu fiksnu toéku. Postoji dakle jedinstvena funkcija f: U — V.
takva da je ¥(f) = f, tj.

Y(f)(P)=f(P), PeU,

Sto prema (33), zbog regularnosti operatora A~!, znaéi da je f: U — V jedin-
stvena funkcija za koju je

F(P,f(P))=0, PeU. (36)

Uocimo da zbog te jedinstvenosti vrijedi i f(Py) = Qo, pa je f jedinstveno
preslikavanje na U implicite definirano funkcijom F' i zahtjevom f(FPp) = Qo,
koje poprima vrijednosti u V.

Pokazimo da je preslikavanje f neprekidno. Veé¢ smo primijetili da ako je
g: U — V neprekidno, onda je i ¥(g) neprekidno. Stoga, ako je W¢ restrikcija
od ¥ na prostor BC(U, V) svih omedenih neprekidnih preslikavanja s U u V,
onda je i Uo kontrakcija, koja, zbog potpunosti prostora BC(U, V), takoder
ima jedinstvenu fiksnu tocku. Ali fiksna tocka restrikcije V¢ je, o€ito, i fiksna
tocka preslikavanja W. Stoga je f € BC(U, V), tj. preslikavanje f je neprekidno.

Da je f jedinstveno neprekidno preslikavanje sa U u R™ koje je implicite
definirano funkcijom F' i zahtjevom f(Py) = @, dokazuje se sasvim analogno
kao u sluc¢aju realne funkcije u/Teoremu 11.1, s tim da se, uz iste oznake, umjesto
¢injenice 0,11 F (P, f(P')).# 0, sada koristi ¢injenica da je parcijalni diferencijal
DqF (P, f(P')) regularan operator.

Pokazimo sada da‘je f diferencijabilno na U. Neka je P € U. Oznacimo
B := DoF(P, f(P)). Kako je (P, f(P)) € UxV C W, to je B regularan
operator. Prema Lemi 10.7 primijenjenoj na preslikavanje @ — F(P, Q) u tocki
Q = f(P), postoji d. > 0 takav da za f(P+ H) € K(f(P),) vrijedi

IEP, f(P+ H))| = [|[F(P,f(P+H)) = F(P,f(P)| =

1
W||f(P+H)—f(P)|,

Y%

tj.

If(P+H) = f(P)I| < 2[| BT |F (P, f(P+ H))|| - (37)



§11. Implicitno definirane funkcije 115

Kako je f neprekidno, postoji 61 > 0 takav da (37) vrijedi za sve H za koje je
IH| < 61
Buduéi je DF neprekidan na U x V, to postoji a > 0 takav da je
IDpF(P", Q" < IIDF(P, Q) <o, (P,Q)eUXV,
pa primjenom Teorema 10.4 na preslikavanje P — F'(P, Q) dobivamo
(P, f(P+H))|| = |F(P+H, f(P+H))—FQPf(P+H)| <
< afHJ| . (38)
Iz (37) i (38) dobivamo
If(P+H) = f(P)|| < BIHI| , (39)
gdje je =2 B~ e

Sada mozemo pokazati da diferencijal D f(P) postoji i da vrijedi (26). Zbog
diferencijabilnosti preslikavanja F' je za (P,Q) €e U X V

F(P+H,Q+K)—-F(P,Q)—-DFE(P,Q)(H,K)=r(H,K) (40)
gdje je

r(H, K)
im 22—, 41
(H,K)=0 ||(H, K)|| )

Stavimo li u (40) Q = f(P) iQ+ K = f(P+ H), tj. K = f(P + H) — f(P),
bit ée F(P+ H,Q + K) = F(P,Q) = 0, pa dobivamo
DF(P, f(P))(H,f(P+H) — f(P)) = —r(H,f(P+ H) - f(P)) . (42)

Prema Teoremu 11.2, diferencijal od F' mozemo izraziti pomoc¢u parcijalnih di-
ferencijala, pa iz (42) slijedi
DpF(P, f(P))(H) + DoF(P, f(P)) (f(P+ H) - f(P)) =
B
— r(Hf(P+H) = f(P).  (43)

Primijenimo li na ovu jednakost operator B!, gdje, kao i ranije, oznac¢avamo
B := DgF(P, f(P)), dobivamo

BN (DpF(P. f(P))(H)) + [(P+H)~ [(P) = ~B~*(r(H. f(P+ H)~ f(P)),
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odnosno
f(P+H)— f(P)=—(B~ ' oDpF(P, f(P)))(H)+ri(H), (44)
gdje je ri(H) :== =B~ (r(H, f(P + H) — f(P))).
Pokazimo da je lim ru(H) _
H—0 |[|H]|
Ira (DI 1B Ir(H, f(P + H) = f(P))]
(F=A/— [ H |l
_ B |r(H, f(P+H) = f(P) (H f(P+H)—f(P))
|(H, f(P+H) = f(P))] [H |l
< 157 Ir(H, f(P+H) = f(P)|| [[H]+|lf(P+H)—f(P)|
- [(H, f(P+H) - f(P))| | ]

I (L, F(P+ H) — F(B)]
I(H, f(P+ H) = f(P))|
Kako je f neprekidno, to je zbog (41), limes desne strane u (45) jednak nuli
oi ki ri(H)
pa e i, S
vrijedi formula (26).

(39)
< |IB7H-(1+0) (45)

= 0. To znaci da je f diferencijabilno u tocki P i zbog (44)

Konacno, neprekidnost parcijalnih derivacija preslikavanja f, dakle i funkcije
Df: Q — Hom(R™ R™), slijedi iz matri¢nog zapisa formule (26) i ¢injenice da se
elementi inverzne matrice izrazavaju kao racionalne, dakle neprekidne funkcije
elemenata polazne matrice. [ |

Napomena 11.3 Ako je preslikavanje F' u teoremu o implicitnoj funkciji kla-
se CP, p > 1, onda se iz matri¢nog zapisa formule (26) i Korolara 9.5 vidi da je
i preslikavanje f klase CP.

Primijetimo na kraju jos i to da uvjeti teorema o implicitnoj funkciji ni-
su i nuzni za postojanje implicitno definirane funkcije f. Naprimjer, funkcija
F(x,y) = x® — 9 implicite definira jedinstvenu funkciju f: R — R za koju je
F(z, f(z)) =0, z € R, iako je 0,F(0,0) = 0.

Zadaci

1. Neka je f: R? = R, f(x,y) = 2 +siny. Pokazite da u okolini o =0 € R
postoji jedinstvena diferencijabilna funkcija ¢ sa svojstvom f(z, ¢(x)) =0
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i ¢(0) = 0. Mozete li ¢ odrediti eksplicitno?

2. Neka je f(z,y) = % + % — 11 |zg|] < 3. Dokazite da postoje dvije di-
ferencijabilne funkcije ¢1, o definirane u okolini tocke zy sa svojstvom
[z, pi(z)) = 0.

3. Neka je f: R? — R, f(z,y) = 3° + 322y — 2® + 20 + 3y. Dokazite
da postoji jedinstvena diferencijabilna funkcija ¢: R — R sa svojstvom
fz,o(x)) =0, Vz € R.

4. Funkcija f(x,y) = 2y — Inz + Iny definirana je za z,y > 0. Dokazite da
postoji jedinstvena diferencijabilna funkcija ¢: Rt — RT sa svojstvom
f(z,p(x)) =0, Vo > 0. Odredite lokalne ekstreme za (.

5. Pokazite da postoji jedinstvena diferencijabilna funkecija g: R? — R sa
svojstvom z 4+ y + g(x,y) = e~ @Hvt9@v)  vy(z ) € R? Izracunajte
Dg(z,y). Mozete li g odrediti eksplicitno?

6. Neka je f € C1(R) funkcija takva da je derivacija f’ strogo rastuéa i da
vrijedi lim_ f'(z) = —oo, lim f'(z) = oo.' Dokazite da Vao € R\ {0}
postoji otvoren skup U i diferencijabilna funkcija ¢: U — R tako da je
2o €U L f(z+ ¢(x) = f(2) + f(p(x)), Yz € U.

7. Neka je A € My min, A = (A1,42) pri ¢emu A; i Ay predstavljaju
prvih m, odnosno posljednjih n stupaca matrice A. Pretpostavimo jos
da je matrica As regularna. Primijenite teorem o implicitnoj funkciji u
tocki (0,0) € R™ x R™ = R™"™ na funkciju f: R™*" — R" definiranu s
f(P) = AP. Pokazite da do istog rezultata mozemo doéi i primjenom te-
orema o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja Cramerovog sistema linearnih
jednadzbi.

8. Pokazite da u okolini svake tocke (xo,yo, 20) koja zadovoljava sistem

rt4+ (z+2)y  -3=0
2+ 22 +32)y> -6=0

postoji jedinstveno rjesenje u obliku y = ¢1(x), 2 = wo(x) pri cemu su ¢,
i g diferencijabilne funkcije.

9. Pokazite da sistem jednadzbi

x—e“cosv =0

v—eYsinz =0
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ima rjeSenja. Dokazite: ako je tocka (zo,yo,u0,v0) neko rjeSenje gor-
njeg sistema onda u njezinoj okolini postoji jedinstveno rjesenje sistema u
obliku (u,v) = ¢(x,y). Pokazite da je det Dp(z,y)

T

§12 Teorem o inverznom preslikavanju

Aproksimacija preslikavanja diferencijalom omoguéuje da se i pitanje lokalne
invertibilnosti preslikavanja svede na pitanje invertibilnosti linearnog operato-
ra. To¢nije, vrijedi

Teorem 12.1 (O inverznom preslikavanju) Neka je Q C R™ otvoren skup,
f:Q — R preslikavanje klase C* na ) i neka je u tocki Py = (a9,... ,29) € Q
diferencijal D f(Pp): R™ — R™ regularan operator. Tada postoje okoline U C R™
oko Py i V. C R™ oko Qo = f(FPo) i postoji preslikavanje g: V. — U koje je
inverzno preslikavangju f|y: U — V. Preslikavanje g je diferencijabilno klase C*
1 vrijedi

Dy(f(P))=Df(P)"', PeU. (1)
Dokaz: Definirajmo preslikavanje F': 2 x R* CR" x R® — R" s

F(P,Q):=f(P)-Q. 2)

F je klase C' i F(Py, Qo) = 0. Osim toga je DpF(Py, Qo) = Df(F) regularan
operator. Stoga, prema Teoremu 11.3 o implicitnoj funkciji, postoje okoline
Uy CR™ oko Py i Vi CR™ oko Qg i postoji jedinstveno preslikavanje g: V3 — Us
klase C! takvo da je

F(g(Q),Q) =0 ,QeV. (3)

Uvrstimo 1i tou (2) dobivamo

fe@)=Q ,Qen

odnosno
f cg= 1V1 . (4>

Kako je (4) jednakost dviju funkcija na otvorenom skupu Vi, to su i njihovi
diferencijali na V; jednaki (Napomena 7.1), pa dobivamo

Df(9(Qo)) o Dg(Qo) = 1gn . (5)
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Zbog jedinstvenosti preslikavanja g je g(Qo) = Py pa iz (5) dobivamo
Dg(Qo) = Df(Py)~" . (6)

Znadi, preslikavanje g: V) — U; C R™ je klase C! i zbog (6) je diferencijal
Dg(Qo) regularan operator. Zbog toga mozemo i sa g ponoviti upravo provedeno
zakljucivanje. Postoje dakle, otvoreni skupovi U C U; oko Py, Vo C V; oko Qg
i preslikavanje ¢: U — V, klase C' takvo da je

gop=1y. (7)
Neka je V := ¢g—(U) C V;. Kako je g neprekidno, to je V otvorena okolina
oko Qg. Zbog (4) je g injektivno preslikavanje, a zbog (7) slika od g sadrzi U.
Stoga je
g(V)=g(g~(U)) =U,
paje glv: V — U bijekcija.
Iz (4) restrikcijom na V' dobivamo

fogly =1
pa je
flgovy ogly =1lv
odnosno
fluo=A(glv)™".
Stoga je f|y: U — V bijekcija s inverzom g|y klase C!. Formula (1) sada slijedi
iz. (4) primjenom teorema o diferencijabilnosti kompozicije. ]

Napomena 12.1 Iz matri¢nog zapisa formule (1) i Korolara 9.5, vidi se da ako
je preslikavanje f klase C?, p > 1, onda je i lokalni inverz g takoder klase CP.

Definicija 12.1 Neka su Q i €’ otvoreni skupovi u R™. Za diferencijabilno
preslikavanje f: Q —  klase C' kazemo da je difeomorfizam ako postoji
diferencijabilno preslikavanje g: Q' — Q klase C! takvo da je go f = 1q i
fog=1q, tj. ako je f bijekcija takva da sui fi f~! diferencijabilna preslika-
vanja klase C'.

Teorem o inverznom preslikavanju govori, dakle, da je uz navedene uvjete,
preslikavanje f lokalni difeomorfizam.
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Primijetimo da Teorem 12.1 zaista ima samo lokalni karakter. Moguce je
naime da je diferencijal preslikavanja f u svakoj tocki regularan operator, ali
da f nema (globalni) inverz. (Za funkciju jedne varijable na intervalu to nije
moguce, jer je takva funkcija uvijek strogo monotona.)

Primjer 12.1 Preslikavanje f:R? —R? definirano s f(x,y):=(e“cosy, e%siny)
e’cosy —e¥siny
e*siny e*cosy
determinanta jednaka je €%*, §to je # 0 za sve (z,y) € R?, pa je diferencijal
od f svuda regularan operator. Ipak, f nema globalni inverz jer je f periodi¢na
funkcija, tj.

je ocito klase C*°, i Jacobijeva matrica je jednaka ( . Njena

flx,y+2km) = f(x,y), k€L

pa nije injektivna.

Primijetimo jo$ i to da diferencijabilnost preslikavanja f ' ne slijedi iz same
diferencijabilnosti preslikavanja f (¢ak niti ako je f~1 neprekidno).

Primjer 12.2 Neka je f: R? — R? preslikavanje dano s f(x,y) = (2%,y — z).
Oc¢ito je f klase C! i lako se provjeri da je inverzno preslikavanje g: R2 — R?
dano s g(u,v) := (Ju,v + Ju). Tako je preslikavanje g svuda neprekidno, ono
nije diferencijabilno u (0,0).

Dokazimo na kraju i jednu jednostavnu, ali vaznu posljedicu teorema o
inverznom preslikavanju.

Teorem 12.2 Neka je f: 2 C R* — R" preslikavanje klase C* takvo da je
diferencijal D f(P) regularan za sve P € Q. Tada je za svaki otvoreni skup
W C Q, slika f(W) otvoren skup, tj. f je otvoreno preslikavangje. Specijalno
je skup f(2) otvoren.

Dokaz: Neka je Q € f(W) proizvoljna tocka i neka je P € W takav da je
Q = f(P). Kako je Df(P) regularan, postoje otvoreni skupovi U C W oko P
iV oko @Q takvi da je f(U) =V. Kako je V otvoreni Q € V = f(U) C f(W),
zaklju¢ujemo da je f(W) otvoren skup. ]
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Zadaci

1. Neka je f: R — R definirana s f(z) := z + 222 sin - za z # 0 te £(0) = 0.
x

Pokazite da je f diferencijabilna na R, ali nije klase C'. Dokazite da f

nije lokalno invertibilna u okolini tocke zy = 0. (Uocite da ovaj primjer

pokazuje da tvrdnja Teorema o inverznoj funkciji ne vrijedi ako funkcija
nije klase C*.)

2. Neka je f: R? — R2? f(x,y) := (cosx + cosy,sinx + siny). U kojim
tockama je f lokalno diferencijabilno invertibilna?

3. Neka je f: R?2\ {(0,y) : y € R} — R? funkcija definirana formulom
f(z,y) := (xcos £, xsin ¥). Pokazite da je f lokalni difeomorfizam u sva-
koj tocki svoje domene. Da li je f i globalni difeomorfizam?

4. Neka je f: R — R3, f(z,y,2) = (yz, 2z, 2y). Odredite sve tocke P
u kojima je f lokalni difeomorfizam i za svaku takvu tocku izracunajte
Jacobijan inverzne funkcije u tocki f(P).

8§13 Taylorov teorem srednje vrijednosti

Za proucavanje lokalnih svojstava funkcije ¢esto nije dovoljna linearna aproksi-
macija, ve¢ trebaju neka bolja, finija sredstva. O jednoj takvoj aproksimaciji
polinomom govori Taylorov' teorem, koji zbog oblika u kojem éemo prikazivati
‘ostatak’ svrstavamo u teoreme srednje vrijednosti. Za realnu funkciju f jedne
varijable koja je diferencijabilna klase CP*! na nekoj okolini U tocke xg, teorem
tvrdi da za h € R takav da je [xo, 20 + h] C U, postoji ¥ € (0,1) takav da je

1, ; 1
_—'f(])(l’o)h] + 7f(p+1)(x0 +9h)hPT L (1)

f(xo-l-h):f(l"o)"'zj' (p+ 1)

=1

Pokazat ¢emo da vrijedi direktna generalizacija ovog teorema na funkcije vise
varijabli.

IBrook Taylor (1685-1731), engleski matematicar
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Teorem 13.1 (Taylorov teorem srednje vrijednosti) Neka je Q CR™ otvo-
ren skup, f: Q — R diferencijabilno preslikavange klase CP*1 i [Py, Py+H] C .
Tada postoji ¥ € (0,1) C R takav da je

f(Po+ H) = f(Py) +Z (D7 F(Po)(H) + DPTLF(Py + 9H)(H) . (2)

j= 1

(p+ 1)

Polinom f(Py) + Z DI f(Py)(H) zove se Taylorov polinom stupnja p
Jj= 1
funkcije f, a
1

(p+1)!
je p-ti ostatak funkcije f u tocki Fp.
Dokaz: Neka je o(t) = Py +tH, t € R. Tada je funkcija ¢ = f o ¢ realna
funkcija koja je klase CP*! na nekoj okolini U segmenta [0,1] u R i vrijedi
9(0) = f(PRy), g(1) = f(Py + H). Primijenimo li Taylorov teorem na funkciju g
i segment [0, 1], zakljuéujemo da postoji ¢ € (0, 1) takav da je

Ry(H) := DPFLf(Py+0H)(H)

P
@Wo (P+1) (49) . 3
Z::];Q p+1) —— g () (3)

Odredimo g (t), t € [0,1]. Kako je g = f o ¢, to je

g'(t) = Za fle Zh 0if)( (4)
gdje je H = (hi,... yhy). Oznacimo li s fi := > h;0;f: Q@ — R vidimo da je
g = f1 0 o funkcija istog oblika kao g. Stoga je

g"(t) = (frop)(t) = Zhafl
= (Zhl,-aj Zhiaif)(go(t)) = (Zzhjhiajc’%f)(so(t)) (5)

J

Sto je ponovo funkcija oblika fa o ¢, za neku funkciju fo: @ — R.
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Medutim, desne strane u formulama (4) i (5) su upravo diferencijal, odnosno
drugi diferencijal funkcije f u toc¢ki () primijenjeni na vektor H. Nastavimo
li indukcijom dalje, dobivamo

gM(t) = Dfp(0)(H) , t€[0.1), k=12, .p+1, (6)
sto uvrstavanjem u (3) daje trazenu formulu (2). [ |

Uz oznake kao u Teoremu 13.1 imamo sljedece posljedice.

Korolar 13.2 Neka je f: Q@ C R"™ — R diferencijabilno preslikavanje kla-
se CPT1 i Py € Q. Ako sur >0, M > 0 takvi da je [0*0y* - Oin f(P)| < M
2a SVE i1,... i, takve da je iy + -+ i, =p+1, i sve P € K(Py,r), onda je

nP+1 .- .
|R,(H)| < Z(VfH_l)! |H|[PT, ¢im je |H| < r.

Dokaz: Prema Teoremu 13.1, izrazu za viSe diferencijale u 9.10 i polinomijalnoj
formuli, postoji ¥ € (0,1) takav da je

1 (p+1)' il i2 in il in
Bl = | gy 20 qr g OO O (P o H) B
i1t tin=pH

1 Y,
M Z (p—i|h1\1-~|hn

in

<
= ] B W 4
(P Db e !
1
= M(|h| 4o+ [ )P < ————(n - |H||)PTL. [ ]

Korolar 13.3 Neka je f : Q C R"™ — R diferencijabilno preslikavangje klase
CPtl i Py € Q. Tada je

o Rp(H)

amae =

Dokaz: Kako su funkcije 8{1(9;2 < Qinf iy + -+, = p+ 1, neprekidne u Py,
buduéije f € OPT(Q), to su one i ograniCene na nekoj okolini tocke Py (Le-
ma 2.8). Stoga postoje r > 0, M > 0 takvi da je |0]'052 ---9i» f(P)| < M za
sve iy +---+i, =p+1lisve P € K(Py,r). Prema prethodnom korolaru je tada

(Ry(H)| _ Mnr*!
AP = Gt

1A,

odakle slijedi tvrdnja. [ ]
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Prethodni korolar pokazuje koliko je dobra aproksimacija funkcije f u tocki Py
p-tim Taylorovim polinomom. Medutim, za neke funkcije je ta ista aproksima-
cija dobra i u tockama neke okoline oko Fy.

Korolar 13.4 Neka je Q C R"™ otvoren skup, f: Q — R diferencijabilna funk-
cija klase C>, Py € Q ir > 0 takav da je K(Py,7) € Q. Ako postoje po € N i
M > 0 takvi da je za svakip > po, |07 052 - - - Oir f(P)| < M za sve P € K(Py,r)
isveiy, ..., i, takve da jeii+---+i, = p+1, onda je 1izr7an(H) =0 za sve H

za koje je ||H|| <, .

F(Po+ H) = f(P) + Y %fo(P(,)(H) .

j=17"

U tom slucaju kazemo da je funkcija f analiticka u okolini tocke Py, a
red f(Py)+ >, %Djf(Po)(H) je Taylorov red funkeije f oko tocke Py. Skup
svih analitickih funkcija na €2 oznacavamo s C* ().

Dokaz: Prema Korolaru 13.2, za | H|| < r i svaki p > pg vrijedi

(| HID#

k
e
pa tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je lilzn i 0 za sve a € R. [ |

Napomenimo na kraju da je C*(Q2) & C*(Q), tj. postoje funkcije klase C>

koje nisu analiticke. Takva je, naprimjer, funkcija f: R — R definirana s
1

T 22
flz) = <€ 0 » & 758 . Sve su njene derivacije u 0 jednake nuli, pa kada
y, L=

bi ta funkcija bila analiticka u 0, bila bi konstantna, Sto nije.

§ 14 Ekstremi

Velik dio matematike bavi se pitanjima postojanja i nalazenja ekstrema funkcija.
Mi ¢emo ovdje razmotriti neka najjednostavnija pitanja postojanja ekstrema
diferencijabilnih funkcija vise varijabli.

Za realnu funkciju f: S — R kazemo da ima maksimum u tocki Py € S
ako je f(Py) > f(P) zasve P € S. Vrijednost f(Pp) je maksimum funkeije f na
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skupu S. Ukoliko je f(Py) > f(P) zasve P € S\{P,}, onda kazemo da f ima u
tocki Py strogi maksimum. Za f kazemo da ima (strogi) lokalni maksimum
u tocki Py ako postoji okolina tocke P, takva da restrikcija funkcije f na tu
okolinu ima (strogi) maksimum u Py. Analogno se definiraju (strogi) minimum
i (strogi) lokalni minimum. Jasno je da pojam lokalnih ekstrema ima smisla
samo ako je S snabdjeven nekom topologijom.

Definicija 14.1 Neka je 2 C R" otvoren skup, a f: €2 — R diferencijabilna
funkcija. Za totku Py € Q kazemo da je stacionarna ili kritiéna tocka
funkcije f, ako je Df(Py) =0, tj. ako je 0;f(Py) =0,i=1,... ,n.

Teorem 14.1 (Nuzdan uvjet za postojanje lokalnog ekstrema) Ako je
Py € Q CR”™ tocka lokalnog ekstrema diferencijabilne funkcije f: Q2 — R, onda
je Py stacionarna tocka za f, tj. Df(Py) = 0.

Dokaz: Ako f ima u Py lokalni minimum, onda za svaki¢ = 1,... ,n i restrikcija

. 0 0 0 0
Pit Li = f(xlr sy Ly Ly L g s - ,an)

funkcije f na pravac kroz Py odreden i-tim koordinatnim vektorom, ima u
tocki ¥ lokalni minimum. Kako je ¢; funkeija jedne varijable, to je o} (2?) = 0,
a jer je @i (2?) = 9, f(Py), dobivamo tvrdnju teorema. Analogno se zakljucuje u
slucaju lokalnog maksimuma. [ |

Kao i kod funkcija jedne varijable, stacionarnost preslikavanja f nije i do-
voljna za ekstrem. Potrebno je promatrati i drugi diferencijal.
Prije nego formuliramo neke dovoljne uvjete za postojanje ekstrema, defini-
rat ¢emo neke pojmove vezane za (simetriéne) kvadratne forme, tj. za funkcije
n

¢: R" — R oblika g(H) = > a;jh:hj, H € R", gdje su a;; € R takvi da je
a;j = aj;. w
Definicija 14.2 Neka je ¢: R® — R kvadratna forma.
(a) q je pozitivno definitna, ako je
(i) q(H) >0, HeR" i
(#) q(H) =0 ako i samo ako je H = 0.

Ako umjesto (i) vrijedi ¢(H) < 0 za sve H € R", onda kazemo da je ¢
negativno definitna .
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(b) q je pozitivno semidefinitna ako je q(H) > 0 za sve H € R™.

q je negativno semidefinitna ako je q(H) < 0 za sve H € R™.

(¢) q je indefinitna ako nije niti pozitivno, niti negativno semidefinitna.

Lako se vidi da ako je kvadratna forma ¢ indefinitna, onda u svakoj okolini
nule, 0 € R™, postoje tocke u kojima ¢ poprima pozitivne vrijednosti, i postoje
tocke u kojima ¢ poprima negativne vrijednosti.

Teorem 14.2 (Dovoljni uvjeti postojanja lokalnog ekstrema) Neka je
Q C R™ otvoren skup, f: Q1 — R diferencijabilna funkcija klase C?, i neka
je Py € Q stacionarna tocka funkcije f, tj. Df(Py) = 0.

(i) Ako je drugi diferencijal D?f(Py) funkcije f u tocki Py pozitivno definitna
kvadratna forma, onda f ima u tocki Py strogi lokalni minimum.

(ii) Ako je D*f(Py) negativno definitna kvadratna forma, onda f ima u tocki
Py strogi lokalni maksimum.

(iii) Ako je D2f(Py) indefinitna kvadratna forma, onda f nema u tocki Py
lokalni ekstrem, tj. Py je sedlasta tocka funkcije f.

Primijetimo da teorem nista ne govori o sluéaju kad je D?f(P) samo semi-
definitna kvadratna forma. Tada, naime, drugi diferencijal ne daje dovoljno in-
formacija, pa su potrebna druga sredstva. Situacija je medutim mnogo slozenija
nego kod funkeija jedne varijable.

f(zy)=2"+y> flx,y)=2?—y?
strogi lokalni minimum  strogi lokalni maksimum sedlasta tocka

Primjeri grafova funkcija u okolini stacionarne totke u kojoj je drugi diferencijal
pozitivno definitna, negativno definitna odnosno indefinitna kvadratna forma
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<J

S\

N

f(zy)=2"+y° fay)=z"+y* f(z,y)=2>
sedlasta tocka strogi lokalni minimum  (nestrogi) lokalni minimum

U sva tri gornja primjera radi se o stacionarnoj tocki u kojoj je drugi diferencijal
pozitivno semidefinitna kvadratna forma

Dokaz: Kako je f € C?(2) i Df(Py) = 0, po Taylorovom teoremu za svaki P iz
neke okoline tocke Py postoji ¥p € (0,1) takav da je

S(P) = 1(Po) = 3 37 00, (Po+0p(P = P =a¥(as — %) . (1)

Oznac¢imo

Q5 1= aiajf(PO)

rij(P) := 0;0; f(Po +Vp(P — Fy)) = 0;0; f(Po) .

0

n
| a0 i . 2
Za P # Py neka je y; Tk i=1,...,n. Tadaje |y;] <11 ;:1 yi =1

Uvrstimo li sve to u (1) dobivamo

Lpie & n
f(P)— f(Po) = EQLO”( Z ai;yiy; + Z i (P)yiy;) - (2)

i,j=1 i,j=1
(i) Neka je D?f(Fy), tj. funkcija (y1,...,yn) — i a;jY;Y;, pozitivno defi-
nitna kvadratna forma. To je neprekidna funkcija?]p:; ona na jedini¢noj sferi
S™ = {(yts e, Un) i y? = 1} poprima minimum (Korolar 5.9). Oznaéimo
taj minimum s €. Zbolg? pozitivne definitnosti drugog diferencijala je ¢ > 0.
Kako je f € C2(Q) to je Pli_}rrllg0 ri;(P) = 0, pa postoji okolina U oko P, takva da

je |ri; (P)] < % za sve P € U. Zbog |y;| <1za P e U\ {Py} vrijedi

‘ Z Tij(P)yiyj’ < Z 13 (P)| < e .

3,J=1 4,j=1
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Zbog toga je u (2) izraz u zagradi na desnoj strani > 0, pa je zasve P € U\{ Py},
f(P) > f(Po), tj. f ima u Py strogi lokalni minimum.

(ii) Ako je drugi diferencijal D? f(Py) negativno definitna kvadratna forma,
tada je —D?f(Py) = D?(—f)(Py) pozitivno definitna, pa prema (i) zakljué¢ujemo
da funkcija —f ima u P, strogi lokalni minimum, odakle slijedi da f ima u Py
strogi lokalni maksimum.

(iii) Neka je D?f(P,) indefinitna kvadratna forma. Tada postoje vek-
tori H' = (RB},... h.), H" = (hY,... h") takvi da je Zamh’h’ > 0

n
]

Za”h”h” < 0. Za t € R neka je

Pl =Py+tH , P/ =Dy +tH".

Tada je, uz oznake kao na pocetku dokaza teorema, yj = |t\||H’||

pa je yiy; =

HH’||2 h;h; Uvrstimo 1i to u (2) dobivamo

f(P) - Zawh’h'+2rm PhRS) . (3)

Kako je hm r”(P) = 0, to je za dovoljno malene ¢, drugi sumand u zagradi

po apsolutHOJ vrijednosti manji od prvog (koji je pozitivan realan broj neovisan
o t), paje f(P) > f(P). Kako se za svaku okolinu U tocke Py moze uzeti ¢
tako malen da je P/ € U, zakljuéujemo da f u Py nema lokalni maksimum.

Analogno, polazeéi od tocke P/, zakljucujemo da f nema u Py niti lokalni
minimum, ¢ime je teorem dokazan. [ ]

Da bi se Teorem 14.2 mogao efektivno upotrijebiti, potrebno je imati kriterij
kako da se ustanovi kakva je, s obzirom na definitnost, zadana kvadratna forma.

Neka je g(t1;... ,t,) = Z ai;t;t; kvadratna forma. Tada je pridruzena ma-
i,
trica A = [a;;] simetriéna, pa se moze dijagonalizirati (vidi [2]). U novim

koordinatama forma ¢ ima oblik
q(ty, ..., t) Z)\t/z

pa ocito vrijedi sljedece:



Zadaci 129

(1) Kvadratna forma ¢ je pozitivno definitna ako i samo ako su sve svojstvene
vrijednosti matrice A strogo pozitivne.

(#i) ¢ je negativno definitna ako i samo ako su sve svojstvene vrijednosti ma-
trice A strogo negativne.

(#i1) q je pozitivno semidefinitna ako i samo ako su sve svojstvene vrijednosti
matrice A vece ili jednake nuli.

(iv) ¢ je negativno semidefinitna ako i samo ako su sve svojstvene vrijednosti
matrice A manje ili jednake nuli.

(v) ¢ je indefinitna ako postoje barem dvije svojstvene vrijednosti razlicite
od 0 i suprotnog predznaka.

Kako nije uvijek jednostavno dijagonalizirati kvadratnu formu, koristi se
sljedeci kriterij:

Teorem 14.3 (Sylvesterov! kriterij) Neka je q(ty,... t,) = Zaijtitj (si-

metriéna) kvadratna forma i oznac¢imo redom determinante hd

aipr - Qin
a1l a2

1 ‘= a1, Qg 1=
a21 Aa22

o e

anl e Apn

(1) q je pozitivno definitna kvadratna forma ako i samo ako je a; > 0 za sve
1=1,...,n

(i) q je negativno definitna kvadratna forma ako i samo ako je oy < 0, ag > 0,
a3 <0, a4 >0, ....

Sylvesterov kriterij, kao i ¢injenice o dijagonalizaciji kvadratnih formi, neéemo
dokazivati, jer bi nas to odvelo predaleko u algebru. Dokaz se moze naéi u [2,
Poglavlje I1I. 5].

Zadaci

1. Odredite sve lokalne ekstreme funkcije f(x,y) = o* +y* +4ay — 222 — 232,

1James Joseph Sylvester (1814-1897), engleski matematicar
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2. Odredite sve lokalne ekstreme funkcije f(x,vy,2) = 22 + y* + 2% + ay.
3. Odredite sve lokalne ekstreme funkcije f(x,y) = e~ ¥ (2% — 2y?).

4. Pokazite da tocka (0,0) nije tocka lokalnog ekstrema za funkciju f(x,y)
= (y — 32%)(y — 2?) premda restrikcija funkcije f na proizvoljan pravac
kroz ishodiste ima u (0,0) lokalni minimum.

U praksi se ¢esto javlja potreba za racunanjem tzv. uvjetnih ili vezanih ek-
strema. Precizna formulacija ovog problema sadrzana je u narednom teoremu
0 nuznim uvjetima.

Teorem A Neka je Q2 C R" otvoren skup, neka su f,g: Q@ — R funkcije
klase C*, neka je za k € R zadan skup S = {P € Q : g(P) =k} te neka vrijedi
Vg(P)#0, VP € S. Ako je Py € S tocka lokalnog ekstrema za f|s onda postoji
A € R sa svojstvom V f(Py) = Ag(P).

Koordinatno zapisan, uvjet iz gornjeg teorema glasi:

Dokaz: (Samo za slucaj n = 3.) Pri konstrukciji tangencijalne ravnine na
plohu S vidjeli smo da je Vg(Py) okomit na vektor ¢(¢9) gdje je ¢ proizvoljna
diferencijabilna krivulja na S sa svojstvom c(tg) = Py. S druge strane, ako
je Py tocka lokalnog ekstrema za f|s onda je i g tocka lokalnog ekstrema za
kompoziciju f oc. Zato je (f o) (tp). = 0, odnosno (Vf(Fy) | ¢(to)) = 0. To
pokazuje da je 1 Vf(FPy) L ¢/(t) 1 zato su vektori V f(Py) i Vg(Pp) kolinearni.

Uobic¢ajeno je pri racunanju uvjetnih ekstrema definirati tzv. Lagrangeovu
funkciju

L(xla"' 7xnaA) :f(:c17"' 7In)7)\g(zla"' 73577.)'

Deriviramo li parcijalno funkciju L po svim varijablama i sve parcijalne derivaci-
je izjednacimo s nulom dobivamo upravo gornje nuzne uvjete (pritom posljednja
jednadzba dobivena izjednacavanjem s nulom parcijalne derivacije funkcije L po
varijabli A upravo daje uvjet g(x1,... ,z,) = k).

Cesto se javlja i problem odredivanja lokalnih ekstrema funkcije f uz vise za-
danih uvjeta: g1(P) =0,...,gm(P) = 0. Ovdje bez dokaza navodimo analogon
Teorema A koji opisuje nuzne uvjete u ovoj situaciji.

Teorem B Neka je Q C R™ otvoren skup i f,g1,...9m: Q@ — R funkcije
klase C pri éemu je m < n. Neka je S = {P € Q:g;(P) =0,Vi=1,... ,m}
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te neka je {Vgi1(P),... ,Vgm(P)} linearno nezavisan skup VP € S. Ako je P,
tocka lokalnog ekstrema za funkciju f|s onda postoje brojevi Ai,... , Am € R

takvi da vrijedi V f(Py) = Y \iVgi(Py).
i=1

Kao i prije i ovdje mozemo definirati Lagrangeovu funkciju

L(xlw"xnv)\l?"' 7)‘m) = f(‘rlv"' 7$n) _ZAlgl(xlv 7(En)
i=1

i nuzne uvjete iz gornjeg teorema dobiti deriviraju¢i funkciju L po svim varija-
blama.

10.

11.

12.

Dokazite, koristeéi gornji Teorem A, da svaka simetriéna matrica A €
M, (R) ima svojstvenu vrijednost.

U ravnini Az + By + Cz + D = 0 odredite toc¢ku najblizu ishodistu.
Za a,b,c € R, a®?+b%+c? > 0, izracunajte minimum i maksimum funkcije

f(x,y,2) = ax + by + cz na jediniénoj sferi u R®. Pomocéu dobivenog
rezultata dokazite Cauchyevu nejednakost za skalarni produkt u R3.

2
Odredite, ako postoji, tocku na elipsi xz—i—y? = 1 u kojoj tangenta na elipsu
¢ini s koordinatnim osima trokut najmanje, odnosno najvece povrsine.

n

Neka jec > 01 S = {(931,... JTp) LY T = C,mp > O,Vi}. Izracunajte
i=1

najmanju i najveéu vrijednost funkcije f(z1,...,2,) = z122-- 2, na

skupu S. Pomocu dobivenog rezultata dokazite da je za svakih n pozitiv-
nih brojeva njihova geometrijska sredina manja ili jednaka od aritmeticke.

Neka je T = (a,b), a,b > 0. Odredite, ako postoji, pravac koji prolazi
tockom T, na koordinatnim osima odsijeca pozitivne odsjecke i s koordi-
natnim osima ¢ini trokut najmanje, odnosno najvece povrsine.

Odredite pravokutan trokut opsega 12 koji rotacijom oko hipotenuze daje
tijelo najmanjeg, odnosno najveéeg volumena.

Izracunajte ekstreme funkcije f(z,y, z) =  +y + 2z uz uvijete 22 + y* = 2,
r+z=1.
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13

14.

15.

16.

17.

18.

2. DIFERENCIJAL I DERIVACIJE

. Provjerite, sluzeéi se geometrijskom argumentacijom, da je (0,1,0) tocka
minimuma za funkciju f(z,y,2) = ¥?+y? uz uvjete z = 0, 22— (y—1)3 = 0.
Pojavljuje 1i se ova tocka kao rjesenje Lagrangeovog sistema jednadzbi?
Zasto?

Na skupu S = {(x,9,2) : 222 +y* —4 = 0,7 +y + z = 0} pronadite tocku
najblizu, odnosno najudaljeniju od y-osi.

Dokazite da funkcija f(x,y) = 22y — 422 — 232 svoj minimum na proizvolj-
nom kompaktnom skupu K C R? dostize na rubu od K.

Neka su S, K, K redom jedini¢na sfera, otvorena i zatvorena jedini¢na
kugla u R", te neka je realna funkcija f neprekidna na K, diferencijabilna
na K i konstantna na S. Dokazite da postoji totka Py € K u kojoj je
V() =0.

Izra¢unajte minimum i maksimum funkcije f(z,y,2) = 2(x +y+2) — zyz
na zatvorenoj kugli {(z,y, z) : 22 + y? + 2% < 9}.

Neka je T € R™, T # 0. Odredite minimum i maksimum funkcije f(P) :=
(P|T)++/1—|P|? na zatvorenoj jedini¢noj kugli u R".

U iduca tri zadatka pokusajte karakter stacionarne tocke dobivene rjesava-
njem Lagrangeovog sistema jednadzbi odrediti eliminiranjem jedne nepoznanice
koristeéi zadani uvjet. Time polazni problem uvjetnih ekstrema svodimo na
racunanje obi¢nih (bezuvjetnih) ekstrema $to omoguéuje i primjenu Teorema o
dovoljnim uvjetima lokalnih ekstrema.

19.

20.

21.

Odredite dimenzije pravokutnika zadanog opsega 2s tako da mu povrsina
bude maksimalna.

Odredite dimenzije pravokutne kade volumena V tako da joj oplosje bude
minimalno.

Odredite trokut zadanog opsega o = 2s s maksimalnom povrsinom.

Eliminacija neke od nepoznanica kao u prethodnim primjerima cesto je
medutim nepraktiéna (jer moze dovesti do kompliciranih racuna), a ponekad je i
nemoguca. S druge strane, zadani uvjet g(P) = 0 zbog pretpostavke Vg(P) # 0
uvijek omoguéuje primjenu Teorema o implicitnoj funkciji $to ¢e jos uvijek biti
dovoljno, jer je za ispitivanje karaktera stacionarne tocke dovoljno poznavati
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derivacije drugog reda. Racun koji slijedi zbog jednostavnosti izvest ¢emo samo
u dimenziji n = 2.

Pretpostavimo da su f,g: Q@ C R? — R funkcije klase C?; neka je S =
{(z,y) € Q: g(x,y) = 0} te neka vrijedi Vg(z,y) # 0,V(z,y) € S. Trazimo lo-
kalne ekstreme za f uz uvjet g(x,y) = 0. Neka je L(z,y, \) = f(x,y) — Ag(x, y)
Lagrangeova funkcija. Pretpostavimo da smo rjesavanjem Lagrangeovog siste-
ma jednadzbi dobili kritiénu tocku (xg,yo) € S, neka je jos Ag pripadna vrijed-
nost Lagrangeovog multiplikatora. Kako je Vg(xg,yo) # 0 bez smanjenja
opdenitosti smijemo pretpostaviti da je d2g(zo,yo) # 0. Primjenom Teorema o
implicitnoj funkciji dobivamo interval I C R takav da je g € I i diferencijabilnu
funkciju ¢: I — R sa svojstvima ¢(zg) = yo, g(x, p(x)) = 0,Vx € I. Pritom je

1o — _ Oig(z, ()
P) = gty "€

Sada je jasno da je (zo,yo) tocka lokalnog uvjetnog ekstrema za funkciju f
uz uvjet g(z,y) = 0 ako i samo ako je xg tocka lokalnog ekstrema za funkciju
f: 1 — R definivanu s f(z) = f(z,(x)). (Pritom je jasno da je xo kriticna
tocka za f, to jest vrijedi f'(zg) = 0.) Preostaje izra¢unati f”(zo) (5to mozemo
zbog pretpostavke da su f i g klase C?).

22. Uz gornje pretpostavke i oznake dokazite:

0 019(xo, o) 029(0, o)
det| 01g(wo, yo) 07L(xo,y0,Ao) O102L (0, Yo, \o)

fm(xo)=72
(929(%0,50))* | 3yg(20s90) 8201 L0, 50, o) 92 L(x0, 40, Ao)

2 2
23. U elipsu % + y—Q = 1 upiSite pravokutnik stranica paralelnih koordinat-
nim osima tako da mu povrsina bude maksimalna; primijenite tvrdnju
prethodnog zadatka.

Eventualna generalizacija rezultata iz zadatka 22 ocito zahtijeva vrlo kompli-
cirane racune. Ovdje éemo dovoljne uvjete za vezane ekstreme u opéem sluc¢aju
(n varijabli, m uvjeta, m < n) izvesti drukéije, primjenom Teorema o inverznoj
funkciji.t

Neka su f,g1,-.. ,9m: @ C R® — R funkcije klase C3, neka je S := {P €
Q:g;(P)=0,Yi=1,...,m} te neka je skup {Vg;(P) :i=1,...,m} linearno

IRezultate koji slijede iznosimo prema &lanku. D. Spring, On the second derivative test
for constrained local extrema, Am. Math. Monthly 92(9), 1985, 631-643
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nezavisan VP € S. Definirajmo Lagrangeovu funkciju
L, o Ay @1,y 2n) = Y Xig;(P) + f(P).
j=1

Pretpostavimodaje V = (C,T) = (¢1,... ,¢m, a1, ... ,a,) neko rjesenje Lagran-

geovog sistema jednadzbi (tj. kriticna tocka restrikcije f|s). Neka je, nadalje,

M (T') # 0 (Sto nije smanjenje opéenitosti jer zbog linearne nezavisnos-
T1y---, Tm

ti gradijenata, neka od m x m minora u matrici Zigl’%"gm;(T) mora biti # 0,
Lly---,Tn

stoga, ako treba, mozemo prenumerirati varijable). Promatrat éemo Hesseovu
matricu (tj. matricu ¢iji su elementi parcijalne derivacije drugog reda; uocite
da je ova matrica simetri¢na zbog Schwarzovog teorema) Lagrangeove funkcije
Lutocki V = (C,T):

[0 0 dgi(T) -+ Ongi(T) ]
0 T 0 algm (T) e 8n.gm (T)
HL(V)=
W= o) - o™ GO - 90,0V
Promatrat éemo glavne minore Ay matrice HL(V) i brojeve v, = (—1)™Ay.
Ustvari, trebat ¢e nam samo posljednjih n —m brojeva: vyom41, .-+, Yntm-
Definicija Neka je ay,:.. ,a konacan niz realnih brojeva koji nisu svi jed-
naki 0, neka je k = max{i: o; # 0}. KaZemo da je niz aq, ... ,o:

(a) pozitivno semidefinitan, ako je o; > 0,Yj < k,
(b) negativno semidefinitan, ako je (—1)7a; > 0,Vj <k,

(¢) sedlastog tipa, ako ne vrijedi niti (a), niti (b), tj. ili je a; =0 za neki j < k
ili je narusen redoslijed predznaka,

(d) pozitivno definitan, ako je pozitivno semidefinitan uz k = r,
(e) negativno definitan, ako je negativno semidefinitan uz k = r.
Sada smo u mogucnosti izrecéi

Teorem C Neka su ispunjene pretpostavke iz prethodne diskusije. Ako je
NIZ Y2m41s -+ > Yntm
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(a) pozitivno (negativno) definitan onda f ima lokalni uvjetni minimum (mak-
simum) u tocki T,

netrivijalan (tj. nisu svi v; jednaki 0) i sedlastog tipa, onda T nije tocka
b trivijal tj. ni i v; jednaki 0) i sedlastog ti da T nije tock
uvjetnog lokalnog ekstrema za f.

Dokaz ovog teorema provest ¢emo u sljede¢a dva zadatka. No prije toga
uocimo sljedece:

(1) Ako je det HL(V') # 0 teorem svakako daje odluku.
(2) U slucaju n = 2,m = 1 dobili smo upravo rezultat iz zadatka 22.

(3) U slucaju m = 0 (tj. kad nema uvjeta) tvrdnja gornjeg teorema se svodi
na poznati rezultat za obic¢ne (bezuvjetne) lokalne ekstreme (Teoremi 14.2

i14.3).
24. Dokazite tvrdnju Teorema C uz trivijalne uvjete: g;(P) = z; = 0, za sve
j=1...,m.
25. Dokazite Teorem C! Uputa: definirajte zamjenu varijabli ¢: R™ x  —
R™ x R™ = R™* formulom ©(A1,<+. s Ay Z1y- - 5 Tn) = (A1, ooy Am, 21,
,Zn), pri cemu je z; = gj(xq,...@,) za 1l < j < m, te z; = x;

za m+ 1 < j < n; primijenite Teorem o inverznoj funkciji i iskoristite
prethodni zadatak.

U sljede¢im zadacima ispitajte karakter dobivenih kriti¢nih tocaka sluzeéi se
Teoremom C.

26. Odredite lokalne ekstreme funkcije f(x,y, 2) =2yz uz uviet x2+y*+22 = 1.
27. Izraéunajte udaljenost kruznice 2 + % = 2 od pravca = + y = 4.

28. Izracunajte lokalne ekstreme funkcije f(z,vy,2,t) = —2? + 9% + 22 — 2 uz
uvjet © = z.
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Riemannov integral

§ 15 Integracija na pravokutniku

U ovom ¢emo poglavlju definirati Riemannov' integral ograniéene funkcije vise
varijabli i dokazati neka osnovna svojstva Riemannovog integrala. Zbog jedno-
stavnosti oznaka, uglavnom ¢emo se baviti funkcijama dviju varijabli. Veéi broj
varijabli ne donosi nista kvalitativno novog, pa ¢emo te definicije i rezultate na
kraju samo ukratko navesti.

R Iy Neka je I = [a,b] x [c,d] C R?
zatvoren pravokutnik, a f: [ — R
ogranicena realna funkcija. Zelimo

definirati integral / f koji ¢e, uko-

liko je f nenegativng ‘dobra’ funkci-
d ja, predstavljati volumen tijela odoz-
go omedenog grafom funkcije f. Pos-
tupamo kao i u slu¢aju funkcije jedne

b . varijable.
I
Pod razdiobom p segmenta [a,b] podrazumijevamo svaki konacan skup
tocaka x; € [a,b], i = 1,...,k, takvih da jea = xg < 21 < ... <z = b, i

LGeorg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), njemacki matematicar

137



138 3. RIEMANNOV INTEGRAL

koristit éemo oznaku p = {a = 29 < 21 < ... < 2 = b}. Razdioba pra-
vokutnika I je par p = (pz,py), gdje su p, = {a =9 < ... < x, = b} i
py = {c=1yo < ... <y = d} razdiobe segmenta [a,b], odnosno [¢,d]. Pravo-
kutnike I;; := [x;—1, 2] X [y;—1,y4), ¢ = 1,...,k; j =1,...,l, zovemo pravo-
kutnicima razdiobe p. Skup svih razdioba pravokutnika I oznacavamo s p(I).
Broj 6(p) := max{diamI;; : i = 1,... ,k, j = 1,...,l} zovemo dijametar ili
ocica razdiobe p. S m(l;;) = (x; — x;—1)(y; — y;j—1) oznacavat ¢emo povrsinu
pravokutnika I;; i sliéno za «(I). O¢ito je

k l
n=>% =) . (1)

i=1 j=1
Za ogranicenu funkciju f: I — R i razdiobu p pravokutnika I oznac¢imo
m:=m(f) :=inf f(I), M := M(f) :==sup f(1)
mij = my(F) s=inf f(Eg) Gl
Mij == My;(f) := sup f(Li;)
Ocito je
Donja i gornja Darbouzova' suma za funkciju f s obzirom na razdiobu p
su brojevi
l

-3

k

"W(IJ)
i=1 j=
=1

k l

oy
1
> My (1)
=1 j=1

Zbog (1) i (2) za svakurazdiobu p vrijedi
mn(I) < s(f,p) < S(f,p) <Mn(I). 3)
Stoga su dobro definirani brojevi
Jf = sup{s(f.p):p€p()}
Jf = mt{S(f,p): p € p(I)}

To su donji odnosno gornji Riemannov integral funkcije f.

1Jean Gaston Darboux (1842-1917), francuski matematicar
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Sumandi u Darbouxovim sumama su volumeni prizmi kakve su, po jedna za svaku
od suma, oznadene na crteZu

Za razdiobu p = (ps, py) kazemo da profinjuje razdiobu p' = (o, p;) i
pisemo p' < p, ako je p,. C p, i p, C py, tj. ako se p, dobije iz p} dodavanjem
novih diobenih tocaka i isto tako za p,. Kao i za funkcije jedne varijable, lako
se pokazuje da vrijedi

Lema 15.1 Ako razdioba p profinjuje p', p' < p, onda je s(f,p") < s(f,p) i
S(f.p) < S(f.0"). u

Kao posljedicu dobivamo
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Korolar 15.2 Za omedenu funkciju f: I — R i svake dvije razdiobe p, p’ pra-
vokutnika I, vrijeds

s(f,p) < S(f,p") (4)

/f</}. (5)

Dokaz: Neka je p = (pz, py), p' = (pl, pl,) te neka je p” = (pi;, p;) (neko) njihovo
zajednicko profinjenje (naprimjer p; = p, U pl, i py = p, U py). Tada, prema
Lemi 15.1 i (3), vrijedi

s(f,p) < s(f,p") <S(f,p") <S(f.0'). ]

Definicija 15.1 Za ogranicenu funkciju f: I — R kazemo da je integrabil-
na u Riemannovom smislu ili R-integrabilna na pravokutniku I, ako je

/f = /f U tom slucaju ta se zajednicka vrijednost oznacava s /f i zove
J I

pa je i

Riemannov integral funkcije f na pravokutniku 7.
Za integral /f uobicajene su i oznake /f(a:,y) dr dy i // flx,y) dzdy,
I I I
kao i termin dvostruki integral.

Primjer 15.1 Nije svaka omedena funkcija R-integrabilna. Naprimjer, za pro-
izvoljan pravokutnik I = [a, b] x'[¢, d], funkcija f: I — R definirana s

[ y) :{

nije R-integrabilna na I. Zaista, za svaku razdiobu p i svaki ¢« = 1,... k;
j=1....1jemy =0, M;; =1, paje s(f,p) =01 S(f,p) =n(I). Stoga je i

Jr=0#n(1)=[f.

Oznacimo s R(I) skup svih R-integrabilnih funkcija na pravokutniku I. Na-

1, z,y racionalni
0, inace

dalje oznagimo s I= {a,by x {c,dy = I\ OI otvoreni pravokutnik. Osnovna
‘algebarska’ svojstva Riemannovog integrala dana su u sljede¢em teoremu.

Teorem 15.3 (i) Uz uobicajeno zbrajanje funkcija i mnoZenje funkcije real-
nim brojem, je skup R(I) svih R-integrabilnih funkcija na pravokutniku I

vektorski prostor, a /: R(I) — R je monoton linearan funkcional.
I
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(it) Neka je I = I; U Iy tako da je fl N 192 =04 f: I — R omedena funkcija.
f je R-integrabilna ako i samo ako su restrikcije f|r, i f|;, R-integrabilne

na Iy odnosno Is, i u tom slucaju vrijedi

/If=/11f|11+/12f|12~ (6)

Dokaz: (i) Kao i ranije, za omedenu funkciju f: I — R i razdiobu p pravokut-

nika I oznacit ¢emo

mi;(f) := inf f(Li;)
M’L(f) = Supf(jij) ) 1= ]-a

(a) Nekasu f,g € R(I). Za svaki ¢ > 0 postoji razdioba p € p(I) takva da

je
so- [1<5 o Sen=fa< ©
[r-stto<5 .« famston <3 0

Kako je M;;(f +g) < M;;(f) + M;;(g), to zbog (7) imamo

[+ <st+anE80+ S < [1+5+ [g+5.

Zbog integrabilnosti od. f i g je [f = I f [g= J; 9, pa je

/(f+g)</lf+/lg+e
/_(f+g)</lf+/lg- 9)
> m;

i (f) +mi;j(g) i (8) dobivamo

za svaki € > 0. Stoga je

Analogno, zbog m;;(f + g)
(10)

/(HQ)Z/IH/IQ
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Kako je donji Riemannov integral uvijek manji ili jednak od gornjeg, (5), iz (9)
i (10) dobivamo

/f+/jgé/(f+g)S/(f+9)é/lf+/lg

pajef f+g) = f_f—&—g)zfl(f—&—g), tj. f+g € R(I) izbog (9) i (10) vrijedi

/I(f+g):/1f+/lg

(b) Neka je f € R(I) i\ €R. Ako je A > 0, onda je m;;(Af) = Amy;(f) pa
je
/xf:$mBQﬂM¢p€MD}:
= suwp{As(fip) i pep(D)) =
= Asup{s(f,p) : p € p(I)} = A_/f = A/If

Analogno se dobiva da je f_/\f = )\f[ f, paje Xf € R(I) i vrijedi

/I)\f:A/If. (11)

Za A =0 je otito \f =0 &€ R(I) 1 vrijedi (11). Nadalje, kako je m;;(—f) =
—M;;(f), to za A = —1 vrijedi

/k—f>:sup@cfﬁp>:p6pud}:
= sup{-S(f,p) : p € p(I)

b=
= —inf{S(f,p): p € p(I / /f

Analogno se dobiva i [(—f) = —[f =—J;f, paje —f € R(I) i vrijedi

Jen=-r

Dakle, za svaki A € R je A\f € R(I) i vrijedi (11). Zbog (a) i (b) je stoga

R(I) vektorski prostor, a [ linearan funkcional.
I



§ 15. Integracija na pravokutniku 143

(¢) Konac¢no, monotonost integrala / slijedi jednostavno iz ¢injenice da za
I
f < g isvaku razdiobu p vrijedi m;;(f) < mi;(g).
(16) Ako je I = [a,b] X [¢,d] = I; U Iy tako da je Lini, = (), onda

d d
1,
I, I,
s
I
c c
a t b a b
je ili I} = [a,t] X [¢,d], I = [t,b] X [c,d] za neki broj t € {(a;b), ili je I} =
[a,b] X [¢,8], I = [a,b] x [s,d] za neki s € (c,d). U oba slucaja mozemo

zakljucivati na sljede¢i nacin: za funkciju f: I — R oznac¢imo s

fi=1fln, fo=fl-

Za svaki € > 0 postoje razdiobe p, p1, po pravokutnika I, I; i I> takve da je

S(fl,pl)*/f1<6 S(fa, pa) /f2<s, (f.0) /f<6 (12)

Neka je p' profinjenje razdiobe p koje sadrzi obje razdiobe p; i p2 1 neka su p)
i ph razdiobe koje p’ inducira na [ i Iy. Tada p} i pf profinjuju razdiobe p; i po
pa i za ove razdiobe vrijede nejednakosti (12), tj. vrijedi

—€</f1 S(f1,p1) < 0
—6</f2— (fasp) < 0
0< S(f,p /f <e .

Zbrajanjem ovih nejednakosti, zbog

S(f,p') = S(f1,p1) + S(f2, ph)

—25</_f1+/_f2—/_f<5.

dobivamo
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Kako to vrijedi za svaki € > 0, dobivamo

/f/f1+/f2~ (13)

Analogno se pokazuje da vrijedi

_/fz_/fl-F_/fz- (14)

Neka je najprije f € R(I). Tada je If = ff pa iz (13) i (14) dobivamo

/_f1+/_f2=_/f1+_/f2
(/_fl—_/f1)+(/_f2—_/f2)=0~

Kako su oba sumanda na lijevoj strani nenegativna, to su oba jednaka nuli, tj.
f1 1 f2 su R-integrabilne funkeije i iz (13) dobivamo (6). Obratno, ako su fy i
/2> R-integrabilne, onda je [f; = [f;, i =1,2, paiz (13) i (14) slijedi

/f—/hf1+/12fz—/f7

tj. f € R(I) i vrijedi (6). n

odnosno

Napomena 15.1 Akosu I,.J € R? pravokutnici takvidajeI C J,a f: J — R
omedena funkcija koja je R-integrabilna na J, onda prema tvrdnji (i¢) prethod-
nog teorema, zakljuéujemo da je restrikcija f|r: I — R R-integrabilna na I.
U takvoj se situaciji obi¢no kaze da je f R-integrabilna na I, a umjesto || L flr
pise se jednostavno [, f.

Kao jos jednu posljedicu tvrdnje (i7) Teorema 15.3, dobivamo

Korolar 15.4 Neka je f: I — R omedena funkcija, a p neka razdioba pravo-
kutnika I, sa pripadnim pravokutnicima I;;. f je R-integrabilna na I ako i samo
ako su restrikcije f|r,; integrabilne na I;;, za svei=1,... k, j=1,... 1, iu

tom slucaju vrijedi /f = Z/ f- [ |
! ig i
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Jedna jednostavna karakterizacija R-integrabilnosti je dana sljedeéim teore-
mom:

Teorem 15.5 Omedena funkcija f: I — R je R-integrabilna ako i samo ako za
svaki € > 0 postoji razdioba p pravokutnika I takva da je

S(f,p) —s(fp) <e. (15)

Dokaz: Neka je f R-integrabilna, tj. [f = ff . Prema svojstvu supremuma,
odnosno infimuma, za svaki € > 0 postoje razdiobe p’, p” pravokutnika I takve

da je
[£-str.0) <

_/_f<£

Neka je razdioba p neko zajednicko profinjenje za p’ i p”. Tada zbog Leme 15.1
imamo

N ™

[\V]

S(fp) —s(f,p) < S(f, p')=s(fp

/f (f1-st) <=

Obratno, neka za svaki ¢ > 0 postoji razdioba p takva da vrijedi (15). Tada je

OS[f_/fSS(f,p)S(f,p)<€

za svaki € > 0, pa je f_f — If =0, tj. f je R-integrabilna. [ |
Sada mozemo pokazati da osim konstantnih, ima i drugih, interesantnijih,
funkcija koje su R-integrabilne.

Teorem 15.6 Svaka neprekidna funkcija f: I — R je R-integrabilna.

Dokaz: Kako je I kompaktan, to je neprekidna funkcija f ogranicena (Koro-

lar 5.9). Nadalje, prema Teoremu 5.13, f je uniformno neprekidna, pa za

svaki € > 0 postoji § > 0 takav da je |f(z,y) — f(z/,y)| < %, ¢im je
™
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l(z,y) — («',9y)|]] < §. Neka je p razdioba pravokutnika I s oéicom d(p) < ¢.

Tada za sve (z,y), (¢/,y") € Ijj vrijedi |f(z,y) — f(2',y)] < %, pa je speci-
™

jalno i M;; —my; < (jer, prema Korolaru 5.9, f poprima na I;; minimum

_c
(1)

i maksimum). Stoga je

S(p) = s(fp) = 3o (Myy = mig) wlly) < 5 D onlly) =

,J
pa je, prema Teoremu 15.5, f R-integrabilna na I. |

U §17 ovaj ¢emo rezultat znatno poboljsati.

8§16 Povrsina skupa i skupovi mjere nula

Povrsina pravokutnika je produkt duljina njegovih stranica. Medutim za opcenit
skup u R? pojam povréine je mnogo slozeniji. Jedna od moguéih definicija je
sljedeca:

Definicija 16.1 Za omeden skup S € R? kazemo da #ma povrdinu ili da je iz-
mjeriv u Jordanovom!smislu, od-
nosno J-tzmgjeriv, ako postoji pravo-
kutnik I koji sadrzi skup S, I 2 S, takav
da je karakteristicna funkcija x,: I — R
skupa S, R-integrabilna. U tom sluc¢aju
broj |’ 1 Xs zovemo povrsina skupa S i
oznacavamo s w(5).

Koristeéi Teorem 15.3(i%), lako se vidi da postojanje i iznos povrsine skupa S
ne ovisi 0 odabranom pravokutniku I O S, tj. definicija povrsine je dobra.
Odavde odmabh slijedi da, ako skupovi S7 i S3 imaju povrsinu, i S; C Sz, onda
je m(S1) < w(S2), tj. povrsina je monotona funkcija. Takoder, svaki pravokutnik
I = [a,b] X [¢,d] ima povrsinu u smislu ove definicije i ona je jednaka 7 (I) =
(b—a)(d—c).

IMarie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), francuski matematicar
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Primjer 16.1 Nema svaki omeden skup u R? povrsinu. Naprimjer, skup Q :=
(@xQ) N ([0,1] x [0,1]) ‘racionalnih totaka’ u jedini¢nom kvadratu I = [0,1] x
[0, 1], nema povrsinu, jer njegova karakteristi¢cna funkcija x, nije R-integrabilna
na I (Primjer 15.1).

Od posebnog interesa ¢e nam biti skupovi koji imaju malenu povrsinu.
Tocnije, kazemo da omeden skup A ima povriinu nula ako A ima povrsinu i
ta je povrsina jednaka nuli.

Teorem 16.1 (karakterizacija skupova povrsine nula) Omeden skup A CR?
tma povrsinu nula ako i samo ako za svaki € > 0 postoji konacan pokrivaé
n

{h,Ls,...,I,} skupa A pravokutnicima I;, takav da je Zﬂ(lj) <e.
j=1
Stovise, ako je skup A povrsine nula sadrzan w pravokutniku I, onda postoji
particija p tog pravokutnika takva da je Z (1) < €.
Dokaz: Neka je € > 0 i neka su Iy,...4 I, pravokutnici takvi da je A C
n n

U I idaje Zﬂ(Ij) < e. Odaberimo pravokutnik I takav da je |J I; C I.
j=1

i=1 =t

n
Kako za karakteristi¢ne funkcije vrijedi x, < XU, < Z Xy, tO jei
J j=1

-~ T~ n n n n
0< fxas s [P = [ 3w, =X [, = Xoni) <c.
< j=1 i~ =1/ j=1

Bududi to vrijedi za svaki € > 0, zaklju¢ujemo da je funkcija x, integrabilna i
da je m(A) = [; x, = 0.
Obratno, neka je A skup povrsine nula i I pravokutnik takav da je ACI.

Tada je karakteristicna funkcija x, R-integrabilna
na [ i fXA :fl X .. =0. Stoga za svaki € > 0, postoji
razdioba p pravokutnika I takva da je S(x,,p) < e,

7N t].
‘ I M) m(lg) + Y Mi(x) m(ly) <. (1)

i, i,j
I;jNA#£D I;;NA=0
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Medutim, za one 4,j za koje je I;j; N A =0 je x,|r,, = 0, tj. M;;(x,) =0, pa
je druga suma u (1) jednaka nuli. S druge strane, ako je Iy N A # () onda je
M;;(x,) =1, paiz (1) dobivamo

Z Tl'([ij) <€, (2)

2%
I;jNA#£D

te je {I;; : I; N A # (0} trazeni konacni pokrivac za A. [ |

Napomena 16.1 MoZe se postici da su svi I; u prethodnom teoremu kvadrati.
n

Zaista, za dani ¢ > 0 neka su Iy,...,I, pravokutnici takvi da je A C |J I;
j=1

n €
iy () < 7" Ozna¢imo s aj,b; stranice pravokutnika I;. Bez smanjenja

opcenitosti mozemo pretpostaviti da je a; < 2b; itb; < 2a;. U protivnom
ucinimo sljedece: Pretpostavimo da je 2b; < a; zaneki j, i neka je k najmanji
prirodan broj takav da je k-2b; > a;. Tada je & > 2. Podijelimo stranicu a; na k
jednakih dijelova. Time smo podijelili pravokutnik I; na & manjih pravokutnika
sa stranicama b; 1 a); 1= ﬂ. Tada je 2b; > a, ali je i 2a}; > b;.

Zaista, pretpostavimo da je 2a < by, tj. 2 a” < b;. Tada je Z - 2b; > aj.

NekaJeleNtakanaJeZ§l<Z—i—l. Tadajell-2bj>aj,nozb0gk22je
3k—4

<= +1< +1+
brOJak

= k, §to je u suprotnosti sa minimalnoséu pri izboru

Zamijenimo sada I; sa ovako dobivenim manjim pravokutnicima, koji imaju
trazeni odnos stranica. Kona¢no, zamijenimo svaki pravokutnik kvadratom nad
duljom stranicom.

Iz Teorema 16.1 slijedi

Korolar 16.2
(1) Unija konacno mnogo skupova pouvrsine nula je opet skup povrsine nula.
(i) Podskup skupa povrsine nula ¢ sém ima povrsinu nula. [ |

Primjeri 16.2 (i) Svaki konacan skup, tj. skup koji se sastoji od kona¢no mno-
go tocaka, skup je povrsine nula.
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(ii) Za svaku totku (z,y) € R? i broj h > 0 su ‘horizontalni’ segment {(z',vy) :
x <2’ <x+h}, i ‘vertikalni’ segment {(z,y') : y <y’ < y+ h}, skupovi
povrsine nula. Zaista, za zadani € > 0, takav se segment moze pokriti
. . . . o e e € o 15
jednim pravokutnikom duljine h i Sirine o dakle povrsine 3

(#41) Rub pravokutnika I = [a,b] X [c, d] je skup povrsine nula. To slijedi iz (%)
i Korolara 16.2(z).

Napomena 16.2 Neka je I = [a,b] x [¢, d] pravokutnik, I njegov rub, a I=
I\ 90I = (a,b) x {c,d) otvoren pravokutnik. Prema Primjeru 16.2(ii) je rub
0I skup povrsine nula, pa je x,, R-integrabilna funkcija na I i njen je integral
jednak nuli. Kako je

X = Xr — Xor

to, prema Teoremu 15.3, zaklju¢ujemo da i otvoren pravokutnik ima povrsinu i

ona je jednaka
1 oo -

(b—a)(

Stoga su, koriste¢i Teorem 16.1,.skupovi povrsine nula karakterizirani i svoj-
stvom da se mogu pokriti s konaéno mnogo otvorenih pravokutnika proizvoljno
male ukupne povrsine, tj. vrijedi karakterizacija kao u Teoremu 16.1, samo s
otvorenim pravokutnicima umjesto zatvorenim.

Lema 16.3 Neka je p: [a,b] — R neprekidna realna funkcija. Tada je graf
o = {(z,p(2)) : € [a,b]} CR? skup povrsine nula.

Dokaz: Kako je skup [a,b] kompaktan, to je ¢ omedena funkcija, pa je i T'y,
omeden skup. Osim toga je ¢ i uniformno neprekidna funkcija, pa za svaki
e > 0,postoji 0 > 0 takav da za z,2’ € [a,b] za koje je |z — 2’| < ¢, vrijedi
lo(x) — p(a)] < €1, gdje je 1 := ﬁ Odaberimo ekvidistantnu razdiobu
—a
a=ro<x1<--<xK=0>

tako da je

b—
$i7$i_1:ZA‘TC:Ta<5, Z:].,,k'
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] Tada je p([zi—1,2:]) C (p(zi)—e1, p(@i)He1),
i=1,...,k, pa je dio grafa funkcije ¢ koji
se nalazi nad segmentom [z;_1, ;] sadrzan
u pravokutniku

flxi) o N
o ,A\/_ T o= [, x () = ex, () + 1l
k
g T Stoga je I'y, C ‘L_Jl I, i
— k -
I w(I;)=k-Az-2e1=(b—a)-2- —= =¢,
| e Z; (1:) 1=(b=a) 2 55—
CIL i1 X I') pa je, prema Teoremu 16.1, I', skup po-
vrsine nula. [ |

Primjeri 16.3 Koriste¢i Lemu 16.3 i Korolar 16.2, vidimo da su, naprimjer,
kruznica, polukruznica, elipsa, rub trokuta, rub paralelograma, rub polukruga,
proizvoljan kruzni luk, ‘kosi’ segment, poligonalna linija, ... , skupovi povrsine
nula.

Pojam povrsine ne zadovoljava sve zahtjeve koje bismo zZeljeli. Zato se uvo-
di pojam mjere. Mi ¢emo, medutim; obraditi samo jedan specijalan slucaj—
skupove mjere nula.

Definicija 16.2 Za skup A C R? kazemo da je skup (Lebesgueove) mjere

nula ukoliko za svaki € > 0 postoji niz pravokutnika I;, j € N, takav da je
o0

AC UIji Zﬂ'(lj)<€.
JEN j=1

Zbog napomene na prethodnoj stranici, umjesto zatvorenih pravokutnika
mozemo uzetii otvorene pravokutnike.

Ocito je svaki konacan (dakle, i prazan) skup mjere nula. Aliisvaki prebrojiv
skup ima mjeru nula. Vrijedi, StoviSe, sljedeéi teorem:

Teorem 16.4
(i) Ako je A CR? skup povrsine nula, onda je A i skup mjere nula.
(ii) Ako je A C R? skup mjere nula i B C A, onda je i B skup mjere nula.

(#4i) Prebrojiva unija skupova mjere nula je opet skup mjere nula.
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Familija skupova koja ima svojstva (ii) i (ii¢) naziva se o-ideal skupova.
Dokaz: Tvrdnje (i) i (i) su ocite. Dokazimo (ii7). Neka je A = (J A4;, gdje su

1€EN
svi A; skupovi mjere nula. Tada za svaki ¢ € N i e > 0 postoje pravokutnici

. . - € . .
I;;, 7 € N, takvi da je A; C %JNI”- i Z’]T(Iij) < 50 Tada je {I;; : i,j € N}
J

j=1
prebrojiva familija pravokutnika takva daje AC |J I;; i
i,jEN
oo oo (oo} e
Syl <Y 5=
i=1j=1 i=1
pa je A skup mjere nula. [ ]

U dokazu prethodnog teorema koristili smo ¢injenicu da se radi o redovima s
pozitivnim ¢lanovima, za koje je konvergencija isto §to i apsolutna konvergencija,
pa se ¢lanovi mogu proizvoljno permutirati i grupirati (vidi [6]).

Iz recenog je vidljivo da je, naprimjer, skup Q racionalnih tocaka iz Pri-
mjera 16.1, skup mjere nula, iako Q nije skup povrsine nula. Medutim, za
kompaktne skupove ti se pojmovi podudaraju.

Teorem 16.5 Kompaktan skup je skup mjere nula ako i samo ako je on skup
povrsine nula.

Dokaz: Neka je A kompaktan skup koji ima mjeru nula. Za svaki € > 0 postoji
o0 oo

niz otvorenih pravokutnika, Ioj, Jj €N, takvih da je A C Ioj iy 7T(Ioj) < e.
J Jj=1

Il
-

o

I;, pa je A skup
j=1

povrsine nula. [ ]

Zbog kompaktnosti, postoji k € N takav da je ve¢ A C

NC=

Dokazimo na kraju i

Teorem 16.6 Neka je Q C R? otvoren skup, p: Q — R? preslikavanje klase C*.
Ako je A C Q skup mjere nula, onda je i o(A) skup mjere nula.

Dokaz: Dokazimo teorem najprije u specijalnom slucaju, tj. uz dodatnu pret-
postavku, da postoji kompaktan skup K C () takav da je A C K.
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Neka je § > 0 takav da je K(P,d) C Q za sve P € K (takav § postoji
jer je K C Q kompaktan, pa je d(K,R?\ Q) > 0, vidi Korolar 5.10). Prema
Korolaru 10.6, postoji A > 0 takav da za sve P € K, P’ € K(P,§) vrijedi

le(P) = (P < AllP — P'|| . 3)

Kako je A skup mjere nula, za zadani
€ > 0 postoji niz kvadrata Iy, k € N
(zakljucuje se kao u Napomeni 16.1) sa
sredistem u tockama P, € A i stranica-
ma ar manjim od J, k € N, takvi da je

Pk Ag U Iki
keN
ak o
L) < — . (4)

Neka su Ji kvadrati sa sredistima u tockama ¢(Pg) i stranicama Aakﬁ,
k € N. Tada je m(Ji) = 2X27(I}) i zbog (3) je

(1) C K (p(Py), 222y C gy,

73l =
Stoga je
o) ST = et € |
kEN keN keN
a zbog (4) je
Dor(l) =23 w(I) <e,
k=1 k=1

pa je ¢(A) skup povrsine nula.

U opéem slucaju postupamo ovako: Prema Teoremu 5.5 postoji rastuéi niz
kompaktnih skupova K1 C Ky C ... K; C K;11 C ... C Q takvih da je Q =
U K;.-Zasvaki i € N je AN K; C K; skup mjere nula, pa je po dokazanom
ieN
specijalnom slucaju, i (A N K;) skup mjere nula. Kako je prebrojiva unija
skupova mjere nula opet skup mjere nula, zaklju¢ujemo da je i

p(A) =p(ANQ) :<p(Aﬂ U Ki) :<p( U AﬂKi) =U cp(AﬂKl—)
ieN ieN ieN

skup mjere nula. [ ]
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8§17 Karakterizacija R-integrabilnosti

U Teoremu 15.6 pokazali smo da je svaka neprekidna realna funkcija na pravo-
kutniku, f: I = [a,b] x [¢,d] — R, R-integrabilna. Koriste¢i Teorem 15.3(i7),
lako se vidi da ako je I = I; U I3 kao u tom teoremu, a f: I — R funkcija koja
je neprekidna na I; i na I, onda je ona R-integrabilna i na I, iako u tockama
segmenta I; N I, moze imati prekide. Medutim da bismo mogli na zadovolja-
vajuéi na¢in govoriti i o Riemannovom integralu funkcija koje su definirane na
giroj klasi skupova nego $to su pravokutnici, moramo najprije ispitati kakvi sve
mogu biti skupovi prekida omedene funkcije f: I — R, a da ona jos uvijek bude
R-integrabilna.

U tu svrhu najprije ¢emo karakterizirati neprekidnost realne funkcije pomocu
pojma oscilacije.

Definicija 17.1 Neka je (X, d) metricki prostor, a f: X — R ogranic¢ena funk-
cija. Za tocku Py € X i broj § > 0 definiramo brojeve

M(f, Po,d) :=sup{f(P) : d(P,Fy) < d}
m(f, P0,5) = 1nf{f(P) § d(P, Po) < 5}

Oscilacija funkcije f u tocki Py definira se kao broj

O(f7 P()) = gli% (]\4'(,]07 ]3()7 5) — m(f, P(), 5)) .

Ovaj limes postoji jer je uvijek M(f, Py,d) — m(f, Py,d0) > 0,iza d’" < ¢
je M(faP076,) - m(f7P0a6/) < M(fap()v(S) - m(f7P075)a pa se lako vidi da je
}H%(M(fv-POvé) _m(f’P076)) :lnf{M(fvPOa(s) _m(fvp()»(s) : 6>0}

Teorem 17.1: Ogranicena funkcija f: X — R je neprekidna u toc¢ki Py ako i
samo ako je o(f, Fy) = 0.

Dokaz: Neka je f neprekidna u Py. Tada za svaki € > 0 postoji 6 > 0
takav da za sve P € K(Py,¢) vrijedi |f(P) — f(FPo)| < g, pa je M(f, Py, 9) —
m(f, Py, d) < e. Kako to vrijedi za svaki ¢ > 0, zaklju¢ujemo da je o(f, P) =
gf;% (M(f, Py, 6) —m(f, P, 8)) = 0.

Obratno, neka je o(f, Py) =0. Tada za svaki € > 0 postoji dp > 0 takav
da za sve 0 < § < &g vrijedi M(f, Py,8) — m(f, Po,d) < &, pa je pogotovo
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|f(P)=f(P")| <ezasve P,P" € K(Py,J). Specijalno je tada |f(P)— f(FPy)| < e
za sve P € K(Py,9d), pa je f neprekidna u Pp. [ ]

Dokazimo jos jednu ¢injenicu koja ¢e nam trebati.

Teorem 17.2 Neka je f: X — R ogranicena realna funkcija na metrickom
prostoru X . Tada je za svakie > 0 skup D, :={P € X : o(f, P) > ¢} zatvoren.

Dokaz: Dokazimo da je skup X \ D, otvoren. Neka je Py € X \ D.. Tada je
o(f,Po) <epajeiM(f, Po,d)—m(f,Py,0) < e za dovoljno malen § > 0. Neka
je P € K(Py,0) i neka je 6’ > 0 takav da je K(P,d0") C K(Py,0). Tada je
M(f,P,é’) < M(f7P036)
m(f’P,él) > m(fvP075)
pa je i M(f.P,8') — m(f,P,&') < e. Stoga je i o(f;P) = inf{M(f,P,&) -
m(f,P,8):8 >0} <e, tj. P€ X\ D.. Dakle, K(Py,6) € X\ D, tj. X \ D.
je otvoren skup. [ |
Vratimo se sada pitanjima integrabilnosti i dokazimo najprije lemu koja s

Teoremom 17.1 daje i alternativni dokaz R-integrabilnosti neprekidne funkcije
(Teorem 15.6).

Lema 17.3 Neka je f: I — R ogranicena realna funkcija na pravokutniku I =
[a,b] x [e,d] i neka je n > O takav da je o(f,P) < n za sve P = (x,y) € I.1
Tada postoji particija p pravokutnika I takva da je S(f, p) — s(f, p) < nm(I).

Dokaz: Kako je o(f, P) <m, to za svaki P € I postoji ép > 0 takav da je
M(f,P,(SP) 7m(fap,5P) <n.

Neka je p particija pravokutnika I ¢ija je oc¢ica d(p) manja od Lebesgueovog
broja pokrivaca {K(P,0p) : P € I}. Tada za svaki pravokutnik I;; razdiobe p
postoji P €T takav da je I;; C K(P,0p) pa je M;; —m;; <. Stoga je

S(f,p)*S(fvp):Z(Mi'*mz‘j)ﬂ(fij)<777T(I)- u

Sljedeéi kljuéni teorem daje nuzne i dovoljne uvjete za R-integrabilnost
omedene funkcije na pravokutniku.

ITakav 7 postoji jer je o( f, P) < 2M, za svaki P € I, gdje je M := sup | f(P)|.
Pel
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Teorem 17.4 (Lebesgueova karakterizacija R-integrabilnosti) Neka je
f: I — R omedena funkcija na pravokutniku I i neka je D C I skup tocaka u
kojima f nije neprekidna. f je R-integrabilna ako i samo ako je D skup mjere
nula.

Dokaz: Neka je D skup mjere nula i neka je € > 0. Oznacimo
€
D.:={Pel: ,P) > —— 1.
{Peliolf.p) 277(1)}

Prema Teoremu 17.1 je D. C D pa je, zbog Teorema 16.4(i¢), i D. skup mjere
nula. Prema Teoremu 17.2, skup D, je zatvoren, te je, zbog svoje omedenosti,
i kompaktan. Stoga je, prema Teoremu 16.5, D. skup povSine nula. Prema
Teoremu 16.1 postoji dakle particija p pravokutnika I takva da je

€
I —, 1
> ) < g M)
1B
gdje je M :=sup{|f(P)|: P € I'}.
Oznagcimo sa Sl = U{Il] : Iij ﬂDg 7é @} i Sz = U{Ilj : Iij ﬂDE = @} Kako
je za sve i, J
to je, zbog (1),

> (M —myy)wly) <2M Y w(ly) < 5 - 3)

I1;;CS1 I;;CS1

N ™

Neka je I;; C So. Tada je o(f, P) < 5 8(1) za sve P € I;;, pa, prema Lemi 17.3,
X
postoji particija pgj pravokutnika I;; takva da je
€
; (M;s - m;"s) W(I;s) < F(I) 7T(Iij) . (4)
135S 1

Pravokutnika I;; € S ima samo kona¢no
1 . mnogo, pa postoji particija p” ¢itavog pravo-
. Oy | kutnika I takva da profinjuje razdiobu p i da
/1 Pe inducirane razdiobe pravokutnika I;; profinju-

/ J
/ S; / in ju razdiobe p};. Kako za I, C I  vrijedi
\ M’I,J,/U 7mgv < M;s 7m;“s i Z Tr(I'l/L/U) = W(I;s)a

I 17 zbog (4) dobivamo Ll
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Z (M;/v_ " I// _ Z Z Z Mzi/v_ //) (I//)

17" CS, 1,;C8, I, CI;; 1/, CI".,
< > D (M —m)w(L)
1,;CSs I CI,;

4) €
<

I1;;CS2

Sliéno, jer razdioba p” profinjuje razdiobu p, iz (3) dobivamo

S (Ml —ml)w() = S S (M ) a(l)

I CS; 1,;CS: I, CI,;

uv =

(3)
< Y (M —my)w(ly) <

I;;CS1

N ™
—~
D
~~

1z (5) i (6) za Darbouxove sume dobivamo

S(f.p")=s(fp) <e
pa je f R-integrabilna na I.
Neka je f: I — R R-integrabilna. Za n € N oznac¢imo
Dy ={Pecl:o(f,P)>21}.
Tada je D = |J Dy, pa je, zbog Teorema 16.4(iii), dovoljno pokazati da su D,

neN
skupovi mjere nula. Pokazimo §tovise da su D,, skupovi povrsine nula.

Neka je € > 0i n € N. Kako je f R-integrabilna, postoji razdioba p pravo-
kutnika I takva da je

€

SUp) — 5(1) < o @

® ?’\ Za indekse 1, j za koje je M;;—m;; < 1 jeo(f,P) < 1

n n

L D za sve P € I, paje I;; N D, = (. Stoga, za one indekse

n

1,J za koje je fij N D, # 0 vrijedi M;; —m;; > l, pa je
n
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d>ooowIy) <> My —mi) w(Ty)

;ij f‘an?ﬁ@ ;i_fﬂDn#(a

n Yy (Mij —my) w(I;)

svi ¢,j

IN

(7
n(S(fap) - 8(f7p>) <

)

N ™

[e]
sto pokazuje da se skup D!, := D, N |JI;; moze pokriti s kona¢no mnogo
(2]
pravokutnika ukupne povrsine manje od %

Skup D} := D,, \ D], sadrzan je u uniji rubova pravokutnika I,; (i to samo
onih koji sijeku D,), a taj je skup povrsine nula, pa se i on moze pokriti s
konacéno mnogo nekih pravokutnika (ne nuzno pravokutnika razdiobe p) kojima
je ukupna povrsina manja od g Stoga se i skup-D,, = D! UD! moze pokriti
s konactno mnogo pravokutnika ukupne povr§ine manje od e, pa je D, skup
povrsine nula. ]

Za neko svojstvo koje vrijedi svuda osim na nekom skupu mjere nula, kaze se
da vrijedi skoro svuda (ili skoro uvijek, kako je uobic¢ajeno u vjerojatnosti).
Lebesgueova karakterizacija R-integrabilnosti, dakle, kaze da je omedena funk-
cija f: I — R R-integrabilna ako i samo ako je skoro svuda neprekidna.

Kao neposrednu posljedicu Teorema 17.4, dobivamo sljede¢u karakterizaciju
skupova koji imaju povrsinu, tj. skupova koji su J-izmjerivi.

Korolar 17.5 (Karakterizacija J-izmjerivih skupova) Neka je S C R?
omeden skup. Tada su sljedeca svojstva ekvivalentna:

(i) S je J-izmjeriv, tj. ima povrsinu
(i) 9S je skup mjere nula

(7i1) OS je skup povrsine nula.

Dokaz: Neka je I C R? pravokutnik takav da je S C I Skup tocaka u ko-
jima karakteristi¢cna funkcija x,: I — R skupa S nije neprekidna, upravo je
skup 95, rub skupa S (vidi i Teorem 2.3). Prema Lebesgueovoj karakterizaciji
R-integrabilnosti, x, je R-integrabilna ako i samo ako je 95 skup mjere nula.
Time je dokazana ekvivalencija svojstava (i) i (i4).
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Nadalje, kako je skup S omeden, to je i njegov zatvarac S omeden skup, pa
je 08 = SN(R?\ S) omeden i zatvoren skup, dakle kompaktan, pa ekvivalencija
svojstava (i¢) 1 (i44) slijedi iz Teorema 16.5. [ |

Primjeri 17.1 Prema Korolaru 17.5 i Primjerima 16.3 vidimo da su, napri-
mjer, krug, polukrug, podrucje ravnine omedeno elipsom, trokut, paralelogram,
poligon, ... ,ioni podskupovi ravnine koji se mogu rastaviti na kona¢no mnogo
takvih skupova, J-izmjerivi skupovi. Stovise, zbog svojstva monotonosti koje
ima povrsina, svi navedeni skupovi imaju povrsinu veéu od nule, jer je u svaki
od tih skupova moguée smjestiti neki pravokutnik, za kojeg znamo da mu je
povrsina pozitivna. To su ujedno i tipi¢ni primjeri skupova po kojima se u
praksi integriraju neprekidne funkcije.

Korolar 17.6

(i) Omeden skup S je skup povrsine nula, ako i samo ako je njegov zatvarac S
skup povrsine nula.

(i1) Neka je S C R? J-izmjeriv skup. S je skup povrsine nula, ako i samo ako
jeInt S = 0.

Dokaz:

(2) Ako je S skup povrsine nula, onda je i njegov rub, kao rub J-izmjerivog
skupa, skup povrsine nula. Stoga je i S = S U S skup povrsine nula.

Obratno, ako je S skup povr&ine nula, onda je i S, kao njegov podskup,
skup povrsine nula,

(i4) Neka je w(S) = 0. Kada bi bilo Int S # (), onda bi postojali tocka
P € Sibrojr >0 takvi da je K(P,r) C Int.S C S, $to se protivi ¢injenici
da je povrsina kruga K (P,r) pozitivan broj.

Ako je Int S = () onda je S C S =Int S U IS = 9S. Kako je 0S skup
povrsine nula, jer je S J-izmjeriv, mora biti i S, kao njegov podskup, skup
povrsine nula. [ |

Napomena 17.1 (i) Analogon tvrdnje () prethodnog korolara za skupove
mjere nula, ne vrijedi. Naprimjer, skup Q racionalnih tocaka jedini¢nog kvadra-
ta, mjere je nula, dok njegov zatvara¢ Q = [0, 1] x [0, 1] nije.

(74) U tvrdnji (i7) prethodnog korolara, vazna je pretpostavka da je skup S
J-izmjeriv, tj. da ima povrSinu. Naime, ukoliko samo pretpostavimo da je
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Int S = @, ne mozemo zakljuciti da skup S ima povrsinu, ¢ak niti da je izmjeriv
u Lebesgueovom smislu. U analognoj jednodimenzionalnoj situaciji, takav je,
naprimjer, Vitalijev! neizmjeriv skup, (vidi [7, str. 3], skup A iz dokaza da na R
postoje neizmjerivi skupovi).

§ 18 Riemannov integral
na J-izmjerivim skupovima

Do sada smo promatrali integral funkcije definirane na pravokutniku. Sada
zelimo pojam integrabilnosti prosiriti na omedene funkcije f: S — R definirane
na proizvoljnom J-izmjerivom skupu S C R2. Ideja je sljede¢a. Neka je pravo-
kutnik I = [a,b] x [c,d] takav da je S C I. Promatrajmo funkciju f:I >R
definiranu s

7 S fzyy) , za(zy)e S
f(x,y)._{ o) o @R

Definicija 18.1 Za omedenu funkciju f kaZzemo da je R-integrabilna na
J-izmjerivom skupu S ukoliko je f R-integrabilna na I, i u tom slucaju de-

finiramo
Jr= )7

Koriste¢i Teorem 15.3, lako se pokaze da definicija ne ovisi o izboru pravo-
kutnika I O S. Specijalno, u slu¢aju pravokutnika, integrabilnost i integral u
ovom smislu, podudaraju se s ranijom definicijom iz § 15.

Neposredno iz prethodne definicije i Teorema 17.4, dobivamo sljede¢u Le-
besgueovu karakterizaciju R-integrabilnosti na J-izmjerivom skupu:

Teorem 18.1 Neka je S CR? J-izmjeriv skup. Omedena funkcija f: S — R
je R-integrabilna ako i samo ako je neprekidna osim eventualno na skupu mjere
nula.

Specijalno, svaka neprekidna omedena realna funkcija na J-izmjerivom skupu
je R-integrabilna.

LGiuseppe Vitali (1875-1932), talijanski matematicar
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Dokaz: Neka je I C R? pravokutnik takav da je S sadrzan u otvorenom

pravokutniku I , 1 neka je f : I — R prosirenje od f nulom kao u prethodnoj
definiciji. Neka su D C §'i D C I skupovi tocaka diskontinuiteta funkcija f
odnosno f. Kako za svaki skup A vrijedi A = Int AUOA, toje I = SU(I\S) =
ImtSUASUI\S). NaI\Sijef=0,pajef neprekidna na otvorenom
skupu I\ 'S, tj. DN (I'\'S) = 0. Na otvorenom skupu Int S je f = f, pa je u
tockama skupa Int S funkcija f neprekidna ako i samo ako je f neprekidna, tj.
DNIntS = DNIntS. Zakljuéujemo dakle da je D C D UdS.

Ako pretpostavimo da je f skoro svuda neprekidna, tj. da je D skup mjere
nula, onda, jer je i S skup mjere nula zbog J-izmjerivosti skupa S, zakljué¢ujemo
da je i D skup mjere nula. Stoga je funkcija f R-integrabilna na I, pa je f
R-integrabilna na S.

Obratno, kako je f|g = f, to je D C D, pa ako je f R-integrabilna na S,
tj. f R-integrabilna na I, onda je po Lebesgueovoj karakterizaciji R-integrabil-
nosti na I, D skup mjere nula, pa je i D skup mjere nula. |

Specijalno, dakle, sve neprekidne realne funkeije definirane na krugu, polu-
krugu, trokutu, poligonu, dijelu ravnine omedenom elipsom ili dijelovima drugih
‘lijepih’ krivulja, su R-integrabilne.

Primijetimo da definicija R-integrabilnosti ima smisla i za omeden skup S
koji nije nuzno J-izmjeriv. Medutim, u tom sluc¢aju funkcija koja je neprekidna
na S ne mora nuzno biti i R-integrabilna, $to je najc¢esc¢e neprihvatljivo. Za-
to smo se u definiciji R-integrabilnosti na prethodnoj stranici, ogranicili na
J-izmjerive skupove.

Lako se dokazuje

Teorem 18.2 Neka su T C S C R? J-izmjerivi skupovi a f: S — R R-integra-
bilna funkcija.. Onda je [ R-integrabilna i na T, (tj. restrikcija f|r je R-inte-
grabilna) i [, f= [ fx,, uz oznaku [ f = [, flr.

Dokaz:‘Prema Lebesgueovom kriteriju, Teorem 18.1, skup D(f) diskontinuiteta
funkcije f je skup mjere nula. Kako je restrikcija neprekidne funkcije na proizvo-
ljan podskup — neprekidna, to je D(f|r) C D(f), pa je i skup diskontinuiteta
restrikcije f|r skup mjere nula. Stoga je, prema drugom smjeru Lebesgueovog
kriterija, f|7 R-integrabilna na T i za proizvoljan pravokutnik I 2 S D T vrijedi

[ [ te= = [ 1= [ 1. .
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Dakle, na fT f mozemo uvijek gledati kao na fs fxs, gdje je S proizvoljan
J-izmjeriv skup koji sadrzi skup T (naprimjer dovoljno veliki pravokutnik), a
X;: S — Rje pripadna karakteristi¢na funkcija, i to bez obzira da li je funkcija f
definirana samo na skupu T ili i na nekom veéem skupu.

Napomena 18.1 Neka je S C R? J-izmjeriv skup. Prakti¢no je funkciju f pro-
§iriti nulom na éitavu ravninu R?, tj. definirati f(z,y):= {f(%’ y): Ei: Z; gf&Q\S.
Time je f definirana i na svakom nadskupu skupa S, pa ako je npr. Z C R? neki
J-izmjeriv nadskup skupa S, mozemo promatrati integral |, 4 [, 1 to ¢emo kat-
kada zvati integralom funkcije f (koja je zapravo definirana samo na skupu 5)
po, ve¢em, skupu Z.

Koristan je i sljedeci dogovor i pripadni zapis. Ako s x: R? — R oznacimo
karakteristicnu funkciju skupa S obzirom na R2, onda je f = f Xg- To su, dakle,
dva zapisa iste funkcije, ali je oznaka fx, bolja, jer sadrzi i podatak o skupu S,
tj. ve¢ je iz same oznake vidljivo da ta funkcija iSezava izvan skupa S. To
posebno dolazi do izrazaja ako je funkcija f zadana nekim konkretnim izrazom,
koji moze imati smisla i izvan skupa na kojem tu funkeciju promatramo. Napri-
mjer, promatrajmo na jedinicnom krugu K := K(0,1) C R? funkciju f: K — R
definiranu izrazom f(z,y) := /5 — 22 —y2. Tada je, naprimjer, uz sve dosa-
dasnje oznake i dogovore, vrijednost funkcije fu tocki (1,1) jednaka 0. No kako
izraz /5 — 22 — y2, kojim je definirana funkcija f, ima smisla i u tocki (1,1),
i njegova vrijednost u toj tocki je 3/3, to lako dolazi do nesporazuma, a onda i
do greske. S druge strane, bez obzira kako je funkcija f definirana, vrijednost
funkcije fXK u (1,1) je uvijek 0:

Napomena 18.2 Za funkciju fyg koristit ¢emo jednostavno oznaku fxs, iako
sama funkcija f mozda i nije definirana izvan skupa S, pa formalno gledano,
niti produkt fx nije definiran izvan S. Medutim, bez obzira da li je i kako f
definirana izvan S| vrijednost funkcije f X U tockama izvan skupa S je jednaka
nuli, a na skupu S se podudara s funkcijom f. Zato oznaka fx, ne moze dovesti
do zabune.

Na slican je nac¢in opravdana i sljede¢a oznaka. Neka je funkcija f: S — R
R-integrabilna na J-izmjerivom skupu S, a T C R? neka je priozvoljan J-izmjeriv
skup. Tada mozemo govoriti i o integralu funkcije f na skupu T', tako da pod
integralom [, f podrazumijevamo integral [, f, tj. integral [ o fxrns, ili,

sto je isto, [, flr, odnosno S fxr

Dokazimo sada teorem o osnovnim svojstvima familije R(S) svih R-integra-
bilnih funkcija na skupu S i Riemannovog integrala na familiji R(S).
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Teorem 18.3
(a) Skup R(S) svih R-integrabilnih funkcija na J-izmjerivom skupu S je vektor-
ski prostor, a fS: R(S) — R je monoton linearan funkcional.

(b) Ako su funkcije f,g: S — R R-integrabilne, onda je i njihov produkt fg
R-integrabilna funkcija, §to zajedno s (a) pokazuje da familija R(S) ima
strukturu, algebre.

(¢) Neka je f: S — R R-integrabilna funkcija. Tada je i funkcija |f|]: S — R

R-integrabilna i vrijedi
[ 1] [ 1< ames). 1)
s s
|

gdje je M := sup |f(P)|.
pPeS
Dokaz: (a) slijedi neposredno iz definicije R-integrabilnosti na skupu S i Teore-
ma 15.3(7) o svojstvima integrala na pravokutniku I.

(b) Zbog R-integrabilnosti funkcija f i g su, zbog Lebesgueovog kriterija,
Teorem 18.1, skupovi D(f) i D(g) tocaka diskontinuiteta funkcija f i g skupovi
mjere nula. Kako je skup tocaka diskontinuiteta produkta fg sadrzan u D(f)U
D(g), to je i on skup mjere nula. Stoga je i produkt fg: S — R R-integrabilna
funkcija.

(¢) Zbog R-integrabilnosti je funkcija f neprekidna osim eventualno na ne-
kom skupu D(f) C S mjere nula. No tamo gdje je f neprekidna, neprekidna je i
funkcija | f, pa je skup D(|f|) tocaka diskontinuiteta funkcije | f|, sadrzan u sku-
pu D(f), dakle je i on mjere nula. Prema Lebesgueovom kriteriju, Teorem 18.1,
zakljucujemo da je i funkeija | f| R-integrabilna.

Konaé¢no, kako je —|f| < f < |f], to je, zbog linearnosti i monotonosti

integrala,
[ [r= [,

odakle slijedi prva nejednakost u (1). Druga nejednakost slijedi iz monotonosti
integrala i ¢injenice da je fs 1=m(9). ]

Dokazimo sada i osnovna svojstva familije J-izmjerivih skupova.

Teorem 18.4 Neka su Sy 1 So J-izmjerivi skupovi. Onda su i skupovi S1 U Sy,
S1N Sy, S1\ S takoder J-izmjerivi, tj. familija J-izmjerivih skupova je prsten
skupova.



§ 18. Riemannov integral na J-izmjerivim skupovima 163

Dokaz: Kako su Sy 1 Sy J-izmjerivi skupovi, prema Korolaru 17.5 su 057 i 0.5
skupovi povrsine nula. Buduéi je 9(S1US2) C 951UIS2 1 9(S1NS2) C 951UISs
vidi Propoziciju 1.4, to su 9(S; U S3) 1 9(S1 N S2) takoder skupovi povrsine
nula, pa su skupovi (S; U S3) i (S1 N Sy) J-izmjerivi skupovi. Da je i skup
(S1\ S2) J-izmjeriv, pokazuje se analogno, jer je (S \ S2) = 9(S1N(R?\ Ss)) C
051 U@(RQ\SQ) =051 U0S,. |

Indukcijom se lako pokaze da su unija i presjek svake konac¢ne familije
J-izmjerivih skupova ponovo J-izmjerivi skupovi.

Pokazimo sada da promjena vrijednosti funkcije na malenom skupu ne utjece
na njenu integrabilnost, niti na vrijednost integrala.

Teorem 18.5 Neka je S J-izmjeriv skup a f: S — R omedena funkcija koja
je jednaka nuli osim u tockama skupa A C S koji je povrsine nula. Tada je f
R-integrabilna i [ f = 0.

Dokaz: Prema Korolaru 17.6, zatvara¢ A je skup povrsine nula. Neka je f = fxs
prosirenje funkcije f nulom. Kako je na otvorenom skupu R? \ A ta funkcija
jednaka nuli, dakle i neprekidna, to je njen skup diskontinuiteta sadrzan u A,
pa je povrsine nula. Stoga je funkcija f R-integrabilna na svakom pravokutniku
koji sadrzi skup S, tj. f € R(S5).
Oznacimo li s M := sup |f(P)| = sup |f(P)|, dobivamo
PES PEA

og\/sfls/slfls/sMxA=M7r(A)=0,
paje [ f =0. =

Primijetimo da se u prethodnom teoremu uvjet da je A skup povrsine nula
ne moze zamijeniti slabijim zahtjevom da je A skup mjere nula, kako pokazuje
primjer karakteristicne funkcije skupa Q, Primjer 16.1.

Kao posljedicu dobivamo
Korolar 18.6 Neka je S C R? J-izmjeriv skup, a f,g: S — R omedene funkcije
takve da je skup A :={P € S : f(P) # g(P)} povrsine nula. Ako je funkcija f

R-integrabilna na S onda je i g R-integrabilna na S i vrijedi [ g= | f.
s s

Dokaz: Funkcija g — f: S — R jednaka je nuli, osim u tockama skupa A, pa je
ona, prema prethodnom Teoremu 15.3, R-integrabilna, i njen je integral jednak
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nuli. Kako je R(S) vektorski prostor, Teorem 18.3, to jei g = (g — f) + f
R-integrabilna na S, i vrijedi

/Sg=/s(g—f)+/sf=/sf- .

Napomena 18.3 Prethodni korolar pokazuje da vrijednosti funkcije na nekom
skupu povrsine nula, ne utje¢u na R-integrabilnost funkcije kao niti na vrijednost
integrala. Medutim, promjena vrijednosti na skupu mjere nula moze utjecati na
R-integrabilnost. Naprimjer, karakteristicna funkcija x, skupa Q = (Q x Q)N [
iz Primjera 16.1 se od konstantne funkcije ¢(P) = 0, P € I, razlikuje samo na
skupu Q koji je mjere nula. Ipak, funkcija ¢ je R-integrabilna na I i /c =0,

I
dok funkcija x, nije R-integrabilna.

Iz Teorema 18.5 takoder neposredno slijedi

Korolar 18.7 Proizvoljna omedena funkcija f definirana na skupu A povrsine
nula, R-integrabilna je na A, i | f=0. [ ]
A

Dokazimo sada aditivnost Riemannovog integrala obzirom na podruéje inte-
gracije.

Teorem 18.8

(a) Neka su Sy, So C R? J-izmgerivi skupovi, a f: Sy U Sy — R omedena funk-
cija. f je R-integrabilna na S1 U So ako i samo ako je R-integrabilna na
S1 i na Sy, i u tom slucaju je

S 7= fuas®* o @

(b) Neka su Si; i =1,...,n, J-izmjerivi skupovi takvi da su S; N S; skupovi
n
poursine nula za sve i # j, i oznadimo sa S = |J S; njihovu uniju.

i=1
Omedena funkcija f: S — R je R-integrabilna na S, ako i samo ako je
R-integrabilna na S; za svei=1,... ,n, i u tom slucaju vrijedi

[ fs
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Dokaz: (a) J-izmjerivost skupova S; U Sy i S1 NSy je veé¢ dokazana u Teore-
mu 18.4. Ako je f R-integrabilna na S; U S3, onda je, prema Teoremu 18.2,
ona R-integrabilna i na skupovima S7, Se i na S; N S3. Formula (2) slijedi iz
¢injenice da je X5, + Xs, = Xs,0s, T Xs;ns,o 1 daje fls = [ xg: R? — R za
svaki podskup S C S; U Sz, te linearnosti integrala (Teorem 15.3(%)).

Obratno, ako je f R-integrabilna na S; i na Sy, onda je, prema Teore-
mu 18.2, ona R-integrabilna i na S7 N S, pa R-integrabilnost na S; U Ss, tj.
R-integrabilnost funkcije fxg s, = fXs, T fXs, — [Xs,ns, Da I, slijedi iz
¢injenice da je skup R(I) svih R-integrabilnih funkcija na pravokutniku I, vek-
torski prostor (Teorem 15.3(7)).

(b) Skup S je, kao kona¢na unija J-izmjerivih skupova, J-izmjeriv, Koro-
lar 16.2, a prema Korolaru 18.7 je [ f =0 za sve i # j; pa tvrdnja slijedi
indukcijom iz (a). 5iNS; [ |

Napomena 18.4 Kako prema Korolaru 18.6 skupovi povrsine nula ne utjecu
na R-integrabilnost, to, prema Teoremima 18.2 i/ 18.8; zakljucujemo da ako je
f:I=1a,b] x [¢,d] — R omedena funkcija, a p neka razdioba pravokutnika I,
onda je f R-integrabilna na I ako i samo ako je R-integrabilna na svim otvorenim

pravokutnicima I;; razdiobe p, i u tom slucaju je
Ji=%1 ¢
I 0] I,;j

Na nekoliko sljedec¢ih stranica bavit ¢emo se razdiobama J-izmjerivih sku-
pova, i pokazati da se integral R-integrabilne funkcije moze dobiti kao limes
gornjih odnosno donjih suma obzirom na razdiobe kojima oc¢ice teze k nuli,
Korolar 18.12: Taj ¢emo rezultat koristiti u dokazu Teorema 20.1 o zamjeni
varijabli u dvestrukom integralu.

Neka je S C R? J-izmjeriv skup. Razdiobom o skupa S naziva se svaki
k(o)
rastav skupa S na konaénu uniju J-izmjerivih skupova S = J Ss takvih da su
s=1
Ss N Sy, za s # t, skupovi povrSine nula. Pisat éemo o = {Ss}, a skup svih
razdiobéd skupa S oznacavat ¢emo sa o(S). Za razdiobu ¢’ = {S;} skupa S
kazemo da profinjuje razdiobu o = {Ss}, i pisemo o’ > o, ako za svaki t
postoji s takav da je S; C Ss.
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Za omedenu funkciju f: S — R i razdiobu o = {Ss} J-izmjerivog skupa S,
ozna¢imo s mg := inf f(Ss) i My := sup f(Ss), i slicno kao u definiciji Darbo-
uxovih suma, neka je

k(o)
s(f,0,9) Z Mg T

k(a)
S(f,0,9) Z M, me(

Lako se vidi da ako razdioba ¢’ profinjuje razdiobu o, onda je
s(f,0,8) < s(f,0',5) < S(f,0',5) < S(f,0,8)..

Teorem 18.9 Neka je f: S — R R-integrabilna funkcija na J-izmjerivom sku-
pu S C R2. Tada je

/Sf:sup{s(f,mS):UEU(S)} 3)
= inf{ S(f,0,9):0€0(S)}. (4)

Pri tome se, ako je w(S) > 0, supremum _odnosno infimum moZe uzimati i samo
po onim razdiobama o = {Ss} skupa S za koje je m(Ss) > 0 za sve s.

Zbog toga, za svaki e > 0 postoji razdioba o skupa S takva da je S(f,0,S) —
s(f,0.9) <e.

Dokaz: Prema Teoremu 18.8, za svaku razdiobu o skupa S, funkcija f je R-inte-
grabilna i na svakom od skupova S, i zbog monotonosti integrala, vrijedi

/szg/séf>zs:/ssms=zs:ms7r

Da bismo dokazali (3), dovoljno je pokazati da za svaki € > 0 postoji razdioba o
skupa S takva da je

/Sf—st7r(53)<s. (5)

_ Neka je I = [a,b] x [c,d] neki pravokutnik koji sadrzi skup S, i neka je
f: I — R funkcija koja prosiruje f nulom, kao u Definiciji 18.1. R-integrabilnost
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od f na skupu S upravo znaéi R-integrabilnost funkcije f na pravokutniku I,
pa za zadani € postoji razdioba p pravokutnika I na manje pravokutnike I;;,
tako da je

/IJ;* ;mij(f)ﬁ(fij) < % ) (6)

gdje smo, kao i inace, oznaéili m;;(f) := Pinlf f(P). Kako skup S ima povrdinu,
€l;j

njegov rub 0S5 je skup povrsine nula, pa razdiobu p mozemo odabrati tako da,
osim (6), vrijedi i

3
> w(ly) < YR (7)

1;;NOS#0
gdje je M := sup |f(P)| = sup|f(P)|. (Ukoliko je f = 0, integral i sume su
Pcs pPel
jednaki nuli, pa se nema $to dokazivati.)
Neka je o razdioba skupa S koju ¢ine svi presjeci S;; := S N I;;, Sto su,

prema Teoremu 18.4, zaista J-izmjerivi skupovi. Rastavimo donju Darbouxovu
sumu funkcije f na tri dijela:

Zmij(f)ﬂ(fij) =
1,J
= Z mi; (f)m(1i;) + Z mig(f)m(1i;) + Z mi; (f)m(1i;) . (8)
I;;CInt S I;;NOS#D IijCI\S

Prva suma na desnoj strani jednaka je Y~ my; w(S;;), jer, za I;; C Int S,
je Sij — Iij i I1;;CInt S
a treca je suma jednaka nuli, jer je f(P) =0zasve PecI\SCI\S.

Kako je mij(f) < M za sve i,j, to je, zbog (7), druga suma u (8) manja
od Z, pa iz (6) dobivamo

~ 3
/1f< > mijW(Si')“"ZE- )
I,;CInt S

Nadalje je, zbog m;; < M i 7(S;;) < w(I;;) za sve i, ],

> miw(Siy) < Y Ma(I) (2

I;;NOS#D I;;NOS#D

; (10)

=~ ™
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pa, kako je f[f: Jsf i8S =0zl CI\S,iz (9) dobivamo

/ f< Zmijﬁ(Sij)+5 R
S —
0.
sto dokazuje (5), a time i (3).
Analogno se dokazuje druga jednakost. [ |
Za razdiobu o = {S,} skupa S, broj d(c) := max diam S, naziva se oéicom

razdiobe o.

Teorem 18.10 Neka je f: I = [a,b] x [¢,d] — R R-integrabilna funkcija. Tada
za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da za svaku razdiobu o = {Ss} skupal I &ija
je ocica 0(0) < 8, vrijedi

S(faavj) —S(f,07.[) <e
t.
> (M, —mg)m(Ss) < €.
Dokaz: Dokazimo teorem najprije u slucaju kada je funkcija f neprekidna. Tada
je f i uniformno neprekidna, pa za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da
WP.P'el, ||[P-P'| <8 = |f(P)- f(P)] < m (11)
Neka je o = {S;} razdioba skupa I takva da je d(c) < §. Skupovi S su
J-izmjerivi, pa su i njihovi zatvaraci S = S;U9Ss J-izmjerivi skupovi, i 7(Ss) =
w(Ss).
Zbog kompaktnosti skupova S, je My := inf f(Ss) = min f(S,) i M, =
sup f(Ss) = max f(Ss), pa je, zbog uniformne neprekidnosti, tj. zbog (11),

J— € .
Ms—ms<m,teje

Z(MS - ms)ﬂ-(ss) < Z(Ms _ms) 71'(55) <e.

S

U opéem slucaju, za R-integrabilnu funkciju f, skup D(f) toc¢aka u kojima f
nije neprekidna, je prema Lebesgueovoj karakterizaciji R-integrabilnosti, skup

1Govorit ¢emo razdioba skupa I, a ne razdioba pravokutnika I, kada zelimo istaknuti da
se radi o proizvoljnoj razdiobi na J-izmjerive skupove Ss, a ne nuzno na pravokutnike I;;, i
takvu ¢emo razdiobu oznacavati sa o a ne p.
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mjere nula. Neka je ¢ > 0 i neka je M := sup|f( )|, te neka su I, j € N,
pravokutnici takvi da je

DUl i Yol < g (12)

JEN i—1

Oznacimo s I ]’ pravokutnike koncentri¢ne s I; i dvostruke povrsine, te neka
jeU:= U fj ive=y f; Restrikcija f|pp: I\ U — [-M, M] je neprekidna
jEN jEN
funkcija. Neka je g: I — [—M, M] neprekidno prosirenje od f|;\v, koje, jer je
I'\ U zatvoren podskup od I, postoji prema Tietzeovom teoremu 6.5. Kako je g
neprekidna funkcija, prema veé dokazanom, postoji § > 0 takav da za svaku
razdiobu o skupa I za koju je d(0) < 9§, vrijedi

S(g,0,1) = s(g,0,1) < (13)

l\DI(‘f)

Neka je 8’ < § Lebesgueov broj pokrivaca { K (P, $)N(I\U) : P € I\V }u{V'}
pravokutnika I. Tada za razdiobu o € o(I) za koju je d(o) < ¢, vrijedi

ZS(f,O’,I) - S(f,O'7I) :Z(Ms(f)*ms(f))ﬂ(ss)

S

<Y (M) = ma() 7(Se) + D (M(f) = ms(f)) 7(Ss) <.

S,CI\U SsCV

Zaista, izvan skupa U su funkcije f i g jednake, pa za S, C I\ U vrijedi
Ms(f) = Ms(g) i ms(f) =ms(g), te je, Zbog (13), prva suma u drugom retku
manja od E, a druga je suma manja od Jer je My(f) —ms(f) < 2M, i za

s # t su Ss NSy skupovi povrsine nula, pa je Y, 7(Ss) < E m(I}) < i. Na
5.CV

prijelazu iz prvog u drugi redak je nejednakost, a ne chnakost jer se neki od

skupova S nalazeiu I\U iu V. [ |

Korolar 18.11 Neka je S C R? J-izmjeriv skup a f: S — R R-integrabilna
funkeija. Tada za svakie > 0 postoji & > 0 takav da za svaku razdiobu o = {Ss}
skupa S ¢ija je ocica manja od 6, vrijedi S(f,0,S) — s(f,0,5) < . Specijalno

je 1
[ 7= m(s
S S
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Dokaz: Neka je I C R? neki pravokutnik koji sadrzi skup S, a f prosirenje funk-
cije f nulom. R-integrabilnost od f na S znaci R-integrabilnost funkcije f na I,
pa, prema prethodnom teoremu, za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaku
razdiobu & € o(I) ¢ija je o¢ica manja od ¢, vrijedi S(f,c,I) —s(f,5,1) <e.
Neka je 0 = {Ss} razdioba skupa S takva da je d(c) < d, i neka je p razdioba
pravokutnika I takva da je §(p) < 6. Pravokutnike razdiobe p oznac¢imo s I;;,
i neka je ¢ razdioba skupa I koja se sastoji od skupova S razdiobe o i svih
presjeka I;; N (I'\ S) = I;; \ S. Tada je §(5) < J, pa zbog f|r,,\s = 0, vrijedi

S(f,O',S) _S(f,O',S) =
=3 (M(f) = ms() 7(Se) + > (sup f(Ii;\ S) —inf f(I;; \ S)) (L;; \ S)
s Li;\S#0
=S(f,6,1)—s(f,6,1) <e. [ |
Korolar 18.12 Neka je f R-integrabilna funkcija na J-izmjerivom skupu S, 4

neka je za svaki § > 0 dina neka razdioba o5 skupa S ¢ija je ocica 6(os) < 4.
Tada je

/f = lim S(f,05,5) = inf S(f,05,5)
S §—0 )

= lim s(f,0s,8) =sups(f,os,9) .
6—0 5

Dokaz: Prema prethodnom korolaru, za svaki € > 0 postoji ¢’ > 0 takav da za
svaku razdiobu o skupa S ¢ija je ocica d(c) < &', vrijedi [¢ f —s(f,0,5) <e.
Stoga, za svaki § < ¢’ vrijedi

<A S( y 048, )<<€,
..

Afzﬂﬁwﬁﬂ>éf—a

/fzwwﬁm&$=ﬁm%ﬂmﬁ%
S § d—0

pa je

Sli¢no se dokazuje i druga jednakost. [ ]
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Dokazimo na kraju i sljede¢i teorem srednje vrijednosti.

Teorem 18.13 (O srednjoj vrijednosti za Riemannov integral) Neka je
S C R? povezan J-izmjeriv skup, a f: S — R neprekidna omedena funkcija.
Tada postoji tocka Py € S takva da je [4 f = f(Po) n(S).

Dokaz: Ako je Int S = (), onda je prema Korolaru 17.6, S skup povrsine nula,
pa teorem ocito vrijedi.

Neka je dakle Int S # (. Tada je, prema Korolaru 17.6 (i7), 7(S) > 0.
Oznacimo s m := inf f(S), M := sup f(5). Kako za svaku tocku P € S vrijedi
m < f(P) < M, to, zbog monotonosti integrala, vrijedi ma(S) < fsf <
M7 (S). Ako je mm(S) < [¢f < M7(S), tj. %fsf € (m, M), onda, zbog

™
neprekidnosti funkcije f i povezanosti skupa S, postoji tocka Py € S takva da
. 1 .
e =5 Js f = f(Po), Korolar 2.17(a), pa je [ f = f(Fo)(S).

Pokazimo da ukoliko je [¢ f = mn(S), onda je f(P) = m cak za sve tocke
P € IntS. Zaista, ako postoji tocka P € Int S takva da je f(P) > m, onda,
zbog otvorenosti skupa Int S i neprekidnosti funkcije f, postoji 6 > 0 takav
da je K := K(P,6) C IntS i f(P) > m za sve P’ € K (vidi Lemu 2.9).
Zbog kompaktnosti kruga K, prema Korolaru 5.11, postoji € > 0 takav da je
f(P") > m + ¢ za sve P/ € K. Zbog J-izmjerivosti skupova S i K, i razlika
S\ K je J-izmjeriv skup, pa zbog aditivnosti integrala obzirom na podruéje
integracije, Teorem 18.8, vrijedi

ma(S)= [ f= [ 15 [ 7z meent) s ma(s\K)
S K S\K
=mmn(S)+em(K)>mmn(S)
jer je w(K) >-0.
Dakle, ako je Int S # 0 i [¢ f = mn(S), onda za svaku tocku P € Int S
vrijedi

/S f=mn(S) = F(P)n(S).

Analogno se teorem dokazuje u slucaju kada je fs f=Mmn(S). [ ]
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§19 Fubinijev teorem
i funkcije definirane integralom

Osnovna metoda za nalazenje Riemannovog integrala funkcije dvije varijab-
le (dakle, ‘dvostrukog integrala’) je redukcija na dva uzastopna ‘jednostruka’
integrala realnih funkcija jedne varijable. O tome govori Fubinijev! teorem, a
mi ¢emo dokazati jednu njegovu jednostavnu varijantu (koju éemo takoder zvati
Fubinijev teorem).

Analogno pojmovima povrsine i mjere nula, za podskupove od R definiramo
duljinu i (jednodimenzionalnu) mjeru nula. To¢nije:

Definicija 19.1 Za omeden skup A C R kazemo da ima duljinu nula ako
za svaki broj ¢ > 0 postoji konaéno mnogo segmenata I; = [, 5;] C R, j =

Jj=1
oznacena uobicajena duljina segmenta.

k k
1,... ,k, takvih daje AC |J I; i ) ¢(I;) <e. Pri tome je sa {([;) := 3 —
j=1

Za skup A C R kazemo da ima (jednodimenzionalnu) mjeru nula ako za

JjeN J

Ocito svaki konacan skup ima duljinu nula, dakle i mjeru nula, a slicno

kao u §§16 i 17, ali jednostavnije, dokazuje se da skupovi mjere nula tvore

o-ideal skupova i da vrijedi Lebesgueova karakterizacija R-integrabilnosti ome-

dene funkcije f: [a,b] — R, tj. f je R-integrabilna ako i samo ako je skup tocaka
diskontinuiteta od f skup (jednodimenzionalne) mjere nula.

svaki € > 0 postoji niz segmenata I, j € N, takodaje A C J I; 1 > £(I;) <e.
=1

Teorem 19.1 (Fubinijev teorem) Neka je I = [a,b] x [¢,d] C R? pravokut-
nik, o f: I — R omedena funkcija takva da je skup D tocaka u kojima f nije
neprekidna, skup (dvodimenzionalne) mjere nula. Ako za svaki x € [a,b] skup
D, :={y € [c,d] : (zyy) € D} ima (jednodimenzionalnu) mjeru nula, onda:

(i) funkcijay — f(x,y) je R-integrabilna na [c,d] za svaki x € [a, b]

d
(it) funkcija x — / f(z,y)dy je R-integrabilna na [a,b]

/If[lb(/cdf<z,y)dy)dz. (1)

Analogne tuvrdnje vrijede ako se zamijene uloge od x i vy.

(#i1) wvrijedi jednakost

LGuido Fubini (1879-1943), talijanski matematicar
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Dokaz: Za ¢vrst x € [a,b] je funkcija y — f(z,y) neprekidna, osim eventual-
no u tockama nekog podskupa skupa D,, pa je, prema komentaru neposred-
no ispred teorema, R-integrabilna na [c,d]. Stoga je dobro definirana funkcija

F:la,b] = Rs
d
— [ty (2)

Dokazimo da je F R-integrabilna na [a, b].

Neka je p = (pz, py) proizvoljna razdioba pravokutnika I, pri ¢emu su p, =
{la=zg<z <...<zp=0b}ip,={c=yo <wy1 <...<y = d} razdiobe
segmenta [a, b], odnosno [c,d]. Za proizvoljnu integralnu sumu

o(F,paitr,... tn) =Y Ft;)(wi —2i1) , i € [mim, @] L i=1,... .k, (3)

funkcije F' za razdiobu p, i odabrane tocke t; € [z;_1,z;], vrijedi

k
(2)
U(Fapx;tla"' ) : Z / f i Y dy i~ Li— 1)

- (Z f Y )(Iz —Ti_1) . (4)

=1 j=1 Yji—1

E

Kako za (t;,y) € Iij = [zi—1, ;] X [yj—1,y;] vrijedi
my; < f(ti,y) < M,
to iz (4) dobivamo
s(fip) < o(F,paits,... . te) < S(f,p) ®)

za svaki izbor tocaka t; € [x;_1,2;], i = 1,... k. Za donju, odnosno gornju
Darbouxovu sumu funkcije F' obzirom na razdiobu p, vrijedi

S(F, py) = inf{o(F, pr;te, ... ,tk) 1 t; € [xi—1, 2], i =1,...,k}
S(vaa:) = SUP{U(F7Px§t1»--- 7tk?) it € [miflwri]a 1= 17 7k}

pa iz (5) dobivamo
s(f.p) < s(F,pa) < S(F,pa) < S(f,p) (6)

za svaku razdiobu p = (ps, py) pravokutnika I.
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Kako je, prema Teoremu 17.4, funkcija f R-integrabilna na I, to za svaki
€ > 0 postoji razdioba p = (ps, py) pravokutnika I takva da je

No tada, zbog (6), vrijedi S(F, p.)—s(F, p:) < €, pa je funkcija F' R-integrabilna
na [a, b, tj. vrijedi (i4).

Konaé¢no, da dokazemo formulu (1), primijetimo da je za svaku razdiobu
p = (pz, py) pravokutnika I

dﬂMSZfSﬂﬂm,

a zbog (6), za pripadnu razdiobu p, segmenta [a, b] vrijedi

b
S%MSW%MS/F®M§ﬂR%KSMm

a

pa je
‘/If_/abF(x)dx’Ss(f’p)_s(f’p)

za svaku razdiobu p pravokutnika 1.

Kako zbog R-integrabilnosti od f mozemo za svaki € > 0 odabrati razdiobu p
tako da vrijedi (7), to je za sve € >0

‘/If/abF(x)da:‘<€ ,
/If:/abF(x)dx

sto je upravo formula (1). [ ]

pa je

Napomena 19.1 Za uzastopne integrale u formuli (1) uobicajena je i oznaka

/abdx/cdf(x,y)dy = /j(/cdf(x,y)dy) dr .
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Cesto se primjenjuju sljedeée posljedice Fubinijeva teorema:
Korolar 19.2 Neka je f: [a,b]x[c,d] — R omedena funkcija takva da je skup D

toc¢aka u kojima f nije neprekidna, skup (dvodimenzionalne) mjere nula, i da
su skupovi

D, :={y: (z,y) € D} C[¢,d]
D, :={z:(z,y) € D} C [a,D]

(jednodimenzionalne) mjere nula za svaki x € [a,b], odnosno svaki y € [c,d].
Tada za uzastopne integrale vrijedi jednakost

/abdx/cdf(:c,y)dy—/Cddy/abf(x,y)dm 7

t5. redoslijed integracije moZe se promijeniti. [ ]

Specijalno, za neprekidne funkcije vrijedi

Korolar 19.3 Ako je f: [a,b] X [¢,d] — R neprekidna funkcija, onda je
b d d b
[ e [ teadn= [ ay [ sy)as .

Koristeéi Lemu 16.3, dobivamo

Korolar 19.4 Neka su p1,p2: [a,b] — R neprekidne realne funkcije takve da
je p1 < o, i neka je S = {(z,y) : x € [a,b],p1(x) <y < pa(z)} C R% Tada
je svaka neprekidna funkcija f: S — R R-integrabilna i vrijedi

Lo [ (77 e as)as.

Dokaz: Zbog neprekidnosti funkcija ¢1, w2 na segmentu [a, b], mozemo odabra-
ti ¢,d € R takve da je ¢ < ¢1(x) < @a(z) < d za sve & € [a,b]. Tada je
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I S C I:=[a,b] x [c,d]. Definirajmo funkciju
d - Filab x [e,d = R's
=
F f($7y),(.’1,‘7y)65
x,y) =
S Fa = {50 ) 55
/_?-/ Skup tocaka u kojima f nije neprekidna
~— L2 sadrzan je u uniji I',, U, grafova funkcija
c A w1 1 @2, Sto je, prema Lemi 16.3, skup
(‘z :c b mjere nula, i o¢ito ga paralele s y-osi sijeku

u najvise dvije tocke, tj. u skupu (jedno-
dimenzionalne) mjere nula. Primjenom Fubinijevog teorema, dobivamo

/szflleb(/cdf<x,y)dy)dx
(=)

— /ab(/cw x J?(mvy) dy_i_/;p?(j) f”(x,y) dy+/:(w) f(x,y)dy)d;c

1(z

-/ | L @(()) flay) dy) da

jer za svaki x € [a, b] vrijedi

3 0 s Y € [c,01(2)) U (p2(2), d]
) = . n
o) ={ pip ) (et e
Neka je f: [a,b] X [e,d] — R funkcija takva da su funkcije y — f(x,y),
y € [c,d] R-integrabilne na [c,d] za sve = € [a,b]. Tada je s

d
F(x) ;:/ flz,y)dy

dobro definirana funkcija F': [a,b] — R. Za nju kazemo da je funkcija defini-
rana integralom ili da je integral ovisan o parametru.

O integrabilnosti funkcije F' govori Fubinijev teorem. Specijalno, Koro-
lar 19.3 kaze da je funkcija definirana integralom neprekidne funkcije, integra-
bilna i integrali se mogu zamijeniti.

Promotrimo sada pitanja neprekidnosti odnosno diferencijabilnosti funkcija
definiranih integralom.
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Teorem 19. 5 Neka je funkcija f: [a,b] X [¢,d] — R neprekidna. Tada je i
funkeija F(x f f(z,y)dy neprekzdna na [a, b}
Analogno vrijedi za funkciju G(y f flz,y)d

Dokaz: Zbog uniformne neprekidnosti funkcije f, za svaki € > 0 postoji § > 0
takav da za sve tocke (z,y), (¢/,y’) € I za koje je ||(z,y) — (', ¢")|| < § vrijedi
€

|f(z,y) — f(&",y)
Specijalno za sve y € [c,d] i sve z,2’ € [a,b] za koje je |z — 2’| < & vrijedi
15 .
[f(@,y) = f(2,9)| < — paje

tj. F je (uniformno) neprekidna na [a, b]. [ |

Korolar 19.6 Neka je funkcija f: [a,b] x[¢,d] = R neprekidna. Tada za svaki
xo € [a,b] vrijedi

lim fxydy—/f:co, dy—/ lim f(z,y)dy .

T—xo T—x0

Kaze se da ‘limes i integral komutiraju’.

Dokaz: Prema Teoremu 19.5, funkcija F'(x f f(z,y) dy neprekidna je u tocki
xo € [a,b], pa je

d d
tim [ () dy = lim F(r) = Flao) = / Fxo.y) dy | =

z—=xo f,

Da dokazemo diferencijabilnost funkcije definirane integralom, potrebna nam
je sljedeca lema:

Lema 19.7 Neka je ¢: [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada je funkcija t —
fat o(z) dz derivabilna i derivacija je jednaka %(f; o(z)dz) = p(t), t € [a,b].

(U tockama t = a, odnosno t = b, radi se o jednostranim derivacijama.)
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Dokaz: Za t € [a,b] je

1 t’ t 1 t’
tl,lgt t’—t</a @(m)dac—/a w(m)dx) :tll1g1t t/—t/t o(z) dz .

Prema teoremu srednje vrijednosti za integral neprekidne funkcije, postoji 7 €

(t,t') takav da je j;t o(x)dx = o(T)(t' —t), pa, opet zbog neprekidnosti funkci-
je p, trazeni limes postoji i jednak je

= lim 7“0(72,(75_/ t_ b_ o(t) . n

Teorem 19.8 Neka je f: I = [a,b] X [c,d] — R R-integrabilna funkcija ko-
ja ima neprekidnu parcijalnu derivaciju o1 f na I. Tada je funkcija F(x) :=
fcdf(x, y) dy neprekidno diferencijabilna na [a,b], tj. F € CY([a,b]), i derivacija
je jednaka

d
F'(a?)z/ nflx,y)dy , = €lad].
Dokaz: Definirajmo funkciju H: [a,b] — R s H(z) = fcd O f(x,y)dy. Kako

je O1f neprekidna na I, dakle i na [a,t] x [¢,d] za svaki ¢t € [a,b], to, prema
Korolaru 19.3, imamo

/{:H(l’)da?:/at</Cd81f($,y)dy)dx=/cd(/atﬁlf(x,y)dm)dy
d

- / (F(t, )~ F(a,9))dy = F(t) — F(a)

C

paje F(t) = F(a) + fat H(z)dx, t € [a,b]. Prema Teoremu 19.5, funkcija H je
neprekidna, pa je, prema Lemi 19.7, F' derivabilna i

d
) =HO = [ afltw)dy. .
Kombiniranjem Leme 19.7 i Teorema 19.8, dobivamo

Korolar 19.9 Neka je f: I = [a,b]x][c,d] — R R-integrabilna funkcija koja ima
neprekidnu parcijalnu derivaciju 01 f na I, te neka su funkcije p,v: [a,b] — [c,d]
diferencijabilne klase C*. Tada je funkcija F: |a,b] — R definirana s

P(x)
F(z) = / f(.y) dy
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diferencijabilna klase C* na [a,b] i njena je derivacija jednaka

()
F’(I)Z/ nf(z,y)dy + fz,(x) - ¢'(x) = fz,0(z)) - ¢'(x) . (8)

o(z)

Dokaz: Na funkciju F' mozemo gledati kao na kompoziciju

mH@#@%@Di(%MWH/U@wMy (9)

pa primijenimo teorem o derivaciji kompozicije. Pri tome, pri nalazenju parci-
jalne derivacije druge funkcije u (9) po drugoj varijabli, koristimo Lemu 19.7 i
¢injenicu da je [ f(z,y)dy = — [ f(z,y)dy. [ |

§20 Zamjena varijabli u dvostrukom integralu

Za funkciju jedne varijable, koriste¢i Newton'-Leibnitzovu? formulu, lako se
dokazuje sljedeéi vazan teorem o zamjeni varijable (supstituciji):

Ako je ¢: [a,b] — R diferencijabilna funkeija klase C1, a f: ¢([a,b]) — R
neprekidna, onda vrijedi

©(b) b
/ ﬂwm:/fmmwwﬁ
v(a) a

odnosno

Lf::)f=[1b(fow)-w’ :

Ukoliko je ¢ osim toga injekcija, onda se lako vidi da vrijedi

— o) L . 1
Awﬁ AJf@hﬂ (1)

Ovo je tvrdnja koju zelimo generalizirati na slucaj funkcije dvije varijable.

1Sir Isaac Newton (1643-1727), engleski matematicar i fizicar
2Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716), njemacki filozof i matematicar
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Teorem 20.1 (O zamjeni varijabli u dvostrukom integralu) Neka je
K C R? kompaktan J-izmjeriv skup, Q O K otvoren skup, a ¢: 2 — R? injektiv-
no diferencijabilno preslikavanje klase C! takvo da je diferencijal Do(P) regula-
ran u svim tockama P € . Tada za svaku R-integrabilnu funkciju f: p(K) — R

vrigedi
/ / =/ (f o @) |det Dy . @)
e(K) K

Preslikavanje ¢ zovemo zamjenom wvarijabli ili transformacijom po-
druc¢ja integracije.

Uocimo, prije dokaza, da je prema teoremu o inverznom preslikavanju, ¢ di-
feomorfizam Q — (), specijalno i homeomorfizam. Nadalje, bez smanjenja
opéenitosti, mozemo u daljnjem dokazu pretpostaviti da su skupovi Q i ¢(£2)
omedeni. U protivnom odaberemo omedene otvorene okoline £’ oko K i ¥ oko
p(K) — takve okoline postoje zbog kompaktnosti skupova K i ¢(K) — pa
gledamo restrikciju transformacije ¢ na skup Q' N~ (X).

Dokazimo najprije sljede¢u lemu koja je i inace korisna.

Lema 20.2 Uz uvjete Teorema 20.1 i pretpostavku da su skupovi Q i o()
omedeni, ako je skup S C Q J-izmjeriv, onda je i skup ¢(S) J-izmjeriv, tj.
ima povrsinu. Specijalno je skup p(K) J-izmjeriv.

Dokaz: Prema karakterizaciji J-=izmjerivih skupova, Korolar 17.5, je 95 skup
mjere nula. Medutim, kako je ¢: 2 — ¢(f2) difeomorfizam, to je d(p(S)) =
©(0S), sto je, prema Teoremu 16.6, ponovo skup mjere nula. Stoga je, opet po
Korolaru 17.5; skup ¢(S) J-izmjeriv. ]

Dokaz Teorema; 20.1 provest ¢emo u nekoliko koraka redukcijom na jedno-
stavnije specijalne slucajeve.

TVRDNJA 1: Pretpostavimo da postoji konac¢an otvoren pokriva¢ U skupa K
¢iji su ¢lanovi U J-izmjerivi podskupovi od 2 takvi da za transformaciju ¢ i sve
R-integrabilne funkcije g: o(U) — R vrijedi

L e /U (9.0 ) det Dg| 3)

zasve U € U. Tada Teorem 20.1 vrijedi i za transformaciju ¢ i sve R-integrabilne
funkcije f na p(K).
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Dokaz: Prema teoremu o otvorenom preslikavanju, Teorem 12.2, su skupovi
e(U), U € U, otvoreni i, prema Lemi 20.2, su J-izmjerivi. Neka je A = {\y}
particija jedinice podredena otvorenom pokrivacu {¢(U):U €U} skupa ¢(K).

Prema Teoremima 18.2 i 18.3(b), za proizvoljnu R-integrabilnu funkciju f
na p(K) je funkcija Ay f R-integrabilna za svaku funkciju Ay € A, pa prema (3)
vrijedi

/ of = / (o) © @) [det Deg| (4)
»(U) U

Kako izvan skupa o(U) N ¢(K) vrijedi Ay f = Ay f = 0, to je, u skladu s
Napomenom 18.2,

/ AUf:/ AUf:/ Naf
»(U) e(U)Np(K) »(K)

o(U)" Nadalje, zbog injektivnosti preslikavanja ¢ je
. (A\wf)ow = 0izvan U N K, pa analognim za-
“  kljucivanjem dobivamo

i / (v f) o) |det Dyg| = / (o f) o) [det Dig|
U K

Zbog toga (4) mozemo zapisati u obliku

/ of = / (o) © @) [det Deg|
»(K) K

supp(Av f)

Kako je > Auf= ("X Av)f=/f,itoje konatna suma, to je

Uelu Uelu
4 Ao f = v f) o) |det D
/M)f %/wo i U%/K(( v1) 0 @) det Dyl
= (Av o) (fowp) -|det Dp| = [ (fop)|det Dy,
o /.

jer je {A\y o ¢ : U € U} particija jedinice podredena pokrivacu U skupa K. O

TVRDNJA 2: Ako za svaku tocku P € K postoji pravokutnik I D I > P
takav da teorem vrijedi za transformaciju ¢ i svaku R-integrabilnu funkciju
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na ¢(I), onda teorem vrijedi i za transformaciju ¢ i svaku R-integrabilnu funk-
ciju f na p(K).

Dokaz: Buduéi je K kompaktan, svaki se njegov otvoren pokriva¢ moze redu-
cirati na konacan potpokrivac, pa je, prema Tvrdnji 1, dovoljno oko svake tocke
skupa K naéi okolinu takvu da teorem vrijedi za transformaciju ¢ i svaku
R-integrabilnu funkciju na slici te okoline.

Neka je P € K proizvoljna tocka a I D I>p pravokutnik takav da teorem
vrijedi za transformaciju ¢ i svaku R-integrabilnu funkciju na ¢(I). Neka je
J: () — R neka R-integrabilna funkcija, a f: () — R njeno prosirenje
nulom. Ako teorem vrijedi za funkciju f onda je

/v(f) I= /go(l) 7= /1(70 ?)ldet Dg| = /f(f o.p)[det Dyl

jer su 9(p(I)) i O(I) skupovi povrsine nula, pa teorem vrijedi i za transforma-

ciju ¢ i R-integrabilnu funkciju f: @(f) — R. O

TVRDNJA 3: Neka je I C  pravokutnik takav da za svaki pravokutnik J C I
teorem vrijedi za transformaciju ¢ i konstantnu funkciju 1: ¢(J) — R. Tada te-
orem vrijedi i za transformaciju ¢ i svaku R-integrabilnu funkciju f: ¢(I) — R.

Dokaz: Primijetimo najprije da, ako teorem vrijedi za konstantnu funkciju 1,
onda, zbog linearnosti integrala,on vrijedi i za svaku konstantnu funkciju.

Neka je 6 > 01 neka je p = {I;;} razdioba pravokutnika I takva da su za sve
1,7 dijametri skupova ¢(1;;) manjiod 6. (Dovoljno je uzeti razdiobu p takvu da
joj je otica manja od Lebesgueovog broja otvorenog pokrivaca { ¢! (K (Q, g)) :
Q € ¢(I) } pravokutnika I.) Tada je o5 = {¢(I;;)} razdioba skupa ¢(I) ¢ija je
oc¢ica manja od ¢. Neka je f: ¢(I) — R proizvoljna R-integrabilna funkcija na
o(I). Oznacimo s my; = inf f(p(l;;)), M;i; = sup f(p(l;;)). Kako za svaki 1, j
teorem vrijedi‘za transformaciju ¢ i konstantnu funkciju Q@ — m;;, Q € ¢(Iy;),
to je

S5, 0(0) = S mig et =30 [ my

i Y eij)

3J
=Z/ my; |det Dyl SZ/ (f 0 p)ldet Dyl
7 1 7 L

1,

= /I(fo p)|det Dl .
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Stoga, prema Korolaru 18.12, vrijedi

/q)mfﬁ/](foso)ldetDso-

Analogno se, polazeéi od gornjih suma S(f, o5, p(I)), pokazuje obrnuta ne-

jednakost, pa vrijedi
/ f=/(fos0)|detDsO\~ O
e(I) I

TVRDNJA 4: Ako teorem vrijedi za transformacije p: Q — R?i¢: ¥ — R2,
pri ¢emu je p(Q) C X, i sve R-integrabilne realne funkcije na skupovima ¢(K)
odnosno ¢(QD(K)), onda on vrijedi i za kompoziciju 1 o p: € — R? i sve R-
integrabilne funkcije f na ¥(¢(K)).

Dokaz: Prema teoremu o diferencijalu kompozicije, za R-integrabilnu funkciju
f:(e(K)) — R imamo

= = o det D
Lo =L 7= [ gyl
= [ ((Fo0) o9} (066D o p) et Do

=/Kf0(¢0<p)ldetD(z/)osO)|- o

Napomena 20.1 Treéu jednakost u prethodnom dokazu dobili smo primje-
njujuéi pretpostavku da teorem vrijedi za transformaciju ¢ i svaku R-inte-
grabilnu funkciju definiranu na skupu ¢(K). Da se uvjerimo da je funkcija
(f o) |det D| zaista R-integrabilna na ¢(K), dovoljno je, zbog neprekidnosti,
dakle i R-integrabilnosti, funkcije |det D] i Teorema 18.3(b), dokazati R-inte-
grabilnost funkeije (fo4)) na skupu ¢(K). Opéenito, kompozicija R-integrabilne
i neprekidne funkcije nije nuzno R-integrabilna. Medutim, u naSoj situaciji
mozemo zakljucivati ovako: Neka je D C w(gp(K )) skup tocaka diskontinuiteta
funkcije f, koji je, zbog R-integrabilnosti od f, mjere nula. Kako je 1 difeomor-
fizam, dakle i homeomorfizam, na nekoj okolini skupa ¢(K), to kompozicija f o)
nije neprekidna u tocki @ € ¢(K) ako i samo ako funkcija f nije neprekidna
u tocki ¥(Q) € ¥(p(K)). Stoga je skup totaka diskontinuiteta funkcije f o 1
jednak skupu ¢~1(D). Kako je ¢~! diferencijabilna funkcija klase C*, to je,
prema Teoremu 16.6, i ¥ ~!(D) skup mjere nula, pa je, prema Lebesgueovoj
karakterizaciji, Teorem 18.1, kompozicija f o1 R-integrabila na skupu ¢(K).
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TVRDNJA 5: Teorem vrijedi za svaki linearni operator ¢: R? — R? i sve
R-integrabilne funkcije f na p(K).
Dokaz: Prema Tvrdnjama 2 i 3, dovoljno je pokazati da za svaki pravokutnik
I C Q, teorem vrijedi za linearni operator ¢ i konstantnu funkciju 1 na (1),
tj. da je

r(p(I)) = / 1= / det D] = [det o] / 1= [det | (I} |
w(I) I I

jer je za linearan operator, Dp(P) = ¢, za sve P € I.

Kako je ¢ linearan operator, dovoljno je to dokazati za pravokutnik kome je
jedan vrh u ishodistu. Neka je dakle I = [0,a] x [0,b], a,b > 0, tj. I je razapet
vektorima ae; i bey, gdje su e; i ey vektori standardne baze u R? C R3. Neka
je u toj bazi operatoru ¢ pridruzena matrica ﬁ g} . Tada je paralelogram o(I)
razapet vektorima p(ae;) = aae; + yaes 1 p(bes) = Bbey + dbes, pa njegova

aa ya
3b gbh = ab|det ¢|. O

povrsina iznosi | det[

TVRDNJA 6: Neka je Py € K proizvoljna, ali fiksirana tocka. Teorem je
dovoljno dokazati uz dodatnu pretpostavku da je operator Dy (FPp) identiteta E.

Dokaz: Oznacimo li s A := Dp(Fy), tada je
D(A™ 0 p)(By) = A~ 0 Dg(Py) = E .

Kako prema Tvrdnji 5, teorem vrijedi za linearni operator A, to, ako vrijedi i
za preslikavanje A~! o p: Q= R?, onda, prema Tvrdnji 4, vrijedi i za transfor-
maciju ¢ = Ao (A1 o ). O

Dokaz Teorema 20.1:

Prema Tvrdnjama 2 i 3, dovoljno je oko svake tocke Py = (zo,y0) € K nadi
okolinu takvu da za svaki pravokutnik u toj okolini teorem vrijedi za transfor-
maciju ¢ i konstantnu funkciju 1 na slici tog pravokutnika. Pri tome mozemo,
prema Tvrdnji 6, pretpostaviti da je Do(Py) = E identiteta.

Preslikavanje ¢ = (1, 92): Q — R? rastavit éemo na kompoziciju dvaju
preslikavanja 9 i ¢ koja ¢e mijenjati samo po jednu koordinatu, pa éemo na njih
modi primijeniti (1), tj. teorem o supstituciji za integral funkcije jedne varijable.

Definirajmo 9: Q — R? s

19((E,y) = (sol(x,y),y) . (5)
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Kako je Dp(Py) = E, zakljuCujemo da je
Dy(Py) = E, (6)

pa, prema teoremu o inverznom preslikavanju, postoji okolina U C € tocke P
na kojoj je ¢ difeomorfizam i DY(P) je regularan za sve P € U, tj. ¥ zadovoljava
pretpostavke Teorema 20.1 na skupu U.

Definirajmo preslikavanje 1: 9(U) — R? s

D(u,v) = (u, 2 (07 (u,v))) - (7)

Tada je

1/1(79(%31)) = 1/’(801(55,9),?/) = (@1(55,9)7<P2(1971(801(xay)7y)))

2 (p1(@ y)epe (@) = o(z,y)

—~
=

pa je zaista ¢ = 1 o 9.

Pokazimo da i preslikavanje ¢ zadovoljava pretpostavke Teorema 20.1 na
nekoj okolini tocke ¥(FPp) =: Qo-

Iz definicije (7) vidimo da je v diferencijabilno preslikavanje. Za njego-
ve parcijalne derivacije nalazimo 01¢1(Qo) = 1, 021(Qo) = 0, a kako je
Yo = @219_1 1 D(ﬁ_l)(Qo) = (Dﬁ(Po))_l =F1 = E; to vrijedi D’lﬂg(Qo) =
Dgs(Po) o D) (Qo) = Dwa(Po), pa je d192(Qo) = 0 i 92902(Qo) = 1, zbog
Dy(Py) = E. Stoga je DY(Qo) = E, pa postoji otvorena okolina V' C 9(U)
oko Qo na kojoj je ¢ difeomorfizam i Di(Q) je regularan za Q € V.

Neka je I = [a,b] x [¢,d] C U proizvoljan pravokutnik. Za y € [¢, d] ozna¢imo
s Uy [a,b] — R funkciju definiranu s

Uy(x) = V1 (x,y) .
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c c ‘
- ; ‘ ‘
a b 9, ([a,b])
Kako je preslikavanje ¥ injektivno na I, to se iz definicije od 9, lako vidi da
je ¥y injektivna funkcija. Za njenu derivaciju nalazimo

() (z) = 0191 (z,y) = ‘ 31191(()30,3/) 82191§x’y) ‘ =det DI(z,y). (8)

Sada, prema Fubinijevom teoremu i formuli (1), imamo

d d
1:/ / 1du dv:/ / ¥, (x)| dz ) dy
/19([) c ( 9y ([a,b]) ) c ( [a,b]|( y)( )| )
d b
@/ (/ |detD19(x,y)\dx> dy:/|detD19|.
c a I

Dakle, za svaki pravokutnik I C U, teorem vrijedi za transformaciju ¢ i kons-
tantnu funkciju 1: 9(I) — R.

Sliéno postupamo i s funkcijom %. Neka je J = [p, ¢] X [r, s] C V proizvoljan
pravokutnik, i neka je za u € [p, g], ¥, : [r, s] — R funkcija definirana s

Wy, (V) 1= Yo (u,v) .

T T T T

p uoq p uwoq

Kao i ranije, zaklju¢ujemo da je funkcija v, injektivna i vrijedi

1 0

()’ (v) = 0212 (u, v) = b2 (u,v)  Darha(u, v)

= det DY(u,v) . (9)
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Stoga, prema Fubinijevom teoremu i formuli (1), vrijedi

/w(J)1 B /pq (/wu([m]) 1d’z) dw = /pq (/h-,s] () (v)] dv) du
) /pq (/TS |d0tD¢(u,v)|dv) du = /] |det D1 ,

¢ime je pokazano da i za svaki pravokutnik J C V teorem vrijedi za transfor-
maciju ¢ i konstantnu funkciju 1: ¢(J) — R.

Da zavrs§imo dokaz Teorema 20.1, zakljuéujemo ovako: Neka je J C V neki
pravokutnik oko tocke @, i neka je I C ¥ ~1(Int.J) C U neki pravokutnik oko
tocke Py. Prema upravo dokazanom i Tvrdnji 3, teorem vrijedi za transforma-
ciju 9 i svaku R-integrabilnu funkciju na ¥(I), i vrijedi za transformaciju v i
svaku R-integrabilnu funkciju na ¥(J). Stoga, prema Tvrdnji 4, teorem vrijedi
i za kompoziciju ¢ = 1 o ¢ i svaku R-integrabilnu funkeciju na ¢(7I), ¢ime je,
prema Tvrdnji 2, teorem u potpunosti dokazan. [ |

Napomena 20.2 Uvjet regularnosti diferencijala Dp(P) za sve P € ) moze
se izostaviti. Naime, poznati Sardov! teorem, kojeg mi neé¢emo dokazivati, po-
kazuje da je uz ostale uvjete Teorema 20.1, slika skupa toc¢aka u kojima Dp(P)
nije regularan, skup povrsine nula, stoga on ne utjece na jednakost (2).

§21 ViSestruki integrali

Integral funkcije vise wvarijabli definira se sasvim analogno kao u slucaju dvi-
je varijable, pa ¢emo ovdje samo ukratko navesti osnovne definicije, oznake i
teoreme.

Promatraju se omedene realne funkcije f: I — R definirane na nekom
n-pravokutniku I =[a1,b1] X+ X[an, b, CR™. Razdioba p = (pz,s--- ,pPax,)
n-pravokutnika I je uredena n-torka razdiobi

po; = {a; =29 <z} < <k =b})
segmenata [a;,b;]. Za multiindeks j := (ji1,...,Jn) pripadni n-pravokutnik
oznacavamo s I; = [x]' 7' 23| x -+ x [air =1, zir ]. Definiraju se brojevi

my :=inf f(I;) i Mj:=supf(I;),

LArthur Sard (1909-1980), americki matematicar
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te dongje i gornje Darbourove sume

s(f,p) =22 myv(l;) 1 S(f, p) := 32 Mjv(l;)

funkcije f obzirom na razdiobu p, gdje je v(I;) := (2 —2 Y (adr — 2l
volumen n-pravokutnika I;. Donji i gornji Riemannov integral funkcije f
definira se kao

[r=swisthn) e oy, [1=mi(s0):0e oD}

Za funkciju f kaze se da je R-integrabilna ako je /f = /f7 i ta se zajed-

nicka vrijednost oznacava s / f 1 zove Riemannov integral funkcije f na
I

n-pravokutniku I.

Za integral /f koriste se 1 oznake /f(xl,...,xn)dacl...dxn i
I I

//./f(xl,...,xn)dxl...dxn, kao i oznake /fdv, /f(xl,...,xn)dv,i
I I I

// . /f(a:l, ..., Zp) dv, a govori se i o wiSestrukom ili n-strukom integralu.
I

Dokazuje se Lebesgueova karakterizacija R-integrabilnosti: omedena
funkcija f: I — R je R-integrabilna ako i samo ako je skup D tocaka diskonti-

nuiteta od f skup (Lebesgueove) mjere nula, tj. takav skup da za svaki e > 0
[ee]

postoji niz n-pravokutnika I; , i € N, da vrijedi D C |J I; 1 > v(l;) <e.
iEN  i=1

Za omeden skup S C R" kaze se da 4ma volumen, ili da je J-izmjeriv ako
je njegova karakteristiéna funkcija x,: I — R R-integrabilna za neki (a onda i

za svaki) n-pravokutnik I koji sadrzi S. U tom slucaju se broj /Xs =: v(9)

zove volumen ili Jordanova mgjera skupa S. Kao posljedica Lebesgueove
karakterizacije R-integrabilnosti, skup S je J-izmjeriv ako i samo ako je njegov
rub 0S5 skup mjere nula. Kako je za omeden skup S, dS omeden i zatvoren,
dakle kompaktan, 95 je skup mjere nula ako i samo ako ima volumen nula.
Pokazuje se da familija J-izmjerivih skupova ¢ini prsten skupova.

Za omedenu funkciju f: S — R kazemo da je R-integrabilna na J-izmje-
rivom skupu S, ako je produkt fx,: I — R R-integrabilna funkcija za neki



§ 21. Visestruki integrali 189

n-pravokutnik I O S, i definiramo / f= / fXs - Pritom, pod navedenim pro-
s I

duktom, zapravo, podrazumijevamo funkciju f: I — R koja nulom proiruje f
na ¢itav I. Sve neprekidne (dovoljno je da su neprekidne skoro svuda) funkcije
na J-izmjerivom skupu su R-integrabilne.

Pokazuje se da je Riemannov integral / : R(S) — R monoton linearan funk-
cional na algebri R(S) svih R-integrabilnih funkcija na J-izmjerivom skupu S.

k
Nadalje, ako je S = |J S; rastav skupa S na kona¢no mnogo J-izmjerivih sku-
i=1
pova S1,...,Sk, tako da su za i # j presjeci S; NS; skupovi volumena nula,
onda je funkcija f: S — R R-integrabilna na S ako i samo ako je R-integrabilna
k
na svim skupovima S;, i = 1,... ,k, i u tom slucaju vrijedi / f=> f-
S i=1J8S;

Kao i u slu¢aju dvostrukog integrala, vrijedi Teorem srednje vrijednosti:
Ako je f: S — R neprekidna omedena funkcija na povezanom J-izmjerivom
skupu S, onda postoji tocka Py € S takva da je [ f = f(Po)v(S).

Fubinijev teorem o svodenju visestrukog integrala na uzastopne jednostru-
ke integrale, samo je naizgled slozeniji nego u slu¢aju funkcija dviju varijabli.
On pokazuje da ako je f: I = [a1,b1] X -+ X [an,by] — R funkcija koja je
neprekidna osim eventualno na skupu D kojiima n-dimenzionalnu mjeru nula i
presjek sa svakom hiperravninom R~! x {a;} x R"~% x; € [a;, b;], ima (n — 1)-
dimenzionalnu mjeru nula, onda je, uz oznaku

Ji = [al,bl] X ... X [ai_l,bi_l] X [ai+1,bi+1] X ... X [an,bn],
funkcija

i — / f(:l?l, A 4 ,In) dry...dr;_q dIi+1 ...dxy,
Ji
R-integrabilna na [a;, b;] 1 vrijedi
b;
/f:/ ( f(xh...,$n)d$1...d$i,1dwi+1...d$n>d(Ei.
I a; Jri

Ako je, naprimjer, funkcija f neprekidna, onda se odavde, indukcijom, dobije
bo(1) bo(2) bo(n)
/fZ/ (/ (/ f(:vl,... ,.’L‘n)dwa(n)...)d.%'g@)) dxc,(l)
I Ao (1) Ao (2) Ao (n)

sa svaku permutaciju o skupa {1,2,... ,n}.
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Teorem o zamgjeni varijabli u viSestrukom integralu isti je kao za funkcije
dvije varijable: ako je ¢: Q C R™ — R" injektivno diferencijabilno preslikavanje
klase C! takvo da je diferencijal Dy (P) regularan za sve P € Q, onda za svaki
kompaktan J-izmjeriv skup K C Qi svaku R-integrabilnu funkciju f: o(K) — R

vrijedi
[ 1= oe)ldenyl.
P (K) K

Dokaz ovog teorema se provodi na isti nac¢in kao dokaz Teorema 20.1, jedino
sada, preslikavanja 9 i ¢, definirana formulama (5) i (7), mijenjaju n — 1 vari-
jabli, pa je potrebno primijeniti indukeciju, u kojoj se koristi istinitost teorema
u dimenziji n — 1. Takoder je, u Tvrdnji 5, iz linearne algebre potrebno znati
da je za paralelepiped L C R™ i linearan operator A: R™ — R™, volumen slike
jednak v(A(L)) = |det A|v(L).

Zadaci

/2
1. Pokazite da funkcija ¢ na R dana formulom ¢(z) = / cos(x sint)dt
0

zadovoljava tzv. Besselovu® diferencijalnu jednadzbu

d’y dy
.%‘W + % +zy=0.
2. Neka je f: R — R funkcija klase C! te neka je F(x) = / (z+y)f(y)dy,
0

x > 0. Dokazite'da postoji i izracunajte F"(x) za = > 0.
Pitanje neprekidnosti i diferencijabilnosti funkcija definiranih integralom

mozemo razmatrati i u slucaju kad je taj integral nepravi. Ovdje ¢emo ge-
neralizirati rezultate analogne Teoremu 19.5 i Teoremu 19.8 za funkcije oblika

o0
F(y) = / f(z,y)dz. Neka je zadana funkcija f: [a,00) — R. Nepravi

[eS) b
integral / f(x) dz definira se kao blim / f(x)dz pod uvjetom da je f in-

tegrabilna na segmentu [a, b], za sve b > a, te da ovaj limes postoji. U ovom

IFriedrich Wilhelm Bessel (1784-846), njemacki astronom
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oo
slucaju jos kazemo da nepravi integral f(x) dz konvergira. Pokazuje se

da je to ekvivalentno sljedeé¢em uvjetu: f jae integrabilna na [a,b], Vb > a i
(Ve > 0) (3ap > a) tako da je |/ flz)dx| <e, Ye>b>ap.
b

Pretpostavimo sada da imamo funkciju f: [a,00) x.S — R pri éemolol je S pro-
izvoljan skup. Ovdje mozemo promatrati konvergenciju integrala flx,y)dz
za svaki y € S. U ovoj situaciji ima smisla sljedeca ‘

Definicija Kazemo da mepravi integral Oof (z,y) dx konvergira uni-
formno na S ukoliko taj integral konvergira VyQG S te vrijedi

lim (sup’/b [z, y)dz]) = 0.

b—oo yeS

Tvrdnje naredna dva zadatka predstavljaju vazne kriterije za utvrdivanje
uniformne konvergencije nepravih integrala.

b
3. Dokazite sljedeéi teorem: Pretpostavimo da / f(z,y) dz postoji ¥b>a i
a

o>
Vy € S. Tada nepravi integral / f(z,y) dz konvergira uniformno na S
a

ako i samo ako vrijedi
(Ve > 0) (3ao > a) tako da je sup |/ f(@,y)dz| <e, Ve>b> ap.
yeS Jb

b
4. Dokazite Weterstrassov M-test: Pretpostavimo da/ f(z,y) dx pos-

toji Vb> a. Ako postoji funkcija M na [a, co) takva da je |af(x, y)| < M(x),

Va € [a;00), Yy € S, i da nepravi integral / M (z) dx konvergira, onda

a

o0
/ f(z,y) dz konvergira (apsolutno i) uniformno na S.
a

0o z

5. Dokazite da integral e " dzr konvergira uniformno na (0,t], t > 0, ali
0
ne konvergira uniformno na (0, co).
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*  cosw
6. Dokazite da integral / ———— dz konvergira uniformno na R.
3 T +siny

Sada mozemo izreé¢i i dokazati zeljene teoreme o deriviranju pod znakom
nepravog integrala. Promatrat ¢emo neprekidnu funkciju f: [a, 00) X [¢,d] — R.

7. Neka je f: [a,00) X [¢,d] — R neprekidna realna funkcija takva da integral
f(z,y) dz konvergira uniformno na [c,d]. Tada je funkcija F(y) :=

/ f(z,y) dz neprekidna na [c, d]. (Uputa: uocite da niz funkcija F,,(y) =

a+n
f(z,y) dz uniformno konvergira k F.)
a

8. Neka je funkcija f: [a,00) X [c,d] neprekidna, te neka vrijedi:
(a) postoji y € [¢,d] takav da nepravi integral /Oof(x, y) dz konvergira,
(b) O2f (z,y) postoji i neprekidna je na [a; 00) xa[c, d],
(¢) /00821’(:,;, y) dx konvergira uniformno na [c, d].

oo
Tada nepravi integral f(z,y)dz postoji i konvergira uniformno na

[c,d], a funkcija F(y) := / f(z,y)dz je derivabilna na [c,d] te vrijedi

Fl(y) = /wé’zf(x,y) dx, Yy € [c,d].

Ty —x
27 Fe

o0 y
9. Neka je F(y) = / e 5 dx, y € [—c,c]. Izracunajte F'(y) i
0
oo ﬁ

na temelju toga odredite F' eksplicitno. (Uputa: / e dy = = vidite
0
zadatak 26.)

10. Neka je 0 < ¢ < d. Izracunajte derivaciju funkcije F' zadane na [c,d] s

F(y) = / e "sn2 gy Mozete li funkciju F odrediti eksplicitno?
0

a Va2 —z2
11. Izrac¢unajte / ( Vv a? — y2dy)dx zamijenivsi prethodno poredak
o Jo

integracije.
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12.

2 Inx
Izracunajte / (/ (z—1)V/'1+ €% dy)dx zamijenivsi prethodno pore-
1 Jo

dak integracije.

U narednim zadacima koristit ¢emo Teorem 20.1 o zamjeni varijabli (i njegov
analogon za integrale u R?). U tu svrhu uvest éemo neke standardne zamjene
varijabli.

(A)

13.

Polarne koordinate u ravnini dane su formulom (z,y) = ®(r,¢) =
(reose,rsing), r > 0, ¢ € [0,27]. Funkcija ® pravokutnik [0,a] X
[0,27] u re-ravnini preslikava na krug K(0,a) u xy-ravnini (i dijelove
toga pravokutnika [0,a] X [p1, 2] (0 < p1 < 2 < 27) na odgovarajuce
kruzne isjecke.

Elipticne koordinate u ravnini definirane su formulom
(z,y) = ®(r,p) = (arcosp,brsing), r €0, 1], ¢ € [0, 27].

Ova zamjena varijabli pravokutnik [0,1] x [0,27] preslikava na elipsu s
poluosima a i b. Uo¢imo da za a = b dobivamo polarne koordinate.

Cilindri¢ne koordinate u prostoru definirane su pomo¢u formule

(2,y,2) = ®(r,p,2) = (rcosp, rsing, z) .

Ovdje je smisao da u zy-ravnini prijedemo na polarne koordinate, dok
aplikatu z ostavljamo nepromijenjenu. Analogno se definiraju i elipticke
cilindri¢ne koordinate.

Sferne koordinate u prostoru definirane su formulom

(z,y,2)=®(r,p,1) = (rcost cos p, rcostsin g, rsin ),

gdje je >0, ¢ € [0,27], ¥ € [-F,F]. Sferne koordinate predstav-
ljaju trodimenzionalnu generalizaciju polarnih koordinata. Geometrijsko
znacenje novih varijabli je sljedeée: Za zadanu tocku P = (z,y, z) r pred-
stavlja njezinu udaljenost od ishodista, ¢ je kut koji ortogonalna projekci-
ja radijvektora tocke P na xy-ravninu zatvara s pozitivnim dijelom z-osi,
a 1 je kut koji radijvektor tocke P zatvara sa z-osi (racunajuéi taj kut
pozitivnim (negativnim) ako je z > 0 (z < 0)).

Za sve gore navedene zamjene varijabli izra¢unajte Jacobijan funkcije ¢ u
proizvoljnoj tocki njezine domene.
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14.

15.

16.

17.

18.

19
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Koristeéi polarne koordinate izracunajte povrsinu kruga radijusa a.

Koristeéi polarne koordinate izra¢unajte / In(2? + y?)dz dy pri cemu je

D
D ={(z,y) : 2,y >0, a® < 2?4+ y*> <b°}, a,b>0.
Izracunajte / \/mdx dy prelaskom na polarne koordinate ako je
D
D =[0,1] x [0, 1].

2

Izracunajte / 1-— 5—2 - z—;dxdy ako je D = {(x,y) : & + ‘zé <1}
D

Izrac¢unajte povrsinu skupa D omedenog krivuljama z2 =v, 22 =2y, v’ ==,
y? = 2z. (Uputa: uvedite nove varijable pogodne za opis skupa D).

. Izracunajte / (:I:2 + y2)da: dy ako je D dio ravnine omeden krivuljama
D
22—yl =122 -y’ =4, zy=1, 2y =3.

Sljede¢i zadaci odnose se na integraciju u R3. Pritom éemo presutno koris-

titi

definicije i rezultate analogne onima u dvije dimenzije dokazanim u ovom

poglavlju. Posebno, volumen omedenog skupa S C R? definira se analogno
povrsini podskupova od R? (vidite Definiciju 16.1).

20

21.

22.

23.

. Koristeéi sferne koordinate izracunajte volumen kugle radijusa a.

/\/ 2r—x2

2 a
Izra¢unajte / ( (/ 2V x2 + y? dz) dy) dz. (Uputa: prijedite
0 0 0
na cilindri¢ne koordinate.)

2

Izraéunajte volumen tijela koje se nalazi izvan stosca 22 = 22 + 32, a

unutar sfere 22 + y2 + 22 =a?.

Izraéunajte volumen tijela koje se nalazi izvan paraboloida 3z = x2 + 32,
a unutar sfere 22 4y + 22 = 4.

U narednim zadacima bavit éemo se nepravim integralima u R?. Pritom
¢emo istodobno provesti diskusiju za oba tipi¢na slucaja nepravog integrala

/ f: (4) A nije omeden, (i4) f ima prekid na A.
A
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Definicija Neka je A C R2. Za rastuéi niz J-izmjerivih skupova C,, C A
kazemo da iscrpljuje skup A ako vrijedi

(vr > 0) Tm7((ANK(0,7)\ Cy) =0. (1)

Naprimjer, ako je A = R2, za niz koji ée iscrpljivati A mozemo uzeti kugle
C,, = K(0,n) ili kvadrate C,, = [—n,n] x [-n,n]. Ako je A J-izmjeriv skup
i P € A za niz J-izmjerivih skupova koji iscrpljuje A mozemo odabrati C,, =
A\K(P 1),

Moze se pokazati (ovdje to neéemo dokazivati) da uvjet (1) iz gornje definicije
osigurava da je za svaki r > 0 skup AN K(0,r) J-izmjeriv.

Uvedimo jo$ sljede¢u oznaku: za zadani skup A i funkciju f: A — R neka
je Ra(f) familija svih J-izmjerivih podskupova C' C A takvih da je funkcija f
omedena i R-integrabilna na C'.

Definicija Neka je A C R? i f: A — R. Pretpostavimo da postoji rastuéi
niz J-izmjerivih skupova C,, € Ra(f) koji iscrpljuje A i konstanta K za koju
vrijeds

/C Il < K, ¥C €Ralp). @)

Nepravi integral funkcije f na A definira se kao

/Af:: h;Ln/Cnf. (3)

U ovom sluc¢aju jos kazZemo. da nepravi integral /f konvergira. Ukoliko ne

postoji niz Cy, € RA(f) koji iscrpljuje A ili pak ne paostojz' konstanta K takva da
vrijedi relacija (2) kaZemo da ovaj nepravi integral divergira.

U Zadatku 24 pokazat ¢emo (uz pretpostavke o egzistenciji niza C,, € Ra(f)
koji iscrpljuje ‘A i konstante K') da limes iz gornje definicije zaista postoji te da
je neovisan o-izboru takvog niza.

Napomenimo jos da na ovaj nacin nepravi integral funkcije f na A mozemo
promatrati i u slucaju kad je skup A J-izmjeriv, a funkcija f R-integrabilna
na A. No tada nije tesko pokazati da gore definirani nepravi integral od f na A

postoji i da je jednak Riemannovom integralu [ f.
A

24. Dokazite da, uz uvjete iz definicije nepravog integrala, limes u jednakosti
(2) postoji, te da je neovisan o izboru niza C,, € R4(f) koji iscrpljuje A.
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25.

26.

27.
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Izrac¢unajte / e TV dy dy ako je D prvi kvadrant u xy-ravnini.
D

oo
Koristeéi prethodni zadatak dokazite da je / e dy = 4
0

Ispitajte konvergenciju integrala/ dx dy gdje je D = {(x,y) : 0 <
DT —Y

xr<1l, 0<y<a}.



Rjesenja zadataka

POGLAVLIJE 1

L |P+Q|°=(P+QIP+Q)=|IP|” +2(PQ) + Q*
|P—Q|* =(P—-QIP-Q)=|P|*-2(PlQ) + |Q*
Preostaje zbrojiti navedene relacije. Primijetite da isti dokaz ujedno po-
kazuje da svaka norma izvedena iz skalarnog produkta zadovoljava relaciju
paralelograma.

2. Neka je P,@Q € R" ; koristeci relaciju trokuta dobivamo
[Pl = I1P-Q+Q[ < [[P=Q+QI = [[P|—[Qll <[[P-Q]l ianalogno
1QI = IPl < [P — QI Shijedi [[[P|| — QI < [[P - Q]| , a to pokazuje
da je uvjet iz definicije neprekidnosti ispunjen uzmemo li za proizvoljni
e >0, § =e. Kako izbor broja J ne ovisi o toc¢ki norma je i uniformno
neprekidna na R”.

3. Za x = 0 imamo lir%f(O,y) =-1; zay=kz, keR ,linhf(:v,k‘x) =
Yy— T—

1 — k2)2? 1—k?
;Pi% El % k2§i2 BEEYEE Ovo pokazuje, jer dobiveni rezultat ovisi o
izboru broja k, da ( %nn( )f(x, y) ne moze postojati.
z,y)—(0,0

4. Za x = 0 ocito je linbf(O,y) =0;zay =kr, keR ,lir%f(x,km) =
y*) xTr—

ka®

il_r)% m = aljli}l}) m = (. Stavimo 117 medutim, Yy = .’172 dobi-

197
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1

vamo ill% fz,2%) = hn%) 5,4~ 3" Ovo pokazuje da (z,y%iLn(0,0) f(z,y) ne

postoji i zato f ima prekid u (0, 0).

. Ne.

4

. Oba uzastopna limesa su o¢igledno 0 pa zbog hm flz,z) = hn}) % =1
-0z

ne moze postojati lim T
jati lim fz,y).

Ocito lir% flz,y), lir% f(z,y) ne postoje; s druge strane je 0 < |f(z,y)|=
r— y—

|(x + y)|| sin % sin 1| <|z| + |y| iz ¢ega slijedi  lim  f(x,y) = 0.

Y (z,y)—(0,0)
. Zae >0 36> 0 tako da ||(z, y)H < d = |g(z,y)] < e Kako je zbog
20zy| < 2% +y® to je |7z | < 5 paimamo [|(@,y)] < 6 = |f(z,y)| =
lg(x,y |w‘{f&’?|/2 < 16 <6, zato je f neprekidna-u (0,0).

23
. Kako je hm f(z,0) = hrn = 0, jedina moguénost za definirati f u tocki
0 x2

(0,0) tako da f (eventualno) bude neprekldna u (0,0) je 0 Sada imamo
< = i i

0 < [f(2,y)=f(0.0)=|f (2. 9)| =gzl =17 5 yx2+ 7| < lel+yl,

Sto pokazuje da je f zaista meprekidna u (0,0) stavimo 1i f(0,0) = 0.

U ostalim tockama neprekidnost je ocita.

Drugi nacin: Koristeéi polarne koordinate imamo ( %Hn( : flz,y) =
x,y)—(0,0

r3(cos® p —sin® ) 0

hm flrcosp,rsing) = h_)r% 2
Treba dokazati da je f i homogena funkcija. Fiksirajmo z € R". Iz
fla+y) = flx)+ f(y), Vz,y € R™ dobivamo najprije f(0) = 0 stavimo li
z =y =0. Jednakost f(nz)=nf(x), Vn € N dokazujemo indukcijom:

Baza indukcije je trivijalna, a iz pretpostavke da tvrdnja vrijedi za n € N
imamo f((n+1)x) = f(nz)+ f(x) = nf(z)+ f(z) = (n+1) f(x). Odavde
sada slijedi i relacija f(zz) = zf(x) za svaki negativni cijeli broj z (jer
iz aditivnosti funkcije f i ¢injenice f(0) = 0, imamo f(—y) = —f(y),
Vy € R"). Neka jer = = € Q m € Z, n € N. Tada je nf(rz) =
f(mz) = mf(x) = f(rz) = rf(z). Preostaje dokazati f(txz) = tf(z) za
proizvoljan iracionalan broj ¢t. Stavimo t = liin rg ;T € Q. Odavde je tz =
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

lilgn ripx 1 zbog neprekidnosti funkcije f slijedi f(tz) = lilgn flrgz). Prema
prethodnom je f(ripx) = rif(z), Vk € N; dakle f(tx) = lilgn ref(z) = tx.

Neka je (2, f(xx)) niz tocaka u T'(f) i neka je (xo,y0) = HIzn(xk, f(xr)).
Posebno, zg = liin xy, a zbog neprekidnosti funkcije f je f(xg) = hin f(zg).

Zbog jedinstvenosti limesa je yo = f(xo), tj. (zo,y0) € T'(f); dakle skup
T(f) je zatvoren.

Neka su (21, f(21)), (x2, f(x2)) € T'(f), x1 < x2. Preslikavanje ¢: [0,1] —
L(f), o(t) = (x1 + t(z2 — z1), f(x1 + t(z2 — z1))) predstavlja put u I'(f)
koji spaja zadane tocke i zato je skup I'(f) povezan. Opéenito, medutim,
to ne mozemo postiéi poligonalnom linijom (to je moguée jedino u sluc¢aju
kad je f po dijelovima linearna funkcija.)

Dokazimo jedinu netrivijalnu tvrdnju: K C R je povezan = K je konvek-
san.

Uzmimo z1,z2 € K, 11 < x5 1 pretpostavimo da postoji t € (0,1) takav
da z =z, +t(z2 — 1) ¢ K. No tada su skupovi Vi = K N (—o0,z), Vo =
K N (z,4+00) neprazni, disjunktni i otvoreni u K te vrijedi K = V; U V5.
To je kontradikcija s povezanoséu skupa K.

Na temelju prethodnog zadatka pokazuje se da je svaki povezan skup K C
R jednog od sljedeéih oblika:

(Da {a’}v <a7 b>7 <a7 b]a [av b>7 [aa b]ﬂ <7OO, CL>, <7OO, CLL <CL, +OO>, [CL, +OO>7 R.

Pretpostavimo da je f: R?> — R neprekidna injekcija. Tada je i skup
f(R?) povezan (dokazite!). Neka je ty, unutrasnja tocka skupa f(R?) i
Py € R? odabrana tako da vrijedi f(Py) = to. Skup R?\{Py} je jos uvijek
povezan; morao bi zato i f(R?\ {Py}) = f(R?) \ {to} biti povezan, no to
je nemoguce (usporedite s prethodnim zadatkom).

OgraniGenost je ocigledna. Dokazimo zatvorenost: neka je (Pj) niz u S i
Py = liin Py;.. Zbog neprekidnosti norme sada je | Pyl = liin |1P:] =1 =

Pyes.
Pretpostavimo da skup K C R™ ima navedeno svojstvo. Kako || || kao

neprekidna funkcija dostize svoj maksimum na K to je K oc¢ito ogranicen.
Uzmimo sada niz (Py) u K i pretpostavimo Py = liin P;,. Funkcija f(P) =
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18.

19.

21.

22.

23.
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|IP — Pyl je neprekidna, a zbog ||Pr — Fo|| — 0 vrijedi Jrjnilr% f(P) =0.
€

Postoji dakle Qo € K sa svojstvom f(Qo) = 0. To znaéi ||Qo — Pyl = 0,
tj. Qo = Py i konac¢no, P, € K.

Da! Dokazite i analognu tvrdnju s minimumom!

Pretpostavimo suprotno: Py # li’£n Py. To znaci: (Je > 0) (Vko € N)

(3k > ko) tako da je || Py — Po|| > €. Ovo omogucuje induktivnu konstruk-
ciju podniza Py, koji se ¢itav nalazi u K \ K(Py,¢€). Zbog kompaktnosti
skupa K ovaj podniz ima bar jedno gomiliste g, a iz konstrukcije vidimo
da je Qo # Py. No Qg je i gomiliste polaznog niza. Kontradikcija.

Lako se provjerava da zadana familija otvorenih skupova u N*° zadovoljava
aksiome topoloskog prostora, takoder je ocito da je prostor N> kompaktan
(tj. ima svojstvo iz Teorema 5.7).

Uzmimo sada neprekidnu funkciju f: N* — R i promotrimo neprekidnost
u tocki co (u tockama skupa N neprekidnost je ionako trivijalna): Ve > 0
postoji otvoren skup V' C N> takav da jeco € Vin €V = |f(n) —
f(o0)| < e. Kako je co € V po definiciji je skup N*° \ V' konac¢an; neka je
no = max(N>°\ V). No tada n> ng = n € V izato je |f(n) — f(oc0)] <&
§to upravo znaci da niz f(n) konvergira k tocki f(oo).

Prema prethodnom zadatku funkeija d( P, K) je neprekidna pa dostize svoj
minimum na kompaktnom skupu K.

Pretpostavimo davrijedi d(A, B) = 0. Zbog kompaktnosti skupa A Jag €
A tako da vrijedi 0 = d(A4, B) = d(aop, B) = inf{|lag — b|| : b € B}. Odavde
vidimo da Vk € N. 3b;, € B tako da vrijedi ||ag — by < % = a9 = lillgn by,

a zbog zatvorenosti skupa B tada je ag € B = AN B # (). Kontradikcija.

Uoc¢imo npr. skupove A = {(x,0) : x € R} i B = {(x,€e”) : € R}. To su
disjunktni zatvoreni skupovi, ali je ipak d(A, B) = 0. Provjerite!

Zadani niz konvergira po tockama k funkeiji f : [0,1] — R definiranoj

0 z2a t<1
s f(t) = { 1 za t=1
funkcija takoder neprekidna funkcija (Teorem 4.16 i Napomena 4.3) vidi-
mo da nasa konvergencija ne moze biti uniformna.

Kako je uniformni limes niza neprekidnih



RJESENJA ZADATAKA 201

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Neka vrijedi mjz|| < |jz|" < M|z||, Yz € X, neka su d,d" inducirane
metrike na X. Uzmimo kuglu Ky (2o, 7); tvrdimo da je tada Kg4(zo, 17) €
Kg(xo,7). Naime, za x € Kq(xo, 57) imamo ||z — xol|’ < M|z — x0] <
My =1 = x € Kg(xg,r). Obratna tvrdnja slijedi zbog simetrije (jer
vrijedi ||z < L ||z|/’, V2 € X). Time je prva tvrdnja dokazana, a preostale

—_ m

dvije su njezine neposredne posljedice.

[Ploc < [[Pll2 < VAllPlloo, IIPlloc < IIPllt < nl[Plloc, IPllz < [Pll1 <
V/n||P||2, VP € R"™. Provjerite!

Zbog zadatka 25 dovoljno je dokazati da je proizvoljna norma || || na R™
ekvivalentna euklidskoj normi || ||2. Neka je {eq,...,e,} kanonska baza u

R™, M = max leill, P =(x1,....xn) = inei € R”. Sada je

i=1
1Pl = 1) wiesl < Y fail lleall < M |Plus Myn)|Pll2. (+)
i=1 i=1

Za dokaz druge nejednakosti uzmimo jediniénu sferu S = {P € R" :
|P|l2 = 1}. Tvrdimo da 3Im > 0 tako da vrijedi ||P| > m, VP € S.
Pretpostavimo suprotno; tada Vk € N 3P, € S sa svojstvom || P < 1.
Zbog kompaktnosti skupa S (zadatak 15) niz Py ima konvergentan podniz
Py u euklidskoj normi; neka je Py njegov limes. Dakle, || Py, — Po|l2 — 0,
a zbog zatvorenosti sfere vrijedi ||Pyl|l2 = 1. S druge strane, relacija (x)
pokazuje da je || || : (R",ds) — R neprekidna funkcija pa slijedi || Pyl =
1i£n |1 Pr.|| =0 = Py =0, a to proturjeci s ||Py|l2 = 1. Time je dokazano

da vrijedi ||P|| > m, VP € S. Konac¢no, za @ € R", @ # 0, imamo
& €5 = ISl 2m = Q] = mlQle,

7]
Neka je dim X = n, neka je T: R™ — X bilo koji izomorfizam vektor-
skih prostora. < Ako je || || proizvoljna norma na X onda je formulom

|IP|lr :=||T(P)|| definirana norma na R™. Tvrdnja sada slijedi iz pret-
hodnog zadatka.

n n 1
Daljnje su moguénosti npr. | Ally = Y |ai; i [Alla = (> of)*.

ij=1 ij=1

Implikacija (a) = (b) je trivijalna. Dokazimo sada (b) = (c¢): Za e =
136 > 0 tako da [jz]| < 6 = [[Az| < 1. Ako je z € R",z # 0, onda je
18721l < 81 7ato je [|AG ] < 1= | Az] < 1]all

Bl

Implikacija (¢) = (a) dokazana je u Korolaru 2.22
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32.

33.
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(a) = (b): Operator A~! je ogranicen pa postoji M > 0 takav da vrijedi

|A=Y(Az)|| < M||Az||, Vo € R™; odavde slijedi tvrdnja (b) uzmemo li

5= .
M

(b) = (a): Direktno iz (b) vidi se da A ima trivijalnu jezgru i zato je

regularan.

Zax € R", ||Axz—Aoz| < ||Ax— Ao| ||z||; to dokazuje implikaciju (a) =
(b). Pretpostavimo (b), fiksirajmo x,y € R™; tada koriste¢i Cauchyevu ne-
jednakost imamo |(Agzly) — (Azly)| = [(Axz — Azly)| < [[Arz — Az|| [ly||
a ovo dokazuje tvrdnju (c).

(¢) = (a): Neka su Ag = (o), Ay = (afj), matri¢ni zapisi zadanih ope-
ratora u kanonskim bazama {es,...,e,} CR"™, {f1,..., fim} C R™. Uocimo
da vrijedi afj = (Arejlfi) Vi, j, Yk € NU {0}. Sada pretpostavka (c)
direktno daje tvrdnju ||Ar — Ao|lec — 0 (uocite da smo slobodni u izboru
norme na prostoru Hom(R"™, R™); to nam omoguéuju tvrdnje zadataka 26
i 29).

POGLAVLIJE 2

§8

1.

01f(0,0) = E%w =0 = 02f(0,0); s druge strane f ocito

nije ogranic¢ena niti u jednoj okolini tocke (0,0), pogotovo nije ni nepre-
kidna, niti diferencijabilna u (0, 0).

. T ovdje je 01f(0,0) = 02f(0,0) = 0, ali f ima prekid u (0,0) zbog

1
. 2 _ -+
lim (2%, 2)= 5 #0.

. 01f(0,0) = 92£(0,0) = 0, aza V = (a,b), a,b # 0 imamo Jy f(0,0) =

_f@V) — (o, 1 tPab? ab® e
}LI% % — %E% . a1 1) =2 e Funkcija f je ocito i
neprekidna u (0,0), ali ipak nije diferencijabilna u (0,0) jer nije ispunjen
nuzdan uvjet diferencijabilnosti dy f(0,0) = Df(0,0)(V), VV € R? (naime
nul-funkcional je jedini kandidat za diferencijal od f u (0,0), a on gornju
formulu ne zadovoljava).
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10.

11.

12.

. Ocito je lim
t—0

. Funkcije p1(z,y) = x i p2(x,y) = y su linearni funkcionali, zato su di-

ferencijabilne na R2. Zato je i f diferencijabilna na R? jer je nastala
zbrajanjem, mnozenjem i komponiranjem diferencijabilnih funkcija.
O f(x0,y0) = 2xoyo + Yoe v, Baf (x0,yo) = § + Toe™¥, V(xz0,y) € R2

. Svugdje osim u (0, 0).

. Da. Zbog lim f(z,y,2) = 0 moramo staviti f(0,0,0) = 0; time

(2,y,2)—(0,0,0)
smo f neprekidno progirili na cijeli R®. Zbog 9;f(0,0,0) =0, i = 1,2,3
jedini kandidat za diferencijal od f u (0,0,0) je nul-funkcional n. Za
f(H)*f(Oij?l»O)*n(H)

H = daje li
(z,y, 2) sada je i

2,22
H—(0,0,0) (22 + y2 + 22)\/2? + y2 + 22

i zato je Df(0,0,0) = n.

= lim f(xo+t,y0)—=F(x0,y0)
t—0 t ’

f(yo,z0+%) = f(y0,%0)
t

. Lako se vidi da je diferencijal od f u (0,0) nul-funkcional. Medutim, f

nije diferencijabilna niti u jednoj drugoj tocki koja lezi na koordinatnim
osima jer ne postoji 01 f(0,b) niti da f(a,0) za a,b # 0.

. Kako su sve norme na R? ekvivalentne to postoji broj m > 0 takav da je

[f(@ )l < (=] + [y[)2 = @y < m|(z,y)]? Y(z,y) € R%. Sada je
jasno da je f diferencijabilna u (0,0); Df(0,0) = n (nul- funkcional).

f je diferencijabilna samo u (0, 0); u svim ostalim tockama ¢ak ima prekid.

=0, za

Treba pékzats ,?mo (AP0 + H) | P + H) [I;[?Po | Po) —2(APy | H)
sve Py € R™ Uoc¢imo da je funkcija g: R" — R"™, g(P) = AP linearan
operator; zato postoji broj m > 0 takav da je |AP|| < m]|/P|, VP €
R™. Osim toga, zbog simetri¢nosti matrice A vrijedi (AU | V) = (U |

AV), VU,V € R"™. Sada je: ﬁ|(A(PO +H)| Py+H)— (AP | Py) —

AAPy | H)| = 1| (AH | Po) + (AH | H) — (AP | H)| = IGHIIL <
il ARNIE] < ml|H] 0.

To je prethodni zadatak s jedini¢cnom matricom umjesto matrice A.
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16.
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Ocito je g = sin o g o f pri ¢emu je ¢ funkcija iz prethodnog zadatka.
Zato je g kao kompozicija diferencijabilnih funkcija i sama diferencijabil-
na. Prema Teoremu o diferencijalu kompozicije, dobivamo Dg(Py)(P) =

2(Df(Po)(P) | f(Po)) cos(f(Fo) | f(Fo))-

Neka je h: R™ — R funkcija definirana s h(V) = (V' | T). Ocigledno
je h linearni funkcional te vrijedi ¢ = h o f. Preostaje ponovo primijeniti
Teorem o kompoziciji diferencijabilnih funkcija.

Propozicija 8.2 sugerira da bi diferencijal funkcije f - g u tocki Py mogao

biti linearni funkcional I(P) = g(Py)D f(FPy)(P). Zaista,

(r(H)| = |f(Po + H)g(Po + H) — F(Po)g(Py) — g(Po) D (Po) (H)| =

(presutno ¢emo koristiti ¢injenicu f(Fp) = 0)

= lg(Po+ H)(f(Po+H) = Df(Po)(H))+ (9(FPo+ H) — g(Py)) D f (Po) (H)|

< [f(Po+ H) — f(Po) = Df(FPo)(H)| lg(Po + H)| + D f(Po)(H)| lg(Po +
. . . T

H) — g(Py)]. Sada je jasno da je 151210 1]

li definiciju diferencijala, ogranic¢enost operatora D f(Fy), te ¢injenicu da

zbog neprekidnosti funkcije g vrijedi g(Pp) = Igiglog(Po + H)).

= 0 (ovdje smo iskoristi-

Analogno prethodnom ra¢unu, pokazuje se da vrijedi
Dh(FPo)(P) =(Df(Fo)(P) | 9(Fo)).

Funkcija g(P) = ||f(P)|? je diferencijabilna na R", kako je i ona kons-
tanta, vrijedi Dg(FPy)(P) = 0,VFy, P. S druge strane, prema zadatku 12,
imamo Dg(Fo)(P) = 2(f(Bo) 1D (Po)(P)), P, P.

Neka je p > 0. Definiramo li preslikavanje p: R — R? formulom p(t) =
(pcost, psint) dovoljno je pokazati da je f o p konstanta, odnosno da je
(fop)(t) =0,Yt €R. Sada je (usporedite sa zadatkom 27)

(fop)(t)= (Vf(pt)|p'(t)) = prema uvjetu zadatka =
= A(p(t) | p'(t)) = Ap*(cost(—sint) +sintcost) = 0.

Kao u prethodnom zadatku za p > 0 definira se funkcija s: R? — R3
formulom s(¢, 1) = (pcoscosp, pcostysinp, psiney). Sad je dovoljno
pokazati da je D(f o s)(p,9) =0, V(p, ) a to izlazi direktno iz pretpos-
tavke na funkciju f.

cosp sing

Stavimo p(r,¢) = (rcosp,rsing). Sada je (f op)(r,p) = (Ga=r, n=r)-
Zato je (uvedemo li za Jacobijan funkcije oznaku J) J(f o p)(r,p) =
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21.

22.

23.

24.

25.

(1—n)cosp —sinp

det (1- ;"L’)Lsin@ ggs_; = :2:—311 Preostaje primijeniti Binet!-Cauchyev
rn rn—1

teorem: J f(x ;n
flz,y) = SR

Stavimo Df(0) = A i definirajmo funkciju g: R” — R, g(P) = f(P) —
f(0). Sada je i g parna funkcija te vrijedi g(0) = 01 Dg(0) = A. Neka je
e > 0. Po definiciji diferencijala 36 > 0 tako da 0 < ||[H|| < = |g(H) —
AH| < ¢|H||. Osim toga, 0 < [[H|| <& = [g(—H) — A(~H)| = |g(H) +
AH| < ¢||H|| (jer je i || — H|| < §). Uvazimo li obje ove relacije imamo:
0 < | H|| < 6 = 2| AH| = [2AH]| = |g(H) + AH — (g(H) — AH)| < 2| H]|.
To znaci: 0 < ||H|| < § = |AH| < ¢||H||. Uzmimo sada proizvoljan
vektor H # 0. Zbog ||(5HHII || < § vrijedi |A5”HH| < €||(5HH” I, odnosno
|AH| < e||H||. Zato, po definiciji norme operatora ||A]| < &, a zbog
proizvoljnosti broja ¢, slijedi ||A|| = 0. A je dakle nul-funkcional.

Ocito je f(0) =0. ZaV = (z1, ... ,zy,) # 0imamo OV f(0) = }iné @ =
f(V). Posebno je 6‘if(0) = f(e;). Kona¢no, kako je f diferencijabilna u 0,
vrijedi dy f(0 28 f(0)x;, odnesno f(V ZL e;)

=1

Neka je t # 01 P € R™. Sada je 9;f(tP) = hmM -

S

lim LEPH/De)) = (EP) Ly, p FP+(s/De)=F(P) _
s—0 S s—0
f(P+(s/t)ea) = F(P) -
o i [ = wi0,4(P).

Zbog otvorenosti skupa ) postoji interval I C R takav da je 1 € [ i
tPy € Q, Vt € [ (Provjerite!). Definirajmo preslikavanja h(t) = tPp i
g = foh, gt) = f(tPy) = t7 f(Py). Sadaje g'(t) = ptv~" f(Py), posebno je
Dg(1)(s) = g¢'(1)(s) = psf(Fo). S druge strane po Teoremu o diferencijalu
komporzicije vrijedi (uocite da je h linearna funkeija)

Dg(1)(s) = D (h(1))(Dh(1)(s)) = D (Po)(h(s)) = Df (Py)(sPo) =
sDf(Py)(Py). Usporedivanjem za s = 1 slijedi pf(Py) = Df(Po)(Po).

Ponovo odaberimo interval I C R takav da je 1 € I i tPy € I,Vt € I.

Sad se definira funkcija g(t) = @. Sliéno kao u prethodnom zadatku

1Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856), francuski matematicar i astronom
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pokaze se da je ¢'(t) = 0, Vt € I; zato je g konstanta, g(t) = g(1), Vt, to
jest f(tPo) = ().

Neka je A = Df(Py) i B = Dg(Py). Definirajmo linearan operator
(A,B): R* — R™ x R* formulom (A, B)(P) = (AP, BP). Sad se po-
kazje da je D(f,g)(Py) = (A, B).

Za dokaz obratne tvrdnje dovoljno je uzeti linearne operatore p; : R™+F —
R™, p1(P,Q) = Pipy: R™F — RF po(P,Q) = @ i uociti da vrijedi
pi(f,9) = f,p2(f.9) =9

Tvrdnja slijedi iz prethodnog zadatka i ¢injenice da je funkcija jedne vari-
jable diferencijabilna ako i samo ako je derivabilna. Jacobijeva matrica od
f u xg upravo je derivacija funkeije f: (fi(zo), f5(z0)): Analogna tvrdnja
vrijedi i za funkcije R — R™.

Po definiciji derivacije u smjeru, promjena funkcije iz tocke Py u smjeru
vektora V dana je s Oy f(Py) = (Vf(Po) | V). Kako je |[(Vf(FPy) | V)| <
IVF(P)|l IV I, a jednakost se postize ako i samo ako su vektori kolinearni,
slijedi da funkcija najbrze raste u smjeru vektora V f(FPp), a najbrze pada
u suprotnom smjeru.

U smjeru pozitivnog dijela z-osi:

. Dovoljno je funkciju promatrati u gornjoj poluravnini i to samo u tockama

parabole y = x2. Za y > 2% imamo 0, f(r,y) = —2z,02f(z,y) = 1. Ako
je 0 < y < a2 wrijedi 01 f(z,y) = —ii;,agf(x,y) = i—g — 1. U tockama
parabole moramo parcijalne derivacije racunati po definiciji (imajuéi u
vidu razli¢ito djelovanje funkcije iznad, odnosno ispod parabole). Dobiva
se O1f(z,2%) = —2x, 05 f (v, 2%) = 1, Yz € R. Odavde je o¢ito da Df ima
prekid u (0,0).

Kako je 91 f(0,0) =01 01 f(z,y) = % za (z,y) # (0,0), te D2 f(0,0) =
—1i0sf(x,y) = % za (z,y) # (0,0) vidimo da je 020, f(0,0) = 0
dok 9102f(0,0) ne postoji.
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3.

10.

Ne. Da bismo funkciju neprekidno prosirili na ¢itav R2, moramo staviti
£(0,0) = 0. No sada racunom izlazi 920, f(0,0) = —11 0102f(0,0) = 1 pa
zbog Schwarzovog teorema ovako prosirena funkcija f nije klase C2.

Kako su prema pretpostavci 9;0; f neprekidne funkcije Vi, j to je Vi, 0;f
diferencijabilna funkcija na R™. Jer je f homogena stupnja 2, prema
zadatku 2.23, slijedi da je 9;f homogena (stupnja 1) funkcija Vi. Sad je,
prema zadatku 2.22, 9; f linearan funkcional Vi. Stavimo 9, f(P) = a;1x1+
oot iy, VP € R™. Zato je Df(P)(H) = Z hzazf(P) = Z aijxjhi.
i=1 ij=1
Definirajmo sad funkciju : R™ — R formulom g(P) = (AP | P) pri ¢emu je
A matrica s elementima %aij. Zbog Schwarzovog teorema A je simetri¢na
i zato je, prema zadatku 2.11, Dg(P)(H) = 2(AP | H) = Df(P)(H),
VP,H € R". Odavde slijedi da je f — g konstanta. No, ¢g(0) = 0 po
definiciji, a f(0) = 0 zbog homogenosti, i zato je f =g.
3z +3y+22—-8=0.
y—2+1=0.

Treba naéi tocke u kojima su vektori Vf(z,y,z) i (1,4,6) kolinearni.
Rjesenje: (1,2,2) 1 (—1,-2,=2).

Jednadzba tangencijalne ravnine u proizvoljnoj tocki je

Yo, o Yo N A
(SO(.’EQ) .’Eoﬁp <x0))x+¢ (xo)y i 0

i zato je njezina udaljenost od ishodista 0.

Iz uvjeta zadatka dobivamo sljededi sistem jednadzbi:
z? + (y—a)? + 22 = 3
(x—1)2 + y? + 22 =1
zz—1) + yly—a) + 22 = 0.

Rjesenje: a? = 3.
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. f(0,0) = 0, 02f(0,0) = 1. Primjenom Teorema o implicitnoj funkci-

ji dobivamo funkciju ¢ definiranu u okolini 0 sa svojstvima ¢(0) = 0,
flz,o(x)) =0, ¢'(x) = \/:7 Ocito, ¢(x) = arcsin(—x).

Za |z| < 3 dobivamo yi,ys sa svojstvom f(zg,y;) = 0,7 = 1,2, y1 <0,
y2 > 0. Pritom je O2(xo,y;) = % # 0. Preostaje primijeniti Teorem o
implicitnoj funkciji.

Fiksirajmo proizvoljan xy i definirajmo funkciju g: R — R formulom

g(y) = f(zo,y). Kako je g strogo rastuéa funkcija (¢'(y) = 3y* + 322 +

3 > 0), te vrijedi lim g¢(y) = —oo, lim g(y) = oo vidimo da pos-
y——00 y—00

toji jedinstven yo sa svojstvom g(yo) = 0, tj. f(xo,y0) = 0. Zato sad
mozemo definirati funkeciju p: R — R formulom ¢(z¢) = yo. Pritom
je f(z,¢(x)) = 0,Vz. Diferencijabilnost funkeije ¢ slijedi iz Teorema o
implicitnoj funkciji.

. Kao i u prethodnom zadatku vidimo da za svaki zy > 0 postoji jedin-

stvena tocka yog > 0 sa svojstvom f(zg,yo) = 0, time smo dobili funkciju
¢: RT — RT sa svojstvom f(z,¢(z)) =0,Vz > 0. Primjenom Teorema o
implicitnoj funkciji dobivamo ¢'(x) = —%. Odavde slijedi da
je jedina kritiéna tocka xo = y/e.. Lako se vidi da je ¢”(x0) < 0 pa p u zg
ima lokalni maksimum.

Definirajmo funkciju f: R* — R formulom f(z,y,2) = = +y + 2z —
e~ (@+y+2) fiksirajmo tocku (zg,0) i stavimo z¢ 4+ yo = a. Sad je lagano
vidjeti da postoji i jedinstvena je tocka zy sa svojstvom e %0 = e%(zg +a).
To pokazuje da postoji funkcija g: R? — R takva da je f(z,y,9(z,y)) =
0, V(z,y) € R% Teorem o implicitnoj funkciji primjenjiv je u svakoj tocki
(z,y,9(z,y)). Posebno, slijedi Dg(z,y) = [-1,—1], V(z,y). Odavde je
g(z,y) = —x — y + ¢ pri ¢emu je ¢ € R konstanta za koju vrijedi ¢ = e~¢.
Fiksirajmo zg # 0; bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti zg > 0.
Prema Teoremu srednje vrijednosti, Yy postoji a € (0,1) sa svojstvom
flzo +y) — fly) = zof'(y + axg). Sada je zbog pretpostavke na f/,
yEer (fmo+y)—f(y) =—oci ylggo (f(zo+y)— f(y)) = 0. Konatno,

uvedemo li funkciju g(y) = f(xo+y) — f(y) vidimo da je g strogo rastuéa
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i kako g raste od —oo do oo slijedi da postoji jedinstvena tocka yg sa svoj-
stvom g(yo) = f(zo + yo) — f(yo) = f(xp). Preostaje primijeniti Teorem
o implicitnoj funkciji.

Interpretiramo li problem u terminima linearne algebre vidimo da za sva-
ki x treba naéi y sa svojstvom Asy = —Ajx. Ovaj sistem linearnih jed-
nadzbi je Cramerov jer je matrica A, prema pretpostavci regularna. Zato
za svaki x imamo jedinstveno rjeSenje i ono je dano s y = —A;l(Alx).
Posebno, —A5 1Ay je linearan operator i stoga je sam svoj diferencijal u
svakoj tocki.

Definirajmo funkciju f: R?® — R? formulom
flz,y,2) = (2" + (@ + 2)y° = 3,2 + 224 32)y° = 6).

U proizvoljnoj tocki (z,y,z) Jacobijan parcijalnog diferencijala po vari-
jablama y, z iznosi

3(z + 2)y? 3
det D2f(x7ya Z) = 352% + ;)yz)y2 333 = 3Iy5

Preostaje uociti da tocke oblika (0,y,2) 1 (2,0, z) ne mogu biti rjesenja
zadanog sistema jednadzbi, te u svakoj tocki koja predstavlja rjeSenje ovog
sistema primijeniti Teorem o implicitnoj funkciji.

Rjesenje mozemo traziti npr. u obliku (z,0,0,v). Tada mora biti v —
sin(cosv) = 0, a lako se vidi da je to mogucée posti¢i. Jacobijan parcijal-
nog diferencijala po varijablama u, v ovdje ¢e biti —e™° cos vy $to ne moze
biti 0 u nul-tocki (zg, Yo, wo, vo)-

. Zaxz #0je f'(z) = 14+4xsin L +2cos 1, dok je f/(0) = 1. Odavde je jasno

da f’ ima prekid u 0. S druge strane, za f ne vrijedi tvrdnja Teorema o
inverznoj funkciji u tocki 0 jer f nije injekcija niti u jednoj okolini nule.

Jacobijan funkcije f u proizvoljnoj tocki (z,y) iznosi sin(y — x). Zato je f
lokalni difeomorfizam u svim tockama koje nisu oblika (z,x + k), k € Z.
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. Jacobijan ove funkcije u svakoj tocki iznosi 1, zato je ona lokalni difeomor-

fizam u svakoj tocki. Medutim, f nije globalni difeomorfizam jer nije niti
injekcija.

. Jacobijan funkcije f u tocki (z,y, 2) iznosi 2zyz i zato je f lokalni dife-

omorfizam u svim to¢kama izvan koordinatnih ravnina. Primjenom Binet-
Cauchyevog teorema slijedi Jf~1(f(z,y,2)) =

1
2zyz”

. Kriti¢ne tocke su (v/2, —v/2), (—=v/2,v/2) i (0,0). Kako je

iV VD = a-Vave = | 7 =] Ty G

vidimo da f u prve dvije tocke ima lokalni minimum, dok za tocku (0, 0)
jos nemamo odluku. Medutim, £(0,0). = 0, f(z,2) = 2* > 0 za © # 0,
f(z,—z) = 22%(2* — 4) < 0 za |z| < 2 §to pokazuje da je (0,0) sedlasta
tocka za f.

. Jedina kriti¢na tocka je (0,0,0) i to je lokalni minimum za f.

Kritiéne tocke su (—4, —2)1(0,0). Hf(—4,-2) = 6™ 8e™ .
' ’ e ’ 872 —12e72 |’

Zato je (—4,—2) toctka lokalnog maksimuma za f. S druge strane ima-

mo Hf(0,0) = g _2 Sto pokazuje da je pripadna kvadratna forma

indefinitna, dakle (0,0) je sedlasta tocka za f.

. Za k € R, k # 0 restrikcija funkcije f na pravac y = kz je fp(z) =

3zt — dka® +k*2? . Kako je f1.(0) = 0, f//(0) = 2k* > 0 slijedi da je 0
lokalni minimum za f;. To je takoder istina (oc¢ito) i za pravac z = 0.
Medutim; zbog f£(0,0) = 0, f(z,y) > 0 za y > 322 i f(z,y) < 0 za
2% <y < 322 jasno je da (0,0) nije tocka lokalnog minimuma za f.

. Definirajmo funkciju f: R"® — R formulom f(P) = (AP | P). Kako je f

neprekidna funkcija, a jedini¢na sfera S = {P € R : |P||? = 1} C R"
kompaktan skup, mora f na S dostizati minimum i maksimum. Ako
je Py tocka ekstrema za f na S, onda je Vf(Py) = Ag(P) pri ¢emu
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je g(P) = ||P||?, a X neki skalar. To znaci (vidite zadatak 2.11) da je
2APy = 2A\Py, dakle, Py je svojstveni vektor matrice A za svojstvenu
vrijednost A.

6. Jasno je iz geometrijskih razloga da ovdje postoji (globalni) minimum

dok maksimuma nema. Ozna¢imo s n = (A, B, C) vektor normale zadane
—-AD —-BD —-CD
)27 fln)l2 7 [In]2
to trazeni minimum. Minimalna udaljenost je 3

ravnine. Jedina kriti¢na tocka ovdje je ( ) i zato je upravo

7. Lagrangeova funkcija ovdje je L(x,y,z,\) = ax + by + cz — (2% + 32 +
22 —1). Uz oznaku V = (a, b, ¢) jedine kriti¢ne tocke ovdje su V; = HVH
iVo= IVH Kako je nasa funkcija neprekidna, a skup S definiran uvjetom
(jedini¢na sfera) kompaktan, f na S mora imati ¢ak globalni minimum i
maksimum i te se tocke moraju pojaviti kao rjeSenja Lagrangeovog sistema
jednadzbi. Zato (usporedivanjem) slijedi f(Vi) < f(P) < f(Va), VP € S.
To pokazuje da je |f(P)| = |(P|V)| < |f(Va)[ = |[V]|, VP € S. Konatno,
zaT € R? T # 0 imamo P = 7 € S paje (| V) < V] = [(T |
I ITIIV-

8. Dovoljno je promatrati samo prvikvadrant. Jasno je da nas problem nema
maksimuma. Ako se toc¢ka T na elipsi priblizava jednoj od koordinatnih
osi jedna kateta promatranog trokuta tezi u +oo dok je druga odozdo

ogranicena.
Uvjetna jednadzba tangente na elipsu % + ﬁ = 1 u tocki (z,y) glasi
o+ =1, SJGCISta s koordinatnim osima su (0, %) i (%,O) i trazena

povrsma iznosi 5 2b2 1 . Zanemarimo li pozitivhu konstantu, trebamo

promatrati funkcuu f(sc, y) = ﬁ na skupu S = {(x,y) : 332—&—% =1,z,y >
0}. Praktiénije je, medutim, promatrati funkciju f(z,y) = zy na skupu
S = {(z,y) : 2*+ yff = 1,z,y > 0}. Funkcija f dostiZe minimum i
maksimum na S jer je ovaj skup kompaktan, posebno, maksimum upravo
u tocki gdje je minimum za f (a minimum od f je 0 i dostize se u tockama
(1,0) i (0,2)). Jedina preostala kriticna tocka je (%, %) i zato je to
trazeno rjeSenje u prvom kvadrantu.

9. Zadani skup je kompaktan, a funkcija neprekidna, pa postoji i mini-
mum i maksimum. Pritom je minimum 0 i dostize se u svakoj tocki ¢ija
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bar jedna koordinata je 0. Jedino preostalo rjesenje Lagrangeovog siste-
ma je (£,...,%) i zato je to maksimum. Vrijedi dakle zy---z, < £

noct = pno

V(x1,... an) €8, t). /a1 @n < € =Lz 4+ +ap).

Sliéno kao u zadatku 8. vidimo da ovdje neée biti maksimuma. Jedini
‘kriticni pravac’ ovdje je 5= + 57 = 1, a pripadna povrsina iznosi 2ab. Sad
prethodni zadatak pokazuje da je ovo minimum. Naime, svaki drugi pravac
s trazenim svojstvom ima jednadzbu 2 + ¥ = 1, pri ¢emu je 2 + g =1,a

pripadna povrsina je %d. Konaéno, %9 < %(% + %) = % = 2ab < %d.

Minimuma nema, a maksimum (globalni) dobivamo za trokut s katetama
12

a="b= Yok

Skup S definiran uvjetima je kompaktan pa ¢e fma S imati i minimum

i maksimum. Gradijenti uvjetnih funkcija su linearno nezavisni u sva-

koj tocki iz S. Primjenom Teorema B dobivamo dvije kriticne tocke:

(0,—v/2,1) i (0,4/2,1). U prvoj od njih se destize minimum, a u drugoj

maksimum.

Rije¢ je o kvadratu udaljenosti od z-0si tocaka skupa S = {(x,y,z2) :
z=0,22 — (y —1)> = 0} i lako se vidi da se minimum dostize u tocki
(0,1,0). Ovdje medutim ne mozemo primijeniti Teorem B, jer za funkciju
g(x,y,z) = 2? + (y - 1)3 Vrijedi Vg(x,y,z) = (033(11/ - 1)2722)» pa su
gradijenti uvjetnih funkcija linearno zavisni u svakoj tocki skupa S.

Promatrat ¢emo kvadrat udaljenosti od y-osi. Lagrangeova funkcija je
L(z,y, 2, \ ) =2 + 2% = N222 + 9> —4) — p(x +y + 2).

Kritiéne tocke su (1, V2, -1+ \/i), (-1, V2,1 — ﬂ), (1, V2, -1 — \@)
i(—1,—v2, 1+ \/5) Zbog neprekidnosti funkcije i kompaktnosti skupa
zadanog uvjetima, moramo dobiti i minimum i maksimum i oni se moraju
na¢i medu gornjim tockama. Usporedivanjem slijedi da u prve dvije tocke
imamo minimum, a u preostale dvije maksimum.

Kad bi za neki kompaktan skup K minimum (koji mora postojati zbog
neprekidnosti funkcije) bio u nutrini skupa K to bi, posebno, bio lokalni
minimum funkcije f. Medutim, lako se vidi da f nema lokalnih minimuma.

Funkcija f poprima i minimum i maksimum na K jer je ovaj skup kom-
paktan. Ako su obje tocke na sferi S onda je, zbog konstantnosti funk-

cije na S f konstanta na ¢itavom skupu K, posebno na K i tada je
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17.

18.

19.

20.

Vf(P)=0, VP € K. Ako je bar jedna od tocaka ekstrema u K, onda je
to i lokalni ekstrem za f i tvrdnja slijedi iz Teorema o nuznim uvjetima
lokalnih ekstrema.

Skup je kompaktan, a funkcija neprekidna, pa f dostize minimum i mak-
simum na S. Ovisno o tome jesu li tocke u kojima se dostizu ekstremi
na sferi ili u unutrasnjosti kugle dobit ¢emo ih ili na temelju Teorema o
nuznim uvjetima lokalnih ekstrema ili iz Teorema A. Treba dakle istraziti
lokalne ekstreme u unutrasnjosti kugle i uvjetne ekstrema za f uz uvjet
2?2 +1y%+2% =9, a nakon toga dovoljno je usporediti funkcijske vrijednosti
u dobivenim kritiénim to¢kama. U nutrini se dobiju tocke (ﬂ, V2, \/§) i
(\ff\[)anasferl(\f\f\fz(f\f\f)(122)

(1,-2,-2), (f et f) (— \/37—\/5,—7) i jos 8 toc¢aka dobivenih per-
mutacijama njihovih koordinata. Minimum je u (1,—2,=2) i odgovara-
juéim permutacijama, maksimum u (—1,2,2) i njezinim permutacijama.

U unutrasnjosti kugle dobije se samo jedna Kriticna tocka Py = (z1, ...,

Zn), pri ¢emu je x; = Y T = (a1,+..,a,). Na sferi dobivamo
1+ (7|2

tocke Py = *ﬁ iPy= % Minimum je P, a maksimum u P;.

Umjesto Lagrangeove funkcije L(x,y,A) = ry — A(z +y — s) promatrat
¢emo funkciju f(z) = xz(s—x). Kako je f'(x) = s — 2z, f'(x) = =2
vidimo da je rjesenje kvadrat.

Eliminacijom varijable z iz uvjeta xyz =V, umjesto funkcije f(z,y,z)=

zy + 2xz + 2yz dobivamo novu funkciju g(z,y) = zy + 2V + %, z,y > 0.

Jedina kritiéna tocka je o = yo = v/2V. Kako je Hg(xo,y0) = [ 3 ; }
slijedi da je u (Zg, yo) lokalni minimum za g. Da je to i globalni minimum

mozemo vidjeti ovako: Ako je z < %xo onda za svaki y vrijedi g(z,y) >

2V 6V 6V ; s : S 1
2 2l S Vo = 9(x0,¥0). Zbog simetrije ovo je tocno i za y < 370 uz

proizvoljan x. S druge strane, ako je xz > 9xgiy > %xo (ili obratno) imamo
g(z,y) > wy > 323 = g(xo,y0). Ove ocjene sad pokazuju da je minimum
funkcije g na zatvorenom kvadratu K = {(z,y) : 370 < z,y < 970} (a
on postoji zbog kompaktnosti skupa K) ujedno i globalni minimum za g.
Kako su gornjim ocjenama obuhvaéeni i rubovi kvadrata, minimum je u
njegovoj unutrasnjosti i to upravo u tocki (xg,yo), jer je ona jedini lokalni
ekstrem za g.
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Ako stranice trokuta ozna¢imo s x,y, z, kvadrat povrsine, po Heronovoj
formuli, iznosi f(x,y,2) = s(s—z)(s—y)(s—2). Iz uvjeta x +y+ 2z = 2s,
eliminacijom nepoznanice z dobivamo funkciju g(z,y) = s(s—x)(s—y)(x+
y — s). Jedina kriticna tocka je xg = yo = %S Kako je Hg(xo,y0) =

2.2 1.2
—£5° —z2s8 S

17, 375 |, to je minimum.
—gs _ES

Uvedimo funkciju h: I — R2 h(x) = (z,¢(z)). Sada je
F'(@) = (VF(h(@))|W (2)) = 01 f(h(x)) + Do f (h(w))¢' ().

Posebno je f'(x0) = 01f(xo,y0) — Magf(xo,yo). Nadalje, zbog

029(x0,yo) 5
Vf(zo,%0) = AoVg(zo,y0), mozemo pisati \g = %7 aiX =
81/ (z0,0) (jer ako je 019(x0,y0) =0 onda je i 01 f (20, y0) = Ao019(x0, y0) =
019(x0,yo)

0). Sada je f'(x0) = 81f(z0, yo) — Mod1g(x0, yo) = 0. Kako su sve funkcije
klase C? mozemo izrac¢unati i drugu derivaciju.

F(x) = 0101 f (z, p(x)) + 0201 f (z, (@) () + ¢ (2) 0 f (z, p(x)) +
+¢' () (0102 f (2, p()) + @' (2)D20a f (2, p())).

Preostaje uvrstiti tocku xg i srediti dobiveni izraz.

Lagrangeova funkcija je L(z,y; \) = day — )\(i—z + g—j —1). Jedina kriti¢na
tocka je xg = %, Yo = \%, Ao = 2ab. Primjenom prethodnog zadatka

dobivamo f(xo) < 04 zato je u (g, o) maksimum.

Definirajmo f s f(mm+1,xm+2, coosZn) = f(0,. .. 0, Zpg1y - e, Tp). OCE-
to, f ima ekstreme u ‘istim’ tockama gdje i f. Kriticna tocka ovdje je
vV =(CTI),T=(0,...,0,amt1,...,0,). Pritom iz Lagrangeovog si-
stema jednadzbi imamo C' = (=01 f(T),... , =0 f(T)) € R™. Osim to-
ga, vrijedi 0,0, L(V) = 9;0;f(a) gdje je @ = (am+1,-.. ,an). Zbog toga
matrica HL(V') ima oblik

Om Im Om,nfm
HLV) = | In, B C
On—mm C' Hf(@)

(ovdje su 0, I;, 0 1 nul, odnosno, jedini¢ne matrice odgovarajuéih redova,
a t oznaava operator transponiranja). Ako oznac¢imo s Ay, ..., Anim
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25.

26.

27.

niz glavnih minora w HL(V), a s I'y,... ,I',_,, niz glavnih minora u
Hf(d), iz gornje matrice lako vidimo da vrijedi Agy, = (—1)" 1 Agypqp =
(=1)™Ty,, ¥p = 1,...,n —m. Kako je vomt+p = (—1)"Agpyp = T,
p=1,... ,n—m, preostaje primijeniti Teorem o dovoljnim uvjetima bez-
uvjetnih ekstrema.

Im Om,n
Ako stavimo g = (¢1,... ,9m) imamo Dp(V) = | Omm Dyg(T)
0n—m,2m [n—m
Matrica je trokutasta i regularna je jer je lijevi gornji m x m dio u Dg(T)

upravo H # 0 po pretpostavci. Posebno, zbog det Dp(V) =
9(g1,--- ,9m)

Do) U tocki V' mozemo primijeniti Teorem o inverznoj funkciji.

Neka je, lokalno, o~ (A,z) = (A, (=) i L = Lop "= f@(=) + 3 ;.
j=1

Buduéi je V kriticna tocka za L, totka W = ¢(V) je kriti¢na za L. Osim
toga, f ima ili nema lokalni uvjetni ekstrem u T ako i samo ako fop~! ima
ili nema lokalni uvjetni ekstrem u (7). Sad tvrdnja slijedi iz prethodnog

zadatka.

Lagrangeova funkcija je L(\, x,1,2) = AMa? + y? + 22 — 1) + 2yz, jedina
kriticna tocka je A =0,z =1,y = 2 = 0. Sada je

HL(0,1,0,0) =

O O N O
O O O N
_ o o o
o= O O

Prema Teoremu C ovdje trebamo gledati brojeve 72.14+1 = 31 72.142 = V4.
Kako jemiz 93 = 0,74 = —4 netrivijalan i sedlastog tipa, nasa kriti¢na
tocka nije ekstrem.

Lagrangeova funkcija je L(A1, Ao, 21, T2, 23, T4) = A1 (23 4+ 25 —2) + Ao (22 +
x4 —4)+ (1 — 22)? + (23 — 24)%. Dobiju se dva rjesenja:

‘/1 = ()\1,/\2,3?1,%‘2,1‘3,1‘4) = (1,—2,1,2,1,2)) i (—3, —6,—1,2,—1,2).
O karakteru ovih tocaka odlu¢uju brojevi v5 = As i 76 = Ag. Za tocku
V1 imamo 5 = 32,y = 64, dok je za Va, 75 = —32,7% = —192, pa je V1
minimum, dok je V5 sedlasta tocka (Sto je uostalom jasno iz geometrijskih
razloga).
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28. Kriticne tocke su (2s,s,0,s,0), Vs € R. Za svaku od tih toc¢aka niz

Y3, Y4, V5 kKoji, na temelju Teorema C, treba odluciti o njihovom karakteru
iznosi v3 = 2,74 = 0,75 = 0. Kako je ovaj niz pozitivno semidefinitan,
Teorem C ne daje odluku. Medutim, ugradimo li uvjet z = z u funkciju
f, dobivamo f(y,t) =y, — t2. Kako je f(0,0) = 0, a u svakoj okolini
tocke (0,0) funkcija f poprima i pozitivne i negativne vrijednosti, vidimo
da niti jedna od dobivenih kriti¢nih nije lokalni uvjetni ekstrem za f.

POGLAVLJE 3

2. Prema Korolaru 19.9 imamo F’(z) = / f(y)dy+2f(z). Odavde vidimo

0
da funkcija F' ima i drugu derivaciju. Primjenom iste formule dobivamo
F'(x) = 3f(x) + 22 f'(x).

Nuznost uvjeta iz teorema je ocigledna. Dokazimo dovoljnost: Iz uvjeta

o]
teorema najprije slijedi da za svaki y € S integral / f(z,y)dx konver-
a
(&
gira. Nadalje, za y € S, bududi je }/ f(a:,y)dac| < g ¢im je ¢ > b > ayg,
b
o0
imamo |/ f(:c,y)dx| < e. No kako to vrijedi za svaki y € S to je i
b
(oo}

sup| [ f(x,y)dz| <&, Vb > ao
yeSs b

Tvrdnja'slijedi direktno iz prethodnog zadatka.

Uniformna konvergencija integrala direktno povlac¢i da i niz funkcija F),
uniformno konvergira k funkciji F'. Kako su prema Teoremu 19.5 funkci-
je F,, neprekidne, neprekidna je i F.

o0
Pretpostavimo da / f(x,yo)dx konvergira. Osim toga znamo da Vb > a
a

b
i Vy € [e,d] postoji integral / f(z,y)dx. Zbog pretpostavke (b), Ve > 0
a
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10.

11.

12.

postoji ag takav da, ¢im je ag < b < g vrijedi |/b9 82f(z,t)dx| < g,
Vt € [e,d] i istodobno |/bg f(x,yo)dx’ < e. Sad primjenom Fubinijevog
teorema slijedi ’/bg(f(x,y) — f(,y0))dz| < (d — c)e &m je ap < b < g.
Odavde je |/bg f@,y)] < (14+d-c)e, Vy € [c,d. Time je pokaza-
no da / f(z,y)dz postoji i konvergira uniformno na [¢,d]. Definiraj-
mo sada funkciju G(y / O f (x,y)dx. Prema prethodnom zadat-
ku G je neprekidna. Preostaje uociti da vrijedi /y dt /00 Oof (x,t)dx =

o0 y y
/ dx/ Oa f (z,t)dt (provjerite!). Odavde je / G(t)dt = F(y) — F(c)
i,akonaéni), jer je funkcija G neprekidna, F'(y) :CG(y).

Da bismo mogli primijeniti prethodni teorem preostaje samo provjeriti
o0

2 . —
=7 (e — e~ *Y)dx na segmentu

uniformnu konvergenciju integrala /0 g€

[—¢, c]. Primijenit ¢emo Weierstrassov M-test; u tu svrhu uo¢imo da za
1'2 . .o

2 > 2¢ imamo |e*Y — e~ Y| < 2e’z . Ovo pokazuje da za funkciju M (x) na

1'2 .
intervalu [2¢, 00) mozemo odabrati ze~ "z (segment [0, 2¢] je kompaktan,
pa na njemu za M (z) mozemo odabrati odgovarajuéu konstantu). Preos-
taje primijeniti prethodni teorem: F’(y) = 1yF(y). Posebno, sad vidimo

da je F(y) = %ﬁe%.

Na temelju Zadatka 8, ovdje dobivamo F'(y) = odavde je F(y) =

1+x2’

oo
B  wvagi . . _ 5 _
C — arctg x, i uvazimo li da je - dr = § konacno imamo C
0

a Vaz—z? a v a2—y?
/ dx \/a2—y2dy:/ dy Va2 —y dx—f
0 0 0 0

Inx In2
/dx/ (x—1 \/1+62?/dy—/ dy/ x—1V1+e2 =

(53/2 23/2)'



218

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Za navedene zamjene varijabli Jacobijan redom iznosi: (A) r, (B) abr,
(C) r, (D) r?cos.

27 a
P = d(p/ rdr = r’x.
0 0

/2 b
/ In(z? 4 y*)dxdy = / d(p/ rin(r?)dr = g(b2 Inb? —a®Ina® —v? +
D 0 a
a?).

/4 1/ cos ¢ /2 1/sing
/ \/m2+y2dxdy:/ dgo/ TQdT—‘r/ d(p/ r2dr.
D 0 0 /4 0

2 1
Uvodenjem elipti¢cnih koordinata dobivamo / abdp / rv 1 —r2dr
0 0

_ 2abn

= 2abr

Uvedimo nove varijable u, v formulom (x,y) = T(u, v), gdje je T~ (z,y) =

(22 /y,y?/x). Jacobijan funkcije T u svakoj tocki (u,v) iznosi % i zato je
12 2 1

P=§f1duf1 dU:§

Stavimo T 1(z,y) = (u,v) = (22 = ¥, xy). Kako Jacobijan funkcije 71

u tocki (x,%) iznosi 2(z? +y?), uz pomoé Teorema o inverznoj funkciji

nalazimo da je trazeni integral jednak 3 f14 du fl?’ dv = 3.

27 a /2
20. Vz/ d<p/ dr/ 2 cos dip = §a37r.
0 0 —m/2
21. Uz uvodenje cilindri¢nih koordinata, imamo
/2 2cos ¢ a
/ d(p/ dr/ r2zdz = %aQ.
0 0 0
22. V= 2T*/iag’ﬂ'
23. V= %W.
24. Tvrdnju ¢éemo dokazati samo za slucéaj f > 0 (u opéem slucéaju f se na

uobi¢ajeni na¢in napiSe u obliku f = f*—f7). Ako je f > 0, niz na desnoj
strani relacije (3) je monotono rastuéi, zbog relacije (2) on je i ogranicen.
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25.

26.

27.

Neka mu je L € R limes. Oznacimo jo§ S = Sup{/ f:fce RA(f)}.
c

Ocito je L < S. Dobijemo li i obratnu nejednakost, dokaz ¢e biti gotov.
Uzmimo zato proizvoljan skup C' € R(f). Kako je C' J-izmjeriv mozemo
naéi r > 0 takav da je C € AN K(0,r). Sada je, prema relaciji (1),
lirrln m(C\ Cy,) =0. Dalje, C C (C\C,)UC,,. Ako je a gornja ograda za f

na C' (po definiciji familije R4(f), funkcija f je omedena na C' € Ra(f)),
pa imamo [ f < f+an(C\C,). Sada za n — oo desna strana ove
nejednakostictezi u gni zato je S < L.

Za niz J-izmjerivih skupova (C,,) koji ¢e iscpljivati skup D, odaberimo

cetvrtine krugova s centrom u 0 radijusa n. Sada je e T v dxdy =
Cn

/2 n
/ d(p/ e rdr = T - e="). Odavde vidimo da zadani integral
0 0

konvergira i iznosi 7.
n 2
Oznacimo li trazeni integral s I, po definiciji je I = lim/ e~ % dx. Sada
n
0

n n
je I? = / e_xzdx/ e_yzdy —3 / e V' dy dy, pri ¢emu smo sa D,
0 D

0 p
oznacili skupove [0, n] x [0, n].. No sad mozemo primijeniti prethodni zada-
tak, jer je i ovaj niz skupova rastudi, J-izmjeriv i iscrpljuje prvi kvadrant
u R2. Slijedi I = .

Integral divergira! Da bismo to vidjeli, odaberimo skupove D, = {(z,y) :
20 <z <1 -2qja <y <z—a}, Ya € (0,1/5). Ocito je svaki od ovih
skupova sadrzan uw D, J-izmjeriv, a funkcija ﬁ na svakom od njih je

integrabilna te vrijedi / |w—£y|daj dy = (1 —3a)In(l — 3a) + 4o — 1 4+
b :

(3 — 1) In . Dok prva tri clana za o — 0 konvergiraju, ¢etvrti tezi prema
+00. Odavde vidimo da konstanta K iz definicije konvergencije nepravog
integrala ovdje ne postoji.
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