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Banachovi prostori

1.1 Osnovni pojmovi

Promatrat ¢emo samo realne vektorske prostore.

Definicija 1.1.1 Neka je X realan vektorski prostor i ||-|| : X — R funkcija koja
zadovoljava

e |z]| 20,z € X,

o [lz =0 & = =0,

o [[Az] = Alllzll, A e R, z € X,

o o+ yll < llol + lyll, 2,y € X.
Uredeni par (X, ||]|) nazivamo normirani prostor.
Napomena 1.1.2 (2 C R" Lipschitzova domena.

Primjer 1.1.3 L?(Q), p € [1,400] s p-normom

ull, = /|u|p dA |, uwe LP(Q).
Q

C(€) s normom beskonacno

lulloe = sup [u(z)|, u € C(Q).

€N
WiP(Q), p € [1, 4+00], éemo definirati kasnije.

Definicija 1.1.4 Neka je (z,) niz u X i x € X. Kazemo da niz (z,) konvergira
prema x ako je

lim ||z, —z| =0.
n—-+00

Oznaka: =, — .


http://en.wikipedia.org/wiki/Lipschitz_domain
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Primjer 1.1.5 Definiramo u,, € C([0,1]), n € N

ot
U, (t) = sin —.
A(t) = sin -
Norma iznosi
1
=gsin— — 0.
n

sin —

[tnloo = sup
n

te(0,1]

Dakle, u, — 0 u C([0,1]).

Definicija 1.1.6 Kazemo da je skup K C X (nizovno) kompaktan ako svaki niz iz
K sadrzi konvergentan podniz.

Neka je K C X i x € X. Zanima nas kako najbolje aproksimirati x skupom K.
Kazemo da je xx najbolja aproksimacija od x u K ako je

— z| = inf ||y — z|.
s — all = inf |ly |

Teorem 1.1.7 Ako je K kompaktan u X, onda za sve v € X postoji xx € K koji
je najbolja aproksimacija od z u K.

Dokaz. Neka je z € X proizvoljan. Vidimo da je

inf ||y — x| < .
inf fly — 2l| < +o0
Iz definicije infimuma slijedi da postoji niz (z,) u K takav da je

Jm [l — 2l = inf {ly — 2.

Skup K je kompaktan, pa postoji podniz (z,,) od (z,)izx € K takvida z,, — zk.
Slijedi da je onda i

o f|zn, —alf = inf Jly — =
Uoc¢imo da je
iz, — o] = [l = ]|
Dakle, i je najbolja aproksimacija od x u K. [

Zadatak 1.1.8 Neka je K C X kompaktan. Dokazite da je zatvoren i ogranicen.

Rjesenje: Neka je (z,) konvergentan niz u K s limesom u X. Postoji konvergen-
tan podniz od (z,) (s limesom u K). Kako podniz svakog konvergentnog niza je
konvergentan i konvergira prema istom limesu, slijedi da niz (z,) ima limes u K.

Pretpostavimo da K nije ogranic¢en. Tada za svaki n € N postoji x,, € K takav
da je ||z,|| = n. Svaki podniz niza (x,) je neogranien, pa nije konvergentan, §to je
u kontradikciji s kompaktnosti od K.

Zadatak 1.1.9 Dokazite da ako je K kompaktan i F' C K zatvoren, onda je F'
kompaktan.
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RjesSenje: Neka je (x,) proizvoljan niz u F. To je onda i niz u K, pa postoji
konvergentan podniz (z,,) koji konvergira u K. Niz (z,,) konvergira u F, pa ima
limes u F. Dakle, F' je kompaktan.

Definicija 1.1.10 Neka je X normirani prostor i (z,) niz u X. KaZzemo da je (z,)
Cauchyjev niz ako za svaki € > 0 postoji n. € N tako da je ||z, — x| < € ¢im su
n,m = Ne.

Zadatak 1.1.11 Dokazite da je (z,) Cauchyjev niz ako i samo ako je

lim sup ||z; — z;|| = 0.
n%+ool]>n

Definicija 1.1.12 Kazemo da je X potpun ako je svaki Cauchyjev niz iz X konver-
gentan. Za normirani prostor kazemo da je Banachov ako je potpun.

Primjer 1.1.13 L7(Q), C(Q) i WP(Q) su Banachovi prostori, gdje je Q C R"
ogranic¢ena domena i p € [1,+o0].

Zadatak 1.1.14 Neka je X normirani prostor, zo, 27 € X i niz (x,) definiran s

T, + Tn+41

=0,1,2,...
2 y 1 )y S

Tnt2 =

Dokazite da je (z,) Cauchyjev niz.
Rjesenje: Za proizvoljan n € N vrijedi

—_— — mn
2

- |21 — o]
=

_ |20 — Zp1]]

201 — all =

Za proizvoljne m,n € N vrijedi

|1 Tnsm — || = (Tntit1 — Tnti) || < Z |Zntir1 — Tl = Z i
=0 =0
[oe)
Z |21 — o] o |21 — o] . 0
= on+ti - on—1 n—+oo

Slijedi da je (x,) Cauchyjev niz.

Zadatak 1.1.15 Neka je X normirani prostor i (z,) niz u X koji konvergira prema
z € X. Dokazite da niz (y,,) definiran s

1+ -+ Ty
Yn = —

konvergira prema x.
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Rjesenje: Niz (z,) je ogranicen, pa postoji M > 0 takav da je ||z, — || < M za
sve n € N. Neka je ¢ > 0 proizvoljan. Tada postoji no € N takav da je ||z, — x| < §

za sve n = ng. Zasven > @ vrijedi

x4+ x, (x1—x)+ -+ (x, — )
lyn — 2l = | ———— —z|| =
n n
_ _ M —na)E
<||-701 o+ A llzn m||<”0 +(n ”0)2\20%+<1_@)§
n n "0 n/ 2
<E+€—€
2 2

Dakle, niz (y,) konvergira prema x.

Definicija 1.1.16 Neka su (X, ||-||x) 1 (Y, ||-|ly) normirani prostori, f : X — Y i
r € X. Kazemo da je f neprekidna u x ako za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da

je [f(x) = fy)lly <eéimje |z —ylx <0

Ako je f neprekidna u x i z,, — x, onda f(z,) — f(x).
Zadatak 1.1.17 Jesu li funkcije

e || : X—=R

e RxX>(\zx)—AreX

e X x X3 (x,y)—a+yeX
neprekidne?

Teorem 1.1.18 Neka je f: X — Y neprekidna i K C X kompaktan u X. Tada je
f(K) kompaktan u Y.

Dokaz. Neka je (y,) proizvoljan niz u f(K). Tada postoji niz (z,) u K takav da je
f(x,) = yn za svaki n € N. Zbog kompaktnosti od K slijedi da niz (z,) ima podniz
(2, ) koji konvergira prema x € K. Funkcija f je neprekidna, pa niz (f(z,,))
konvergira prema f(z) € f(K). Dakle, niz (y,, ) je konvergentan podniz od (y,). B

Definicija 1.1.19 Kazemo da je f : X — Y uniformo neprekidna na skupu D C X
ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da je || f(x) — f(y)|ly <ecimje |z —y|x <o
zazx,y €D.

Teorem 1.1.20 Neka je f : X — Y neprekidna i K C X kompaktan. Tada je f
uniformno neprekidna na K.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj.
(Fe>0)(Vo>0)Fz,y € K) |z —yllx <di|f(z) = fWlly =e.

Za svaki n € N mozemo naci x,,y, € K takve da je

Jen = allx < 1 1) = Floa)l >
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() je niz u K, pa postoji podniz (z,,) takav da =, — = € K. (y,,) je niz u K,
pa postoji podniz (ynkl) takav da y,, — y € K. Vidimo da je

0< ||.l’ - y” < ||:L‘ - xnkl ” + ||mnkl - ynkl || + ||ynkl - y” — 07
iz ¢ega slijedi da je ||z — y|| = 0, tj. z = y. Uo¢imo da je

0 < [f(@ny,) = o M < N @ng)) = LN+ 11 (W) = F )l =0,
Sto je u kontradikeiji s || f(zn,,) — f(yny )l = & [

Teorem 1.1.21 Neka je f : X — R neprekidna i K C X kompaktan. Tada f
dostize svoje ekstreme na K.

Dokaz. Po Teoremu 1.1.18 je f(K) kompaktan skup, pa je po Zadatku 1.1.8 zatvo-
ren i ograni¢en. Skup f(K) je neprazan i ogranicen, pa postoji inf f(K) i sup f(K).
Po definiciji infimuma postoji niz (y,) u f(K) takav da y, — inf f(K). Zbog za-
tvorenosti od f(K) slijedi da je inf f(K) € f(K), tj. f postize minimum na K.
Analogno se pokaze da postize i maksimum na K. [

Definicija 1.1.22 Neka je X Banachov prostor. Kazemo da je funkcija f: X — R
linearna (linearni funkcional) ako je

o f(\x) =Af(z), A € R, z € X (homogenost)
o f(x+y) = f(z)+ fly), x,y € X (aditivnost).
S X’ oznacavamo skup svih neprekidnih linearnih funkcionala na X.

X’ je realan vektorski prostor uz standardne operacija zbrajanja i mnoZzenja
skalarom (po to¢kama). Normu na X’ definiramo s

1fllx == sup f(z) = p% fex

[lz|l<1 zeX
x#0
Pokaze se da je ||-|| x» doista norma i da je uz tu normu X’ potpun, tj. X’ je Banachov
prostor.
Primjer 1.1.23 Promotrimo L?(§2) za p € (1, +00). Definiramo p’ tako da je
1 1
p p

Tada je (LP(Q)) = L¥'(Q).
Neka je g € LP () fiksan. Tada je za svaki f € LP(Q) (po Holderovoj nejedna-
kosti) fg € L'(Q). Tvrdimo da je

[ gf € (LP(Q).
/
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Doista, linearnost slijedi iz linearnosti integrala. Za neprekidnost, neka je (f,,) niz
u LP(Q) koji konvergira u f € LP(Q). Slijedi

Q/gfn—g/gf _ Q/g(fn—f) < [ alfa= 1< lallsllfu = £, 0.

Q

/gfn—>/gf-

Q Q

tj.

Dakle, (LP(Q))' 2 L” ().

Definicija 1.1.24 Neka je (x,) niz u X i # € X. KaZzemo da niz (z,,) konvergira
slabo prema x ako f(x,) — f(x), za svaki f € X'. Ako ||z, — x| — 0, kazemo da
niz (x,) konvergira jako prema x.

Zadatak 1.1.25 Neka x, — z slabo. Dokazite da je niz (x,) ogranicen i da je

x| < hmmean

Zadatak 1.1.26 Dokazite da za sve f € X' iz € X vrijedi |f(z)| < ||f|lx|z].
RjeSenje: Slijedi iz definicije od ||| x
Propozicija 1.1.27 Ako z,, — x jako, onda x,, — x slabo.

Dokaz. Za proizvoljan f € X’ vrijedi

[f(xn) = f(2)| = |f(2n — 2)| <[ fllxl|2n — 2] =0,
¢ime je tvrdnja pokazana. [

Zadatak 1.1.28 Dokazite da ako z, — x slabou X i f, — f u X’ jako, onda
fulan) = f().

Rjesenje:

[fo(@n) = F(@)] < [fal@n) = fzn)| + | f(2n) = f(2)]
(fo = D))l + [ (2n) = ()]

| = flixllwnll + 1f (2n) — f(2)]

¢ N

Neka je X Banachov prostor. Tada je X’ Banachov prostor. Istim argumentom
je i (X’) = X" Banachov prostor. Vrijedi X — X" (X se moze uloziti u X"), tj
postoji funkcija J : X — X" koja je linearna, injektivna i neprekidna (ulaganje).
Definiramo J(z)(f) = f(z), zasve x € X i f € X'. Dokazimo da je J ulaganje.
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e J linearna

Neka su A, u € Rix,y € X proizvoljni. Za svaki f € X’ vrijedi

JAz +py)(f) = fx + py) = Af(2) + pf(y) = A (2)(f) + pJ (y)(f)
= (A\J(z) + pJ(y)(f),

pa je J(Az + py) = A (x) + pJ(y).

e J injektivna

Dokaze se da je J izometrija, pa je i injektivna.

e J neprekidna

Neka x, — 0. Tada je

1) = O = 1) | = max |7Ge) ()] = maa /)] < max ]
= llzall = 0.

Dakle, J je neprekidna u 0, pa je zbog linearnosti neprekidna na cijelom X.

Neka je p € (1,+00). Vrijedi (LP(Q)) = L¥ (). Slijedi da je (LP(2))" = L"(Q) =
LP(2). To svojstvo nema svaki Banachov prostor.

Definicija 1.1.29 KaZemo da je X refleksivan ako je X" = X.

Teorem 1.1.30 (Eberlein, Smulyan) Banachov prostor je refleksivan ako i samo ako
je K(0, 1) slabo nizovno kompaktan skup (svaki niz ima slabo konvergentan podniz).

1.2 Prostori W!?(Q)

Neka je Q Lipshitzova domena (otvoren, ograni¢en i s rubom bez preostrih siljaka)
i p e [l,+00]. Do definicije prostora WH?(£2) ¢emo doéi u 4 koraka:

L. D(Q) = C=(9),
2. D'(Q) — distribucije,
3. “slaba” derivacija,

4. definicija prostora W1?(Q), Q C R™.

Definicija 1.2.1 Nosac¢ funkcije f : Q@ — R definiramo kao {zx € Q: f(x) # 0}
(oznaka: supp f — support). Definiramo skup C*(Q) = {f € C*(2): supp f C

Kako je za f € C2°(Q2) nosa¢ kompaktan skup koji se nalazi unutar otvorenog skupa,
udaljenost supp f i 0f2 je pozitivna.
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Primjer 1.2.2 Funkcija ¢ : R — R definirana s

1
e 1-22 x| <1
() :{ =

0, lz| > 1

je klase C* i supp ¢ = [—1, 1]. Takoder je funkcija ¢g : R" — R definirana s

1
e PPzl < 1
PR\T) =
. {07 ] =1

klase C'* i supp ¢r = K (0, R).

Definicija 1.2.3 Definiramo D(§2) = C°(Q2). To je vektorski prostor sa standard-
nim operacijama zbrajanja i mnozenja skalarom. Kazemo da niz (py) iz C(Q)
konvergira prema ¢ € C°(Q2) ako

(i) O - i — O -+ - 9 uniformno, za sve ki, ..., k, € Ny,
(#) supp ¢, supp ¢ C K za neki kompaktni skup K C Q.
D(2) zovemo prostor test-funkcija.

Zadatak 1.2.4 Neka je o € D(Q) i ky,...,k, € Ny takvi da je 9 --- 9 = 0.
Tada je ¢ = 0.

RjeSenje: Za ky = --- =k, = 0 je tvrdnja trivijalna.

Pretpostavimo da je k; = 1 za neki i € {1,...,n}, a k; = 0 za j # 4. Slijedi da
je ¢ konstantna, ali kako ima kompaktan nosac¢, mora biti nul-funkcija.

Induktivno slijedi opcenita tvrdnja.

Zadatak 1.2.5 Neka su f, g € L'(Q) takvi da je

Q/fsozg/gso,

za svaki ¢ € D(Q). Tada je f =g u L'
Definicija 1.2.6 Definiramo da f € D’(Q2) ako je
(i) f linearan funkcional na D(2),

(#4) f (nizovno) neprekidna u smislu: ako je (¢,) niz u D(Q2) takav da ¢, — 0 u
D(Q), onda f(p,) — 0.

Kazemo da je f distribucija.

Kako je  ogranicen, vrijedi C*(Q) C C(Q) C L=(Q) C LP(Q) C LY(Q),
p € (1,+00). Stoga, ako pokaZemo da nesto vrijedi na L'(£2), onda tvrdnja slijedi i
za sve manje prostore.
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Primjer 1.2.7 Neka je f € L'(Q2). Definiramo F : D(2) - R s

Fly) = / fo. ¢ € D).

Vrijedi da je F € D'(2). Linearnost se lako provjeri. Neka je (¢,,) niz u Q) takav da
v, — 0. Tada je po Holderovoj nejednakosti

Flon)] = / Fou| < IFlllenlloe = 0,
Q

pa je F neprekidna.
MoZe se pokazati da je f — F jedno ulaganje od L'(Q) u D'(2) (linearnost i
neprekidnost su jednostavne, injektivnost slijedi iz Zadatka 1.2.5).

Primjer 1.2.8 Neka je 2y € Q. Definiramo 0, : D(2) — R s §,,() = ¢(0).
Linearnost lako vidimo. Za (¢,) niz u D(Q), ¢, — 0, vrijedi

020 (#n)] = ln(zo)| < llonlloc = 0,

iz cega slijedi da d,,(¢n) — 0, tj. 0z, je neprekidna. Dakle, 6., € D'(Q2).
Preslikavanje 4., zovemo Diracova distribucija.

Definicija 1.2.9 Za f € D'(Q), Q CR", i ky, ..., k, € Ny definiramo
(00 -0k ) () = (1) o f (0 - Ohvp), o € D).

8{“1 - 0P f zovemo derivacija distribucije ili slaba derivacija.

Primjer 1.2.10 Neka jen =11 Q = (—1,1).

e Neka je f(z) = |z|. Kako smo vidjeli, f € D'(€2) (koristimo oznaku f umjesto
F). Klasi¢na derivacija od f je

fr(x) = {1_17 i i 8 € C*((-1,1)) gs.

Neka je ¢ € D(Q) proizvoljan. Kako je suppp C €, slijedi da je ¢(—1) =
©(1) = 0. Slaba derivacija od f je

0

o) =—f(¢) = —/1f<p’: —/Ofw’—/lfw’z —/(—aﬁ)@’—/lw’

-1
1

wol/gpler/so/:f}wfk(sO)

1 0 9

Vidimo da se u ovom primjeru slaba i klasi¢na derivacija poklapaju.
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e Neka je

f(x):{_l’ a:<0‘

1, x>0

Vrijedi f € L'({—1,1)), pa je f € D'((—1,1)). Klasi¢na derivacija je fj(x) =
0e LY((-1,1)).

Neka je ¢ € D(Q) proizvoljan. Vidimo da je

f’(SO):—f(so/):—/lfcp’ /fso—/fsf)—/cp—/so 90())—90

= ¢(0) = @(=1) = (1) + ¢(0) = 2¢(0) = (f(04) = f(O—))w(O),

1 1
-1 -1

e Neka je f diferencijabilna na (—1,0)U(0, 1) s prekidom prve vrste u 0. Klasi¢na

derivacija je
poy_ ) f@), w<0

Neka je ¢ € D(2) proizvoljan. Tada je

1 0 1
F(e) = —£() = - / fo = / fe - / I

1

0

pa ovdje nema poklapanja.

= fiel9) + (£(04) = £(0.)) 0(0)

[£(0)] - skok

Moze se pokazati da, u slu¢aju n = 1, su slaba i klasi¢na derivacija funkcije f jednake
ako i samo ako je f apsolutno neprekidna.

Propozicija 1.2.11 Neka su ki, ..., k, € Nyg. Funkcija 9* - -- 9% : D(Q) — D(Q)

je linearna i neprekidna.

Dokaz. Linearnost slijedi iz linearnosti parcijalne derivacije. Neka je (¢,,) niz u
D(Q) takav da @, — 0 u D(Q). Posebno slijedi da ;" - - - dFr¢,, — 0 uniformno,
sto povladi da je OF' ... 9% neprekidna u 0 (jer je 0 ---9*0 = 0), pa je zbog
linearnosti neprekidna na D(€2). [


http://en.wikipedia.org/wiki/Absolute_continuity#Absolute_continuity_of_functions
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Propozicija 1.2.12 Za f € D'(Q) i k..., k, € Ny je o' ---9F f € D'(Q).

Dokaz. Linearnost lako vidimo iz definicije. Neka je (¢,,) niz u D(Q2) takav da
©m — 0. Tada posebno O - -- 9 p,, — 0, pa je

(9 0 f) (om)| = |(=1)F T f (01 - O om) | = 0.
Dakle, 9} - - - 9k f je neprekidna. [ |
Definicija 1.2.13 Definiramo da je f € W'P(Q), p € [1, +00], ako vrijedi
(i) f e LP(),

(ii) za svaki i € {1,...,n} slaba derivacija 0;f u D’(f2) se moZe reprezentirati
funkcijom iz LP(£2).

Uz standardne operacija zbrajanja i mnozenja skalarom, W1?(Q) je realan vek-
torski prostor.

Definicija 1.2.14 Definiramo normu |[|-||;, na W'r(Q) s

1 o = 1Al + D 1:f1lp-
i=1

Napomena 1.2.15 S

p

I <||f\|§+Z H@-fﬂi)

definirana je ekvivalentna norma na Wh?((), $to vidimo iz

Wl + 220 19i [l
n+1

£l + > 10:f I, = (n+1)
1=1

<(n
n+1

o1y (VB E 101

< (n+ 1) (max {|[£1% 10 FI1% - 19ufIE}) 7
= (n+ V) max {| fllp> 191 Fllps - - > [9nf 1o}

<(n+1) (Hf!lp + Z Haz-pr) :

Zadatak 1.2.16 Neka je f € D'(Q2) takva da je O;f = 0 u D'(Q), i = 1,...,n.
Dokazite da postoji konstanta C' € R takva da je

f(p) = c/w € D().

Q

Teorem 1.2.17 W' je Banachov prostor.
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Dokaz. Uo¢imo da za f € WP vrijedi (f,01f,...,0.f) € (LP)"*1. MoZzemo defini-
rati preslikavanje J : W — (LP)" ™ s J(f) = (f,01f,...,0nf). Prostor (LP)"*! s
normon || (1(do g1, )l = lgollp+ g2l -+ g ) je Banachov. Vidimo
da je

IO = 11005 On )l = ([ fllp + 101 fllp + - -+ + [ Onfllp = [1f s

tj. J je izometrija. O¢ito je J linearna, pa je J(W'P) potprostor od (L?)"*! koji je
izometri¢no izomorfan s WP, Da bi dokazali potpunost od W dovoljno je dokazati
da je J(W'P) zatvoren potprostor od (LP)"*!. Tada bi slijedilo da je J(W'?) potpun
jer je (LP)"*1 potpun, a onda da je W' potpun.

Neka ((fi; O1fmy -« Onfm))m S J(W'P) konvergira prema (go, g1,---,9n) €
(LP)"*1. To znadi da za svaki € > 0 postoji my € N takav da za svaki m > my
je

H(fm7alfma s 7anfm) - (g()agla cee 7911)”1
= lfm = gollp + 101fn — g1llp + - + 100 frm — gullp <&

Slijedi da je || fm — goll, < €1 ||0ifm —aillp, < &, @ =1,...,n. Dakle, f, L5 go 1

1 1
8zfm E) gi, 1= ]-7 <oy ShJedl daje fmaaifmaQOagi € L17 te fm L_> g0 1 8me L_> 9i,
pa za svaki ¢ € D vrijedi

/ G0 = lim / Fndip = — Tim / Oifm o = — / g,
Q Q

Q )
tj. g = Oigo. Stoga je (go, g1, .-, 9n) € J(WHP). Dakle, J(W'P) je zatvoren. [

Zadatak 1.2.18 Promotrimo Greenove funkcije

e, n=2

Gn(z) = C, 1 .
T =3
Eal

Za koje p € [1,+o0] je G,, € WHP(K(0, R))?
Rjesenje: G, € W'*(K(0,R)) < pe [1,-2).

Zadatak 1.2.19 Neka je T' C R? trokut s vrhovima u (0,0), (1,1) i (0,1). Odredite
slabe derivacije od 17 (po x i y).

Rjesenje:
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1

go(t,t)%ﬁdt—/gp((),t) dt

0

8y1T(80) = —/ﬂTaysﬁ = —/3y90 = —/(png ds

R2 or
(171) 0 O 0)
0,1)

(0(0,) + (8, 1)) dt

T — - Tt

(0,0)
1

2/( )\/_\/_dt+/ (t,0)dt

1
/ (,0) 4 o(t, 1)) dt
0

Z—/g0~< )ds—/)gplds / -0ds



Poglavlje 2

Fiksna tocka, kontrakcije

2.1 Banachov teorem o fiksnoj tocki

Definicija 2.1.1 Neka je X Banachov prostori f : X — X funkcija. Akozaz; € X
vrijedi f(xy) = xy, x; nazivamo fiksna tocka.

Definicija 2.1.2 Neka je X Banachov prostor. Kazemo da je f : X — X Lips-
chitzova funkcija ako postoji L > 0 tako da je ||f(z) — f(y)|| < Lljz —y||, za sve
x,y € X. Jos kazemo da je f

e neekspanzivna ako je L =1,
e kontrakcija ako je ||f(x) — f(v)| < ||z — yl|, za sve z,y € X, x # v,
o -kontrakcija ako je L = » < 1.

Teorem 2.1.3 (Banachov teorem o fiksnoj toc¢ki / Princip kontrakcije) Neka je X
Banachov prostor, Y C X zatvoren podskup i f : Y — Y s-kontrakcija. Tada f
ima to¢no jednu fiksnu tocku z;.

Dokaz. Odaberimo neki zy € Y i rekurzivno definirajmo niz (x,,) s z,41 = f(x,),
n € Np. Vidimo da je z, € Y, za svaki n € N. Uoc¢imo da je za m,n € Ny, m > n,

12m = Zall < l#m = Tmtll 4+ @i — @all < G4 4 5" 21 — 0|
n

<H'(L+s+2 4 )||or — x| = |21 — ol

1— 2

iz, ¢ega vidimo da je (x,) Cauchyjev niz. Kako je X potpun, a Y zatvoren podskup
od X, slijedi da je i Y potpun. Dakle, z,, = x5 € Y. Koriste¢i rekurzivnu relaciju
dobivamo

n—o0

tj. oy je fiksna tocka od f.
Neka je a:’f takoder fiksna tocka od f. Tada je

1f(xp) = @I < sellwy — 2]l

14
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= oy — 25 < seflzy — 2
= (1=s)|lzy -2} <0
= oy — 25 <0
= oy —afl =0
= Iy= x}
Dakle, x¢ je jedinstvena fiksna tocka. [

Napomena 2.1.4 Iz dokaza Banachovog teorema o fiksnoj tocki smo dobili da za
proizvoljne m,n € N, m > n, vrijedi

n

»
|zm = @l < 7=l = 2ol
Pustanjem m — oo slijedi

%n

lzy =zl < 1 = oll,

1 -0
Sto zovemo apriorna ocjena. Obrazlozenje tog naziva je taj da, u nekoj numerickoj
metodi koja se temelji na Banachovom teoremu o fiksnoj tocki, ako zadamo neki x,
i izra¢unamo x, = f(zo), kako bi postigli ||z — z,|| < € za neki n € N, dovoljno je

traziti
n

»”
= %||$1 -zl <e,
tj.
1 6(1—%)
n> llz1—wol|
In »¢

Iz toga je jasno da su brze metode kod kojih je ¢ manji.
Uoc¢imo da za proizvoljne m,n € N vrijedi

‘|xn+m+1 - xn-&-lH < ||xn+m+1 - xn+m|| +oeee ||xn+2 - xn—irl”

1f @nim) = f(@ngma) || -+ [ (@ng1) = f )l

< #([|Zpam — Tpgm-1l| + -+ + [[Tn41 — 20
< Ty — mul|(T 4 2452 + - 4 3™
<@gy = @all(L+ 3+ 5+ 00)

4
1 %ngn-&-l — .

Pustanjem m — oo dobivamo

lzs = 2l < T llzns = 2all,

— A

Sto zovemo aposteriorna ocjena. Tako se u nekoj numerickoj metodi moze u svakom
koraku provjeriti je li postignuta trazena preciznost.
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Korolar 2.1.5 Neka je P normiran prostor (prostor parametara), X Banachov pros-
tor, 2 € (0,1). Neka je za svaki p € P je f, : X — X s-kontrakcija tako da za
svaki pg € P vrijedi

lim f,(z) = fp(x), x € X.

P—Po
Tada
e za svaki p € P jednadzba f,(z) = x ima tocno jedno rjesenje x,,
e za svaki pg € P je
lim z, = xp,.

pP—Ppo

Dokaz. Prva tvrdnja je direktna posljedica Banachovog teorema o fiksnoj tocki.
Neka su p, pg € P proizvoljni. Tada je

l2p = po | = 1 fp(0) = oo (Tpo) | < 1 (@) = So(po )l + 1 Fo(@ng) = So (o)
< |z — 2o | + 1o (@pe) = Soo (o)l
tj.
2y = 2poll < 7= Fo(@p0) = oo (200l
Iz pretpostavke Korolara slijedi druga tvrdnja. [ |

Primjer 2.1.6 Integralne jednadzbe
Nadi f : [a, 5] — R tako da

B
- / K (e, 9)f(y) dy = g(z), @ € [, B) 13)

gdje je g : [, ] = Ri K : [a, ] X [, 8] = R. Ovo je Fredholmova integralna
jednadzba druge vrste. Vidimo da je

/K:cy y)dy + g(x), = € [a, ]

Tf(fﬁ)

pa smo tako sveli problem na problem nalazenja fiksne tocke preslikavanja T'. Pret-
postavimo da je g € C([e, 8]), K € C(|o, B] X[, 8]). Trazimo rjesenje f € C([a, f5]).
Jasno je da za svaki f € C([a, f]) vrijedi Tf € C([a, 5]). Je i T »-kontrakcija?
Dokazimo da ako je

sup /]ny[dy<1

z€[a,f]

onda je T' sc-kontrakcija. Neka su fi, fo € C([a, f]) proizvoljni. Tada je

|Tf1 =T f2l|lc = sup /K z,y) fi(y / K(z,y)fo(y) dy

z€[a,B]
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B
— sup / K(z,9)(fi(y) — fo(y)) dy

zefa,f]

B
< sup / K (@, 9)lf1(y) — f(3)] dy

z€(a,8)

8
<= el sup [ [ ()l

refod] )

Dakle, za
8
%= sup /IK(w,y)ldy
z€fa,8]

«

je T" s-kontrakcija.
Primjer 2.1.7 Rubni problem za ODJ.
Nadi v:[0,1] = R

{ —u"(z) + q(z)u(z) = f(z), = € (0,1)
u(0) =u(l)=0

gdje su f,q € C([0,1]).

Promotrimo prvo problem

{ —v" = f na (0,1)
v(0) =v(1)=0

Problem (P) ima to¢no jedno rjesenje v € C?([0,1]) dano s

1

mmzfammﬂw@,

0

gdje je G : [0,1] x [0,1] — R definirana s

Dokazimo to. Iz ODJ u (P) integriranjem slijedi

J(t) = Cy — / £(y) dy.

Ponovnim integriranjem i zamjenom varijabli slijedi

T t
v(x):Clx+C’2—//f(y)dydt:[Oéyétéx]:C'lx—i-Cg—
00

(RP)
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T

=cﬂ+c»1/@—vamy

0

Vidimo da je

Dakle,

Uoc¢imo da zamjenom f — f — qu (i v — u) u (P) dobivamo (RP). Stoga je

1 1 1

M@:/G@wﬁ@—MWMD@z/G@wﬂww—/G@me@Ny

Definirajmo ¢ : [0,1] = R s

mm:/G@wﬂw@

P K [0,1]%x[0,1] = Rs

K(z,y) = =G(z,y)q(y)-
Vidimo da smo tako problem (RP) sveli na (IJ) za koji znamo dovoljni uvjet za
konvergenciju rjeSenju. Uoc¢imo

1 1 1
wp/uﬂ%wwyzSM{/GWWM@H®<WmRSW{/G@wNy
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]
0 0 0
gl sup 2= = Lig
= ||4q||cc SUP = Z119||co>
z€[0,1] 2 8

pa ako je ||¢]lo < 8, onda ¢e metoda konvergirati jedinstvenom rjesenju.
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Zadatak 2.1.8 Nadi u : o, f] — R tako da je

B
/ K(z,y)uly) dy = g(x), @ € [o. 8

za zadane K : [a, 8] X [a, 5] = Rig: o, 8] = R.

Zadatak 2.1.9 (Linearna Volterrina jednadzba) Naéi u : [a, f] — R tako da je

u(t) = u/K(t, s)u(s)ds+g(t), t € o, f]

za zadane p € R, K : [o, 6] X [a, ] = Rig: [a,0] — R. Kada ¢e postojati
jedinstveno rjesenje?

Zadatak 2.1.10 Neka je (u,) niz zadan s
Unt1 = Apun (1 —uy,), p€0,1], ug €0, 1].

Dokazite da je u, € [0,1], za svaki n € N. Definirajmo f : [0,1] - R s f(u) =
4pu(l — u). Dokazite je za

e € 0,%] f s-kontrakeija,
e p€(1,1) f kontrakcija,
e 1 =1 f neekspanzivna.

U prvom slucaju odredite lim wu,,.



Poglavlje 3

Diferencijalni 1 integralni rac¢un

3.1 Derivacija

Neka je (a, 8) € R, X Banachov prostor i f : (a,3) — X. Zelimo definirati f'(x)
za x € (o, ). UoCimo da je za h # 0, x + h € {(a, (), definiran izraz

flz+h) - f(x)
h

iz klasi¢ne definicije derivacije. Stoga sljedeca definicija ima smisla.

Definicija 3.1.1 Definiramo

fla) — i L) =)

h—0 h

ako postoji pripadni limes. Pisemo u € C'({a, 8); X) ako je u neprekidno derivabilna
u svakoj tocki iz («, f3).

3.2 Integral

Neka je [a, ] C R, X Banachov prostori f : [o, 5] — X.

Definicija 3.2.1 Kazemo da je f stepenasta ako postoji subdivizija a = x¢ < 1 <
o< wy =PBic,...,c, € X takvi da je flw, 12 = ¢y @ = 1,...,n. Skup svih
stepenastih funkcija f : [, 8] — X oznacavamo sa S([o, 8]). Za f € S([o, 5]) s
prikazom kao gore definiramo integral I(f) € X s

n

I(f) = Z (; — 2i1)c.

=1

Moze se pokazati da I(f) ne ovisi o odabiru reprezentacije stepenaste funkcije.

Uocimo da je f € S ogranifena i ||f|loc = max{|lci]|,...,|lca||}. Prostor svih
ograni¢enih funkcija s [, 8] u X oznacavamo s B([«, ]). Vidimo da je S potprostor
od B.

20
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Definirali smo preslikavanje I : § — X. Lako se vidi da je I linearan operator.
Primijetimo da je za svaki f € S

n

Z (331 - xifl)ci

111 = |
= (B-a)lfl,

pa je I ogranicen i ||| < f — a. Gore vrijede jednakosti ako je f konstantna, pa je
onda jasno da je ||I|| = 5 — a.

Uoc¢imo da S nije zatvoren, pa S € S. Npr. za f : [0,1] — R definirana s
f(z) = 2,} o, T € (2n, 2n1 ), n €N, vrijedi f € S\'S. Stoga I moZemo progiriti
na jedinstven nacin na S tako da dobijemo I : S — X koji je linearan, ograni¢en i
1] = B — «, $to onda zovemo Riemannov integral.

Jeli S = B? Nije, jer 1g € B\ S. Ipak, vrijedi sljede¢i teorem.
Teorem 3.2.2 O([a, 8]; X) € S([a, B])

Dokaz. Neka je f € C([a, 8]; X) proizvoljna. Definiramo niz (f,,) uS's fo|(z, 1.2, =
flzizq),i=1,...,n,gdjejex; = OH—’iﬁ_Ta, 1=0,1,...,n. Neka je ¢ > 0 proizvoljan.
Funkcija f je neprekidna na kompaktnom skupu, pa je po Teoremu 1.1.20 i unifor-
mno neprekidna. Slijedi da postoji § > 0 takav da za sve x,y € [o, 5], |x — y| < 4,
vrijedi ||f(z) — f(y)|| < e. Neka je n. € N takav da je Bn—_a < 9. Tada za svaki
n €N, n>n., vrijedi ||f — full < €. Dakle, f, — f. ) |

n

<Y (@i = zi)llel < HfHZ i~ i)

i=1

Moze se pokazati da je f € S ako i samo ako u svakoj tocki ima jednostrane
limese.
Cilj nam je dokazati Newton-Leibnizovu formulu u ovom okruzenju.

Definicija 3.2.3 Kazemo da je F : (o, ) — X primitivna funkcija funkcije f :
(a, B) = X ako je F'(x) = f(x), za svaki x € («, ().

Teorem 3.2.4 (Newton-Leibniz) Neka je f € C([a, ]; X). Tada f ima primitivou
funkciju F': [a, ] — X 1 vrijedi

B
[ @) de=F(5) - Fla).

Dokaz. Definiramo F': [o, 8] — X s

- / fo)dt

Neka je x € («, ) proizvoljan. Neka je ¢ > 0 proizvoljan. Jer f neprekidna u z,
postoji & > 0 tako da je za svaki t € («, ), |t — x| < 0 vrijedi |f(t) — f(z)| < e.
Sad za svaki |h| < d, z + h € (o, 8) vrijedi

z+h z+h

-3 [ v - sy <o /|f )| dt

F(x+h) — F(z)
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z+h

1 / 1
< — edt| = —¢|h| =e.
1] I

Dakle,
= f(z),

pa je F' derivabilna u x i F'(z) = f(z), $to znadi da je F' primitivna funkcija od f.
Neka je G proizvoljna primitivna funkcija od f. Tada je

(G~ FY() = G'(x) — F'(2) = f(2) — f(x) =0,

pa postoji konstanta C' € X takva da je G(z) = F(x)+ C (tvrdnja ¢e biti pokazana
kasnije). Slijedi da je

lim
h—0

F(z+h) — F(x)
h

Sto je i trebalo pokazati. [ |

3.3 Derivacija u Banachovim prostorima

Definicija 3.3.1 Neka su X i Y Banachovi prostori, U C X otvoren podskup i
f U — Y funkcija. Kazemo da je f (Fréchet) derivabilna u xo € U ako postoji
A e B(X,Y) takav da je

(o ) = fm) = AR|

0
h—0 |2l

i oznacujemo f'(xy) = A. Kazemo da je f derivabilna na otvorenom skupu V C
U ako je derivabilna u svakoj tocki iz V. Ako je ' : V — B(X,Y) neprekidno
preslikavanje, kazemo da je f neprekidno derivabilna na V.

Uvodimo “malo 0” notaciju.

Definicija 3.3.2 Neka su X i Y Banachovi prostori, O C X otvorena okolina nule,
r: O — Y funkcija i n € N. Kazemo da je r klase o(h"), i koristimo oznaku

r(h) = o(h™), ako
I
h—=0 ||h||"
Tako mozemo pisati f(zo+ h) — f(xo) — Ah = o(h) ako je f'(zo) = A.
Primjer 3.3.3 Neka je A € B(X,Y) iz € X. Vrijedi A(xo+ h) — A(xo) = Ah, pa
je A/(ﬁg) = A.

Primjer 3.3.4 Neka je f : R — R. Tada f'(zg) je operator mnozenja s f'(xg).
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Teorem 3.3.5 Neka su X i Y Banachovi prostori, U C X otvoren podskupi f: U —
Y funkcija derivabilna u zy € U. Tada je linearni operator iz definicije derivacije
jedinstven.

Dokaz. Neka su A, A; € B(X,Y) takvi da je

Lo+ h) — ) — A
h—0 IRl

=0, i=1,2

Neka je e € X proizvoljan jedini¢ni vektor. Tada za svaki h € span{e} \ {0} vrijedi

h h
HAle—AgeH = IW_A2W

_ —f(930+h)+f(950)+/11h+f(35o+h)—f(930)—142h‘
IRl Al

< f(xo+h) — f(xo) — Arh f(xo+h) — f(xg) — Ash

S ] i Il

_ (o + 1) = fmo) — Aih N | f(zo + h) = f(xo) — A2

a Al |7l ’

iz Cega slijedi da je Aje = Ase. Sada slijedi da je Ajx = Asx, zasvakiz e X. N

Teorem 3.3.6 Neka su X i Y Banachovi prostori, U C X otvoren podskupixzg € U
tocka. Tada je skup svih funkcija f : U — Y koja su derivabilne u x( vektorski pros-
tor sa standardnim operacijama zbrajanja funkcija i mnozenja funkcija skalarom.
Operator deriviranja je linearan.

Dokaz. Slijedi primjenom definicije i jedinstvenosti derivacije. [

Teorem 3.3.7 Neka su X i Y Banachovi prostori, U C X otvoren podskup i f :
U — Y funkcija derivabilna u xg € U. Tada je f neprekidna u xg.

Dokaz. Vrijedi
lim f (o + h) = lim (f(x0) + f'(a0)h + o(h)) = f(x0)

jer je f'(xo) neprekidno. Dakle, f je neprekidna u x. [

Teorem 3.3.8 Neka su X, Y i Z Banachovi prostori, U C X i V C Y otvoreni
skupovi, f: U — V derivabilna u zg € U i g : V — Z derivabilna u f(xg) € V.
Tada jeigo f: U — Z derivabilna u ¢ i (g o f)'(z0) = ¢'(f(z0)) f' (x0).

Dokaz. Primijetimo da je f'(z¢) € B(X,Y) i ¢'(f(x0)) € B(Y,Z), pa ih mozemo
komponirati i vrijedi ¢'(f(zo))f' (x0) € B(X, Z). Preostaje dokazati da je to doista
derivacija od gof u zg. Vrijedi f(xo+h) = f(xo)+f' (xo)h+p(h), gdje je p(h) = o(h).
Oznacimo h = f'(z¢)h + p(h). Tada je

9(f(zo +h)) = g(f(x0) + 1) = g(f(x0)) + g'(f (o)) + F(h)

=g
= 9(f(0)) + ' (f (o)) ' (mo)h + ¢'(f (x0))p(h) + 7(h),
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gdje je 7(h) = o(h). Potrebno je dokazati da je ¢'(f(xq))p(h) +7(h) = o(h). Vidimo
da je
lg'(f (o0))p(R) |
17l

< g (f @)l ==

F@I_ IF®I R [FE 1L (20)h + p(R)]

il [T T il
M1 o)Al + lp(A)l]
17l 17|
I7(R)] < : lp(h)|
= — f(xo)|l + — 0,
¢ime je dokaz gotov. [ |

Teorem 3.3.9 Neka je X Banachov prostor i f € C'({a, 3); X) takva da je f' =
na (a, #). Tada je f konstantna.

Dokaz. Neka je L € X' proizvoljan. Definirajmo fr : (o, 8) — R sa fr(z) =
L(f(z)). Tada je fi(z) = (Lo f)(z) = L'(f(2))f(x) = L(f'(x)) = 0, pa je fr
konstantna. Slijedi da je 0 = fr(x) — fro(y) = L(f(x)) — L(f(y)) = L(f(x) — f(y)),

zasve x,y € {«, ). Kako je L bio proizvoljan, slijedi (iz Korolara Hahn-Banachovog
teorema) da je f(x) = f(y), za sve x,y € («a, ), tj. f je konstantna. [ |

Zadatak 3.3.10 Neka je X Hilbertov prostor i f : X — R funkcija definirana s
f(z) =z - z. Odredite f'(zo).

2
Rjesenje: Za h # 0 vrijedi

1 1 1

1
= flao) +x0-h+ Sh-h.

Definirajmo Ah = xq - h. O¢ito je A € B(X,R). Vidimo da je
shehl sl 1
SR A S~ il =o.
Dakle, f'(zq) = A.
Zadatak 3.3.11 H'(Q2) = W2(Q) je Hilbertov prostor s skalarnim produktom

(u,0) g1 = / (w + Vu - Vo).
Q

Norma inducirana tim skalarnim produktom je

n
[ullr = J lall?. + > 10l
i=1
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Rjesenje: Pokazali smo da je H' potpun (inducirana norma je ekvivalentna normi
koju smo definirali). Da je unitaran, pokaZe se iz definicije.

Primjer 3.3.12 Neka je Q C R” Lipschitzova domena. Definiramo f : H'(Q) —
LYQ) s f(u) = iVu - Vu+ su?. Kako za u € H'(Q) vrijedi u, d;u € L*(2), pa je

2
po Hélderovoj nejednakosti u?, (9;u)? € L'(Q). Stoga je doista f(u) € L'(Q). Za

ug, h € HY(Q) vrijedi
1 1 )
1 1 1 1

1 1
= f(u) + Vo - Vh+uoh + 5Vh- Vh+ Sh*

Definirajmo A : H'(Q) — L'(Q) s Ah = Vug - Vh + ugh. Lako se vidi da je A
linearan operator. Vidimo da je

1AR| 1 = [[Vuo - VA A+ uohl| g1 < lluohllze + > 1950 - Bih| s
=1

< Jluollz2llbllzz + ) 10wuol 2 (|0:h | 2

i=1

n n
< ol + ) 10iuol2o - | 12012 + D 10612
im1 i=1

= [[uoll [Pl s,

pa je A i ogranicen (koriStena je nejednakost trokuta, Holderova nejednakost i CSB
nejednakost u R™™). Preostaje vidjeti da je $Vh - Vh 4 $h? = o(h). Uocimo

(39 Vhe 302 1 e+ S @R 1 s+ S 0,
Al 2 Tl 2 Al
Lol 1
= _. A
2 a2

iz Cega slijedi trazeno. Dakle, f'(ug) = A.

Primjer 3.3.13 Neka je H Hilbertov prostor i funkcija f : H — R definirana s
f(z) = ||z||. Odredimo f'(z) za x # 0. Vidimo da je

[l + 2l — |||
f(x+h) = f(x) = |z +hl| =[] =
[l + Al + []
_ P 422 A+ B2 — =] 22 -+ ||A]
[l + Al + [l] [l + Al + [l]
_x-h 2||x] 1A

I e E R R R e
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St (2
ol " Tl \Tla + Al + el o+ Al + o]

Ocito je h +— 7o - b ogranicen linearni operator i da je ostatak o(h).

Pokazimo da f nije derivabilna u 0. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
f'(0) € B(H,R) = H'. Po Rieszovom teoremu o reprezentaciji postoji jedinstveni
a € H takav da je f'(0)h =a- h, za sve h € H. Vidimo da je

1[0 + Al = (10l = £'(0)R] _ [l[2]l = a- A
1721 |71

:‘1_a N

Sto nema limes jednak 0. Naime, ako a = 0, limes postoji, ali je razli¢it od 0. Ako
je a # 0, moralo bi vrijediti a - e = 1, za svaki jedini¢ni vektor e, $to je nemoguce
(iza-e=1slijedia-(—e) = —1, a |[—e¢|| = 1). Dakle, f doista nije derivabilna u 0.

Zadatak 3.3.14 Neka je [, ] C R, g : [, 5] x R — R neprekidna i derivabilna
po drugoj varijabli s uniformno neprekidnom derivacijom, te K € C([a, 8] X [a, 5]).
Definiramo

B
Fu)(y) = /K(x,y)g(ﬂf,U(ﬂf))d% y € la, fl,u e C[a, 4]).

Pokazite:
o F:C([a,B]) — C([e, B]),

e [ je derivabilna,

B
N /K@»’y) Oyg(x, u(x)) h(x) dz, y € [a, .

RjesSenje: Vrijedi (za fiksni u € C([o, 5]))
g

Fu) (1) — F(u)(3)] = / K (2, 1) — K (2, 92)]g(, u(z)) da
5
< / K (z, 1) — K(z, 32)|lg(z, u(x))] dz

< max |g(z, u(z \/|K z,y1) — K(z,y2)| dx

z€a,b]

pa je F(u) € C([a, f]) (K je uniformno neprekidna jer je definirana na kompaktnom
skupu). Operator F’(u) definiran u zadatku je o¢ito linearan. Vidimo da je

B

IF (@l = ma [(F ()] = max | [ K (e.1) 0,900, ula)) o) do

«
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\y@[a%]/w z,9)| 18,9(z, u(x))] |h(z)] dz

< [ max / K (2,9)| 19y9(z, u(@))] dz | (1]l

y€la,f]

pa je F'(u) € B(C([a, 5])).

1w+ h) = F(u) = F'(u)hlo
Ithoo

1
" TThllo velas

/K z,y) (9(z, u(x) + Mx)) — g(z, u(z)) — yg(z,u(x)) h(x)) dz

B
|h||oo yelo, m/ (=, 9)] lg(z,u(x) + h(z)) — g(z,u(@)) — Oyg(x, u(x)) h(z)| dz

||h1||oo yelos) / K. y) 8yg<x u(x) + h(z )> h(z) — 0yg(z,u(zx)) h(x)| dz

max /|K z,y)|

yeaﬁ]

ayg<a: u(x) + h(z )) — %g(az,u(a:))‘ dw

B

<l |

«

dyg (3:, u(z) + B(:c)) — 0y9(x, u(x))) dz,

pa iz uniforme neprekidnosti parcijalne derivacije od g po drugoj varijabli slijedi

_ _ /
LI F () = F(u) = F'(u)hl
h—0 17| o

=0,

Sto znadi da je F' derivabilna u w i derivacija je F’(u).
Sad dokazujemo verziju Lagrangeovog teorema.

Teorem 3.3.15 Neka su X i Y Banachovi prostori, U C X otvoren, a,b € U takvi
daje [a,b] = {(1=ANa+Xb: A€ [0,1]} CUi f:U — Y derivabilna na U. Tada je

1F(0) = fla)l < b —all - sup [|f'(c)]]

c€la,b]
Dokaz. Definirajmo ¢ : [0,1] =Y s p(A\) = f((1 — N)a + Ab). Vidimo da je
P'(A) = (1= Na+A)(b— a).

Neka je L € Y’ proizvoljan. Definirajmo ¢ : [0,1] — R sa »(\) = L(p(A)). To je
derivabilna funkcija kao kompozicija dvije derivabilne funkcije. Po Lagrangeovom
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teoremu srednje vrijednosti slijedi da postoji Af, € («, 5) takav da je ¥(1) — ¥ (0) =
W' (Ar). 1z definicije od ¢ i ¥ slijedi

L(p(1)) = L(¢(0)) = L(f (b)) = L(f(a)) = L(¢'(AL))
= L(f'(1 = Ap)a + ALb)(b — a)) = L(f(b) — f(a)).

Odaberimo L takav da je L(f(b) — f(a)) = ||f(b) — f(a)]| i ||L]| = 1 (Sto mozemo
po Korolaru Hahn-Banachovog teorema). Slijedi

1£(b) = f(a)ll = [L(f(b) — f(a))] = [L(f'((1 = AL)a + ALb)(b — a))]
<AL (L = Az)a + Ad) (b — a)|l < [[f/((1 = An)a + ALb)|[[|b — al
< |6 —all 'cil[?z)] 1 (-

Definicija 3.3.16 Neka su X i Y Banachovi prostori, U C X otvoren podskup i
xg € U tocka. Ako postoji limes

lim f(zo+ AR) — f(x0)
ANO A

)
oznacavamo ga s f;(zg) i zovemo (Gateauzova) derivacija funkcije f u tocki xo u
smjeru h.

Teorem 3.3.17 Neka su X i Y Banachovi prostori, U C X otvoren podskup i
f U — Y funkcija derivabilna u zy € U. Tada f;(zo) postoji za svaki h € X i
vrijedi f}(xo) = f'(xo)h. Posebno je f;(z¢) linearan po h.

Dokaz. Nekaje h € X proizvoljan. Tada za svaki A > 0 vrijedi f(xo+Ah)— f(xg) =
f'(xo)(Ah) + r(AR), gdje je (Ah) = o(Ah). Slijedi da je

L )= ) _ g MG _ (g, O

N0 A AN0 ) N0 A
= f/(l'[)>h,
pa f;(xo) postoji i jednak je f'(xq)h. [ |

Opcenito G-derivabilnost ne povlac¢i F-derivabilnost. Zanima nas uz koje do-
datne pretpostavke povlaci.

Lema 3.3.18 (Lyusternik, Sobolev) Neka je ¢ € C([a,b]) takva da ¢'(t;) (desna
derivacija) postoji na (a, b). Tada je

. Qo(b) — gp(a) /
inf ¢ (t;) < ———2% < su ty).
relab) ©'(ty) b—a te<ali> ©'(ty)

Vrijedi da, ako je ¢'(ty) neprekidna, onda je ¢ derivabilna i ¢' € C'({a, b)).
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Teorem 3.3.19 Neka su X i Y Banachovi prostori, U C X otvoren podskup, te
reUihe X takvida je [z, +h] CU. Ako je f: U — Y derivabilna u smjeru h
na (x,x + h), onda je

If(@+h) = f@)] < suwp (/@)

y€(z,z+h)

Dokaz. Neka je L € Y’ (zasad) proizvoljan. Definiramo ¢ : [0,1] — R s ¢p(\) =
L(f(x+ ARh)). Vidimo da je za X € (0,1)

PN+ 1) — p(N) L(f(z + A+ ph)) — L(f(z + Ah))

i ;
:L(l%f(xj%muf;)—f(xj%h)) L(fL (x4 AR)).

Po Lemi 3.3.18 slijedi da je

p(1) —p(0) < sup |¢'(Ay)],
A€(0,1)

t.
L(f(x+h) — f(z)) < sup |L(fy(x+ Ah))|.

A€(0,1)

Odaberimo L takav da je ||L|| = 11 L(f(z + h) — f(z)) = ||f(x+h)— f(z)].

Dobivamo

1f(z+h) = f@)| < sup [[fy(z+AR)[[= sup [Ifi(¥)l,
Ae(0,1) y€(z,z+h)

¢ime je tvrdnja pokazana. [ |
Slijedi osnovni rezultat.

Teorem 3.3.20 Neka su X i Y Banachovi prostori, U C X otvoren podskup i f :
U — Y neprekidna na U i derivabilna na U u svakom smjeru. Tada je za svaki x € U
preslikavanje X 5 h +— f;(z) € Y linearno. Ako je U 3 x — f;(z) € Y uniformno
neprekidno u odnosu na h, onda je f F-derivabilna na U i vrijedi f'(x)h = fj ().

Dokaz. Neka je x € U zadan. Neka su h,k € X i L € Y’ proizvoljni. Definiramo
(X, 1) = L(f(z + Ah + pk))
na nekoj okolini od (0,0). Parcijalne derivacije od ¢ postoje i iznose
Oxp(A 1) = L(fy(x + A+ k), Oup(X, p) = L(fr(x + Ah + pk)).

Neka su «, 8 € R proizvoljni i definiramo (t) = p(at, ft). Vrijedi ¢(t) = L(f(z +
t(ah + Bk))). Slijedi

L(fansar(x)) = ¢'(0) = adxp(0,0) + 50,£(0,0) = aL(f;(x)) + BL(fi(x)).
Kako je L linearan, slijedi da je L(f/,, s(z) — afy(x) — Bf(x)) = 0. No, L je bio

«

)
proizvoljan, pa je fi,. g.(v) = afy(z) + Bf(x). Dakle, h — f;(x) je linearno.
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Da dokazemo da je f F-derivabilna, dovoljno je za proizvoljan x € U pokazati
da je
If(z +h) = f(z) = fr(@)|| = o(h).
Neka je L € Y’ proizvoljan. Definiramo x : [0,1] — R s x(A\) = L(f(xz + A\h) —
f(z) = Afi(x)). Vidimo da je x neprekidna na [0, 1], derivabilna na (0,1) i x'(\) =
L(fy(x + Ah) — fi(2)). Po Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti slijedi da

postoji A € (0, 1) takav da je x(1) — x(0) = x'(A), tj.

L(f(x + h) = f(z) = fi(@)) = L{fi(x + Ah) = fi(2)).
Izborom takvog L da je |L|| =11
L(f(z +h) = f(z) = fi(2)) = | f(z + h) = f(z) = fiul2)]]
dobivamo
If @+ k) = f(@) = fi@)Il < | file + An) = fi ()]
Za svaki x € U definiramo A,(h) = fj(x). Vrijedi A, € B(X,Y) i po pretpostavci

je

|Azyae — Azll = sup [[(Azyae — Az)h|| —— 0.
)<t Axz—0

Dakle,
1f (4 h) = fx) = (@)l < 1(Apyxn — A) Bl < [ Agisn — Azl
Sto je i trebalo pokazati. [ |

Primjer 3.3.21 Neka K € C(R x [0,1]) tako da je K(-,t) € C'(R), za svaki
t € [0,1]. Definiramo f : C([0,1]) = R's

flu) = / K (u(t), ) dt.

Odredimo Gateauxove derivacije od f. Uoc¢imo da je

C Fut ) — ) d
i LA |
Stoga je
‘() d% / K(u() + M), dt || = / I (ult) + AR(), 1) di
0 A=0 0 A=0

Zamjena poretka derivacije i integrala je opravdana pretpostavkom da je K(-,t) €
C'(R) (parcijalna derivacija je neprekidna, pa je uniformno neprekidna na nekom
kompaktu koji sadrzi skup {(u(t) + Ah(t),t) : t € [0,1]} i neku njegovu otvorenu
okolinu).

Lako se pokaze da je fj(u) € (C([0,1]))".
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Definicija 3.3.22 Neka je H Hilbertov prostor, f : H — R derivabilna. Za svaki
x € H je f'(x) € H', pa po Rieszovom teoremu postoji jedinstveni V f(z) € H takav
da je f'(x)h = Vf(x) - h, za sve h € H. Vektor V f(x) nazivamo gradijent funkcije
f u tocki x.

3.4 Inverzna funkcija

Teorem 3.4.1 Neka su X i Y Banachovi prostori, f : X — Y neprekidno deri-
vabilna u nekoj okolini tocke xy. Ako f'(x¢)~! postoji i f/'(x9)~! € B(Y, X), onda
postoji otvorena okolina U od xq i otvorena okolina V' od f(x) takodaje f: U — V
bijektivna. Nadalje, f~!: V — U je neprekidno derivabilna na V' i vrijedi

W= (W)

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je f: X — X, xqg =0,
f(0) =01 f(0) = I. Doista, zo = 01 f(0) = 0 mozemo ostvariti pomocu nekih
translacija. Za f : X — X i f'(z9) = I, uzmimo neki A € B(Y, X) takav da je
A7l € B(X,Y). Neka funkcija f zadovoljava pretpostavke teorema, i definirajmo
fii=Aof: X — X. Tada je f; neprekidno derivabilna u nekoj okolini tocke xg.
Uoc¢imo da je f : U — V neprekidna bijekcija ako i samo ako je f; : U — AV
neprekidna bijekcija, te da je f~! neprekidno derivabilna na V ako i samo ako je
fit = f~' o A7 neprekidno derivabilna na AV. Dakle, zaklju¢ak teorema vrijedi
za [ ako i samo ako vrijedi za f;. Uoc¢imo da je fi(xq) = Af'(zo), pa izborom
A = f'(z9)~! dobivamo f{(xq) = I.

Definiramo g(x) = x — f(x). Vrijedi g(0) = 0, ¢'(0) = 0 i ¢ je neprekidno
derivabilna oko 0, pa postoji r > 0 takav da je

-1

lg' @)l < 5, =€ K(0,r). (*)

N | —

Dobivamo da je za svaki z € K(0,7)

3.3.15 , () 1 1
lg(z)]| = llg(z) —g(0)|| < sup [[g"W) - [|z]| < 5llz| < 57
yel,al 2 2

Dakle, g : K(0,7) — E(O, g)
Neka je y € F(O, g) fiksan. Definiramo h,(z) = g(z)+y, za z € K(0,7). Uo¢imo

1 1
Iy @) < Ng@)l + Iyl < 57+ 5 =,
pa je hy : K(0,7) = K(0,7). Neka su z1, 25 € K(0,7) proizvoljni. Tada je
3.3.15 ) ) 1
Iy (1) = hy(az)l| = llg(or) = 9ol "< sup (@) lor 2]l < Gllor = zall
TE|x1,T2

Sto znaci da je h, %—kontrakcija. Po Banachovom teoremu o fiksnoj tocki slijedi da
postoji jedinstveni z € K(0,r) takav da je h,(z) = =, tj. f(¥) = y. Definiramo
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V = K(0,5) iU = f~1(V) (5to je otvoren skup jer je f neprekidna), pa je po

pokazanom f : U — V bijektivna.
Dokazimo da je f~! neprekidna. Neka su y;,y, € V proizvoljni, i oznac¢imo

1= Y y1), za = [ (y2). Tada je
1f 7 1) = F )l = Ny — @l = [y, (1) — By, (22) ]
= llg(z1) +y1 — g(x2) — 12|
< lg(x1) — gzl + llyr — w2l

1
< §||$1 — o] + |ly1 — w2,

iz Cega slijedi
£ (yn) = £ )l < 20y — vl (&)

Dakle, f~! je Lipschitzova, pa je neprekldna.
Na kraju dokazimo da je f~! derivabilna na V i izraz za derivaciju. Neka su
Yo,y € V proizvoljni, i ozna¢imo zg = f~(yo), * = f~(y). Slijedi

| ——f*l@m>——(f%f%*<y»)‘1<y—-y@H
= |J& = z0 = f'(x0) " (f(x) = f(20))]|
—”f (o) (f' (2 )(x—xo) f($)+f($o))H
<[ (o) I () = F (o) — £/ (o) (2 — 20) |
=WN%TWO@-%D=dfﬂ@—f”@@f§o@—m%
¢ime je dokaz gotov. [ |

Primjer 3.4.2 Dana je jednadzba njihala

u” +sinu = h,
gdje je h : R — R zadana T-periodicka funkcija. Postoje li rjesenja u koja su
T-periodicka?

Definirajmo X := {u € C*(R) : (Vt e R) u(t +T) = u(t)}, Y := {u € C(R) :
VteR)u(t+T)=u®)}if: X =Y s f(u) =u"+sinu. Y je Banachov prostor uz
normu |||, @ X je Banachov uz normu ||-|| definiranu s ||u|| = ||u]|co+|2']| 0o+ []2" || 0o
(mozemo li izostaviti ¢lan ||u'||o da dobimo ekvivalentnu normu?). Vidimo da je

f(0O+v)— f(0) =" +sinv=1"+ v+ o(v),

iz Cega slijedi da je f/(0) = v” 4+ v. Moze se pokazati da je f’(0) invertibilno kada
je T # 2nm (n € N), pa prema Teoremu 3.4.1 slijedi da postoje okoline U C X i
VCY odO0i f(0) =0 takve da je f : U — V difeomorfizam.

3.5 Newtonova metoda

Neka je f: R — R. Zelimo naci takav z € R da je f(x) =0, tj. trazimo nultocke.
Newtonova metoda je metoda fiksne tocke x = g(x) gdje je

@
A= iy
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Dakle, za zadani xg, formiramo niz aproksimacija z,+1 = g(z,). Jasno je da mora
barem vrijediti da je f'(x,) # 0. Prisjetimo se teorema s Numericke matematike.

Teorem Neka je a jednostruka nultocka funkcije finekaje I. :={z € R: |z — o] <
e} segment radijusa ¢ oko a. Pretpostavimo da je f € C?(I.) za sve dovoljno male
e > 0. Definiramo brojeve

my(e) ;= min |f'(x)|, Ma(g) := max|f"(z)],

zel zel:
i, na kraju,
Mz(g)
M(e) =
(¢) 2m (e)
Ako je € toliko mali da je
2eM(e) < 1,

onda je, za bilo koju startnu tocku z( € I,
e Newtonova metoda dobro definirana,
e i konvergira barem kvadratno prema jedinoj nultocki a € I..

Sada nam je zelja poopéiti taj rezultat na Banachove prostore X, Y i f: X — Y.
Primijetimo da je funkcija g(x) = x — f'(z)~'f(x) dobro definirana ako postoji
f(z)~! (to je tada element iz B(Y, X)). Uoimo da je racunanje f'(x)~! najskuplja
operacija. Na primjer, ako je X =Y = R", onda je f’(z) matrica reda n. Stoga ¢emo
fiksirati xp € X i promatrati g(z) = x — f'(zo) "' f(z). Ta metoda ¢e konvergirati
sporije, ali ¢e se svaki korak brze izvrsavati.

Teorem 3.5.1 Pretpostavimo da postoji r > 0 takav da je f € CY(K(xg,7);Y),
f" Lipschitzova s konstantom Lipschitzovosti L > 0, postoji f'(x)~! za svaki x €
K(xq,r), vrijedi

1 o)1 (o)™ F o) | £ <
te neka je Ao manji korijen jednadzbe
N f o) M (o) f@o) [ L = A+ 1=0.

Tada u kugli K (xg, Ao ||f'(z0) " f(z0)|]) funkcija f ima to¢no jednu nultocku i niz
(z,) konvergira prema njoj.

1
47

Dokaz. Oznacimo
pi= o)y a = [ (o) o) || 1= [ £ (o) [ £ (o)™ f (o) || L.
Stoga imamo al? — A+ 1 =0, pa je

1+V1-4a

2a

A

Sto su zbog pretpostavke realni brojevi i

1—\/1—4a>

20 -

Ao = 0.
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Oznac¢imo jo§ K := K(wg,\oq). Pokazat ¢emo da je g : K — K (g(x) = = —
f'(w0)~" f(x)) »-kontrakcija, pa ¢e iz Teorema 2.1.3 slijedi tvrdnja.
Pokazimo najprije da je g : K — K. Za x € K vrijedi

lg(a) = @oll = [|a = f'(xo) ™ f(a) — 20|
= ||/ (o)~ [f (o) (z — @0) — f(x) + f(x0)] — f'(20) ™" f(zo)||
< plIf'(wo)(z — m) — f(z) + flzo)|l +a.

Definirajmo ¢(x) := f'(zo)(x — xo) — f(x) + f(z0) i uotimo da je
1" (@)l = 11/ (o) = (@)l < Lz — oll < LAog

za svaki z € K. Slijedi da je

3.3.15
lo(@)] = lle(z) — (o)l < sup [[¢'(2)]l[[z — zoll < sup [|¢'(2) ||z — 2ol
2€lzo.a] ek
< L(Xog)*
Dakle,
lg(x) — xol < pL(Aoq)? + ¢ = q (PLAGg + 1) = ¢ (@A§ + 1) = Aog,

pa je g(x) € K. -
Pokazimo da je g : K — K s-kontrakcija. Vidimo da je

lg' @)l = [[T = f'(= (@) = £ (@o) ™" (f'(xo) = F'@)|| < plIf (o) = f'(@)]
1—v1—-4 1
< pLllw — 2ol € pLAgg = adg = 0 =< S <1,
¢ime je dokaz gotov. |

Zadatak 3.5.2 Dana je integralna jednadzba
- [ Kt.g(s.0(9)ds =0, t € fa.1]

gdjesu K € C([a,b] x [a,b])ig € C([a,b] xR) zadani. Takoder, parcijalna derivacija
od g po drugoj varijabli je Lipschitzova po drugoj varijabli, tj. postoji L > 0 takav
da je

|0ug(s,u1) — 0ug(s,ug)| < Lluy — us|, Vui,us € R.
Uz koje uvjete ¢e Newtonova metoda primijenjena na gornju jednadzbu integralu
nacin konvergirati?

Rjesenje: Definirajmo f : C([a,b]) — C(la, b)) s

b

flz)(t) == x(t) — /K(t,s)g(s,x(s))ds, z € C([a,b]),t € [a,b].

a
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Koriste¢i Zadatak 3.3.14 dobivamo da je

(f'(x)h)(t) = h(t) — /K(t, $)0ug(s,x(s))h(s)ds, x,h € C(la,b]),t € [a,b].

Provjerimo Lipschitzovost od f”:

1) = ')l = sup [If'(z)h = f'(y)hll

[[Alloo=1
b

= s s / K (t, 5) (Bug(s, 2(s)) — Bug(s, 5(s))) h(s) ds

[Plloc=1t€lab
a
b

< sup sup / K (t, )] [Bug(s, 2(5)) — Bug(s,y(5))| [h(s)] ds
Ih]|co=1 tE]a,b]

< sup /|K (t,s)|L|z(s) — y(s)|ds

te€la,b)

< Lsup/|Kts|ds |z — Yl oo-

te(a,b)

Zadatak 3.5.3 Zadana je integralna jednadzba

T) = /\/f(x,t,u(t))dt—i—g(x), x € [a,bl,

gdje je g € C(la, b)), f € C([a,b] x [a,b] xR) i A € R dano. Dodatno pretpostavimo
da je f Lipschitzova po trec¢oj varijabli.
Definirajmo F': C([a,b]) — C([a,b]) s

b

F(u)(z) := )\/f(m,t,u(t))dt +g(z), = € [a,b].

a

Odredite dovoljne uvjete da F' bude s-kontrakcija. Moze li se ovdje primijeniti
Newtonova metoda?

Rjesenje: Neka su uy,us € C([a,b]) proizvoljne. Tada je
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<IN [ Ll (®) - uafe)

< [AIL(b = a)[lur — uz[[o,

iz Cega slijedi da je ||F(u1) — F(u2)|leo < |AL(b — a)|lu; — u2l|oo, pa e F biti -
kontrakcija ako je |A|L(b—a) < 1.

3.6 Teorem o implicitnoj funkciji

Neka su X; i Xy Banachovi prostori, te neka je X = X; x X5. Mozemo definirati
normu na X s [[(x1, xa)|| = ||z1|| + ||#2]|, i uz tu normu X postaje Banachov prostor
(zbrajanje i mnozenje skalarom definiramo po koordinatama). Uo¢imo da je X; X
{0} < X i{0} x Xy < X, pa uz identifikacije X; <> X; x {0} i X5 <> {0} x X5
moZzemo re¢i da su X; i X, potprostori od X, te da vrijedi X = X; + X,. Tako
¢e se naSe definicije, koje se odnose na potprostore, moci primijeniti i na Kartezijev
produkt prostora.

Definicija 3.6.1 Neka su X i Y Banachovi prostori, U C X otvoreni f: U — Y
funkcija. Kazemo da je f derivabilna u xo € U po potprostoru Xy < X ako postoji
A, € B(X,,Y) takav da

(Vh S X()) ro+helU = f(l‘() + h) — f(l’o) — Amoh = O(h)

Operator A,, oznacavamo s Ox, f(zo) 1 jo§ zovemo parcijalna derivacija funkcije f
u tocki x.

Neka su X i Y Banachovi prostori i X, Xo < X takvi da je X = X + X5. Neka
je U C X otvoreni f : U — Y derivabilna u x € U, tj. f'(z) € B(X,Y). Tada

je f'(z)|x, € B(X;,Y) (linearnost lako slijedi, a i jasno je da vrijedi || f'(x)|x,| <
1/(@)]). Takoder je Ox, f(x) = f'(x)|x,, pa vrijedi
f(@)h = O0x, f(x)h + Ox, f(x)h2, h=h1+hy € X, h; € X;. (%)

Zanima nas vrijedi li obrat.

Teorem 3.6.2 Neka parcijalne derivacije Oy, f(x) postoje i neprekidne su na nekoj
okolini od z. Tada je f derivabilna u x i vrijedi ().

Dokaz. Neka je h = hy + hy proizvoljan. Trebamo pokazati da je

f@+h) = f(x) = (Ox, f(x)h1 + Ox, f(x)h2) = o(h).
Vidimo da je
1f(z+ h) = f(z) = (Ox, [ (x)h1 + Ox, [ () ha)|
< | f(x+ hy+ hi) — f(x + he) — Ox, f(x + ho) 4|
+ 110x, f(z + ha)hy — Ox, f(x) M| + [ f (2 + he) — f(#) — Ox, [ (2) o
<[ f(x+ho + ha) — f(x + he) — Ox, f(z + ho) |
+ 110x, f(z + ha) = Ox, f(2)][[[ ] + 1f (@ + ha) = f(z) = Ox, f(x)hel|,

sto pokazuje tvrdnju. |
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Neka su sada X, Y7, Y, Banachovi prostori, U C X otvoren skupi f; : X — Y;,
i = 1,2, funkcije. Definiramo f : X — Y} x Yy s f(z) = (fi(x), fo(x)). Ako
je f derivabilna u o € U, onda su f; i fy derivabilne u z¢ i vrijedi f'(x¢) =
(fi(xo), f5(x0)), paje f'(xo)h = (fi(xo)h, f5(xo)h). Vrijedi li obrat? Pretpostavimo
da su f; i fy derivabilne u xy. Tada je
Flao 1) = F(zo) = (o + h) — filan), faw + ) — fo(ao))
= (Fi(ao)h + o{h). f3(ro)h + o)
= (Fi(ao)h, fya)h) + (o(h), o)
= (F(eo)h (o)) + ofh),
pa je i f derivabilna u xg i vrijedi f'(zo) = (f](z0), f4(x0))-
)

Teorem 3.6.3 (o implicitnoj funkciji) Neka su X i Y Banachovi prostori, U C X xY
otvoren skup, F': U — Y funkcija i (x,y0) € U tocka takva da je

e F(x0,y0) =0,
e F je neprekidno derivabilna na U (F € CY(U;Y)),
e Oy F(xg,y0) ima neprekidni inverz (dy F(zo, o)~ € B(Y)).
Tada postoji okolina Ux C Px(U)! tocke zg i funkcija f : Uy — Y takva da je
e f(z0) = Yo,
e F(x, f(x)) =0 za svaki z € Uy,

e f je derivabilna na Ux.

Dokaz. Definirajmo ¢ : U — X xY s p(z,y) = (z, F(x,y)). Uotimo da je p =
(m1, F) (m je projekcija na prvu koordinatu), a kako su m; i F' derivabilne na U
(m € B(X xY, X)), po napomeni prije iskaza teorema slijedi da je ¢ derivabilna na
U. Uocimo da je (po napomeni prije Teorema 3.6.2)

@' (20, y0) (h, k) = (h, Ox F (w0, y0)h + Oy F (w0, yo) k).
Neka je (h,k) € X x Y takav da je ¢'(zo,%0)(h, k) = (h,k). Tada je h = h i
k = Oy F(xo,y0)~ Lk — axF(.iﬁo,yo)h) pa postoji ¢'(zg,y0) . Ograni¢enost se lako
provjeri. Po Teoremu 3.4.1 slijedi da postoji okolina U C U tocke (20, o) 1 okolina
V C X XY tocke ¢(zo,50) = (0, F(x0,0)) = (70,0) tako da je ¢ : U — V
difeomorfizam. Slijedi da postoji neprekidno derivabilna funkcija ¢ takva da je
o Y(z,y) = (x,9(x,y)), za svaki (z,y) € V. Dobivamo da je

(z,y) = (po o ) (w,y) = oz, ¢(z,y)) = (z, F(x,¥(x,9))), (z,y) €V,
pa je F(x,¥(x,y)) = y. Kako je (z0,0) € V, mozemo uvrstiti y = 0 da dobimo da
je F(z,¢(x,0)) = 0, pa definiramo f(x) = ¢(z,0). Iz toga slijedi derivabilnost od
f isvojstvo F(x, f(x)) = 0. Vidimo da je
(2,9) = (¢ o @) (x,y) = ¢z, F(x,9)) = (2, ¢(x, F(x,y))), (z,y) €U,
iz Cega slijedi da je ¢ (x, F(x,y)) = y. Posebno je (za x = x¢o 1y = yo) f(x0) =
¥ (w0, 0) = Y (w0, F(20,Y0)) = Yo- u

LPx(U) je projekcija od U na X, tj. Px(U)={r € X : By €Y) (z,y) € U}




Poglavlje 4

Varijacijske metode

4.1 Uvod

Neka je X Banachov prostor i f : X — R funkcional. Zelimo na zadanom skupu
K C X naé¢i minimum (maksimum) od f, ako postoji.

Definicija 4.1.1 Kazemo da je x( tocka:

e [okalnog minimuma (maksimuma) funkcije f ako postoji otvorena okolina U
tocke zq takva da je f(xg) < f(z) (f(zo) = f(x)) za svaki x € U.

e strogog lokalnog minimuma (maksimuma) funkcije f ako postoji otvorena oko-
lina U tocke zy takva da je f(xg) < f(z) (f(zo) > f(z)) zasvaki x € U\ {zo}.

e (strogog) lokalnog ekstrema funkcije f ako je xq tocka (strogog) lokalnog mini-
muma ili (strogog) lokalnog maksimuma.

Teorem 4.1.2 Neka f ima lokalni ekstrem u tocki zg, te neka je f derivabilna u z.
Tada je f'(zo) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. f'(zg) # 0. Tada postoji h € X takav da je
f'(xg)h > 0. Vrijedi

f(xo + Ah) — f(x0)

fu(wo) = lim 3 = f'(z0)h >0
i o — M) — f(z0)
, T o — — o o
fln(o) = ;1{% 3 = —f'(zo)h < 0.
Slijedi da za sve A > 0 iz neke okoline nule vrijedi f(xo— Ah) < f(zo) < f(zo+ Ah),
Sto je u kontradikciji s time da je xg tocka lokalnog ekstrema funkcije f. |

Teorem kaze da, kao i inace, rjeSavanjem jednadzbe f'(zg) = 0 dobivamo kan-
didate za lokalne ekstreme. Tocku xy za koju vrijedi f'(zo) = 0 zovemo kriticna
tocka.

Pokazali smo da ako je f : X — R neprekidna i K C X kompaktan, onda f
poprima svoje ekstreme na K. Sljedeéi teorem pokazuje da nam to nije pretjerano
korisno u beskona¢nodimenzionalnim prostorima.

38
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Teorem 4.1.3 (Riesz) Neka je X normirani prostor. Tada je K(0,1) kompaktan
skup ako i samo ako je X konac¢nodimenzionalan.

Lako se vidi da tvrdnja teorema vrijedi za svaku kuglu. Stoga za svaki kompaktan
skup K C X je Int K = (), ako je dim X = +oo. Dakle, svaki kompaktan skup u
beskona¢nodimenzionalnom normiranom prostoru je nigdje gust (Supalj). Stoga
¢emo oslabiti pretpostavke na funkciju f i skup K kako bi dobili isti rezultat kao u
konac¢noj dimenziji.

Definicija 4.1.4 Neka je X normiran prostor, xqg € X tocka i f: X — R funkcija.
Kazemo da je f slabo nizovno poluneprekidna odozdo (SNPO) u xy ako za svaki niz
(x,) iz X koji slabo konvergira prema x, vrijedi

f(zo) < liminf f(z,).

n—00

Primjer 4.1.5 Neka niz (x,) slabo konvergira prema z. Po Hahn-Banachovom
teoremu postoji f € X' takav da je || f|| =11 f(z) = ||z||. Slijedi da je

||| = f(z) = lim f(z,) =liminf f(x,) < liminf || f||||z,] = iminf ||z,
n—oo n—oo n—oo n—oo

Dakle, [|-]| je SNPO.

Definicija 4.1.6 Neka je X normiran prostor i f: X — R funkcija. Kazemo da je
f koercitivna ako f(x) — +oo kad ||z|| — +o0, tj.

(VM >0)3FR>0)(VreX) ||z]| >R = flz)> M.

Definicija 4.1.7 Neka je X normiran prostor i K C X skup. Kazemo da je K
slabo nizovno kompaktan (SNK) ako svaki niz u K ima podniz koji slabo konvergira
prema vektoru iz K.

Teorem 4.1.8 (osnovni) Neka je X normiran prostor, K C X SNK skupi f: K —
R SNPO na K. Tada je f ograni¢ena odozdo na K i dostize minimum na K.

Dokaz. Iz definicije infimuma slijedi da postoji niz (z,,) u K takav da f(z,) konver-
gira prema inf,cx f(z) (dopustamo inf,.cx f(x) = —o0). Kako je K SNK, postoji
podniz (z,,) koji slabo konvergira prema nekom z, € K. Funkcija f je SNPO, pa
imamo

Dakle, f(zo) = inf ek f(z), ¢ime smo pokazali tvrdnju teorema. [ |

Teorem 4.1.9 Neka X refleksivan Banachov prostor, f : X — R SNPO i koerci-
tivna. Tada je f ogranicena odozdo i dostize svoj infimum na X.

Dokaz. Neka je M > 0 takav da je M > inf,cx f(z). Kako je f koercitivna,
postoji R > 0 takav da je f(z) > M za sve x € X, ||z|| > R. Vidimo da je
infyex f(z) = inf gz g f(x). Skup K (0, R) je SNK jer je X refleksivan Banachov
prostor. Prema Teoremu 4.1.8 slijedi tvrdnja. [
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Provjeravanje da je funkcija SNPO ili da je skup SNK preko definicije je kompli-
cirano. Stoga trazimo dovoljne uvjete koje je jednostavno provjeriti. Sljedeci teorem
daje dovoljne uvjete za SNK.

Teorem 4.1.10 Neka je X refleksivan Banachov prostor i K C X ogranicen, zatvo-
ren i konveksan skup. Tada je K SNK.

Za dokaz tog teorema se koriste sljedeci teoremi.

Teorem 4.1.11 Svaki ogranicen niz u refleksivnom Banachovom prostoru ima slabo
konvergentan podniz.

Teorem 4.1.12 Svaki zatvoren i konveksan podskup normiranog prostora je slabo
zatvoren.

Dovoljni uvjeti za SNPO su dani u sljedeéem teoremu.

Teorem 4.1.13 Neka je X normiran prostor, K C X konveksan skupi f: K - R
konveksna i neprekidna funkcija. Tada je f SNPO na K.

Za dokaz Teorema 4.1.13 potrebna nam je sljedeca lema.

Lema 4.1.14 Neka je X normiran prostor i K C X neprazan skup. Funkcija
f: K — R je SNPO na K ako i samo ako je za svaki a € R skup D(a) :={z € K :
f(z) < a} slabo nizovno zatvoren (SNZ) u K.

Dokaz. Neka je a € R proizvoljan. Neka je (x,,) niz u D(«) koji slabo konver-
gira prema x € K. Kako je f SNPO, vrijedi

f(z) < liminf f(z,) < a,
n—oo
Sto znadi da je x € D(a).
Neka je (x,,) proizvoljan niz koji slabo konvergira prema x € K. Definirajmo

= h}ggff(xn).

Po definiciji gomilista, postoji podniz (x,, ) takav da (f(x,,))r konvergira prema .
Neka je € > 0 proizvoljan. Tada je f(x,,) < a + ¢ za sve dovoljne velike k. Kako je
D(a+¢) SNZ u K, slijedi da je x € D(« + ¢€). Dakle, vrijedi f(z) < a+ ¢ za svaki
>0, paje f(x) < a. [ |

Dokaz Teorema 4.1.13. Neka je « € R proizvoljan. Za sve z,y € D(«) i svaki
A € (0,1), jer je f konveksna, vrijedi

fOr+ (1 =Ny) <Af(@) + (1 =Nf(y) <Aa+(1-Na=a,

paje Ax+ (1 —\)y € D(a). Dakle, D(«) je konveksan skup. Kako je f neprekidna,
skup D(a) = f~1({—o0,a]) je zatvoren u K. Prema Teoremu 4.1.12 je D(«) slabo
zatvoren, a time i SNZ. Iz Leme 4.1.14 slijedi da je f SNPO. |

Neprekidnost nije dovoljna za SNPO, kao $to sljedeé¢i primjer pokazuje.
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Primjer 4.1.15 Neka X Hilbertov prostor i (e,) ONB u X. Definiramo f: X — R
S
> 1
|l v K (eny),
n=1

2n—1) (1 1
el + 2 (G-l ) e i (ang).

Uo¢imo da su kugle K (e, %) disjunktne, pa je f dobro definirano. MozZe se pokazati
da je funkcional f neprekidan, ali nije SNPO.

flz) =

Iz Teorema 4.1.10 i 4.1.13 dobivamo sljedeée korolare.

Korolar 4.1.16 Neka je X refleksivan Banachov prostor, K C X neprazan, ogra-
nicen, zatvoren, konveksan skup i f : K — R neprekidan i konveksan funkcional.
Tada je f ogranicen odozdo na K i poprima minimum na K.

Korolar 4.1.17 Neka je X refleksivan Banachov prostor i f : X — R neprekidan,
konveksan i koercitivan funkcional. Tada je f ograni¢en odozdo i poprima svoj
infimum na X. Ako je f strogo konveksan, minimum je jedinstven.

Dajemo poucan primjer.
Primjer 4.1.18 Promotrimo

BElul — %Hul”%ﬁ([o,l])? — (pu')" = f na (0,1) (+)
u(0) =u/'(0) =u(l) =u(1) =0
gdje je f € L*([0,1))?, p € L*([0,1]), E, I > 0 zadano i

1

||“HL2(01 / Ul +U2

0

Problem () se moze pojednostavniti na

—v" + H/UH%?'([OJ])2 +pv =g na <07 1> (P)
v(0) =v(1)=0

gdje je p, g € L*([0, 1]). MnoZenjem jednadzbe u (P) s » € HJ ([0, 1]), integriranjem
i parcijalnom integracijom dobivamo varijacijsku jednadzbu

/so+||vllm/w+/pw /gso—O vee HN0,1]). (V)

Funkciju v € H}([0,1]) koja zadovoljava (VJ) zovemo slabo rjesenje od (P). Ako
je v slabo rjesenje i v € H?([0,1]) N H}([0,1]), onda v zadovoljava (P). Definiramo
funkcional F : H}([0,1]) > R s

1 1 1 1

1 [, 1 1
F(u):E/u’ +1Hul|iz/u2+§/pu2—/gu.

0 0 0 0



Poglavlje 4. Varijacijske metode 42

Pokaze se da je za svaki ¢ € HJ([0,1])
1

1 1 1
d
Fy(u) = aF(uﬂLA@))A:O = /U’w”r IIUHiz/usoJr/pwp—/gso.
0 0 0

0
Dakle, vrijedi F,(u) = 0 za svaki ¢ € Hj([0, 1]) ako i samo ako je u slabo rjeenje.
Zato 7elimo vidjeti postize 1i F' svoj infimum na H} ([0, 1]). Uoc¢imo da je

1 1
1 1 1
Flu) = gl + gl + 5 [ = [ g
0

0

Bit ¢e nam potrebna Poincaréova nejednakost ||ullpe < ||v/]|z2 za u € H([0,1]).
Racunamo:

1 1 z 2 1 z 2

fulfs = [utrar = [ | [eidy) ar= [ | [10)dy) a

0 0
1 1

0 0 0
1 T z 1
</ /1dy/u/(y)2dy dz g/ /1dy/u’(y)2 dy | dz
0o \0 0 0 \D 0

1

=/W@m=wﬁ%
0

Na prostoru H*([0, 1]) se zadaje skalarni produkt

1
(u,v) = / (uv + u'v')
0
1 inducirana norma

1
lul| g = /(u2 —|—u’2).
0

Na H}([0,1]), kao potprostoru od H'([0,1]), se mogu zadati isti skalarni produkt

i norma. No, lako se vidi da je na H}([0,1]) preslikavanje u +— ||u/||z2 norma koja

je ekvivalenta s ||-||g1. Naime, da je u — ||u/||z2 norma na H}([0,1]) slijedi iz toga

da je, u nekom smislu, u(0) = 0. Da pokazemo ekvivalentnost normi, uo¢imo da

nejednakost ||[u'||z2 < ||ul|g: o€ito vrijedi, a da iz Poincaréove nejednakosti slijedi

da je |lul|gr < 2||u| 2. Nadalje ¢emo H{ ([0, 1]) promatrati s normom ||| 2.
Vratimo se primjeru. Promatrat ¢emo dva slucaja: p =01 p # 0.

1°p=0
Funkcional F' je konveksan kao zbroj konveksnih funkcionala. Dodatno, mo-

zemo vidjeti da je F' strogo konveksan. Vidimo da je

1 1 1
Fu) 2 S ll7e + 7llullzs = llgllezllellzz > Sl I = llgllea vz
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1
= s (3l = Lol )

pa F(u) — oo kada ||u/||zz — oo, tj. F' je koercitivan. Da pokaZemo nepre-
kidnost, uzmimo niz (u,) koji konvergira u Hg([0,1]) prema w. Uo¢imo da

e
2 = ] = | a2 = )= | [ (2 =)

1
= | [ = ) )| < =+
0

1 1

1
/gun - /gu = /g(un — )| < lglle2flun — w2 < llglle2lluy — vl 22
0 0 0

iz ¢ega vidimo da je F' neprekidan. Prema Korolaru 4.1.17 slijedi da F' poprima
svoj infimum te da ima jedinstven minimum.

2° p#0

Koercitivnost vidimo iz
L. i 1 4 1
F(u) 2 Sllwllz: + 3 llullze = Slpllecllllzz = llgllz2llul 22

1 1 1
> ol (50 = ol ) + 3ol (Sl )

J/ J/
~ ~~

—00 ograniceno ili —oco

kad ||v||zz — oo. Kako F' nije nuzno konveksan, morat ¢emo direktno pokazati
da je F' SNPO. Uo¢imo da je dovoljno pokazati da je h : Hj([0,1]) — R

definiran s )
h(u) = / pu?
0

SNPO. Tvrdnja vrijedi jer svaki slabo konvergentan niz u H'! jako konvergira
u L? (operator identitete s H* u L? je kompaktan).

4.2 Monotoni operatori

Zmnamo da ako za f : R — R vrijedi
e f je neprekidna,

e f je strogo monotona,
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e |f(z)] = oo kad |z| = oo,

onda je f bijekcija, §to znaci da f(z) = y ima jedinstveno rjeSenje za svaki y € R.
Zelimo taj rezultat poopéiti na Banachove prostore.

Pitanje je kako definirati monotonost funkcije A na nekim Banachovim prosto-
rima. Promotrimo rastué¢u funkciju f : R — R. To znaci da x < y povladi f(z) <
f(y) za sve z,y € R. Lako se vidi da je to ekvivalentno s (f(x) — f(y))(z —y) = 0
za sve z,y € R. Tako dolazimo do sljedece definicije.

Definicija 4.2.1 Neka je X Banachov prostor i A : X — X’ funkcija (ne nuzno
linearna). Kazemo da je A monotona funkcija ako vrijedi (A(z) — A(y))(z —y) >0
zasve r,y € X.

Ako je X Hilbertov prostor, poistovjeéujemo X i X' i kazemo daje A: X — X
monotona funkcija ako je (A(z) — A(y),x —y) = 0 za sve z,y € X. Nadalje ¢e nam
X biti Hilbertov prostor.

Prisjetimo se da ako je f : X — R derivabilan funkcional, onda je f' : X —
B(X,R) = X.

Teorem 4.2.2 Neka je f € C1(X;R). Tada je f’ monoton ako i samo ako je f
konveksan.

Dokaz. Uoc¢imo da je

fly+ Mz —y)=fOx+(1-Ny) <Af(x) + (1 =N f(y)
= fly) + M f(z) = f(y))

zasve r,y € X i A € (0,1). Slijedi da je

fly+ A ; y) — fy) < flz) = fy).

Pustanjem A \, 0 dobivamo da je f'(y)(z —y) < f(x) — f(y). Zamjenom uloga z
i y dobivamo f'(z)(y — z) < f(y) — f(x). Zbrajanjem tih dviju nejednakosti slijedi

da je (f'(z) — f'(y))(z —y) = 0.
Neka su x,y € X proizvoljni. Definiramo

pA) = fAz 4+ (1= Ny) = Af(x) = (1= A)f(y)

za sve A € [0,1]. Potrebno je pokazati da je p(A) < 0. Pretpostavimo suprotno, tj.
da postoji A € (0,1) takav da je p(A) > 0 (vidimo da je p(0) = p(1) = 0). Funkcija
p je neprekidna, pa postoji Ay € (0,1) takav da je p(Ag) = maxyecp,1jp(A). Vrijedi i
P'(Ao) = 0. Neka je A € (Ao, 1). Tada je

PN =0 (M) = Az + (1= Ny) (@ —y) — flz) + f(y)
— ['(Qor + (1= Xo)y)(z —y) + f(z) — f(y)

D) _1 Mo (f'Ox+ (1= Ny) — f(hox + (1 = \o)y),
Az + (1= N)y) — (Aox + (1 — o))

= 0.

Slijedi da je p'(A) = 0 za sve X € (\g, 1), paje p(1) = p(A\g) > 0, $to je nemoguce. A
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Posljedica ovog teorema je da, ako je f € C*(X;R) i f’ je monotona funkcija,
onda je f SNPO.

Vratimo se na pocetni problem. Kazemo da je A : X — X monoton operator
ako je (A(z) — A(y),x —y) = 0 za sve z,y € X. Definiramo jaca svojstva koja ¢e
nam biti potrebna.

Definicija 4.2.3 Kazemo da je operator A : X — X
e striktno monoton ako je (A(x) — A(y),xz —y) > 0zasve x,y € X, z # vy,

e strogo monoton ako postoji ¢ > 0 takav da je (A(z) — A(y), > —y) = c||lz — y||?
za sve T,y € X.

Uocimo da ako je A strogo monoton operator, onda [|A(x)| — oo kad ||z| —
oo. Za takav operator (||A(z)|| — oo kad ||z]|| — oo) kazemo da je koercitivan
(primijetite da je drugacije od koercitivnosti funkcionala).

Teorem 4.2.4 Neka je A : X — X neprekidan, koercitivan i monoton operator.
Tada je A surjekcija. Nadalje, ako je A striktno monoton, onda je A injekcija.

Dokaz. Dokazimo injektivnost uz pretpostavku striktne monotonosti. Neka je
A(xy) = A(zy) za neke z1,29 € X. Slijedi da je (A(z1) — A(xg), 21 — x2) = 0,
pa je nuzno x, = s.

Koristit ¢emo da ako je A neprekidan i strogo monoton operator, onda je surjek-
cija. Tu tvrdnju neé¢emo dokazivati.

Dokaz surjektivnosti provodimo u nekoliko koraka.

1° Za svaki n € N definiramo 4, : X — X s A,(z) = 22 + A(z). Vidimo da je

(n(a) = Aulo)rz = ) = (o) = AG) + o =) =)

= (A@) — A —y)+ > @y —y) > o=yl

Sto znadi da je A, strogo monoton operator.

Neka je y € X proizvoljan. Tada za svaki n € N postoji jedinstveni z,, € X
takav da je A,(z,) =y (koristimo iskazanu tvrdnju i dokazanu injektivnost).

2° Dokazimo da je niz (z,) ograni¢en. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
podniz (x,, ) takav da ||z, | — co. Uo¢imo da je

Tn T, 1 Tn
[E] T ny |

1
Ly,

L (A — A(0), 0, —0) 4

= IIxnkII +o—
[,

1
Ly,
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1 1

2 —[lznll - [AO) || 1z, ]
1

= —|tnyll — A )
nkHﬂf M= 11A)]

iz Cega slijedi da je [|y|| + ||A0)|| > %Hxnkﬂ Niz (%xnk)k je ogranicen, pa
ima slabo konvergentan podniz (%xnkl)l koji konvergira slabo prema T € X.
1

Kako vrijedi
1
Y= Ankl (x”kl) = n_klxnkl + A('rnkl)?
slijedi da niz (A(zn,, )); konvergira slabo prema y—1, pa je (A(zy,, )); ogranicen
niz. To je kontradikcija, jer zbog koercitivnosti || A(zy, )| — oc.

Dakle, niz (z,) je ogranicen, pa +z, — 0. Stoga
1
Alzy,) = Ap(zn) — =2 — 4.
n

3° Dokazimo da postoji g € X takav da je A(z) = y. Kako je niz (z,,) ogranicen,
postoji podniz (x,,) koji konvergira slabo prema xy € X. Jer A(z,) — v,
slijedi da A(x,,,) — y. Vrijedi (A(x,,) — A(z),z,, —x) > 0 za svaki v € X.
Opcenito, ako su (u,), (v,) nizovi u X takvi da (u,) konvergira prema u i (v,)
konvergira slabo prema v, onda (uy,v,) — (u,v). Doista,

| (o) = (u, 0)| = [(un =, 00) + (u, 0n) = (u, )]
< [un =, )| + | (u, 00) = (u,0)
< Nun = wllllon]l + [(u, 0n) = (u, )]

— 0.

Iz toga slijedi da je (y — A(x),xz0 —x) > 0 za svaki z € X. Uzimajuéi
r =x9+Azzaz € X 1A > 0 dobivamo (y — A(xo + Az),—Az) = 0, pa
je (y — A(zo + Az2),2) < 0 zasvaki z € X i A > 0. Pustajuéi A N\, 0 slijedi da
je (y — A(xo), z) < 0 zasvaki z € X. Uzimajuéi x = x¢g— Az, A > 0, dobivamo
obrnutu nejednakost. Dakle, (y — A(zg),2) = 0 za svaki z € X. Slijedi da je
A(zg) = y.

Time smo pokazali da je A surjektivan operator. [ |

Primjer 4.2.5 Promotrimo polulinearnu jednadzbu

{—u” +g(u) = f(x), z €(0,1)
u(0) =u(l) =0 ’

gdje su f € L*([0,1]) i g € C*~(R) (g je lokalno Lipschitzova na R, tj. Lipschitzova
je na svakom kompaktu). Kako se u jednadzbi pojavljuje druga derivacija od u,
rjeSenje ¢emo traziti u H'([0,1]). Zbog homogenih Dirichletovih rubnih uvjeta,
dovoljno je promatrati prostor H} ([0, 1]). Dobivamo varijacijsku jednadzbu

1

[ e+ gty - / fo. weH. (VJ)

0
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Znamo da je H} Hilbertov prostor sa skalarnim produktom

Uoc¢imo da je

/ Fol < 1 lzllelle < 1Al lelm

0

prema Cauchy-Schwarzovoj i Poincaréovoj nejednakosti. To znaci da je HY 3 ¢
fol fo € R ogranicen linearni funkcional, pa postoji jedinstveni f € H} takav da je

1 1
/fwz/f’sf)’, Vi € Hj.
0 0

Kako je u € H}, znamo da je onda u € C([0,1]) (preciznije, klasa v € H} ima
neprekidnog predstavnika). Po pretpostavci je g € C'=(]0,1]) € C([0,1]), pa je
g(u) € C([0,1]) kao kompozicija neprekidnih funkcija. Slijedi da je g(u) € L?([0,1]).
Kao i prije se pokaze da je H} > ¢ fol g(u(z))p(x) € R ograni¢en linearni
funkcional, pa postoji jedinstveni G(u) € H} takav da je

[ stu@)eta) = [ £ cu@)ee), voe

Time smo (VJ) preveli u

(u, ) + (G(u), ) = (f,9), V¢ € Hy,
£, )
(u+G(u) = f,p) =0, Vo € Hy.
Dakle, dobili smo jednadzbu u + G(u) = f. Ako definiramo A = Id + G, dobivamo

A(u) = f, &to znaci da trebamo pokazati da je A surjekcija kako bi dokazali da
pocetni rubni problem ima rjesenje.

e A neprekidan
Kako je Id neprekidan, dovoljno je provjeriti da je G : Hi — H} neprekidan.
Neka niz (u,) konvergira prema u u H}. Tada (u,) konvergira prema u i u
C([0,1]), pa postoji segment [a,b] takav da je u([0,1]) C [a,b] i u,(]0,1]) C
la,b] za svaki n € N. Neka je L > 0 Lipschitzova konstanta od g na [a,b].
Slijedi da je
1

|G (un) = G(u)l[gg = sup (G(un) — G(u), @) = sup /(g(un)—g(U))w

”WHHégl ||<PHH6<1 ]
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< sup ([lg(un) = g(u)llzzllellr2) < sup (llg(un)—Q(U)||L2H90HH3>

Il <1 Il <1

= llg(un) = g(u)l[r> < [lg(un) = g(u)lloc = Sup |9(un()) = g(u(2))]

< sup L|uy(z) —u(z)| = L||uy — vl — 0.
z€[0,1] n—00

Dakle, G(u,) — G(u), §to smo i trebali pokazati.

e A monoton

Pretpostavimo da je g rastuéa funkcija. Tada za svaki u,v € H} vrijedi

(A(u) — A(v),u —v) = (u+ G(u) —v—G(v),u —v)

1

— = ol + [ (o) = gD —0) > lu = vl

Sto povladi da je A strogo monoton.
e Zbog stroge monotonosti je A i koercitivan.

Prema Teoremu 4.2.4 je A surjektivan.
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Varijacijske nejednakosti

5.1 Varijacijske nejednakosti u Hilbertovim prosto-
rima
Primjer 5.1.1

1. Neka je f € C'([0,1]). Tada postoji zo € [0,1] takav da je inf,eq) f(z) =
f (o). Sto mozemo reci o f'(20)? Imamo tri slucaja: ako je xo € (0,1), onda je
f'(x9) = 0; ako je o = 0, onda je f'(x) = 0; ako je xg = 1, onda je f'(zq) < 0.
Lako se vidi da su ta tri slu¢aja ekvivalentna s (Vx € [0,1]) f'(zo)(x —x0) = 0.

2. Neka je K C R" konveksan i kompaktan skup, f € C(K) i infye f(x) =
f(xg) za neki zy € K. MozZe se pokazati da je tada (V f(xg),x —z9) = 0 za
svaki z € K.

3. Neka je P € C([0, 1]) funkcija takva da je P(0), P(1) < 01imax,epq1) P(x) > 0.
Funkciju P zovemo prepreka. Promotrimo prostor C}([0,1]) = {v € C([0,1]) :
v(0) = v(1) = 0} i definirajmo K = {v € C}([0,1]) : (Vz € [0,1]) v(z) >
P(z)}. Moze se pokazati da je K C C}([0,1]) konveksan i zatvoren podskup.

Zanima nas postize li se
1

inf / u”
ueK
0
na K. To odgovara napetoj zici ¢iji su rubovi u¢vrséeni u (0,0) i (1,0) te koja
prelazi prepreku. Pretpostavimo da se infimum postize u uy € K te neka je
u € K proizvoljan. Kako je K konveksan, vrijedi [ug,u] C K, pa definiramo

1

o) = / (o + At — o))

0
za A € [0, 1]. Vidimo da je

1

= 2/u6(u — up)'".
A=0

0

0<¢/(0) = o)

49
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Dakle, vrijedi

1

/ug(u —up) =0
0

za svaki u € K.

Definicija 5.1.2 Neka je X Hilbertov prostor i a : X x X — R funkcija. Kazemo
da je a:

e bilinearna forma ako je linearna po obje varijable,

e neprekidna forma ako postoji M > 0 takav da je |a(u,v)| < M|ull||v| za sve
u,v € X,

o X-elipticka (elipticka) forma ako postoji ¢ > 0 takav da je a(u,u) > cllu||* za
svaki u € X,

e simetricna forma ako je a(u,v) = a(v,u) za sve u,v € X.
Primjer 5.1.3

1. Skalarni produkt (-,-) je bilinearna, neprekidna (|(u,v)| < ||ul/||v]]), elipticka
((u,u) = |Ju||?) i simetri¢na forma.

2. Neka je X = R*"1 A € M,. Definiramo a(x,y) = (Az,y). Vidimo da je a
bilinearna forma. Vrijedi |a(z,y)| < || A|l||=||||ly||, pa je a neprekidna forma.
Uocimo da je a(z,y) = a(y,z) ako i samo ako je (Azx,y) = (z, Ay), pa je a
simetri¢na forma ako i samo ako je A simetri¢na matrica. Po definiciji, a je
elipticka forma ako i samo ako je A pozitivno definitna matrica.

3. Neka je X = H;([0,1]). Definiramo

1

a(u,v) = /pu’v’, u,v € Hy,
0

gdje je p € C([0,1]) takav da je p(x) = po > 0 za svaki z € [0, 1]. Lako se vidi
da je a bilinearna, simetri¢na i neprekidna forma. Elipti¢nost slijedi iz

1

1
ofu) = [ = [ =l
0

0

Zadatak 5.1.4 Definiramo

/uv +qu'v), wu,v € Hy,
0

gdje je ¢ € C*([0,1]). Kakva je a forma ovisno o ¢?
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Zadatak 5.1.5 Neka je a bilinearna, neprekidna, elipticka i simetri¢na forma. Do-
kazite da je tada a skalarni produkt te da je norma inducirana tim skalarnim pro-
duktom ekvivalentna polaznom.

Neka jea: X x X - R, f € X' i K C X konveksan i zatvoren. Zanima nas
postoji li u € K koji zadovoljava apstraktnu varijacijsku nejednakost

a(u,v —u) = f(v—u), Vv € K. (AVN)

Teorem 5.1.6 (Stampacchia) Neka je a bilinearna, neprekidna, X-elipticka forma,
f € X"1 K C X konveksan, zatvoren i neprazan skup. Tada (AVN) ima to¢no
jedno rjesenje uy. Stovise, vrijedi ||uy — ugl| < 2| f — g|| za sve f,g € X.

Dokaz. Dokazimo najprije posljednju tvrdnju pretpostavljajuéi egzistenciju rjese-
nja. Neka su f,g € X' i uy,u, € K neka pripadna rjesenja od (AVN). To znaci da
je

alup,v—uy) = f(v—ug) ialug,v—1ug) 2 g(v—u)

za svaki v € K. Posebno, to znaci da je

a(uf,ug - uf) > f(ug - uf) i a(ug,uf - ug) = g(uf - ug)‘

Zbrajanjem tih nejednakosti dobivamo da je
—a(up —ug,up —ug) = (g — f)(up — ug).
Slijedi da je
cllug — ugl® < aluy — g, up —ug) < (f = g)(ug —ug) < || f = gllllus — ugll,

6. [luy —ugll < ZIIf — gll-
Jedinstvenost rjesenja (AVN) slijedi iz dokazane nejednakosti (stavimo g = f).
Preostaje pokazati egzistenciju, i to ¢emo uciniti u nekoliko koraka.

1. Neka je a dodatno simetri¢na forma. Definirajmo funkcional J : X — R s
J(u) = 3a(u,u) — f(u) za svaki u € X. Jer suai f neprekidni, slijedi da je J
neprekidan. Uoc¢imo da je

T(w) = a(u,u) — ) > sellull — [ £l = 3 lalelll — 20.51),
iz Cega slijedi da je J koercitivan. Stoga infimum od J na K mozemo traziti
na ograni¢enom, konveksnom i zatvorenom podskupu od K. Iz Zadatka 5.1.5
slijedi da je u — a(u,u) strogo konveksno preslikavanje, a kako je f linearno,
slijedi da je J strogo konveksan. Prema Korolaru 4.1.16 slijedi da J poprima
jedinstveni minimum na K.

Neka je u € K tocka minimuma od J na K. Neka je v € K proizvoljan.
Definiramo ¢(\) = J(u+ A(v—u)) za X € [0,1]. Kako je K konveksan, vrijedi
[u,v] € K, pa ¢ poprima minimum u A = 0 i ¢'(0) > 0. Slijedi da je

d
< _
0< d)\J(u—i-)\(v w))

A=0
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— % (%a(u+)\(v—u),u+)\(v—u)) —f(u+)\(v—u))> -

1 1
= <§a(v—u,u+)\(v—u))+§a(u+)\(v—u),v—u)—f(U—U)> .
= a(u,v —u) — f(v —u).

Dakle, u € K je rjesenje (AVN).

2. Neka nadalje a nije simetri¢na. Definiramo agym(u,v) = 3(a(u,v) + a(v, u))

(simetri¢ni dio od a), agw(u,v) = 3(a(u,v) — a(v,u)) (asimetriéni dio od a) i
A\(u,v) = Gsym (U, V) + Aagew(u, v) za A € [0,1]. Uocimo da je 41 = a, A, je
bilinearna, neprekidna i elipticka s konstantom ¢ (Ay(u, u) = a(u,u) > c||ul?).

3. Definiramo
o |Gt (1, )|
m:= sup ——————
wwo  [ullflv]l

Uocimo da je m € (0, +00). Fiksirajmo s € (0, £). Dokazimo da ako (AVN)
ima rjeSenje za neki A\g € [0, 1] za sve f € X', onda (AVN) ima rjeSenje za sve
A € [N, Ao + 7] i sve f € X'. Primijetimo da ¢emo time dokazati egzistenciju
rjeSenja (AVN) za A = 1 jer smo pokazali egzistenciju za Ay = 0.

Neka (AVN) ima rjeSenje za neki Ay € [0, 1] zasve f € X'. Nekasu A € [A\g, Ao+
#]1f € X' proizvoljni. Za w € X definiramo F,,(v) = f(v)—(A—Xo)tskw (W, v).
Vidimo da je F,, € X', pa po pretpostavci (i dokazanoj jedinstvenosti) postoji
jedinstveni u € K takav da je Ay (u,v —u) > F,(v —u) za svaki v € K.
Zbog toga je T': X — K dobro definirano s T(w) = u. Neka su wy,wy € X
proizvoljni. Pokazali smo da je [|T(w1) — T'(ws)|| < X||Fy, — Fu,|. Vidimo da

je
Fw - F’LU )\ — >\ kw _ ’
||Fw1 _ ngH = sup |( 1 2)(1))| = sup ‘( 0)& Kk (wl Wo U)‘
00 V]l 00 o]l
< ’)\ — )\0| sup anl — UJQH < %m”wl — w2H7
w0 |1Z[[[lv]]
pa je

7m
ITwn) = T(w)ll € 22 Fay = Full

Sto znaci da je T' Z™-kontrakcija jer je Z* < 1. Prema Teoremu 2.1.3 slijedi
da T ima jedinstvenu fiksnu tocku v € K. Slijedi

Ay, (u,v —u) = Fy(v—u), Vve K
Asym (U, U — ) + Aolskw (U, v — 1) = f(v —u) — (A — Ao)agkw(u, v —u), Vv € K
Ax(u,v —u) = f(v—u), Vv e K,

tj. u je rjeSenje (AVN) za A.
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Primijetimo da smo u dokazu pokazali, kada je a dodatno simetri¢na forma, da
je u rjesenje (AVN) ako i samo ako je v minimum funkcionala J(v) = La(v,v) — f(v)
na K.

Neka je K zatvoren potprostor od X i neka postoji u € K takav da vrijedi
a(u,v—u) > f(v—u), v € K. Kako je K potprostor, to je ekvivalentno s a(u, ¢) >
f(@), ¢ € K. Iz toga slijedi da je a(u, —¢) = f(—p), ¢ € K, pa je zbog linearnosti
a(u, ) < f(p), p € K. Dakle, u € K je rjesenje (AVN) ako i samo ako je rjeSenje
varijacijske jednakosti a(u, @) = f(v), ¢ € K. Posebno, ako je K = X, Teorem
5.1.6 pokazuje da varijacijska jednakost a(u,p) = f(¢), ¢ € X, ima jedinstveno

rjeSenje, Sto je tvrdnja Lax-Milgramove leme.

Primjer 5.1.7 Promatrajmo H}([0,1]) i definirajmo

1

a(u,v) = /u’v’

0

za sve u,v € H}([0,1]). Neka je f € L3([0,1]) i P € C*([0,1]) takav da je P(0) <0
i P(1) < 0. Definiramo K = {v € H} : v > P}. Skup K je konveksan, zatvoren i
neprazan. Zanima nas ima li varijacijska nejednakost

1 1
/uv—u /fv—u ve K,
0 0

rjeSenje u € K. Znamo da je ekvivalentno traziti

. 1 12
3&»5/”‘1/”

0 0

Pretpostavimo da je u € K rjeSenje. Definiramo skup incidencije (dodira) I =
{z € [0,1] : w(xz) = P(z)} € (0,1). Uoc¢imo da je I = (u — P)~'(0), a kako su u
i P neprekidne funkcije, slijedi da je I zatvoren skup, pa i kompaktan. Definiramo
O =1[0,1]\ I, sto je onda otvoren skup u [0, 1], i vrijedi u(z) > P(x) za sve z € O.

Neka je ¢ € D((0,1)), ¢ > 0, proizvoljan. Tada je u+ ¢ € H} i u+ ¢ > P, tj.
¢ € K. To znadi da je

1

1
/w¢>/}%vwemmﬂm¢>a
0 0

Stoga je, u smislu distribucija (s (-,-) ozna¢avamo djelovanje distribucije na test-
funkciju),

—<U//,90> 2 <f7 ()0>7 VSO € D(<07 1>)7(10 2 Oa
tj.

(—u" = f,9) 20, Vo € D((0,1)),9 > 0.
Dakle, —u” — f je nenegativna distribucija, $to povlac¢i da je —u” — f nenegativna
Radonova mjera pu. Slijedi da je —u” = f + p u D'({0, 1)).
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Dokazimo da je —u” = f s.s. na O. Neka je y € O\ {0,1}. Tada postoji ¢ > 0
takav da je (y — e,y +¢) C O. Oznaimo

d:= inf (u(z)— P(x))>0.

z€(y—e,y+e)
Neka je ¢ € D({y — &,y + €)), ¢ # 0, proizvoljan. Uo¢imo da je

¥

utd
[l oo

e K,

pa je
1 1

y dL>’/ (dL)
0/ Cirm >O/f =Tl

1 1
/U’sa’z/fso, VoeD{(y—c,y+e)),
0 0

Slijedi da je

tj.
(" o) =(f,0), Vo € D({y — e,y +¢)).

Dakle, —u" = fuD'({y — e,y +¢)), pa je —u” = f s.s. na O.

Pokazali smo da je supp u C I. Kako je I kompaktan, slijedi da je u(I) < +oo,
a time je p([0,1]) = pu(I) < 400. Stoga mozemo definirati ¥ (z) = p((0,x)). Vidimo
da je 1 rastuca (p je nenegativna mjera) i ograni¢ena (i je kona¢na mjera) funkcija.
Slijedi da 1 ima najvise prebrojivo to¢aka prekida i svi su prve vrste (postoji ¢ (z_)
i¢(xy)). Moze se pokazati da je ¢ = pu D' (ne¢emo dokazivati).

Neka je F' primitivna funkcija za f. Slijedi da je ' = —F — 1 + C za neku
konstantu C'. Za z > y vrijedi

|F(x) — F(y)| = /f(t) dt| < U2 qyapll fllz2 ) < I ll22qo Ve — v,
Yy

tj.
|F(z) — F(y)|
(z —y)?
je ograniceno, Sto znaci da je F' Holder neprekidna s eksponentom % Posebno, F
je neprekidna. Kako je supp u C I, slijedi da je v konstantna na O. Dakle, v’ je
neprekidna na O.

Moze se pokazati da ako je P konveksna, onda je v’ neprekidna na (0, 1) (Kin-
derlehrer, Stampacchia).

Primjer 5.1.8 Neka je f < 0 konstanta i P(z) = d < 0. Po proslom primjeru je
u € Cy([0,1]).

Rjesavanjem —u” = f na (0,1) uz u(0) = u(1) = 0 dobivamo u(x) = %x(l — ).

Dakle, ako je d < u(%) = %, nema prepreke.
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Neka je d > £ iz =minI > 0. Tada je (0,2) C O, pa vrijedi —u” = f na (0, 2),
u(0) = 01 u(z2) = d. Iz diferencijalne jednadzbe i lijevog rubnog uvjeta slijedi da
je u(x) = ax(b — x) za neke a,b € R. Vidimo da je —u” = 2a, pa je a = % Zbog
u € C'iu > dslijedi da je v/(z) = 0, §to povlaci da je b = 22. Iz u(z) = d slijedi
da je z = y/2d/ f. Dakle, po simetri¢nosti, rjesenje je

g:c (2 2d/f—a:>, ve [0, 2d/f>
u(z) = 4 0, xe[ 2d/f,1—\/m].
\§<x—<1—2 2d/f>>(1—x), x€<1— 2d/f,1]
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