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Poglavlje 1Polarne forme i uba
ivanje�
vorova
1.1 UvodKoriste�
i dobro poznatu �
injeni
u da su polinomi stupnja p i simetri�
nap-a�na preslikavanja ekvivalentni jedni drugima, napravit �
emo sasvim novedokaze ve�
 poznatih teorema. Zahvaljuju�
i njihovoj geometrijskoj prirodi,ti su dokazi kra�
i od postoje�
ih i mogu dati bolji uvid u osnovnu teorijuB-splajnova (v. [16℄). Prvo �
emo dati de�ni
iju i osnovna svojstva polarnihformi, te deCasteljau-ov algoritam (v. [10℄) za njihovo ra�
unanje, a zatimpomo�
u njih na novi na�
in izraziti deBoor-ove to�
ke B-splajn krivulje, teizvesti Curry-S
hoenberg-ov teorem i deBoor-ov algoritam. Na kraju �
emoprou�
iti uba
ivanje �
vorova iz perspektive polarnih formi, i dati Boehm-ov iOslo algoritam (v. [1℄) kao primjere. Kao dodatak, ukratko �
emo prodisku-tirati svojstvo smanjenja varija
ije B-splajnova i deBoor-Fix-ovu formu du-alnog funk
ionala (v. [2℄).1.2 \Blossoming" prin
ipPrisjetimo se da funk
iju f : R ! Rd zovemo a�na ako ona �
uva a�nukombina
iju, tj. ako f zadovoljavaf  Xi ai � ui! =Xi ai � f(ui) (1.1)5



6 POGLAVLJE 1. POLARNE FORME I UBACIVANJE �CVOROVAza realne brojeve a1; : : : ; an; u1; : : : ; un 2 R uz Pi ai = 1. Funk
iju f : Rp !Rd zovemo p-a�na (ili samo multia�na) ako je a�na u svakom pojedinomargumentu. Prema tome, f je p-a�na ako je preslikavanjefa1;:::;âj ;:::;ap : R ! Rd : u 7! f(a1; : : : ; aj�1; u; aj+1; : : : ; ap)a�no. Kona�
no, funk
ija f : Rp ! Rd zove se simetri�
na ako �
uva vrijednostkod bilo koje permuta
ije svojih parametara.Teorem 1.1 (\Blossoming" prin
ip) Za svaki polinom F : R ! R stup-nja p postoji jedinstveno simetri�
no p-a�no preslikavanje f : Rp ! R kojezadovoljava f( u; : : : ; u| {z }p ) = F (u)za svaki u 2 R. Nadalje, q-ta deriva
ija od F dana je formulomF (q)(u) = p!(p� q)! qXi=0 �qi�(�1)q�if(u; : : : ; u| {z }p�i ; u+ 1; : : : ; u+ 1| {z }i ): (1.2)Dokaz: Ozna�
imo sa �k(u1; : : : ; up) k-tu elementarnu simetri�
nu funk
ijuod p parametara, tj. polinom sa p varijabli dobiven odabirom k razli�
itihui-eva, formiranjem njihovog produkta, i zatim sumiranjem svih takvih �pk�mogu�
ih kombina
ija. Primijetimo da je �k p-a�na i simetri�
na, te da jenjezina dijagonala dana sa �k(t; : : : ; t) = �pk�tk.Ako polinom p-tog stupnja F (t) prika�zemo kao linearnu kombina
iju po-ten
ija od t, re
imo F (t) = pXi=0 aiti, tra�zeno se preslikavanje f dobiva takoda svaki tk zamjenimo sa �k(u1; : : : ; up)=�pk�, �
ime smo pokazali egzisten
ijuod f .Jednad�zba (1.2) dobije se induk
ijom, kori�stenjem simetri�
nosti i multi-a�nosti od f . Poka�zimo prvo da (1.2) vrijedi za prvu deriva
iju:F 0(u) = limt!0 F (u+ t)� F (u)t= limt!0 f(u+ t; : : : ; u+ t)� f(u; : : : ; u)t= limt!0 f((1� t)u+ t(u+ 1); : : : ; u+ t)� f(u; : : : ; u)t



1.2. \BLOSSOMING" PRINCIP 7= limt!0 1t ((1� t)f(u; u+ t; : : : ; u+ t) + t f(u+ 1; u+ t; : : : ; u+ t)�f(u; : : : ; u))= limt!0 1t� pXi=0 �pi�(1� t)itp�if(u; : : : ; u| {z }i ; u+ 1; : : : ; u+ 1| {z }p�i )�f(u; : : : ; u)�= limt!0 1t� p�1Xi=0 �pi�(1� t)itp�if(u; : : : ; u| {z }i ; u+ 1; : : : ; u+ 1| {z }p�i )+(1� t)pf(u; : : : ; u)� f(u; : : : ; u)�= limt!0 1t� p�1Xi=0 �pi�(1� t)itp�if(u; : : : ; u| {z }i ; u+ 1; : : : ; u+ 1| {z }p�i )+(�pt+ �p2�t2 � : : :+ (�1)ptp)f(u; : : : ; u)�= limt!0� pp� 1�(1� t)p�1f(u; : : : ; u; u+ 1)� p f(u; : : : ; u)= p f(u; : : : ; u; u+ 1)� p f(u; : : : ; u):Analogno, ali uz podulji ra�
un, dokazuje se i korak induk
ije.Pretpostavimo sada da vrijedi f(u; : : : ; u) = F (u) = g(u; : : : ; u) za svakiu 2 R, gdje je g takoder simetri�
na p-a�na funk
ija, i neka je (u1; : : : ; up)proizvoljna uredena p-torka. Induk
ijom po i iz 1.2 dobiva se da jef(u; : : : ; u| {z }p�i ; u+ 1; : : : ; u+ 1| {z }i ) = g(u; : : : ; u| {z }p�i ; u+ 1; : : : ; u+ 1| {z }i ) (1.3)za i = 0; : : : ; p. Ako u1 raspi�semo kaou1 = (u+ 1� u1) � u+ (u1 � u) � (u+ 1);tj. kao a�nu kombina
iju od u i u+ 1, zbog p-a�nosti dobiva se da jef(u1; u2; : : : ; up) = (u+1�u1) �f(u; u2; : : : ; up)+(u1�u) �f(u+1; u2; : : : ; up):



8 POGLAVLJE 1. POLARNE FORME I UBACIVANJE �CVOROVANastavimo li na isti na�
in, raspisuju�
i svaki ui kao a�nu kombina
iju od u iu+ 1, koriste�
i p-a�nost i simetriju od f , dobit �
emo f(u1; u2; : : : ;up) kao linearnu kombina
iju od f(u; : : : ; u| {z }p�i ; u+ 1; : : : ; u+ 1| {z }i ) za i = 0; : : : ; p.Ponovimo li isti postupak za g, dobit �
emo da je g(u1; u2; : : : ; up) takoderlinearna kombina
ija od g(u; : : : ; u| {z }p�i ; u+ 1; : : : ; u+ 1| {z }i ) sa istim koe�
ijentimakao i kod f , pa je zbog (1.3)f(u1; u2; : : : ; up) = g(u1; u2; : : : ; up);�sto dokazuje jedinstvenost. �Za dani polinom F , blossom ili polarna forma je jedinstveni simetri�
nimultia�ni polinom f iz Teorema 1.1.Primjer: Promotrimo polinom F (t) = t3+3t2�6t�8. Prema konstruk-
iji iz dokaza Teorema 1.1 polarna forma od F jednaka jef(u; v; w) = 1 � uvw + 3 � uv + uw + vw3 � 6 � u+ v + w3 � 8= uvw + uv + uw + vw � 2u� 2v � 2w � 8:Posebno nas zanima slu�
aj parametarskih krivulja. Neka je F = (F1; : : : ;Fn) : R ! Rn polinomna parametarska krivulja. Tada je p-polarna formaod F funk
ija f = (f1; : : : ; fn) : Rp ! Rn kod koje je svaka komponenta fipolarna forma komponente Fi. Iz Teorema 1.1 takoder slijedi da je p-polarnaforma jedinstvena simetri�
na p-a�na funk
ija f : Rp ! Rn za koju vrijediF (u) = f(u; : : : ; u).Korolar 1.2 Neka je F polinom stupnja p de�niran na intervalu [s; t℄, i nekaje f njegova polarna forma. De�nirajmo da jebi := f( s; : : : ; s| {z }p�i ; t; : : : ; t| {z }i ): (1.4)Tada je F (u) = pXi=0 bi �Bpi (u) (1.5)Bezier-ova reprezenta
ija od F , gdje Bpi (u) za i = 0; : : : ; p �
ine Bernstein-ovubazu, a (bi)pi=0 nazivamo Bezier-ovim to�
kama.



1.2. \BLOSSOMING" PRINCIP 9Dokaz: Raspisuju�
i u = t� ut� s � s + u� st� s � tkao a�nu kombina
iju od s i t dobivamof(u; : : : ; u) = t� ut� s � f(s; u; : : : ; u) + u� st� s � f(t; u; : : : ; u) (1.6)= pXi=0 �pi��t� ut� s�p�i�u� st� s�i f( s; : : : ; s| {z }p�i ; t; : : : ; t| {z }i )= pXi=0 bi �Bpi (u): �deCasteljau-ov algoritam: Kao posljedi
a Korolara 1.2, ovaj algoritamna vrlo jednostavan na�
in ra�
una F (u) iz Bezier-ovih to�
aka. Radi jednos-tavnosti promotrit �
emo ga na primjeru kubi�
ne parametarske krivulje F .Neka je f njezina polarna forma, i pretpostavimo da znamo �
etiri polarnevrijednosti f(s; s; s), f(s; s; t), f(s; t; t) i f(t; t; t) iz kojih �zelimo izra�
unativrijednost F (u) = f(u; u; u) za neki u 2 [s; t℄.Po�sto je je polarna forma f a�na u tre�
em argumentu, prava
 koji prolazikroz to�
ke f(s; s; s) i f(s; s; t) mora biti prava
 f(s; s; v) za sve v, a to�
kaf(s; s; u) mora se nalaziti na tom prav
u izmedu f(s; s; s) i f(s; s; t). f(s; s; u)se naravno ra�
una analogno kao u (1.6), koriste�
i a�nost. To�
ke f(s; u; t) if(u; t; t) konstruiraju se na isti na�
in. Ove tri a�ne interpola
ije �
ine prvufazu algoritma.U drugoj fazi uz a�nost koristimo i simetri�
nost. Po�sto je f simetri�
na,f(s; s; u) koji smo dobili u prvoj fazi, mo�ze se rakoder zapisati i kao f(s; u; s),a zbog a�nosti od f u tre�
em argumentu, to�
ka f(s; u; u) konstruira se kaoa�na kombina
ija od f(s; u; s) i f(s; u; t). To�
ka f(u; u; t) dobiva se na istina�
in.U na�sem slu�
aju sa tre�
om fazom algoritam zavr�sava, i to konstruraju�
if(u; u; u) interpola
ijom izmedu f(s; u; u) = f(u; u; s) i f(u; u; t).Napomenimo samo da vrijednost prametra u op�
enito ne mora le�zati uintervalu [s; t℄.Ovaj algoritam se vrlo jednostavno pro�siruje i na polinome n-tog stupnjaza bilo koji n. Ako je F polinom n-tog stupnja, algoritam �
e se sastojati odn faza a�nih interpola
ija, od kojih �
e svaka dodavati novu kopiju zadanog
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f(s; s; s)
f(s; s; u)

f(s; s; t) f(s; u; t) f(s; t; t)f(u; t; t)f(t; t; t)f(s; u; u) f(u; u; t)f(u; u; u)
�

� �
��

� �� ��
Slika 1.1: Kubi�
na Bezier-ova krivulja: Bezier-ove to�
ke i deCasteljau-ov algoritamargumenta u na listu polarnih argumenata. Nakon n-te faze, konstruiralismo tra�zenu dijagonalnu vrijednost f(u; : : : ; u) = F (u).Napomenimo na kraju da se deCasteljau-ov algoritam mo�ze koristiti iza ra�
unanje bilo koje polarne vrijednosti od F , a ne samo dijagonalne. Dabi izra�
unali polarnu vrijednost f(u1; : : : ; un) kontroliramo svaku fazu a�nihinterpola
ija sa drugim polarnim argumentom, primjeri
e u i-toj fazi sa ui.�Teorem 1.3 Pretpostavimo da su dana dva polinoma F : (r; s) ! Rd iG : (s; t)! Rd stupnja p, sa pripadaju�
im polarnim formama f i g. Tada jespoj izmedu F i G u to�
ki s Cq-neprekidan ako i samo akof( u1; : : : ; uq| {z }q ; s; : : : ; s| {z }p�q ) = g(u1; : : : ; uq| {z }q ; s; : : : ; s| {z }p�q ) (1.7)vrijedi za svaki niz u1; : : : ; uq 2 R, tj. ako se f i g podudaraju u svim p-torkama argumenata koje sadr�ze s barem p� q puta.Dokaz: U jednom smjeru dokaz slijedi direktno iz (1.2). Pretpostavimo sadada je F (i)(s) = G(i)(s) za 0 6 i 6 q. Induk
ijom po i , ponovno iz (1.2), kaou dokazu Teorema 1.1 dobiva se da jef( s; : : : ; s| {z }p�i ; s+ 1; : : : ; s+ 1| {z }i ) = g( s; : : : ; s| {z }p�i ; s+ 1; : : : ; s+ 1| {z }i )



1.3. POLARNA FORMA B-SPLAJNA 11za 0 6 i 6 q. Koriste�
i Korolar 1.2 prethodna jednakost zapravo postaje ek-vivalentna tvrdnji da dvije Bezier-ove krivulje F� i G� de�nirane na intervalu[s; s+ 1℄ uz njihove pripadaju�
e polarne formef� : Rq ! Rd : (u1; : : : ; uq) 7! f(u1; : : : ; uq| {z }q ; s; : : : ; s| {z }p�q )i g� : Rq ! Rd : (u1; : : : ; uq) 7! g(u1; : : : ; uq| {z }q ; s; : : : ; s| {z }p�q )imaju iste Bezier-ove to�
ke. Ali, u tom slu�
aju su F� i G� jednake, pa slijedida su i njihove polarne forme f� i g� jednake, �sto i daje tvrdnju teorema.�1.3 Polarna forma B-splajnaNeka je T = (t0 = � � � = tp; tp+1; : : : ; tm; tm+1 = � � � = tm+p+1) nepadaju�
iniz realnih brojeva uz ti < ti+p+1. Promatrat �
emo normalizirane B-splajnoveNpi stupnja p nad T de�nirane pomo�
u rekurzije (v. [3℄, [4℄)N0i (u) := � 1 ako je ti 6 u < ti+1;0 ina�
e (1.8)i N ri (u) := u� titi+r � ti �N r�1i (u) + ti+r+1 � uti+r+1 � ti+1 �N r�1i+1 (u) (1.9)za 1 6 r 6 p.Iz de�ni
ije slijedi da su funk
ije Npi po dijelovima polinomi stupnja p samogu�
im prekidima u ti, a induk
ijom se lagano mo�ze provjeriti da Npi imalokalan nosa�
, tj. Npi (u) = 0 za u =2 [ti; ti+p+1℄; (1.10)i da funk
ije Npi �
ine parti
iju jedini
e, tj.Npi (u) > 0 i Xi Npi (u) = 1: (1.11)Sada �
emo primjeniti polarne forme na rekurzije (1.8),(1.9). Za tj < tj+1restrik
ija od Npi na interval Ij := [tj; tj+1) jednaka je nekom polinomu Npi;j.Slijede�
i teorem prikazuje kako se izra�
unava njegova polarna forma:



12 POGLAVLJE 1. POLARNE FORME I UBACIVANJE �CVOROVATeorem 1.4 Uz gore navedene oznake, polarna forma nri;j od N ri;j zadovolja-va rekurziju n0i;j( ) = Æi;j (1.12)i nri;j(u1; : : : ; ur) = ur � titi+r � ti � nr�1i;j (u1; : : : ; ur�1)+ ti+r+1 � urti+r+1 � ti+1 � nr�1i+1;j(u1; : : : ; ur�1) (1.13)za 1 6 r 6 p.Dokaz: Induk
ijom dobivamo da je nri;j de�niran pomo�
u (1.12),(1.13) a�nu svakoj varijabli u1; : : : ; ur�1, a direktan ra�
un pokazuje da je nri;j a�n i u ur.Induk
ija takoder pokazuje da je nri;j simetri�
an u u1; : : : ; ur�1. Dvostrukaupotreba (1.13) na nri;j, kao i na nr�1i;j i nr�1i+1;j, dovodi do toga da je nri;jsimetri�
an i u ur, ur�1, a odatle da je zapravo simetri�
an po svim u1; : : : ; ur.Po�sto je o�
ito N ri;j dijagonala od nri;j, iz Teorema 1.1 slijedi da je nri;j jedin-stvena r-a�na polarna forma od N ri;j, �
ime je teorem dokazan. �Korolar 1.5 Za tj < tj+1 i j � r 6 l 6 j polarna forma nri;j od N ri;j zado-voljava jednakost nri;j(tl+1; : : : ; tl+r) = Æi;l: (1.14)Dokaz: Koristit �
emo induk
iju po r u (1.13). Za l > j � r dobivamo:nri;j(tl+1; : : : ; tl+r) = tl+r � titi+r � ti � Æi;l + ti+r+1 � tl+rti+r+1 � ti+1 � Æi+1;l= 8><>: ti+r�titi+r�ti � 1 + 0; l = i0 + ti+r+1�ti+r+1ti+r+1�ti+1 � 1; l = i + 10; ina�
e= Æi;l;dok za l = j � r, uzimaju�
i da tl+1 kontrolira a�nu kombina
iju te koriste�
isimetri�
nost, slijedi:nri;j(tl+2; : : : ; tl+r; tl+1) = tl+1 � titi+r � ti � Æi;l+1 + ti+r+1 � tl+1ti+r+1 � ti � Æi+1;l+1= 8<: ti�titi+r�ti � 1 + 0; l = i� 10 + ti+r+1�ti+1ti+r+1�ti+1 � 1; l = i0; ina�
e= Æi;l:



1.3. POLARNA FORMA B-SPLAJNA 13Ako nije ispunjen niti jedan od ova dva slu�
aja, r mora biti jednak nuli, parezultat slijedi iz (1.12). �Prije nego �sto izra�
unamo deBoor-ove to�
ke, iskoristit �
emo do sadaobradene �
injeni
e o B-splajnovima i polarnim formama da bi dokazali daB-splajn rekurzija (1.8),(1.9) rezultira glatkom funk
ijom Npi (v. [4℄):Korolar 1.6 Neka je s = tj+1 = � � � = tj+� �
vor multipli
iteta � 6 p + 1 izT . Tada je Npi Cp�� neprekidna u s.Dokaz: Promatrat �
emo pripadaju�
e polarne forme npi;j i npi;j+� od restrik
ijaNpi;j i Npi;j+� na nepraznim otvorenim intervalima (tj; tj+1) i (tj+�; tj+�+1).Tada jednad�zba (1.14) dovodi don�i;j( s; : : : ; s| {z }� ) = n�i;j(tj+1; : : : ; tj+�)= Æi;j = n�i;j+�(tj+1; : : : ; tj+�)= n�i;j+�( s; : : : ; s| {z }� )za svaki i. Koriste�
i (1.13) dobivamonpi;j� u1; : : : ; up��| {z }p�� ; s; : : : ; s| {z }� � = npi;j+�� u1; : : : ; up��| {z }p�� ; s; : : : ; s| {z }� �;pa Teorem 1.3 povla�
i tvrdnju korolara. �Nadalje, ako B-splajn krivulju prika�zemo u rastavu po bazi B-splajnovaF (u) = mXi=0 di �Npi (u);gdje di za i = 0; : : : ; m nazivamo deBoor-ovim to�
kama, tada di �zelimo izra-ziti pomo�
u polarnih formi. Za tj < tj+1 restrik
ija od F na neprazan intervalIj := [tj; tj+1) jednaka je nekom polinomu Fj sa polarnom formom fj.Teorem 1.7 Za tj < tj+1 i j � p 6 l 6 j deBoor-ove to�
ke dl dane sujednad�zbom dl = fj(tl+1; : : : ; tl+p): (1.15)



14 POGLAVLJE 1. POLARNE FORME I UBACIVANJE �CVOROVANapomena. Zahvaljuju�
i pretpostav
i da T ne sadr�zi to�
ke multipli
iteta� > p + 1, za svaki 0 6 l 6 m postoji neki indeks j takav da zadovoljavatra�zene nejednakosti tj < tj+1 i j � p 6 l 6 j.Dokaz: Prema (1.10), restrik
ija Fj od F na neprazni interval Ij = [tj; tj+1)dana je sa Fj(u) = jXi=j�pdi �Npi;j(u);pa zbog jedinstvenosti polarne forme dobivamofj(u1; : : : ; up) = jXi=j�p di � npi;j(u1; : : : ; up):Nadalje, jednakost (1.15) direktno slijedi iz Korolara 1.5. �Sada je mogu�
e dati vrlo kratak dokaz poznatog rezultata [3℄ koji ka�zeda se svaka po dijelovima polinomijalna funk
ija mo�ze prikazati kao linearnakombina
ija B-splajnova.Teorem 1.8 (Curry-S
hoenberg) Promatramo niz �
vorova T = (t0 =� � � = tp; tp+1; : : : ; tm; tm+1 = � � � = tm+p+1) gdje je svaki �
vor ti multipli
iteta�i 6 p + 1. Tada su normalizirani B-splajnovi fNpi j i = 0; : : : ; mg nadT linearno nezavisni, a prostor SpT := fPmi=0 di � Npi j di 2 Rg podudarase sa prostorom PpT;p�� svih po dijelovima polinomnih funk
ija stupnja p sa�
vorovima ti koje su Cp��i-neprekidne u ti.Dokaz: Po�sto PpT;p�� ima dimenziju m + 1, a SpT je sadr�zan u PpT;p�� poKorolaru 1.6, preostaje nam samo sa doka�zemo da su B-splajnovi fNpi ji = 0; : : : ; mg linearno nezavisni. Pretpostavimo linearnu kombina
iju F =Pmi=0 di �Npi � 0. Tada Fj, a time i fj, i�s�
ezavaju za svaki segment [tj; tj+1).Tada prema Teoremu 1.7 imamo di = 0 za i = 0; : : : ; m, pa tvrdnja slijedi.� Nadalje, latit �
emo se deBoor-ovog algoritma i Boehm-ovog algoritma zauba
ivanje novog �
vora u B-splajn krivulju.Teorem 1.9 (deBoor-ov algoritam) Neka je F (u) B-splajn krivuljastupnja p nad T . Za tl 6 u < tl+1 promatrajmo rekurzijud0i := di (1.16)



1.3. POLARNA FORMA B-SPLAJNA 15i dri := �1� u� titi+p+1�r � ti� � dr�1i�1 + u� titi+p+1�r � ti � dr�1i (1.17)za l� p+ r 6 i 6 l. Tada se funk
ijska vrijednost F (u) mo�ze izra�
unati kaoF (u) = dpl :Dokaz: Gornju rekurziju zadovoljavadri := fl(ti+1; : : : ; tl; u; : : : ; u| {z }r ; tl+1; : : : ; ti+p�r);�sto slijedi iz Teorema 1.7 i �
injeni
e da je fl simetri�
an i a�n u svakom svojemargumentu:
d0d1d2 = f5(0; 1; 2)

d3 = f5(1; 2; 4) d4 = f5(2; 4; 5)
d5 = f5(4; 5; 6)d6

d7f5(1; 2; 3) f5(2; 3; 4) f5(3; 4; 5)f5(2; 3; 3) f5(3; 3; 4)f5(3; 3; 3)
���

� �
���� � �� ��Slika 1.2: deBoor-ov algoritam za ra�
unanje vrijednosti kubi�
ne splajn krivulje nadT = (0; 0; 0; 0; 1; 2; 4; 5; 6; 6; 6; 6) u to�
ki u = 3dri = �1� u� titi+p+1�r � ti� � fl(ti; : : : ; tl; u; : : : ; u| {z }r�1 ; tl+1; : : : ; ti+p�r)+ u� titi+p+1�r � ti � fl(ti+1; : : : ; tl; u; : : : ; u| {z }r�1 ; tl+1; : : : ; ti+p�r+1)= fl(ti+1; : : : tl; u; : : : ; u| {z }r�1 ;�1� u� titi+p+1�r � ti� � ti



16 POGLAVLJE 1. POLARNE FORME I UBACIVANJE �CVOROVA+ u� titi+p+1�r � ti � ti+p�r+1; tl+1; : : : ; ti+p�r)= fl(ti+1; : : : tl; u; : : : ; u| {z }r ; tl+1; : : : ; ti+p�r):Zbog toga je dpl = fl( u; : : : ; u| {z }p ) = Fl(u) = F (u);pa tvrdnja teorema slijedi. �1.4 Uba
ivanje �
vorovaOvdje �
emo promatrati uba
ivanje samo po jednog �
vora. Neka je danaB-splajn krivulja F (u) = Pmi=0 di � Npi (u) nad nizom �
vorova T = (t0; : : : ;tm+p+1). Nakon uba
ivanja novog �
vora t 2 (tp; tm+1) uz tl 6 t < tl+1, F imajedinstvenu reprezenta
iju F =Pm+1i=0 d�i �Np�i kao B-splajn nad pro�njenimnizom to�
aka T � = (t0; : : : ; tl; t; tl+1; : : : ; tm+p+1).Teorem 1.10 Uz gore navedene oznake, nove deBoor-ove to�
ke dane su sa:d�i = 8<: fj(ti+1; : : : ; ti+p) za i 6 l � p i i 6 j 6 i+ p;fl(ti+1; : : : ; tl; t; tl+1; : : : ; ti+p�1) za l � p+ 1 6 i 6 l;fj(ti; : : : ; ti+p�1) za l + 1 6 i i i 6 j + 1 6 i+ p:(1.18)Dokaz: Razmatramo podniz tl = t�l 6 t = t�l+1 < t�l+2 = tl+1 niza �
vorovaT �. Za t�j < t�j+1 posti�zemoF �j = �Fj za j 6 l;Fj�1 za j > l;iz �
ega slijedi f �j = � fj za j 6 l;fj�1 za j > l;pa Teorem 1.7, primjenjen na f �j dovodi do tvrdnje. �Korolar 1.11 (Boehm) Nove deBoor-ove to�
ke d�i mogu se izra�
unati kaod�i = ai � di + (1� ai) � di�1 (1.19)



1.4. UBACIVANJE �CVOROVA 17uz ai := 8>><>>: 1 za i 6 l � p;t� titi+p � ti za l � p+ 1 6 i 6 l;0 za l + 1 6 i: (1.20)Dokaz: Potrebno je samo razmotriti slu�
aj l � p + 1 6 i 6 l. Nakon �storaspi�semo t = ai � ti+p + (1� ai) � ti kao a�nu kombina
iju od ti i ti+p, tvdnjaslijedi iz �
injeni
e da je fl a�n u svakoj komponenti. �
d�0d

�1d�2 = f5(0; 1; 2)

d3 = f5(1; 2; 4) d4 = f5(2; 4; 5)
d�6d�7

d�8d�3 = f5(1; 2; 3) d�4 = f5(2; 3; 4) d�5 = f5(3; 4; 5)
���

� �
���� � �

Slika 1.3: Uba
ivanje novog �
vora u = 3 u danu pati
iju T = (0; 0; 0; 0; 1; 2;4;5; 6; 6; 6; 6)za kubi�
nu B-splajn krivuljuKorolar 1.11 mo�ze se iskoristiti za generiranje Bezier-ovih to�
aka splajnkrivulje uz uba
ivanje svakog �
vora do multipli
iteta p.Teorem 1.12 Pretpostavimo da oba �
vora tj < tj+1 imaju multipli
itet jed-nak p. Tada se Bezier-ove to�
ke s obzirom na segment Ij podudaraju saodgovaraju�
im deBoor-ovim to�
kama. Pre
iznije, i-ta Bezier-ova to�
ka bi odFj jednaka je j � p+ i-toj deBoor-ovoj to�
ki dj�p+i, tj.bi = dj�p+i: (1.21)Dokaz: Koriste�
i Korolar 1.2 i Teorem 1.7 posti�zemo da jebi = fj( tj; : : : ; tj| {z }p�i ; tj+1; : : : ; tj+1| {z }i )= fj(tj�(p�i)+1; : : : ; tj; tj+1; : : : ; tj+i) = dj�(p�i): �



18 POGLAVLJE 1. POLARNE FORME I UBACIVANJE �CVOROVAOvaj odjeljak �zelimo zavr�siti kratkim razmatranjem S
hoenberg-ove splajnaproksima
ije sa svojstvom smanjenja varija
ije.Pretpostavimo da je dan niz to�
aka T = (t0 = � � � = tp; : : : ; tm+1 =� � � = tm+p+1). Splajn aproksima
ija V (G) stupnja p neke neprekidne funk
ijeG : [t0; tm+p+1℄! Rd de�nirana je saV (G) : [t0; tm+p+1℄ ! Rd ; (1.22)u 7! mXi=0 G(t�i ) �Npi (u);gdje su `�
vorovi' t�i dani sa t�i := (ti+1 + � � � + ti+p)=p. Dobro je poznato daoperator V zadovoljava slijede�
i teorem:Teorem 1.13 (Svojstvo smanjenja varija
ije) Neka je H a�na hiperravninau Rd . Tada splajn aproksima
ija V (G) proizvoljne funk
ije G : [t0; tm+p+1℄!Rd sje�
e hiperravninu H najvi�se onoliko puta koliko G sje�
e H. Nadalje, ope-rator V reprodu
ira a�ne funk
ije egzaktno.Dokaz: (i) Prvo �
emo pokazati da su a�ne funk
ije reprodu
irane egzaktno.Pretpostavimo a�nu funk
iju L(u) = a � u+ b 2 Rd . Po�sto je p-a�na polarnaforma od L dana sal(u1; : : : ; up) = a � 1p(u1 + � � �+ up) + b;Teorem 1.7 impli
ira da B-splajn reprezenta
ija od L nad T zadovoljavaL(u) = mXi=0 di �Npi (u) sa di := l(ti+1; : : : ; ti+p) = L(t�i ):Slijedi da operator V reprodu
ira a�ne funk
ije egzaktno.(ii) Ozna�
imo sa S�H(F ) i S�H(di)mi=0 broj koliko puta funk
ija F : [t0;tm+p+1℄! Rd i niz (di)mi=0 mijenjaju strane a�ne hiperravnine H u Rd . Poz-nato je da B-splajn funk
ija F (u) =Pmi=0 di �Npi (u) u Rd zadovoljavaS�H(F ) 6 S�H(di)mi=0: (1.23)Lagani dokaz ove �
injeni
e zasnovan na uba
ivanju �
vorova, mo�ze se na�
i u[4℄, a baziran je na �
injeni
i da vrijedi S�H(d�i )m+1i=0 6 S�H(di)mi=0, gdje su d�i novedeBoor-ove to�
ke nakon uba
ivanja novog �
vora t u dani niz �
vorova T . To



1.5. MARSDEN-OV IDENTITET I DUALNI FUNKCIONAL 19slijedi direktno iz (1.19),(1.20) po�sto je d�i dobivena iz di�1, di kao konveksnakombina
ija. Razmotrimo sada proizvoljan niz t0 < u1 < � � � < uk < tp+m+1 iozna�
imo sa (d��i ) rezultiraju�
i niz kontrolnih to�
aka nakon uba
ivanja svakogui sve do multipli
iteta p u T . Po�sto je (F (u1); : : : ; F (uk)) podniz od (d��i ),dobivamo S�H(F (u1); : : : ; F (uk)) 6 S�H(d��i ) 6 S�H(di)mi=0;�
ime je dokazana nejednakost (1.23). Za funk
iju G : [t0; tm+p+1℄! Rd tadaje S�H(V (G)) 6 S�H(G(t�i ))mi=0 6 S�H(G); (1.24)i tvrdnja slijedi. �1.5 Marsden-ov identitet i deBoor-Fix-ovaforma dualnog funk
ionalaNeka je dan nepadaju�
i niz �
vorova t0 = � � � = tp; tp+1; : : : tm; tm+1 = � � � =tm+p+1 za kojeg vrijedi ti < ti+p. De�nirajmo polinom stupnja p	i(t) = (ti+1 � t) � � � (ti+p � t); i = 0; : : : ; m:Ako 	i(t) rastavimo po bazi poten
ija, dobivamo	i(t) = pXk=0(�1)k�p�k(ti+1; : : : ; ti+p)tk; i = 0; : : : ; m;gdje je �k(ti+1; : : : ; ti+p) k-ta elementarna simetri�
na funk
ija koju smo de�ni-rali u dokazu Teorema 1.1. Zbog toga je	(k)i (0) = (�1)kk!�p�k(ti+1; : : : ; ti+p); i = 0; : : : ; m;k = 0; : : : ; p: (1.25)Teorem 1.14 (Marsden-ov identitet) Uz gore navadene oznake vrijedi(x� t)p = mXi=0 	i(t)Npi (x); (1.26)i za neki �
vor tj (x� tj)p+ = mXi=0 	+i (tj)Npi (x); (1.27)



20 POGLAVLJE 1. POLARNE FORME I UBACIVANJE �CVOROVAgdje je (x � tj)p+ = maxf(x � tj)p; 0g, a 	+i je funk
ija koja se podudarasa 	i na (�1; �i℄ i identi�
ki je jednaka nuli na (�i;1), za proizvoljan �i 2(ti; ti+p+1).Dokaz: Neka je, za �ksirani t, 	(x) = (x� t)p. Ako sa  ozna�
imo polarnuformu od 	, po Teoremu 1.7 vrijedi	(x) = mXi=0  (ti+1; : : : ; ti+p) �Npi (x):Ali, po de�ni
iji je	(x) = (x� t)p = pXk=0 �pk�xp�k(�1)ktk;pa odavde, koriste�
i konstruk
iju polarne forme iz dokaza Teorema 1.1, di-rektno dobivamo  (ti+1; : : : ; ti+p) = 	i(t).Nadalje, po�sto Npi (tj) 6= 0 povla�
i da je 	i(tj) = 0, dobivamo da je(x� t)p+ =Xi>j 	i(t)Npi (x);iz �
ega slijedi druga jednakost. �Teorem 1.15 (deBoor-Fix-ovi dualni funk
ionali) Za svaki polinomF : R ! Rd stupnja p i njegovu polarnu formu f vrijedif(ti+1; : : : ; ti+p) = pXk=0 �(�1)p�kp! �F (k)(t)	(p�k)i (t); (1.28)uz i = 0; : : : ; m.Dokaz: Primijetimo prvo da je desna strana u (1.28) konstanta neovisna ot, po�sto se direktnim ra�
unom mo�ze provjeriti da je njena deriva
ija jednakanuli, pa je mo�zemo promatrati, na primjer u 0. Prema Taylor-ovom teoremusada slijedi F (t) = pXk=0 F (k)(0)k! tk:



1.6. BOEHM-OV I OSLO ALGORITAM 21Ako promatramo polarne forme obiju strana, uz upotrebu (1.25), dobivamof(ti+1; : : : ; ti+p) = pXk=0 F (k)(0)�k(ti+1; : : : ; ti+p)�pk�k!= pXk=0 �(�1)p�kp! �F (k)(0)	(p�k)i (0): �Funk
ionali �0; : : : ; �m de�nirani formulom�i(F )(t) = pXk=0 �(�1)p�kp! �F (k)(t)	(p�k)i (t); i = 0; : : : ; m;zovu se deBoor-Fix-ova forma dualnog funk
ionala za bazu Np0 ; : : : ; Npm. Akosada promatramo B-splajn F nad nizom �
vorova (ti)m+p+1i=0 ,F (u) = mXi=0 diNpi (u);i ako za de�ni
iju �i uzmemo t 2 (ti; ti+p+1), tada zbog Teorema 1.7 i (1.28)vrijedi da je �i(F )(t) = di:Stavimo li da je F = Npj , tada prethodna jednakost daje�i(Npj )(t) = Æi;j;�sto i potvrduje naziv funk
ionala.1.6 Uba
ivanje �
vorova Boehm-ovim i OsloalgoritmomUba
ivanje �
vorova je transforma
ijska tehnika: ako je zadana krivulja ujednoj reprezenta
iji, ona prikazuje tu istu krivulju u nekoj drugoj. Proma-trat �
emo dvije perspektive. Prva je orijentirana prema �
vorovima, a 
ijeli sepro
es sastoji od uba
ivanja niza �
vorova. Primitivan korak u takvom algo-ritmu bit �
e uba
ivanje jednog �
vora. Druga pak perspektiva je orijentirana



22 POGLAVLJE 1. POLARNE FORME I UBACIVANJE �CVOROVAprema kontrolnim to�
kama (deBoor-ovim to�
kama). Rezultat takvog algo-ritma su nove kontrolne to�
ke, tako da je osnovni korak pronala�zenje jednenove to�
ke.Boehm-ov algoritam: Boehm-ov algoritam je orijentiran prema �
vorovi-ma, a zapravo se sastoji od uba
ivanja samo jednog �
vora. Pretpostavimoda je dan polinom F : R ! R stupnja n i njegova polarna forma f : Rn ! R,te �
vorovi ti i da �zelimo uba
iti �
vor tq 6 t̂ < tq+1. Nove kontrolne to�
ke su,prema Teoremu 1.11,f(tj+1; : : : ; tj+n�1; t̂) = f �tj+1; : : : ; tj+n�1; tj+n � t̂tj+n � tj tj + t̂� tjtj+n � tj tj+n�= tj+n � t̂tj+n � tj � f(tj; tj+1; : : : ; tj+n�1) + t̂� tjtj+n � tj �f(tj+1; : : : ; tj+n�1; tj+n)za j = q � n + 1; : : : ; q. Ako stare kontrolne to�
ke ozna�
imo sa 
i a nove sadi, Boehm-ova fromula tada glasidj = 8><>: 
j; za j 6 q � n;tj+n�t̂tj+n�tj � 
j�1 + t̂�tjtj+n�tj � 
j; za j = q � n+ 1; : : : ; q;
j�1; za j > q + 1:Ako se uba
uje vi�se �
vorova, uba
uju se jedan po jedan, koriste�
i obnovljenniz �
vorova i kontrolne to�
ke iz prija�snjeg koraka.Dakle, ako uba
ujemo jedan �
vor, Boehm-ov algoritam ra�
una n novihkontrolnih to�
aka iz n+1 starih koriste�
i pri tom n a�nih kombina
ija. �dq�2 = f(tq�1; tq; t̂) dq�1 = f(tq; t̂; tq+1) dq = f(t̂; tq+1; tq+2)%- %- %-f(tq�2; tq�1; tq) f(tq�1; tq; tg+1) f(tq; tg+1; tq+2) f(tg+1; tq+2; tq+3)= dq�3 = 
q�3 = 
q�2 = 
q�1 = dq+1 = 
qSlika 1.4: Uba
ivanje �
vora pomo�
u Boehm-ovog algoritma na primjeru kubi�
nog poli-noma; uba
uje se �
vor tq 6 t̂ < tq+1Oslo algoritam: Oslo algoritam je orijentiran prema novim kontrolnimto�
kama. Ozna�
imo sa ti originalne �
vorove, a sa ui �
vorove koji ih pro�njuju.
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f(tq�2; tq�1; tq) f(tq�1; tq; tq+1) f(tq; tq+1; tq+2) f(tq+1; tq+2; tq+3)
tq+1 � ui+1tq+1 � tq�2 ui+1 � tq�2tq+1 � tq�2 tq+2 � ui+1tq+2 � tq�1 ui+1 � tq�1tq+2 � tq�1 tq+3 � ui+1tq+3 � tq ui+1 � tqtq+3 � tq

f(tq�1; tq; ui+1) f(tq; ui+1; tq+1) f(ui+1; tq+1; tq+2)
tq+1 � ui+2tq+1 � tq�1 ui+2 � tq�1tq+1 � tq�1 tq+2 � ui+2tq+2 � tq ui+2 � tqtq+2 � tq

f(tq; ui+1; ui+2) f(ui+1; ui+2; tq+1)
tq+1 � ui+3tq+1 � tq ui+3 � tqtq+1 � tq

f(ui+1; ui+2; ui+3)

Slika 1.5: Uba
ivanje �
vorova pomo�
u Oslo algoritma na primjeru kubi�
nog splajnaTrebamo na�
i nove kontrolne to�
kedi = f(ui+1; : : : ; ui+n)iz starih kontrolnih to�
aka 
j = f(tj+1; : : : ; tj+n):Neka je F polinom stupnja n i f njegova polarna forma, i �zelimo izra�
unatinovu kontrolnu to�
ku di = f(ui+1; : : : ; ui+n). Neka je [tq; tq+1) bilo koji ori-ginalni interval koji sadr�zi novi interval na �
iji krivuljni segment utje�
e di.Krenut �
emo od n+ 1 originalnih kontrolnih to�
aka f(tq�n+1; : : : ; tq);f(tq�n+2; : : : ; tq+1); : : : ; f(tq+1; : : : ; tq+n). Pomo�
u simetrije i multia�nosti



24 POGLAVLJE 1. POLARNE FORME I UBACIVANJE �CVOROVApolarne forme, kao i u Boehm-ovom algoritmu, kombina
ijom prve dvije stareto�
ke dobija se f(tq�n+2; : : : ; tq; ui+1), zatim druge dvije daju f(tq�n+3; : : : ;tq+1; ui+1), i tako dalje, dok �
e zadnji par dati f(tq+1; : : : ; tq+n�1; ui+1). Istoponavljamo i sa tako dobivenih n to�
aka, dobivaju�
i f(tq�n+3; : : : ; tq; ui+1;ui+2); : : : ; f(tq+1; : : : ; tq+n�2; ui+1; ui+2). Pro
es se nastavlja tako da se u k-tom koraku ra�
unaju nove n+1�k to�
ke, i to iz to�
aka dobivenih prethodnimkorakom, a zavr�sava, naravno, n-tim korakom u kom je jedini izlaz upravof(ui+1; : : : ; ui+n) = di. Oslo algoritam sastoji se zapravo od niza troku-tastih shema, svaka od njih za jednu novu kontrolnu to�
ku. Svaki trokutpo�
inje s odredenim starim kontrolnim to�
kama a zavr�sava tra�zenom novom.Trokutasta shema za proizvoljan stupanj n sastoji se od n(n + 1)=2 a�nihkombina
ija organiziranih u n nivoa. U svakom nivou uvodi se novi �
vor kaoargument u polarnoj formi. Koe�
ijenti u tim a�nim kombina
ijama su, ustvari, isti kao i za deBoor-ov algoritam, osim �sto se varijabla u zamjenujepo jednim argumentom polarne forme u svakom nivou trokuta.Kada su jedan ili vi�se �
vorova, koji se pojavljuju u argumentima polarnereprezenta
ije nove kontrolne to�
ke, elementi originalne mre�ze �
vorova, po-javljuje se vi�se originalnih segmenata krivulje od kojih mo�zemo krenuti dabi dobili tra�zenu novu to�
ku. Na primjer, u kubi�
nom slu�
aju, da bi na�slinovu to�
ku f(tq; u; tq+1), gdje je tq 6 u < tq+1, mo�zemo upotrijebiti seg-mente nad intervalima [tq�1; tq), [tq; tq+1) ili [tq+1; tq+2). U takvom slu�
ajuOslo algoritam naj�
e�s�
e uzima krajnji lijevi interval. �1.7 Zaklju�
akNa kraju ovog poglavlja trebalo bi povu�
i paralelu i pokazati analog-nost algoritama koji su naoko sasvim razli�
iti. Da budemo pre
izniji, �
etirialgoritma koje smo tu obradili zapravo se svode na istu ideju: uba
ivanjejednog ili vi�se �
vorova za dani splajn, i ra�
unanje novih deBoor-ovih to�
akana pro�njenoj mre�zi. Prvo u deCasteljau-ovom algoritmu ra�
unamo vrijed-nost nekog polinoma F stupnja p preko Bezier-ovih to�
aka, a kako su oneodgovaraju�
e deBoor-ove to�
ke po Teoremu 1.12, iz Teorema 1.11 slijedi da jedeCasteljau-ov algoritam zapravo uba
ivanje jednog �
vora sve do kratnosti p.deBoor-ov algoritam je poop�
enje deCasteljau-ovog algortma na polinomi-jalne splajnove uz proizvoljan niz �
vorova. Na kraju su tu jo�s Boehm-ov iOslo algoritam od koji prvi uba
uje jedan novi �
vor, a drugi, ako se radi osplajnu reda p + 1, uba
uje p proizvoljnih, mogu�
e i razli�
itih �
vorova.



1.7. ZAKLJU�CAK 25Dakle, mo�zemo re�
i da su deCasteljau-ov, deBoor-ov i Oslo algoritamzapravo tri varijante istog algoritma, te se za svaki od njih mo�ze napravititrokutasta shema analogna sli
i 1.5, dok bi Boehm-ov algoritam bio samojedan nivo takve sheme.



Poglavlje 2Redu
iranje �
vorova
2.1 UvodPo dijelovima polinomne funk
ije na�siroko se koriste za aproksima
ijefunk
ija i podataka zbog dobrih aproksimativnih svojstava i zbog lako�
e nji-hovog manipuliranja ra�
unalom. Da bi ra�
unali sa po djelovima polinom-nim funk
ijama, prvo moramo odabrati pogodnu reprezenta
iju, tj. bazu zaodabrani prostor po dijelovima polinomnih funk
ija.�Cesti odabir je upotreba B-splajnova kao baznih funk
ija. Ta baza jeprili�
no dobro uvjetovana i ima puno drugih lijepih svojstava koja obi�
novode do stabilnih i jednostavnih algoritama (v. [3℄, [15℄). Takoder �
emo podijelovima polinomne funk
ije izra�zene preko B-splajnova zvati splajn funk-
ije ili jednostavno splajnovi.Cilj nam je u ovom poglavlju prikazati strategiju redu
iranja broja �
vorovadanog splajna bez perturbiranja splajna za vi�se od zadane toleran
ije (v. [9℄).Takva reduk
ija zna�
i da dani splajn iz, primjeri
e, prostora S aproksimiramosa splajnom iz potprostora od S. Drugim rije�
ima, broj stupnjeva slobodese smanjuje, �
ime se posti�ze reduk
ija podataka, pa taj pro
es nazivamo`reduk
ija podataka' ili `izba
ivanje �
vorova'.Ovdje �
emo detaljno opisati strategiju izba
ivanja �
vorova za skalarnefunk
ije jedne varijable, i dati primjenu za aproksima
iju funk
ija i to�
aka.Nakon toga generalizirat �
emo metodu na parametarske B-splajn krivulje (v.[8℄), te dati generalnu metodu baziranu na izba
ivanju �
vorova, koja ra�
unasplajn aproksima
iju danih podataka, s gre�skom manjom od dane toleran
ijeu svakoj to�
ki podataka. Metoda odabire i broj �
vorova i polo�zaj svakog26



2.2. GENERALNA STRATEGIJA 27od njih, uz restrik
iju da se �
vorovi moraju nalaziti u danim to�
kama. Ako�zelimo aproksimirati funk
iju, prvo moramo sakupiti vrijednosti te funk
ijeu dovoljnom broju to�
aka. Treba jo�s naglasiti da se gre�ska mo�ze mjeriti ubilo kojoj normi, ali mi �
emo koristiti max-normu.U preostalom djelu ovog odjeljka, uvest �
emo osnovne oznake i ponovitineke �
injeni
e. Neka su m i k prirodni brojevi uz m > k. Za dani nepadaju�
iniz t = (ti)m+ki=1 , neka jeSk;t = spanfB1;k;t; : : : ; Bm;k;tg;gdje Bi;k;t ozna�
ava B-splajn reda k sa �
vorovima ti; : : : ; ti+k, normalizirantako da vrijedi parti
ija jedini
emXi=1 Bi;k;t(x) � 1 za x 2 (tk; tm+1):Elementi od Sk;t su funk
ije koje su polinomi stupnja najvi�se k�1 na svakomintervalu (ti; ti+1), za i = 1; : : : ; m + k � 1, i koje is�
ezavaju na (�1; t1) i(tm+k;1). �Stovi�se, ako je ti < x = ti+1 = � � � = ti+� < ti+�+1, tada su svederiva
ije reda k�1�� i ni�ze neprekidne u x, dok vi�se deriva
ije mogu imatiprekid. Napomenimo jo�s da, ako je � podniz od t, tada je Sk;� � Sk;t.U ovom poglavlju interesira nas samo restrik
ija elemenata od Sk;t nainterval [tk; tm+1℄, i niz �
vorova sa svojstvom da je ti+k > ti za sve i, tetk < tk+1 i tm < tm+1. �Cvorovi tk+1; : : : ; tm zovu se unutra�snji �
vorovi, i una�soj shemi reduk
ije podataka poku�sat �
emo izba
iti samo te �
vorove.2.2 Generalna strategijaNeka je f 2 Sk;t i neka je " dani nenegativni realni broj. Pretpostavimotakoder da je k�k odabrana norma na Sk;t. Na�s problem je odredivanjepotprostora Sk;� od Sk;t s najmanjom mogu�
om dimenzijom, i elementa g izSk;� takvog da je kf�gk < ". U ovom kontekstu `odrediti' zna�
i `dati kona�
analgoritam za ra�
unanje'. Op�
enito, ne o�
ekujemo da �
emo biti u mogu�
nostiodrediti potprostor s najmanjom mogu�
om dimenzijom, ve�
 samo potprostors malom dimenzijom.Strategija odredivanja g i � iz f i t sastoji se od tri glavna djela. Nazivat�
emo ih rangiranje, izba
ivanje, i aproksimiranje, te ih ukratko ovdje opisati.



28 POGLAVLJE 2. REDUCIRANJE �CVOROVAU rangiranju se odlu�
uje u kojem poretku bi se �
vorovi trebali izba
itiiz t, tj. odreduje se podniz �i od t takav da je �0 prazan, a svaki �i imapo i elemenata �iq; : : : ; �ii. Ako �zelimo izba
iti q �
vorova iz t, tada �
e to bitielementi od �q.U izba
ivanju se odreduje maksimalni broj �
vorova q koji se mogu izba
itiiz t bez prekora�
enja to�
nosti. Tada se de�nira da je � = t n �q.U aproksimiranju se izra�
unava g = G(t; � )f . Ovdje je G(t; � ) operatorkoji predstavlja pro
es aproksima
ije sa �ksnim �
vorovima koji, za dane ni-zove �
vorova t i � , gdje je � podniz od t, ra�
una aproksima
iju g 2 Sk;�splajna f 2 Sk;t. Ovaj pro
es je neka vrsta aproksima
ije tipa najmanjihkvadrata.Pretpostavimo da smo odredili g i � takve da je kf�gk 6 ". Pitanje je dali se taj rezultat mo�ze jo�s pobolj�sati. Ako je � = t, nismo bili u mogu�
nostiizba
iti niti jedan �
vor ili zbog toga �sto algoritam nije dovoljno dobar, ilizato �sto jednostavno ne postoji nikakav pravi podskup Sk;� od Sk;t takav daje dist(f;Sk;� ) 6 ". Kao drugi ekstremni slu�
aj, mo�ze se desiti da redu
iraniniz �
vorova � ne sadr�zi niti jedan unutarnji �
vor, a tada je algoritam vrlouspje�san po�sto je izba
io sve �
vorove.Naj�
e�s�
e ipak imamo da je � 6= t i preostaju neki unutra�snji �
vorovi.Mo�zemo poku�sati pobolj�sati rezultat izba
ivanjem �
vorova za g. Neka jeg1 = g i � 1 = � . Ako upotrijebimo rangiranje i izba
ivanje na � 1 i g1 dobit�
emo novi niz �
vorova � 2, na kojem mo�zemo izra�
unati novu aproksima
ijug2 od f uz uvjet kf � g2k 6 ". Ako je � 2 = � 1, ili ako � 2 nema unutra�snjih�
vorova, postavljamo da je g = g2 i algoritam tu zavr�sava. U suprotnom,nastavljamo dalje izba
ivanjem �
vorova za g2, te dobivamo slijede�
i nefor-malni algoritam (jtj ozna�
ava broj elemenata u t):1. � 0 = t; g0 = f ; (Ini
ijaliza
ija)2. za j = 0; 1; : : :1. ako je j� jj = 2k tada zavr�si;2. odredi �i(gj) za i = 0; 1 : : :; (Rangiranje)3. � j+1 = tq, gdje je ti = � j n �i(gj) za i = 0; 1; : : : (Izba
ivanje ii q = maxfi : kf � G(t; ti)fk 6 "g; Aproksimiranje)4. ako je j� j+1j = j� jj tada zavr�si;5. gj+1 = G(t; tq)f . (Aproksimiranje)Algoritam generira kona�
ni padaju�
i niz (Sk;� j ) potprostora od Sk;t, i odgo-



2.3. RANGIRANJE �CVOROVA 29varaju�
i niz aproksima
ija (gj) sa svojstvima(i) � j+1 � � j; (ii) kf � gjk 6 ":Zadnja aproksima
ija u tom nizu je, naravno, ona sa najmanje �
vorova te �
ebiti dana kao izlaz.Korak 2.3 zahtjeva pretra�zivanje kroz mogu�
e nizove �
vorova da bi seprona�sao onaj najkra�
i dozvoljeni, �sto �
e se u danoj implementa
iji posti�
ibinarnim pretra�zivanjem. Medutim, postoji mala �sansa da takav pristupne�
e prona�
i najmanji mogu�
i niz.Napomenimo jo�s da su u ovoj implementa
iji kora
i 2.3 i 2.5 spojeni ujedan, po�sto se gj+1 tako i onako ra�
una u koraku 2.3 da bi se provjerilo dali je gre�ska manja od ".Iskustvo je pokazalo da se u najvi�se slu�
ajeva ve�
ina �
vorova izba
i uprvih nekoliko itera
ija, ali bi zbog e�kasnosti bilo dobro uklju�
ivanje testakoji bi kontrolirao da broj itera
ija bude mali, primjeri
e manji od 5.2.3 Rangiranje �
vorovaPretpostavimo ponovo da je t dani niz �
vorova i da je f 2 S = Sk;tdani splajn. Na�sa strategija za odredivanje �
vorova koje treba izba
iti, tj.strategija za odredivanje podniza �j od t, ovisi o pro
eduri dodjeljivanjate�zina wj svakom unutra�snjem �
voru od t. Nenegativan realan broj wj biti�
e gruba mjera zna�
aja �
vora tj u reprezenta
iji splajna f .Postoji puno na�
ina na koji mo�zemo mjeriti zna�
aj �
vora tj. Ovdje �
ese to izvesti na slijede�
i na�
in: za svaki unutra�snji �
vor tj od t de�niramopotprostor Sj od Sk;t sa Sj = Sk;tj , gdje jetj = t n (tj��+1; : : : ; tj);i gdje je � = maxfi : tj�i+1 = tjglijevi multipli
itet od tj. Primjetimo da vrijediSj � Sj�1 � � � � � Sj��+1 � S:Sada se mogu izre�
i dva razumna uvjeta na te�zine wj:(i) ako je f 2 Sj, tada je wj = 0;



30 POGLAVLJE 2. REDUCIRANJE �CVOROVA(ii) ako je � > 1, tada je wj > wj�1.Osnovna ideja je da wj bude aproksima
ija od dist(f;Sj) u nekoj normi.Koristit �
emo k�kt = k�kl1;t, koja je zapravo samo max-norma B-splajn ko-e�
ijenata od f�g kada se prika�ze kao splajn iz Sk;t. Uz takve pretpostavke,za � = 1 de�niramo wj = ming2Sj kf � gkt = kf � fjkt:Za � > 1, pretpostavimo da smo ve�
 izra�
unali wj�1 i fj�1 2 Sj�1. De�ni-ramo fj 2 Sj kao rje�senje minimiza
ijskog problemakfj�1 � fjktj�1 = ming2Sj kfj�1 � gktj�1 ;gdje je tj�1 niz �
vorova koji odreduje Sj�1. Tada postavljamo da jewj = wj�1 + kfj�1 � fjktj�1 :Nastavljamo dalje sa izvodom matri�
ne formula
ije ove jednad�zbe.Radi pojednostavljenja oznaka, stavimo da je � = tj niz �
vorova od Sj.Tada Sj�1 ima niz �
vorova jednak tj�1 = � [ fzg, gdje je z = tj. Neka su �i l 
ijeli brojevi takvi da je���l < ���l+1 = � � � = ���1 6 z < �� ;pa je prema tome, l multipli
itet od z u tj�1. Pretpostavimo da jeg = nXi=1 
i �Bi;k;� 2 Sk;� :Po�sto je Sk;� � Sk;�[fzg, imamog = n+1Xi=1 
̂i �Bi;k;�[fzg;gdje je, uz pomo�
 Boehmovog teorema (1.11)
̂i = 8<: 
i za i = 1; : : : ; � � k;�i
i + �i
i�1 za i = � � k + 1; : : : ; � � l;
i�1 za i = � � l + 1; : : : ; n+ 1;



2.3. RANGIRANJE �CVOROVA 31uz �i = �i+k�1 � z�i+k�1 � �i ; �i = z � �i�i+k�1 � �i : (2.1)Zanimljiviji dio transforma
ije (
i) 7! (
̂i) mo�ze se zapisati kao
̂ = B
;gdje je 
 = [
��k; : : : ; 
��l℄T ; 
̂ = [
̂��k; : : : ; 
̂��l+1℄T , i
B = 266666664

1 0 � � � 0 0���k+1 ���k+1 � � � 0 00 ���k+2 . . . ... ...... ... . . . ���l�1 00 0 � � � ���l ���l0 0 � � � 0 1
377777775 (2.2)

matri
a sa k � l + 2 redova i k � l + 1 stupa
a. Primjetimo da za svaki iimamo �i + �i = 1; �i�1 + �i > 1: (2.3)Jednakost slijedi direktno iz (2.1). Nejednakost se jednostavno vidi iz�i�1 + �i = z � �i�1�i+k�2 � �i�1 + �i+k�1 � z�i+k�1 � �i > z � �i�1�i+k�1 � �i�1 + �i+k�1 � z�i+k�1 � �i�1 = 1:Rela
ije (2.3) povla�
e da je �i�1 � �i > 0 za svaki i, �sto zna�
i da �i opadajukada i raste. Po�sto je �i = 1� �i, �i rastu sa i.Za dani fj�1 = n+1Xi=1 di �Bi;k;�[fzg 2 Sk;�[fzg;predla�zemo aproksima
ijufj = nXi=1 
i �Bi;k;� 2 Sk;�danu kao partikularno rje�senje l1 minimiza
ijskog problemamin
 �(
); (2.4)



32 POGLAVLJE 2. REDUCIRANJE �CVOROVAuz �(
) = maxfkd0 � 
0k; kd1 �B
1k; kd2 � 
2kg; 
 = 24 
0
1
2 35 ; (2.5)gdje je norma vektorska max-norma, i gdje sud0 = [d1; : : : ; d��k�1℄T ; 
0 = [
1; : : : ; 
��k�1℄T ;d1 = [d��k; : : : ; d��l+1℄T ; 
1 = [
��k; : : : ; 
��l℄T ;d2 = [d��l+2; : : : ; dn+1℄T ; 
2 = [
��l+1; : : : ; 
n℄T ;i uz matri
u B danu sa (2.2). Motiva
ija za rje�savanje problema (2.4) je tada, ako je 
 vektor B-splajn koe�
ijenata od fj, tada postoji pozitivan brojDk;1, ovisan samo o k, takav da vrijedi (v. [3℄, [4℄)D�1k;1�(
) 6 kfj � fj�1kL1 6 �(
):�Stovi�se, diskretan problem (2.4) jednostavniji je za rje�savanje nego odgo-varaju�
i L1 problem. Op�
enito, problem (2.4) nema jedinstveno rje�senje.Rezultat se dobiva stavljanjem 
0 = d0 i 
2 = d2, i onda de�niranjem 
1 kaorje�senje problema min
 kd1 �B
k: (2.6)Tada postavljamo da jewj = kd1 �B
1k+� 0 za l = 1;wj�1 za l > 1: (2.7)Minimiza
ijski problem (2.6) je l1 problem s jednom jednad�zbom vi�se odnepoznani
a.Pretpostavimo sada da smo, na neki na�
in, svakoj unutra�snjoj to�
ki od tpridru�zili te�zinu wj. Za svaki i trebamo odrediti niz �
vorova �i = (�i1; : : : �ii)koji �
e biti uklonjen u slu�
aju da �zelimo izba
iti i �
vorova. Jedna mogu�
nostbi bila da uzmemo da je �i = (tp1; : : : ; tpi);gdje je (p1; : : : ; pi) poredak unutra�snjih �
vorova odreden pomo�
u rastu�
ihvrijednosti od wi, drugim rije�
ima vrijedi wp1 6 � � � 6 wpi. Pokazalo se upraksi da ovaj odabir dobro funk
ionira ako su wi dobro separirani na realnomprav
u, �sto je obi�
no to�
no ako f ima malo �
vorova. Ako pak f ima puno
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vorova, tada su wi obi�
no grupirani u jednu ili vi�se velikih grupa sa malomrazlikom u vrijednostima izmedu te�zina iz iste grupe. U takvoj situa
iji �
inise pretjerano da se �
vorovi urede po strogo numeri�
kom poretku. Po�sto te�zineosiguravaju samo grubu o
jenu relativne va�znosti nekog �
vora, bolje bi biloda se �
vorovi podjele u grupe, i da se onda nekako iz svake grupe izba
e�
vorovi uniformno.Jedan na�
in da se to implementira je slijede�
i: Neka je b = maxj wj, ineka je 0 = x0 < x1 < � � � < xq = bparti
ija intervala [0; b℄ na q podintervala Ij = [xj�1; xj) (j = 1; : : : ; q). Pro-motrimo prvi interval I1, i neka su u1 6 : : : 6 ur �
vorovi iz t �
ije su te�zine uI1. Tada izvodimo da je�p = (ui1; : : : ; uip) za p = 1; : : : ; r;gdje je ij = �(r + 1)(j � 12)p + 12� za j = 1; : : : ; p:Drugim rije�
ima, iz prve grupe �
vorove izba
ujemo manje-vi�se uniformno poindeksima. De�niramo �j, za j > r, uzimaju�
i sve �
vorove iz prve grupe ionda odabiru�
i �
vorove uniformno iz druge grupe na isti na�
in. Ako prvedvije grupe sadr�ze manje od j �
vorova, moramo uklju�
iti i �
vorove iz tre�
egrupe, i tako dalje.Ni�sta jo�s nismo rekli o odredivanju parti
ije (xi)qi=1. Ako stavimo dasvaki podinterval Ij bude dovoljno mali, dobit �
emo poredak �
vorova premarastu�
im vrijednostima te�zina, dok bi ve�
i podintervali dali implementa
ijugornje pro
edure. U danoj implementa
iji strategije za izba
ivanje �
vorovakoriste se xi = 2i�2" za i = 1; : : : ; q.2.4 Spe
ijalni l1 problemU ovom odjeljku promatrat �
emo problemmin
 kB
� bk; (2.8)



34 POGLAVLJE 2. REDUCIRANJE �CVOROVAgdje je b 2 Rn i 
 2 Rn�1 , a matri
a B 2 Rn�(n�1) ima oblik
B = 266666664

�1 0 � � � 0 0�2 �2 � � � 0 00 �3 . . . ... ...... ... . . . �n�2 00 0 � � � �n�1 �n�10 0 � � � 0 �n
377777775 ; (2.9)

uz1 = �1 > �2 > � � � > �n�1 > �n = 0; �i + �i = 1 za i = 1; : : : ; n: (2.10)Norma u (2.8) je vektorska max-norma. Iz rela
ija (2.10) slijedi da je0 = �1 < �2 6 � � � 6 �n�1 < �n = 1:Ovo je, zapravo, minimiza
ijski problem koji se pojavio kod ra�
unanja te�zinawi, i za implementa
iju na�se strategije redu
iranja podataka va�zno je imatie�kasan i stabilan algoritam za ra�
unanje (2.8).Iako je poznato da problem oblika (2.8) ima rje�senje za proizvoljnu ma-tri
u B, za jedinstvenost su nam potrebni i dodatni uvijeti. Ka�zemo dam�n matri
aA, gdje je m > n, zadovoljava Haar-ov uvjet ako je svaka n�npodmatri
a nesingularna. Ako pak B zadovoljava Haar-ov uvjet, rje�senje jejedinstveno (v. [17℄). Ako ozna�
imo da je r(
) = b�B
, r(
) = [r1; : : : ; rn℄T ,i da je h = min
 kr(
)k, u na�sem slu�
aju mo�ze se pokazati da vrijedi jrij = hza sve i = 1; : : : ; n. Zbog toga trebamo promatrati sistembi � �Ti 
 = sihza i = 1; : : : ; n, gdje je b = [b1; : : : ; bn℄T i �Ti je i-ti redak matri
e B, dok susi = �1 i s = [s1; : : : ; sn℄T . Neka je sada z = [z1; : : : ; zn℄T 2 Rn takav da jez 6= 0 uz nXi=1 zi�i = 0;�sto vrijedi zbog linearne zavisnosti redaka matri
e B. Tada jezTb = hzTs;



2.4. SPECIJALNI L1 PROBLEM 35i odatle h = jzTbjjzTsj :Desna strana se minimizira ako s odaberemo takav da vrijedi si = sign (zi),za zi 6= 0. U na�sem slu�
aju mo�ze se izvesti da je, uz odabir zn = 1, zj =(�1)n�j det(Bj), gdje je Bj matri
a reda n� 1 dobivena od B izba
ivanjemj-tog reda. Za matri
u B danu sa (2.9), zbog (2.10) imamodetBj = �1 � � ��j�1�j+1 � � ��n= �1 � � ��j�j+1 � � ��n + �1 � � ��j�1�j � � ��n (2.11)> 0za j = 1; : : : ; n, pa B zadovoljava Haar-ov uvjet. Dakle, rje�senje na�segminimiza
ijskog problema mo�zemo dobiti pomo�
u rje�senja linearnog sustavaod n jednad�zbi i n nepoznani
a: Ax = b;gdje je A = [B; s℄ 2 Rn�n ;sj = (�1)n�jsign (detBj) = (�1)n�j; j = 1; : : : ; n;i matri
a A ima oblik
A = 266666664

�1 0 � � � 0 0 (�1)n�1�2 �2 � � � 0 0 (�1)n�20 �3 . . . ... ... ...... ... . . . �n�2 0 10 0 � � � �n�1 �n�1 �10 0 � � � 0 �n 1
377777775 : (2.12)

Ako x = [x1; : : : ; xn℄T rje�sava Ax = b, tada je rje�senje 
 = [
1; : : : ; 
n�1℄T od(2.8) dano sa 
j = xj za j = 1; : : : ; n� 1. Takoder, imamo da je jxnj = h =min
 kb�B
k. Prvo poka�zimo da je sisitem Ax = b dobro uvjetovan.Lema 2.1 Pretpostavimo da je A dana sa (2.12), i da vrijedi (2.10). Tadaje A nesingularna. �Stovi�se, kA�1k1 = 1 za n = 2, i kA�1k1 6 4n � 6 zan > 3.



36 POGLAVLJE 2. REDUCIRANJE �CVOROVADokaz: Slu�
aj n = 2 je trivijalan, pa pretpostavimo da je n > 3. Akorazvijemo detA po zadnjem stup
u, uz upotrebu (2.11), dobivamodetA = nXj=1 detBj = 2 nXj=1 �1 � � ��j�j+1 � � ��n: (2.13)Slijedi da je A nesingularna.Da bi ogradili inverz od A, za dani b = [b1 : : : ; bn℄T 2 Rn , neka je x =[x1; : : : ; xn℄T = A�1b. Cramer-ovim pravilom dobivamoxn = 1detA nXj=1(�1)n+jbj detBj;i odavde (2.13) daje da vrijedi jxnj 6 kbk. Neka je p najve�
i prirodni brojtakav da je �p > 12 . Po�sto je �1 = 1 i �n = 0, o�
ito je 1 6 p < n. U sustavuAx = b, mo�zemo rije�siti i-tu jednad�zbu s obzirom na xi za i = 1; : : : ; p, i sobzirom na xi�1 za i = n; n� 1; : : : ; p+ 1. Tada dobivamox1 = b1 + (�1)nxn;xj = 1�j [bj � �jxj�1 + (�1)n�j+1xn℄ za j = 2; : : : ; p; (2.14)i xn�1 = bn � xn;xj�1 = 1�j [bj � �jxj + (�1)n�j+1xn℄ za j = n� 1; n� 2; : : : ; p+ 1:(2.15)Treba primijetiti da u (2.14) imamo da je �j > 12 i �j=�j 6 1. Koriste�
i tu�
injeni
u, zajedno s nejednako�s�
u jxnj 6 kbk, dobivamo da jejx1j 6 2kbk; jxjj 6 4kbk+ jxj�1j za j = 2; : : : ; p:Zbog toga je jxjj 6 (4j � 2)kbk za j = 1; : : : ; p: (2.16)Na isti na�
in iz (2.15) posti�zemo da je jxn�1j 6 2kbk i jxj�1j 6 4kbk + jxjj,tako da je jxn�jj 6 (4j � 2)kbk za j = 1; : : : ; n� p: (2.17)



2.5. KOEFICIJENTNE NORME ZA SPLAJNOVE 37Nejednakosti (2.16) i (2.17) sada povla�
e da je jxpj 6 (4n � 6)kbk za p =1; : : : ; n. Ozna�
imo da je A�1 = (�i;j)ni;j=1 i kA�1k1 = maxi si =:maxiPnj=1 j�i;jj, i da je b = [sign (�i;1); : : : ; sign (�i;n)℄T . Onda je naravnokbk1 = 1, a po�sto je x = A�1b, tada je si = xi 6 4n � 6, i to mo�zemonapraviti za svaki i. Dakle, dobili smo da je kA�1k1 6 4n� 6. �Iz ove leme i (2.10) dobivamo�1(A) = kAk1kA�1k1 6 2(4n� 6);za n > 3, gdje je �1(A) uvjetovanost matri
e A obzirom na max-normu.Za na�su upotrebu n ne�
e biti ve�
i od stupnja polinoma kojeg �
emo koristiti,�sto �
e naj�
e�s�
e zna�
iti da je n manji od 10. Linearni sistem Ax = b je zbogtoga dobro uvjetovan.Dokaz Leme 2.1 takoder sugerira algoritam za rje�savanje sistemaAx = b,gdje je A dan sa (2.12):1. Odredi najve�
i p takav da je �p > 12 .2a. Izvedi Gauss-ove elimina
ije na jednad�zbama 2; : : : ; p eliminiraju�
ixi�1 iz i-te jednad�zbe za i = 2; : : : ; p.2b. Izvedi Gauss-ove elimina
ije unatrag na jednad�zbama n� 1; n� 2;: : : ; p+ 1, eliminiraju�
i xi iz i-te jednad�zbe za i = n� 1; n� 2; : : : ;p+ 1.3. Iz redu
iranih jednad�zbi broj p i p+ 1 izra�
unaj xp i xn.4a. Odredi xi iz redu
irane i-te jednad�zbe za i = p� 1; p� 2; : : : ; 1.4b. Odredi xi�1 iz redu
irane i-te jednad�zbe za i = p+ 2; : : : ; n.Po�sto uvijek dijelimo s brojem koji nije manji od 12 , algoritam se uvijekmo�ze u 
ijelosti izvr�siti, a jedini porast elemenata u A tokom elimina
ijadogada se u zadnjem stup
u. Ipak, lagano se vidi da su svi elementi uzadnjem stup
u ogradeni s n u svakom koraku elimina
ija, pa zaklju�
ujemoda je algoritam stabilan.2.5 Koe�
ijentne norme za splajnoveZa strategiju izba
ivanja �
vorova vrlo su va�zne dobre metode za ra�
unanjeaproksima
ije splajna koja je iz nekog potprostora. Zapravo, svaka metodaaproksima
ije sa �ksnim �
vorovima mo�ze poslu�ziti. Kao �sto smo vidjeli,spe
ijalni problem takvog tipa pojavio se pri dobivanju mjere va�znosti unu-tra�snjeg �
vora u reprezenta
iji splajna.



38 POGLAVLJE 2. REDUCIRANJE �CVOROVAPretpostavimo da je dan g 2 Sk;� , i da je, kao i prije, � podniz od t.Neka su 
 = (
j)nj=1 i d = (di)mi=1 B-splajn koe�
ijenti od g u Sk;� , odnosnou Sk;t, tako da je g = nXj=1 
jBj;k;� = mXi=1 diBi;k;t: (2.18)Matri
u B tipa m� n, gdje je n 6 m, takvu da je d = B
 zovemo B-splajnmatri
om za uba
ivanje �
vorova (knot insertion ili KI-matri
a) reda k s � ut (v. [2℄, [6℄). Elementi bi;j matri
e B su nenegativni i vrijedi da jenXj=1 bi;j = 1 za i = 1; : : : ; m; (2.19)�sto slijedi iz Leme 3.4.Jednakost (2.19) ka�ze da je suma elemenata u danom retku od B jednaka1. U 2.3 odjeljku pokazali smo da sli�
no vrijedi i za sume u stup
ima od Bza spe
ijalni slu�
aj kada je m = n + 1, a slijede�
a lema to generalizira.Lema 2.2 Pretpostavimo da je B = [bi;j℄m;ni;j=1 KI-matri
a reda k s � =(�j)n+kj=1 u t = (ti)m+ki=1 . Tada vrijedimXi=1 bi;j(ti+k � ti) = �j+k � �j za j = 1; 2; : : : ; n: (2.20)Posebno, imamo jo�s mXi=1 bi;j > 1 za j = 1; 2; : : : ; n: (2.21)Dokaz: Po de�ni
iji od bi;j imamo da je di = Pnj=1 bi;j
j, pa ako u (2.18)stavimo da je g = Bl;k;� , za kojeg vrijedi da je 
j = Æj;l, dobivamoBl;k;� = mXi=1 bi;lBi;k;t: (2.22)Ako sad l zamijenimo sa j, i integriramo obje strane jednakosti, zbog RRBj;k;� =(�j+k � �j)=k dobit �
emo (2.20).



2.5. KOEFICIJENTNE NORME ZA SPLAJNOVE 39Radi linearne nezavisnosti i kona�
nog nosa�
a B-splajna, iz (2.22) posti-�zemo da je u (2.20) bi;j 6= 0 samo ako je [ti; ti+k℄ � [�j; �j+k℄. Zbog togaje Xi bi;j(ti+k � ti) 6 maxi (ti+k � ti)Xi bi;j; (2.23)gdje je maxi(ti+k � ti) 6 �j+k � �j. Iz (2.23) i (2.20) slijedi (2.21). �Pretpostavimo da je f 2 Sk;� , i neka je t = (tj)m+kj=1 bilo koji niz �
vorovakoji sadr�zi � . Po�sto je Sk;� � Sk;t, f mo�zemo zapisati kao f =Pmj=1 djBj;k;tza neke (dj)mj=1. Tada de�niramo klasu normi na Sk;� sakfklp;t = (�Pj jdjjp tj+k�tjk �1=p za 1 6 p <1:maxj jdjj za p =1; (2.24)Ozna�
imo sa d = (dj)mj=1 vektor B-splajn koe�
ijenata od f u Sk;t, a sa
 = (
j)nj=1 vektor B-splajn koe�
ijenata od f u Sk;� . Tada jed = B
; (2.25)gdje je B KI-matri
a. Zbog toga jekfklp;t = kE1=pt B
kp; (2.26)gdje je E1=pt m�m diagonalna matri
a sa elementimaei;i = � [(ti+k � ti)=k℄1=p za 1 6 p <1;1 za p =1; (2.27)za i = 1; : : : ; m, i kvkp = (Pj jvjjp)1=p je obi�
na lp vektorska norma. To sudiskretne (l1; t) norme koje smo koristili u 2.3 odjeljku.Dobro je poznata �
injeni
a da kontrolni poligon splajn funk
ije konvergiraprema splajnu koga reprezentira kada se niz �
vorova pro�njujue. U na�sojterminologiji to zna�
i da (l1; t) norma konvergira prema L1 normi splajna(v. [4℄).Slijede�
a propozi
ija pokazuje da postoji sli�
na rela
ija za (lp; t) norme.Posebno �
emo pokazati da se (l2; t) norma i L2 norma razlikuju za veli�
inukoja je `mala' ako je f `glatka'.



40 POGLAVLJE 2. REDUCIRANJE �CVOROVAPropozi
ija 2.3 Za proizvoljni f 2 Sk;� , niz �
vorova t i � podniz od t, teza p koji zadovoljava 1 6 p 61, vrijediD�1k kfklp;� 6 kfkLp 6 kfklp;t 6 kfklp;� ; (2.28)gdje konstanta Dk ovisi samo o k. �Stovi�se, ako je � = (�j)n+kj=1 , tada jekfkl2;� � kfkL2 6 2 12 (�n+k � �1) 12Dk;1!(f); (2.29)gdje je !(f) = maxjfjf(x)� f(y)j : x; y 2 [�j+1�k; �j+k�1℄g i Dk;1 6 Dk.Dokaz: Za dokaz prve dvije nejednakosti u (2.28) vidi referen
u u [9℄, dok�
emo zadnje dvije dokazati ovdje. Zapravo moramo pokazati da jekE1=pt B
kp 6 kE1=p� 
kp; (2.30)gdje je 
 vektor B-splajn koe�
ijenata od f u Sk;� . Za p =1 ova nejednakostslijedi direktno iz (2.19) i iz �
injeni
e da su bi;j-ovi nenegativni:jB
ji = j nXj=1 bi;j
jj 6 nXj=1 bi;jj
jj 6 k
k1:Pretpostavimo da je p <1. Tada jekE1=pt B
kpp = mXi=1 ����� nXj=1 bi;j
j�����p ti+k � tik :Koriste�
i nejednakost trokuta, H�olderovu nejednakost i (2.19) dolazimo do����� nXj=1 bi;j
j�����p 6  nXj=1(j
jjjbi;jj1=p)(jbi;jj)1�1=p!p6 nXj=1 j
jjpjbi;jj:Odavde, uz (2.20),kE1=pt B
kpp 6 mXi=1 nXj=1 j
jjpjbi;jjti+k � tik = kE1=p� 
kpp:



2.5. KOEFICIJENTNE NORME ZA SPLAJNOVE 41Ovo dokazuje (2.30), i dokaz za (2.28) je potpun.Za dokaz nejednakosti (2.29), neka je Bj = Bj;k;� . Prisjetimo se da jeR Bj = (�j+k � �j)=k. Po de�ni
iji (lp; � ) norme (2.24), i (2.28) slijedi(kfkl2;� � kfkL2)2 6 kfk2l2;� � kfk2L2= Z nXj=1 
2jBj(x) dx� Z � nXj=1 
jBj(x)�2 dx= 12 Z X16i;j6n(
i � 
j)2Bi(x)Bj(x) dx6 12 maxji�jj<k j
i � 
jj2(�n+k � �1):Koristili smo �
injeni
u da je R BiBj = 0 za ji� jj > k, i da je Pni=1Bi = 1.Slijedi, ako je f =Pnj=1 
jBj;k;� , da je0 6 kfkl2;� � kfkL2 6 2� 12 maxji�jj<k j
i � 
jj(�n+k � �1) 12 : (2.31)Da bi dokazali da iz (2.31) slijedi (2.29), prisjetimo se da vrijedi (v. [3℄, [4℄)j
jj 6 Dk;1 max�j+16y6�j+k�1 jf(y)j;gdje je Dk;1 6 Dk. A odavde izvodimo, uz �
injeni
u da je za �ksno xf(y)� f(x) =Pni=1(
i � f(x))Bj;k;� (y),j
j � f(x)j 6 Dk;1 supu;v2[�j ;�j+k℄ jf(u)� f(v)jza x 2 [�j; �j+k℄. Uz pretpostavku da je ji� jj < k, i odabiru�
i x 2 [�i; �i+k℄\[�j; �j+k℄, dobivamoj
j � 
ij 6 j
j � f(x)j+ j
i � f(x)j 6 2Dk;1!(f):Kombina
ija ovoga s (2.31) dovr�sava dokaz od (2.29). �Najednakost (2.28) povla�
i da za 1 6 p 61 vrijedi kfklp;� 6 Dkkfklp;t.Drugim rije�
ima, B-splajn koe�
ijenti od f na � mogu se ograditi, na odredenna�
in, sa B-splajn koe�
ijentima od f na t neovisno od � i t. Primijetimo dataj rezultat takoder slijedi iz Leme 2.1 za spe
ijalni slu�
aj kada je t = �[fzg,gdje je konstanta Dk;1 zamjenjena sa 4k � 6.



42 POGLAVLJE 2. REDUCIRANJE �CVOROVAU ovoj implementa
iji aproksima
ije, u pro
esu kojeg smo u 2.2 odjeljkunazvali aproksimiranje, tj. za operator G, koristi se aproksima
ija u (l2; t)normi. Zbog toga je va�zno imati ogradu za uvjetovanost ovog minimiza
ijskogproblema.Za dani f 2 Sk;t i � podniz od t de�niramo g� = Gf 2 Sk;� kao najboljuaproksima
iju od f u (l2; t) normi, tj.kf � Gfkl2;t = ming2Sk;� kf � gkl2;t:Koriste�
i (2.30) vidimo da je vektor 
 = (
j)nj=1 B-splajn koe�
ijenata odGf =Pnj=1 
jBj;k;� rje�senje problema najmanjih kvadratamin
2Rn kE 12t (B
� d)k2: (2.32)Kao i prije, B je KI-matri
a sa � u t. Poka�zimo da B ima puni rang, tako�sto �
emo pokazati da su njegovi stup
i linearno nezavisni. Pretpostavimo daje Pnj=1 
jbi;j = 0 za svaki i = 1; : : : ; m. Tada iz (2.18) i (2.25) dobivamoda je di = 0 za i = 1; : : : ; m, iz �
ega slijedi, ponovno iz (2.18), da je g � 0.Zbog jedinstvenosti rastava, mora biti 
j = 0 za svaki j = 1; : : : ; n. Dakle,zbog toga �sto B ima puni rang i jer je E 12t nesingularna, rje�senje od (2.32) jejedinstveno. Slijede�
i rezultat pokazuje da, ako uvedemo pogodno skaliranjeu (2.32), dobivamo problem �
ija je uvjetovanost ogradena izrazom koji neovisi o t i � .Propozi
ija 2.4 Pretpostavimo da je � � t, i neka jeF = E 12t BE� 12� ;gdje je B KI-matri
a reda k sa � u t, a Et i E� su dijagonalne matri
edane sa (2.27). Tada vrijedi kFk2kF yk2 6 Dk; (2.33)gdje je Dk konstanta iz (2.28) i F y = (F TF )�1F T .Dokaz: Imamo da je kFk2 = �max i kF yk2 = 1=�min, gdje su �max i �minnajve�
a i najmanja singularna vrijednost od F . Dakle,�max = max
 6=0 kF
k2=k
k2; �min = min
6=0 kF
k2=k
k2:



2.5. KOEFICIJENTNE NORME ZA SPLAJNOVE 43Ali, tada iz (2.26) i (2.28), ako se stavi da je vektor B-splajn koe�
ijenata odf jednak E� 12� 
, dobivamoD�1k k
k2 6 kF
k2 6 k
k2:Odavde slijedi (2.33). �k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11Dk 1.00 2.41 5.20 10.03 21.32 40.90 86.37 166.41 348.56 674.29 1402.95Slika 2.1: Izra�
unate vrijednosti od DkIz ovog rezultata slijedi da bi moglo biti bolje da se uvede skaliranje u(2.32) i rije�si minx2Rn kE 12t (BE� 12� x� d)k2; (2.34)po�sto je uvjetovanost ovog problema neovisna o nizovima �
vorova � i t.Rje�senje od (2.32) je tada dano sa 
 = E� 12� x.Kao �sto smo ve�
 prije spomenuli, koristili smo najbolju aproksima
iju u(l2; t) normi u danoj implementa
iji aproksimiranja (odjeljak 2.2). Koristilismo diskretnu normu, jer je jednostavnija i br�ze se s njom radi, i (l2; t) normuzbog toga �sto dovodi do linearnog sistema jednad�zbi{normalnih jednad�zbi,i aproksimira L2 normu vrlo dobro (Propozi
ija 2.3), bez da se ikada izgubipuni rang. Nedostatak (l2; t) norme je da gre�ska mjerena tom normom nedaje nikakve informa
ije o razli
i izmedu splajna f i njegove aproksima
ijeg u odredenoj to�
ki x. Iz tog razloga, izabrali smo da �
emo mjeriti gre�skuu (l1; t) normi. Po propozi
iji 2.3 tada imamo jf(x) � g(x)j 6 " za svakuto�
ku x, �sto je bitno u mnogim aplika
ijama.Op�
enito, problem najmanih kvadrata kao �sto je (2.34) trebao bi serije�siti koriste�
i ortogonalne transforma
ije. Ipak, u ovom posebnom slu�
aju,pokazali smo da je uvjetovanost problema najmanjih kvadrata ograni�
enas Dk. Tabli
a 2.1 pokazuje izra�
unate vrijednosti od D1; : : : ; D11 (za refe-ren
u vidi [9℄). Kao �sto je deBoor primijetio, za ove brojeve vrijedi da jeDk = O(2k). Na kraju zaklju�
ujemo da je, za male vrijednosti k, sigurnijerije�siti (2.34) pomo�
u rje�savanja normalne jednad�zbe, po�sto je njihova uvje-tovanost ogradena sa D2k.



44 POGLAVLJE 2. REDUCIRANJE �CVOROVA2.6 Izba
ivanje �
vorova kod parametarskihB-splajn krivuljaU ovom odjeljku pro�sirit �
emo tehnike koje smo koristili za izba
ivanje�
vorova kod splajnova na parametarske splajn krivulje.Parametarska B-splajn krivulja ~f u Rd reda k, sa �
vorovima t = (ti)m+ki=1 ,je krivulja u Rd kod koje je svaka komponenta B-splajn funk
ija s istim nizom�
vorova t, tj. ako de�niramo vektor funk
iju bt = (B1;k;t; : : : ; Bm;k;t)T , tadaje ~f = �f 1; : : : ; f d�T = mXi=1 �
1i ; : : : ; 
di �T Bi;k;t = mXi=1 ~
iBi;k;t = bTt ~
;za odgovaraju�
e vektore (~
i)mi=1 u Rd .Prisjetimo se nejednakosti (2.28) i napomenimo da se za parametarskekrivulje ona primjenjuje za svaku komponentu posebno. U ovom odjeljkukoristit �
emo samo (lp; t) norme za p = 2 i p =1.Ako �zelimo aproksimirati parametarsku B-splajn krivulju sa �
vorovimat minimiziranjem (l2; t) normi gre�ske svake komponente, moramo rije�sitiprobleme tipa (2.32) za B-splajn koe�
ijente svake komponente, ali sa Eti B = Bk;� ;t �ksiranim, gdje je Bk;� ;t B-splajn KI-matri
a reda k sa � ut. Pa, neka su dane to�
nosti ~" = ("1; : : : ; "d) i norma k�k na Sk;t. Problemkoji �zelimo razmotriti je pronala�zenje najkra�
eg mogu�
eg niza �
vorova � , uz� � t, i splajn krivulju ~� = (�1; : : : ; �d)T gdje je svaki �i iz Sk;� takav da jekf i � �ik 6 "i; za i = 1; : : : ; d: (2.35)Ponovno, ne tvrdimo da �
emo stvarno na�
i najkra�
i mogu�
i niz �
vorova �takvih svojstava, ve�
 samo splajn sa koliko je to mogu�
e malo �
vorova.Prvi korak rje�savanja bit �
e pridru�zivanje te�zina wij svakoj komponentif i u svakoj unutra�snjoj to�
ki tj od t. Ove te�zine bi, kao i prije, trabale bitimjera zna�
aja �
vora tj u reprezenta
iji splajna ~f . Prirodan pristup bio bida de�niramo da wij bude udaljenost izmedu f i i potprostora Sj = Sk;tnftjgdobivenog izba
ivanjem tj iz t. Pre
iznije, ako je tj jednostuki �
vor od tpostavljamo da je wij = dist �f i;Sj� = ming2Sj kf i � gkl1;t: (2.36)Minimiza
ijski problem (2.36) ima lokalno rje�senje koje se mo�ze na�
i s O(5k)opera
ija za splajn reda k, �sto se vidi iz odjeljka 2.4. Analogno se pronalazei te�zine za vi�sestruke �
vorove.



2.6. PARAMETARSKE B-SPLAJN KRIVULJE 45Te�zine nam trebaju da bi odredili u kojem poretku bi se �
vorovi tre-bali ukloniti iz t. Jedna mogu�
nost je da de�niramo da je wj = maxiwiji izba
ujemo �
vorove prema rastu�
im wj-ovima. Ovo dobro funk
ionira unekim slu�
ajevima u kojima su sve komponente vektora to�
nosti jednake,ali ima i neke o�
ite nedostatke. Na primjer, ne radi za kru�zni
u gdje susve te�zine pribli�zno jednake. Osim toga, smatra se da je va�zno dozvoliti ra-zli�
ite to�
nosti za komponente krivulje. Umjesto toga koristit �
emo slijede�
ipristup. Svakom �
voru tj pridru�ziti �
emo rangiraju�
i broj�j = maxi �ij;gdje je �ij takav da je wij 2 I i�ij . De�nirajmo I i0 = [0; "i=2); I i1 = ["i=2; "i),a op�
enito I ij = [2j�2"i; 2j�1"i) za j = 1; 2; 3; : : :. Neka je �j1 6 �j2 6 � � � 6�jl poredak rangiraju�
ih brojeva l unutra�snjih �
vorova od t u nepadaju�
emporetku. Ako �zelimo ukloniti i �
vorova iz t, tada �
e se izba
iti svi �
vorovis rangiraju�
im brojem manjim od �ji. Preostalih, re
imo, p �
vorova izabrat�
emo medu svim �
vorovima s rangiraju�
im brojem �ji na `uniformni' na�
in�sto se ti�
e indeksa, kao u odjeljku 2.3.Na taj na�
in smo modi�
irali korak rangiranje u algoritmu danom uodjeljku 2.2. U koraku aproksimiranje, ako je niz �
vorova � dan, uz � � t,aproksima
ija �i od fi iz Sk;� dana je kao jedinstveno rje�senje problema na-jmanjih kvadrata ming2Sk;� kf i � gkl2;t:U izba
ivanju se koristi aproksimiranje na svakoj komponenti od ~f da bise odredio najve�
i broj �
vorova koji se mogu izba
iti tako da odgovaraju�
asplajn aproksima
ija posti�ze gre�sku manju od zadane to�
nosti. Razumna jepretpostavka da se gre�ska aproksima
ije od ~f pove�
ava s brojem �
vorova kojise izba
uju. Broj koji se kona�
no izba
uje, mo�ze se zbog toga odrediti binar-nim pretra�zivanjem. Drugim rije�
ima, prvo se poku�sava ukloniti polovi
aunutra�snjih �
vorova i izra�
una se pripadaju�
a aproksima
ija i njena gre�ska.Ako je gre�ska manja od to�
nosti, tada �
emo poku�sati izba
iti 3=4 �
vorova, aako je gre�ska ve�
a od to�
nosti, poku�savamo sa 1=4 �
vorova, i tako dalje.Rangiranje, izba
ivanje, i aproksimiranje mo�ze se upotrijebiti na gorenavedeni na�
in kako bi odredili niz �
vorova � 1 uz � 1 � t, i aproksima
iju ~�1od ~f sa �
vorovima � 1, takvu da je gre�ska manja od ~". Ako � 1 nema vi�seniti jednog unutra�snjeg �
vora, mo�zemo biti vrlo zadovoljni jer smo izba
ilisve mogu�
e �
vorove. U drugoj krajnosti imamo da je � 1 = t, �sto zna�
i da



46 POGLAVLJE 2. REDUCIRANJE �CVOROVAniti jedan �
vor nije bio izba�
en. Op�
enito, rezultat �
e biti izmedu ove dvijekrajnosti. Tada mo�zemo poku�sati izba
iti jo�s �
vorova na slijede�
i na�
in.Rangiraju se �
vorovi � 1 od ~�1, i iskoristi se korak izba
ivanje da bi se dobioniz �
vorova � 2 uz � 2 � � 1 � t, ali se u aproksimiranju uvijek ra�
una aproksi-ma
ija od originalnog splajna ~f . Na taj na�
in dobivamo aproksima
iju ~�2 od~f na �
vorovima � 2. Taj postupak mo�ze se nastaviti sve dok se vi�se ne mo�zeukloniti niti jedan �
vor.�Sto se ti�
e normi, s 
iljem kontrole gre�ske po to�
kama, preporu�
a sekori�stenje (l1; t) norme da bi se mjerila gre�ska u (2.35). Napomenimo jo�s daredu
irana krivulja ~� nasljeduje parametriza
iju od ~f .U prethodnim odjelj
ima nazna�
ili smo op�
u metodu za modeliranje spla-jnom funk
ije jedne varijable ili podataka, baziranu na reduk
iji podataka.Pokazat �
emo kako se ta tehnika mo�ze pro�siriti na parametarske krivulje.Pretpostavimo da je dano m to�
aka (~pj)mj=1 u Rd . Naj�
e�s�
e imamo da jed = 2 ili d = 3. Da bi modelirali kubi�
nu splajn krivulju po tim to�
kama,nastavljamo na slijede�
i na�
in. Neka je ~f1(t) po dijelovima linearan inter-polant podataka, koriste�
i re
imo, parametriza
iju akumulirane duljine lukadanu sa ~f1(ti) = ~pi za i = 1; 2; : : : ; m, gdje jeti = � 0; za i = 1;ti�1 + k~pi � ~pi�1kl2 ; za i = 2; 3; : : : ; m:Ekspli
itno, imamo da je~f1(t) = (ti � t)~pi�1 + (t� ti�1)~piti � ti�1na intervalu [ti�1; ti℄. Uvode�
i po jedan �
vor na svakom kraju, re
imo t0 = t1i tm+1 = tm, ~f1 mo�zemo prikazati kao linearnu kombina
iju linearnih B-splajnova. Za dani vektor to�
nosti ~" 2 Rd mo�zemo tada izra�
unati parame-tarsku kubi�
nu splajn aproksima
iju od ~f1 s gre�skom manjom od ~" u svakojto�
ki podataka, u dva koraka:1. Primijeniti reduk
iju podataka na ~f1 za red k = 2 i to�
nost ~"1 < ~" dabi dobili novu poligonalnu krivulju ~f2.2. Primijeniti reduk
iju podataka na ~f2 prikazanu kao kubi�
ni splajn �
ijije niz �
vorova (xi)3m+2i=1 jednak: x1 = � � � = x4 = t1, x3i�1 = x3i =x3i+1 = ti za i = 2; : : : ; m � 1, i x3m�1 = � � � = x3m+2 = tm, koriste�
ito�
nost ~"2 = ~" � ~"1. Tako dobivamo kubi�
nu splajn aproksima
iju ~f3sa nizom �
vorova � .



2.6. PARAMETARSKE B-SPLAJN KRIVULJE 47Treba primijetiti da se ova metoda mo�ze upotrijebiti za dobivanje splajnaproksima
ije bilo kojeg reda k > 2, prikazuju�
i ~f2 kao splajn reda k umjestokubi�
ni splajn u drugom koraku.Periodi�
ne i zatvorene krivulje predstavljaju problem za pro
es izba
i-vanja �
vorova, jer takve krivulje, op�
enito, mogu postati otvorene. Jedanna�
in da se to rije�si je da se uvedu ograni�
enja na metodu aproksima
ijenajmanjim kvadratima tako da krajevi ostanu �ksirani. Takav pristup ipaknije sasvim zadovoljavaju�
i po�sto bi razlikovao jednu to�
ku (po�
etnu i kra-jnju) dr�ze�
i ju �ksiranom, dok bi ostalim to�
kama bilo dozvoljeno da vari-raju unutar to�
nosti. Bolje rje�senje posti�ze se ako se vratimo unatrag i malopromijenimo strategiju izba
ivanja �
vorova za ekspli
itne splajn funk
ije.



Poglavlje 3Q-splajnovi
3.1 UvodU ovom poglavlju zanimat �
e nas koliko se lijepih svojstva polinomnihsplajnova mo�ze prenjeti na q-splajnove (v. [7℄). Prvo �
emo q-B-splajnprikazati kao linearnu kombina
iju odgovaraju�
ih polinomnih B-splajnova,zatim �
emo izvesti njegovu matri
u za uba
ivanje �
vorova (knot insertionili KI-matri
a), gdje �
emo uba
ivati samo po jedan �
vor, te na kraju datiprili�
no jednostavne i stabilne algoritme za ra�
unanje q-splajna bazirane nauba
ivanju �
vorova i deBoor-ovom algoritmu.Pojam q-splajna vu�
e porijeklo iz teorije �stapova. Pretpostavimo jednos-tavan �stap u�
vr�s�
en u �
vorovima f(xi; fi)gk+1i=0 ; tada je progib �stapa izmedudva uzastopna �
vora rje�senje s(x) diferen
ijalne jednad�zbe D2[E � I �D2℄s =0. Ovdje E ozna�
ava Young-ov modul elasti�
nosti, a I je moment iner-
ije popre�
nog presjeka. Pretpostavka je da je E � I = 1=q; q > 0, gdjeje q po dijelovima linearna neprekidna funk
ija, sa eventualnim prekidimaderiva
ije u �
vorovima. Na taj na�
in dobivamo rubni problem na [xi; xi+1℄,za i = 0; : : : ; k:D21qD2s = 0; s(xi) = fi; s(xi+1) = fi+1; s00(xi) = s00i ; s(xi+1) = s00i+1;gdje su s00i i s00i+1 odabrani tako da osiguravaju da je s 2 C2[x0; xk+1℄. Funk
ijakoja zadovoljava ovakav rubni problem zove se q-splajn.Prva dva prikaza q-splajna, koja ujedno daju i stabilne algoritme za nje-govo ra�
unanje, baziraju se na poznatoj jednad�zbi za deriva
iju �Cebi�sevlje-vih splajnova i algoritma tipa Oslo. Nadalje, koristit �
emo poseban kanonski48



3.2. OSNOVE �CEBI�SEVLJEVE TEORIJE 49potpuni �Cebi�sevljev (CCT)-sistem, i neke op�
e tehnike iz teorije Chebyshev-ljevih splajnova. Umjesto direktnog ra�
unanja q splajna, prikazat �
emo takavsplajn kao linearnu kombina
iju splajnova sa malim nosa�
em (B-splajnova),koji se pak mogu prikazati kao linearna kombina
ija obi�
nih polinomnih B-splajnova. Prvi na�
in, koji je ne�sto jednostavniji za izvesti, daje takav B-splajn kao linearnu kombina
iju polinomnih B-splajnova 5. reda ali klaseC1. Po�sto je q-splajn ipak po dijelovima polinom 4. stupnja sa drugomneprekidnom deriva
ijom po�zeljno ga je, dakle, prikazati preko polinomnogB-splajna 4. stupnja klase C2, �sto �
emo i u�
initi u drugom prikazu. KI-matri
u izra�
unat �
emo koriste�
i ovaj drugi prikaz, a iz nje, i iz �
injeni
eda se jednostavnije ra�
una vrijedost B-splajna u �
vorovima koji se nalaze unjegovom nosa�
u, na vrlo jednostavan na�
in dobit �
emo predzadnji algoritamkoji u sebi sadr�zi samo konveksne kombina
ije �sto osigurava njegovu stabil-nost. Zadnji algoritam direktna je generaliza
ija deBoor-ovog algoritma.3.2 Osnove �Cebi�sevljeve teorijeNeka je dana parti
ija � = fxign�4i=1 uz a < x1 < x2 � � � < xn�4 < bintervala [a; b℄, kojoj je pridru�zena pro�sirena parti
ija T = ftign+4i=1 , gdje jet1 6 t2 6 t3 6 a = t4, ti = xi�4 za i = 5; : : : ; n i tn+1 = b 6 tn+2 6 tn+3 6tn+4. Zatim, neka je q neprekidna, po dijelovima linearna funk
ija de�niranasa q(x)j[ti;ti+1℄ = qi+1 � qihi (x� ti) + qi; (3.1)gdje je hi = ti+1� ti, i qi > 0 za svaki i. Promotrimo CCT-sistem fu1; u2; u3;u4g de�niran sa:u1(x) = 1; u2(x) = Z xa ds2;u3(x) = Z xa ds2 Z s2a q(s3) ds3; u4(x) = Z xa ds2 Z s2a q(s3) ds3 Z s3a ds4:�Zelimo konstruirati lokalnu bazu za splajnove koje su po dijelovima linear-ne kombina
ije ovih funk
ija, tj. na�
i B-splajnove T 4i 2 S(4;m; d�;�)pridru�zene pro�sirenoj parti
iji T , gdje je m vektor multipli
iteta �
vorova iz�, m = (1; : : : ; 1)T 2 Rn�4 , i d� := (ds2; q(s3) ds3; ds4)T (vidi [15℄ za detalje



50 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVIo oznakama). Va�znu ulogu imaju i pridru�zene generalizirane deriva
ije:L1;d� = D; L2;d� = 1qD2; L3;d� = D1qD2; L4;d� = D21qD2:Prvo �
emo obratiti pa�znju na redu
irani sistem fu1;1; u1;2; u1;3g, koji razapi-nje prostor S(3;m; d�(1);�); d�(1) = (q(s3) ds3; ds4)T , na svakom intervalu.Tada je odgovaraju�
i CCT-sistem:u1;1(x) = 1; u1;2(x) = Z xa q(s3) ds3; u1;3(x) = Z xa q(s3) ds3 Z s3a ds4:(3.2)Sada promotrimo manje glatke B-splajnove eT 3j iz prostora S(3; em; d�(1);�),gdje je vektor multipli
iteta em = (2; : : : ; 2)T na istoj parti
iji. Za �ksiraniindeks i, ozna�
it �
emo �
vorove u novoj pro�sirenoj parti
iji sa ti = ~tr�1 = ~tr <~tr+1: � � � ti�1 ti ti+1 ti+2 � � �p p p p� � � ~tr�3 ~tr�1 ~tr+1 ~tr+3 � � �� � � ~tr�2 ~tr ~tr+2 ~tr+4 � � � (3.3)a polinomne splajnove na toj parti
iji sa eBnj . Jednostavno se vidi iz de�ni
ijeCCT-sistema (3.2) i osnovnih svojstva q-splajna da se eT 3j mo�ze zapisati kaoeT 3r�1(x) = s�1Xj=s�2 ar�1;j bB4j (x) (3.4)eT 3r (x) = s+1Xj=s�1 ar;j bB4j (x): (3.5)uz bB4j 2 S(4; bm; d�;�), gdje je bm = (3; : : : ; 3)T na istoj parti
iji � i d�je vektor mjera odreden samo sa Lebesgue-ovim mjerama. To�
ke u ovojpro�sirenoj parti
iji ozna�
avat �
emo sa ti = t̂s�2 = t̂s�1 = t̂s < t̂s+1:� � � ti�1 ti ti+1 ti+2 � � �p p p p� � � t̂s�5 t̂s�2 t̂s+1 t̂s+4 � � �� � � t̂s�4 t̂s�1 t̂s+2 t̂s+5 � � �� � � t̂s�3 t̂s t̂s+3 t̂s+6 � � �



3.3. 1. KONSTRUKCIJA LOKALNE BAZE 51Upotrijebiti �
emo op�
i teorem koji je generaliza
ija deriva
ijske jednad�zbeza polinomne B-splajnove, na �Cebi�sevljeve splajnove (v. [12℄, [11℄, [13℄):Teorem 3.1 Neka je L1;d� prva generalizirana deriva
ija s obzirom na CCT-sistem S(k; d�), i neka vektor multipli
iteta m = (m1; : : : ; mn�4)T zadovo-ljava mi < k�1 za i = 1; : : : ; n�4. Tada za x 2 [a; b℄ i i = 1; : : : ; k+Pn�4i=1 mivrijedi slijede�
a deriva
ijska jednakost:L1;d�T ki;d�(x) = T k�1i;Rd�(1)(x)Ck�1(i) � T k�1i+1;d�(1)(x)Ck�1(i+ 1) (3.6)gdje je Ck�1(i) := Z ti+k�1ti T k�1i;d�(1) d�2; (3.7)sa vektorima mjerad� = (d�2(Æ); : : : ; d�k(Æ))T 2 Rk�1 ; d�(1) := (d�3(Æ); : : : ; d�k(Æ))T 2 Rk�2 ;za sve izmjerljive Æ.3.3 1. konstruk
ija lokalne baze za prostoreq-splajnovaJasno se vidi da je redu
irani sistem redu
iranog CCT-sistema (3.2) za-pravo prostor polinoma reda 2, pa Teorem 3.1 daje�L1 eT 3r�1(x) = eB2r�1(x)eC2(r � 1) � eB2r (x)eC2(r) ; (3.8)gdje je �L1 := L1;d�(1) = 1qD generalizirana deriva
ija za redu
irani CCT-sistem, i eC2(j) = Z ~tj+2~tj eB2j (t) q(t) dt:Posebno, eC2(r � 1) = (2qi + qi+1)hi6 ; eC2(r) = (qi + 2qi+1)hi6 :



52 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVIKoriste�
i (3.8) i jednostavna svojstva B-splajnova dobiva se da je�L1 eT 3r�1(t+i ) = 1eC2(r � 1) ; �L1 eT 3r�1(t�i+1) = � 1eC2(r) ;iz �
ega direktno slijede koe�
ijenti u (3.4):ar�1;s�2 = 2qi2qi + qi+1 ; ar�1;s�1 = 2qi+1qi + 2qi+1 ;dakle, eT 3r�1(x) = 2qi2qi + qi+1 bB4s�2(x) + 2qi+1qi + 2qi+1 bB4s�1(x): (3.9)Za ra�
unanje eT 3r upotrijebit �
emo jednakostieT 3r (ti+1) = 1; �L1 eT 3r (t�i+1) = 1eC2(r) ; �L1 eT 3r (t+i+1) = � 1eC2(r + 1) ;da bi dobili koe�
ijente u (3.5):ar;s�1 = qi2qi+1 + qi ; ar;s = 1; ar;s+1 = qi+22qi+1 + qi+2 ;i kona�
noeT 3r (x) = qiqi + 2qi+1 bB4s�1(x) + bB4s(x) + qi+22qi+1 + qi+2 bB4s+1(x): (3.10)Integriraju�
i (3.6) u Teoremu 3.1 mo�zemo izra�
unati splajnove vi�seg reda.Po�
et �
emo sa jednako�s�
ueT 4r�1(x) = 1eC3(r � 1) Z x~tr�1 eT 3r�1(t) dt� 1eC3(r) Z x~tr eT 3r (t) dt; (3.11)Lagano se vidi iz (3.9) i (3.10) da jeeC3(r � 1) = hi4 � 2qi2qi + qi+1 + 2qi+1qi + 2qi+1�eC3(r) = 14 � qihiqi + 2qi+1 + hi + hi+1 + qi+2hi+12qi+1 + qi+2� :



3.3. 1. KONSTRUKCIJA LOKALNE BAZE 53Iz (3.11), uz upotrebu (3.9), (3.10), i dobro poznate jednakosti za integralepolinomnih B-splajnovaZ x�1Bki (t) dt = ti+k � tik i+k�1Xj=i Bk+1j (x);gdje je sada ftig bilokakav nepadaju�
i niz �
vorova, dobivamo (gledaju�
iposebno za x iz svakog od intervala [ti; ti+1℄ i [ti+1; ti+2℄) da jeeT 4r�1(x) = 1eC3(r � 1) 2qi2qi + qi+1 hi4 bB5s�2(x)+ 1eC3(r) �hi + hi+14 + qi+22qi+1 + qi+2 hi+14 � bB5s�1(x)+ 1eC3(r) qi+22qi+1 + qi+2 hi+14 bB5s(x):Na isti na�
in je,eT 4r (x) = 1eC3(r) qiqi + 2qi+1 hi4 bB5s�1(x) + 1eC3(r) � qiqi + 2qi+1 hi4+hi + hi+14 � bB5s (x) + 1eC3(r + 1) 2qi+2qi+1 + 2qi+2 hi+14 bB5s+1(x):Slijede�
a lema i teorem povezuju op�
e T-splajnove reda 3 i 4 sa analognimmanje glatkimT-splajnovima, koji su lak�si za izra�
unati, i za koje su, u na�semslu�
aju, ve�
 poznate ekspli
itne formule. Dokazi se mogu na�
i u [13℄ i [14℄.Lema 3.2 Neka je T 3i;d�(1) 2 S(3;m; d�(1);�) �Cebi�sevljev B-splajn reda 3 uzvektor multipli
itetam = (1; : : : ; 1)T , i neka je eT 3i;d�(1) 2 S(3; em; d�(1);�) B-splajn uz vektor multipli
iteta em = (2; : : : ; 2)T na istom nizu �
vorova. Akosu ft2; : : : ; tn+3g i f~t2; : : : ; ~t2n�1g pridru�zene pro�sirene parti
ije, i r indekstakav da je ti = ~tr < ~tr+1, tada je za i = 2; : : : ; n:T 3i;d�(1) = T 3i;d�(1)(ti+1)eT 3r;d�(1) + eT 3r+1;d�(1) + T 3i;d�(1)(ti+2)eT 3r+2;d�(1) :



54 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVITeorem 3.3 Neka je T 4i;d� 2 S(4;m; d�;�), eT 4i;d� 2 S(4; em; d�;�), gdjesu vektori multipli
iteta m, em kao u Lemi 3.2. Tada postoje pozitivni Æ4i (j)takvi da vrijedi T 4i;d� = r+3Xj=r Æ4i (j)eT 4j;d�;gdje r = ri zadovoljava ti = ~tri < ~tri+1. Neka su ft1; : : : ; tn+4g i f~t1; : : : ; ~t2ngpro�sirene parti
ije. Tada su Æ4i (j); j = r; : : : ; r + 3 odredeni saÆ4i (r) = T 3i;d�(1)(ti+1) eC(r)T 3i;d�(1)(ti+1) eC(r) + eC(r + 1) + T 3i;d�(1)(ti+2) eC(r + 2)Æ4i (r + 1) = T 3i;d�(1)(ti+1) eC(r) + eC(r + 1)T 3i;d�(1)(ti+1) eC(r) + eC(r + 1) + T 3i;d�(1)(ti+2) eC(r + 2)Æ4i (r + 2) = T 3i+1;d�(1)(ti+3) eC(r + 4) + eC(r + 3)T 3i+1;d�(1)(ti+2) eC(r + 2) + eC(r + 3) + T 3i+1;d�(1)(ti+3) eC(r + 4)Æ4i (r + 3) = T 3i+1;d�(1)(ti+3) eC(r + 4)T 3i+1;d�(1)(ti+2) eC(r + 2) + eC(r + 3) + T 3i+1;d�(1)(ti+3) eC(r + 4)gdje je, kao i u (3.7) eC(i) = Zsupport eT 3i;d�(1) d�2:Da bi mogli upotrijebiti Lemu 3.2 i Teorem 3.3, preostaje nam jo�s izra�
u-nati T 3i (ti+1) i T 3i (ti+2). Deriva
ijska jednakost (3.6) u Teoremu 3.1 povla�
ida je T 3i (x) = 1C2(i) Z xti B2i (t)q(t) dt� 1C2(i+ 1) Z xti+1 B2i+1(t)q(t) dt;uzC2(i) = Z ti+2ti B2i (t)q(t) dt = 16�(qi + 2qi+1)hi + (2qi+1 + qi+2)hi+1�: (3.12)Sada se lako vidi da jeT 3i (ti+1) = hi(qi + 2qi+1)6C2(i) ; T 3i (ti+2) = hi+2(2qi+2 + qi+3)6C2(i+ 1) : (3.13)



3.4. 2. KONSTRUKCIJA LOKALNE BAZE 553.4 2. konstruk
ija lokalne baze za prostoreq-splajnovaIako je algoritam iz prethodnog odjeljka stabilan za ra�
unanje, i pogotovoako znamo da je q-splajn reda 4 po dijelovima polinom 5. reda sa drugomneprekidnom deriva
ijom, za o�
ekivati je da bi prikaz B-splajna preko poli-nomnih B-splajnova reda 5 u �
ijem nizu �
vorova su svi unutra�snji �
vorovimultipli
iteta 2, dao jo�s jednostavniji algoritam. Analogno �
emo postupiti isa q-splajnovima reda 3.Sli�
no kao i u prethodnom odjeljku pretpostaviti �
emo da jeT 3i (x) = r+2Xj=r�1 a3i;j eB4j (x); (3.14)uz istu pretpostavku da je ti = ~tr�1 = ~tr < ~tr+1. Ako sad na gornju jednakostdjelujemo sa �L1 := L1;d�(1) = 1qD, iz Teorema 3.1 slijedi da jeB2i (x)C2(i) � B2i+1(x)C2(i + 1) = r+2Xj=r�1 a3i;jq(x)  3 eB3j (x)~tj+3 � ~tj � 3 eB3j+1(x)~tj+4 � ~tj+1!= 3q(x) �a3i;r�1hi eB3r�1(x) + a3i;r � a3i;r�1hi + hi+1 eB3r (x)+a3i;r+1 � a3i;rhi+1 eB3r+1(x) + a3i;r+2 � a3i;r+1hi+1 + hi+2 eB3r+2(x)�a3i;r+2hi+2 eB3r+3(x)� : (3.15)Iz vrijednosti T 3i i njegove generalizirane deriva
ije u ti+1 pomo�
u (3.14) i(3.15), te iz (3.13) i (3.12), dobivamo dvije jednad�zbeT 3i (ti+1) = hi(qi + 2qi+1)6C2(i) = hi+1hi + hi+1a3i;r�1 + hihi + hi+1a3i;r;�L1T 3i (ti+1) = 1C2(i) = 3qi+1 a3i;r � a3i;r�1hi + hi+1iz kojih mo�zemo izra�
unati da jea3i;r�1 = qihi6C2(i) ; a3i;r = qihi + 2qi+1(hi + hi+1)6C2(i) : (3.16)



56 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVINa analogan na�
in izT 3i (ti+2) = hi+2(2qi+2 + qi+3)6C2(i + 1) = hi+2hi+1 + hi+2a3i;r+1 + hi+1hi+1 + hi+2a3i;r+2;�L1T 3i (ti+2) = � 1C2(i+ 1) = 3qi+2 a3i;r+2 � a3i;r+1hi+1 + hi+2dobiva sea3i;r+1 = 2qi+2(hi+1 + hi+2) + qi+3hi+26C2(i+ 1) ; a3i;r+2 = qi+3hi+26C2(i+ 1) : (3.17)Nadalje, neka je T 4i (x) = r+3Xj=r�1a4i;j eB5j : (3.18)Djeluju�
i na gornju jednakost generaliziranom deriva
ijom L1 := L1;d� = D,koja je u ovom slu�
aju jednaka obi�
noj deriva
iji, dobivamoT 3i (x)C3(i) � T 3i+1(x)C3(i+ 1) = 4 a4i;r�1 eB4r�1(x)~tr+3 � ~tr�1 + r+3Xj=r (a4i;j � a4i;j�1) eB4j (x)~tj+4 � ~tj�a4i;r+3 eB4r+4(x)~tr+8 � ~tr+4! ; (3.19)gdje se iz prethodnog lako mo�ze izra�
unati da jeC3(i) = 112 � 1C2(i)�qihi + qi+1(hi + hi+1)�(hi + hi+1)+ 1C2(i+ 1)�qi+2(hi+1 + hi+2) + qi+3hi+2�(hi+1 + hi+2)� :(3.20)Iz T 4i (x) = 1C3(i) Z xti T 3i (t) dt� 1C3(i+ 1) Z xti+1 T 3i+1(t) dtmogu se izra�
unati vrijednosti T 4i (ti+1) i T 4i (ti+3), pa uz (3.19) dobivamojednad�zbe T 4i (ti+1) = h2i (qi + qi+1)12C2(i)C3(i) = a4i;r�1 2hihi+1(hi + hi+1)2



3.4. 2. KONSTRUKCIJA LOKALNE BAZE 57+a4i;r h2i(hi + hi+1)2 ; (3.21)DT 4i (ti+1) = hi(qi + 2qi+1)6C2(i)C3(i) = 4(hi + hi+1)2 �a4i;r�1(hi+1 � hi)+a4i;rhi� ;T 4i (ti+3) = h2i+3(qi+3 + qi+4)12C2(i+ 2)C3(i+ 1) = a4i;r+2 h2i+3(hi+2 + hi+3)2+a4i;r+3 2hi+2hi+3(hi+2 + hi+3)2 ; (3.22)DT 4i (ti+3) = � hi+3(2qi+3 + qi+4)6C2(i+ 2)C3(i+ 1) = 4(hi+2 + hi+3)2 ��a4i;r+2hi+3+a4i;r+3(hi+3 � hi+2)� ;iz kojih slijedia4i;r�1 = qihi(hi + hi+1)24C2(i)C3(i) ;a4i;r = �gihi + qi+1(hi + hi+1)�(hi + hi+1)12C2(i)C3(i) ;a4i;r+2 = �qi+3(hi+2 + hi+3) + qi+4hi+3�(hi+2 + hi+3)12C2(i + 2)C3(i+ 1) ;a4i;r+3 = qi+4hi+3(hi+2 + hi+3)24C2(i + 2)C3(i + 1) :
(3.23)

Preostaje nam jo�s jedino izra�
unati a4i;r+1. Da bi to u�
inili prvo �
emo izre�
islijede�
u lemu:Lema 3.4 Neka su S(n) i eS(m) prostori splajnova na [a; b℄ koji su po djelo-vima razapeti CCT-sistemima f1; u2; : : : ; ung i f1; ~u2; : : : ; ~umg respektivno,takvi da je S(n) � S(m). Neka je B-splajn T nj 2 S(n) jednakT nj (x) =Xi bi;j eTmi (x) (3.24)za neke bi;j, gdje su eTmi B-splajnovi u S(m). Tada vrijediXj bi;j = 1: (3.25)



58 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVIDokaz: Iz teorije �Cebi�sevljevih splajnova je1 =Xj T nj (x) =Xi eTmi (x)za svaki x 2 [a; b℄. Odavde se, uz upotrebu (3.24), lako vidi da jeXi  Xj bi;j! eTmi (x) =Xi eTmi (x);pa zbog linearne nezavisnosti od eTmi slijedi (3.25). �Ako u Lemu 3.4 stavimo da je S(n) = S(4;m; d�;�) prostor q-splajnovaa eS(m) = S(5; em; d�;�) prostor polinomnih splajnova, tada ona daje sli-jede�
u jednakost 1 = a4i�1;r+1 + a4i;r+1 + a4i+1;r+1;odakle, uz (3.23), slijedia4i;r+1 = 1� a4i�1;r+1 � a4i+1;r+1= hi+1 + hi+224C2(i + 1)� 24C2(i+ 1)hi+1 + hi+2| {z }A � qi+3hi+2C3(i)| {z }B � qi+1hi+1C3(i + 1)| {z }C �:Izraz u zagradi mo�zemo raspisati kao (12A�B) + (12A� C), te uz upotrebu(3.20) jednostavno se izvodi da jea4i;r+1 = 124 � 1C3(i) � 1C2(i)(hi + hi+1)�qihi + qi+1(hi + hi+1)�+qi+2(hi+1 + hi+2)2C2(i+ 1) � + 1C3(i+ 1) �qi+2(hi+1 + hi+2)2C2(i + 1)+ 1C2(i + 2)(hi+2 + hi+3)�qi+3(hi+2 + hi+3) + qi+4hi+3��� :(3.26)3.5 Matri
e za uba
ivanje �
vorovaNeka su � i e� proizvoljne prati
ije intervala [a; b℄, m i em njihovi vek-tori multipli
iteta, i S(k; d�) i eS(l; de�) CCT-sistemi takvi da za prostoresplajnova vrijedi S(k;m; d�;�) � eS(l; em; de�; e�). Neka su T = ftjgn+kj=1



3.5. MATRICE ZA UBACIVANJE �CVOROVA 59i eT = f~tgm+li=1 , uz n 6 m, pro�sirene parti
ije pridru�zene S(k;m; d�;�)i eS(l; em; de�; e�) respektivno, te neka su T kj (odnosno eT li ) B-splajnovi izS(k;m; d�;�) (odnosno eS(l; em; de�; e�)). Neka je f 2 S(k;m; d�;�) dansa f(x) = nXj=1 
jT kj (x) = mXi=1 di eT li (x):Ozna�
imo sa 
 := (
1; : : : ; 
n)T i d := (d1; : : : ; dm)T , tada m � n matri
uB = (bi;j)m;ni=1;j=1 takvu da je d = B
 zovemo matri
a za uba
ivanje �
vorova(KI-matri
a) sa T u eT . Iz ove de�ni
ije odmah slijedi da jeT kj (x) =Xi bi;j eT li (x);za svaki j = 1; : : : ; n.U ovom odjeljku izvodit �
emo KI-matri
e za u ba
ivanje jednog �
vora kodq-splajnova reda 3 i 4. Neka je T = ft1 6 t2 6 t3 6 a = t4 < t5 < � � � < tn <tn+1 = b 6 tn+2 6 tn+3 6 tn+4g pro�sirena parti
ija parti
ije � kao u odjeljku3.2, i uba
ivati �
emo �
vor �t 2 [a; b℄: Ozna�
imo sa �T = f�tign+5i=1 = T [ f�tg:� � � ti�1 ti �t ti+1 ti+2 � � �p p � p p� � � �ti�1 �ti �ti+1 �ti+2 �ti+3 � � � (3.27)i ostaje jo�s pitanje kakva mo�ze biti vrijednost �q funk
ije q u �t. Neka je�� = �[f�tg, za slu�
aj kada je �t = ti za neki i = 4; : : : ; n+1, onda je �� = �,i neka je �m vektor multipli
iteta de�niran na slijede�
i na�
in: ako je �t 6= tiza i = 4; : : : ; n + 1 tada je �m = (1; : : : ; 1)T 2 Rn�3 , dok je za �t = ti �m =(1; : : : ; 1; 2; 1; : : :1)T 2 Rn�4 , gdje se 2 nalazi na i� 4-tom mjestu. Pro�sirenaparti
ija parti
ije �� s obzirom na ovako de�niran vektor multipli
iteta �mje upravo �T . Da bi vrijedilo S(k;m; d�;�) � S(k; �m; d�; ��) za k = 3; 4trivijalno se vidi da mora biti �q = q(�t) = qi+1�qihi (�t� ti) + qi, uz pretpostavkuda je �t 2 [ti; ti+1) za i 6= n ili �t 2 [tn; tn+1℄. Za po�
etak uzimat �
emo da je�t 6= ti za i = 4; : : : ; n+ 1.Prvo konstruirajmo �3, KI-matri
u za q-splajnove reda 3. Neka jef(x) = nXj=2 
jT 3j (x) = n+1Xl=2 dl �T 3l (x); (3.28)



60 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVIgdje su �T 3l B-splajnovi u S(3; �m; d�(1); ��). Nas zanima kako izraziti koe�
i-jente dl preko 
j. Po�sto je i T 3j 2 S(3; �m; d�(1); ��) za svaki j, trivijalno sevidi da je T 3j � �T 3j za j = 2; : : : ; i� 3, T 3j � �T 3j+1 za j = i+ 1; : : : ; n, iT 3i�2(x) = �
i�2;i�2 �T 3i�2(x) + �
i�1;i�2 �T 3i�1(x);T 3i�1(x) = �
i�1;i�1 �T 3i�1(x) + �
i;i�1 �T 3i (x); (3.29)T 3i (x) = �
i;i �T 3i (x) + �
i+1;i �T 3i+1(x);za neke �
i�2;i�2; : : : ; �
i+1;i. Iz (3.28) i (3.29), zbog linearne nezavisnosti B-splajn baze, odmah slijedidl = 
l za l = 2; : : : ; i� 3;dl = 
l�1 za l = i+ 2; : : : ; n+ 1:Deriviranjem (3.28) generaliziranom deriva
ijom �L1 = 1qD posti�zemonXj=3 
j � 
j�1C2(j)| {z }ej B2j (x) = n+1Xl=3 dl � dl�1�C2(l)| {z }fl �B2l (x);za x 2 [a; b℄, gdje je �B2l polinomni B-splajn reda 2 na parti
iji �T , a �C2(l) :=R �tl+2�tl �B2l (t) q(t) dt. Upotrebom KI-matri
e za polinomne splajnove drugogreda (Korolar 1.11) dobija sefl = 8<: el za l = 3; : : : ; i� 1;ti+1��thi el�1 + �t�tihi el za l = iel�1 za l = i + 1; : : : ; n+ 1;�sto, uz gore navedeno, daje jednakostidi�2 = 
i�2;di�1 = �1� �C2(i� 1)C2(i� 1)� 
i�2 + �C2(i� 1)C2(i� 1)
i�1;di = �C2(i+ 1)C2(i) 
i�1 + �1� �C2(i+ 1)C2(i) � 
i;di+1 = 
i;



3.5. MATRICE ZA UBACIVANJE �CVOROVA 61iz kojih se, kona�
no, dobiva �3 i�2 i�1 i�3(i� 2 : i+ 1; i� 2 : i) = 2666664 1 i�2(ti+1��t) �C2(i)hiC2(i�1) �C2(i�1)C2(i�1) i�1�C2(i+1)C2(i) (�t�ti) �C2(i)hiC2(i) i1 i+1
3777775 : (3.30)

Op�
enito podmatri
a A(i1 : i2; j1 : j2) matri
e A = (ai;j)m;ni;j=1 de�nira se saA(i1 : i2; j1 : j2) := (ai;j)i2;j2i=i1;j=j1. Ako ozna�
imo da je �3 = (
3l;j)n+1;nl;j=2 , ondaje jasno da je �
l;j iz (3.29) zapravo jednak elementu 
3l;j.Nadalje, ozna�
imo sa �T 4l B-splajn u S(4; �m; d�; ��), dok su oznake T 4ji eB5r iste kao i u odjeljku 3.2. Odredivanje elemenata KI-matri
e reda 4�4 = (
4l;j)n+1;nl;j=1 pomo�
u deriviranja jednakostinXj=1 
jT 4j (x) = n+1Xl=1 dl �T 4l (x);dati �
e jednad�zbe iz kojih se ne bi moglo jednostavno izvesti stabilni algoritmiza ra�
unanje dl preko 
j, pa �
emo ovdje krenuti druk�
ijim pristupom. Tra�zit�
emo elemente KI-matri
e kao koe�
ijente pri rastavu T 4j po �T 4l . Koristit�
emo (3.18), (3.23), (3.26), te analogne oznake za S(4; �m; d�; ��): �a4l;j, �C3(j)i �B5j kao B-splajn u S(5; �em; d�; ��), gdje je �em = (2; : : : ; 2)T 2 Rn�3 za slu�
ajkada je �t 6= ti, i = 4; : : : ; n + 1. Koe�
ijente �
emo morati ra�
unati za svakiB-splajn iz S(4;m; d�;�) posebno.Kao i u slu�
aju reda 3, odmah se vidi da je T 4j � �T 4j za j = 1; : : : ; i� 4 iT 4j � �T 4j+1 za j = i + 1; : : : ; n. Gledano iz perspektive S(5; em; d�; ��) �
vor �tuba
iti �
e se s dvostrukom to�
nos�
u:� � � ti�1 ti �t ti+1 ti+2 � � �p p � p p� � � ~tr�3 ~tr�1 ~tr+1 ~tr+3 � � �� � � ~tr�2 ~tr ~tr+2 ~tr+4 � � �� � � �~tr�3 �~tr�1 �~tr+1 �~tr+3 �~tr+5 � � �� � � �~tr�2 �~tr �~tr+2 �~tr+4 �~tr+6 � � �



62 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVIIskoristit �
emo KI-matri
u sa prostora S(5; em; d�;�) u S(5; �em; d�; ��) koju�
emo ozna�
iti sa � = (�i;j). Kre�
emo sa T 4i�3:T 4i�3(x) = 
4i�3;i�3 �T 4i�3(x) + 
4i�2;i�3 �T 4i�2(x);�sto je, kada se raspi�se prema (3.18) i ponovo uz ti = ~tr�1 = ~tr < ~tr+1 iti = �~tr�1 = �~tr < �~tr+1 = �t jednakor�3Xj=r�7 a4i�3;j eB5j (x) = 
4i�3;i�3 r�3Xj=r�7 �a4i�3;j �B5j (x) + 
4i�2;i�3 r�1Xj=r�5 �a4i�2;j �B5j (x):Lijeva strana se, uz pomo�
 � raspisuje kaor�5Xj=r�7 a4i�3;j �B5j (x) + a4i�3;r�4( �B5r�4(x) + �r�3;r�4 �B5r�3(x) + �r�2;r�4 �B5r�2(x))+a4i�3;r�3(�r�3;r�3 �B5r�3(x) + �r�2;r�3 �B5r�2(x) + �r�1;r�3 �B5r�1(x))= 
4i�3;i�3 r�3Xj=r�7 �a4i�3;j �B5j (x) + 
4i�2;i�3 r�1Xj=r�5 �a4i�2;j �B5j (x):Zbog jedinstvenosti rastava po bazi B-splajnova, usporeduju�
i koe�
ijente uz�B5r�7 i �B5r�1 na lijevoj i desnoj strani prethodne jednakosti, dobivamo da je
4i�3;i�3 = 1; 
4i�2;i�3 = �r�1;r�3a4i�3;r�3�a4i�2;r�1 : (3.31)Na isti se na�
in izT 4i�2(x) = 
4i�2;i�2 �T 4i�2(x) + 
4i�1;i�2 �T 4i�1(x)dobiva 
4i�2;i�2 = a4i�2;r�5�a4i�2;r�5 ; 
4i�1;i�2 = �r+1;r�1a4i�2;r�1�a4i�1;r+1 ; (3.32)iz T 4i�1(x) = 
4i�1;i�1 �T 4i�1(x) + 
4i;i�1 �T 4i (x)
4i�1;i�1 = �r�3;r�3a4i�1;r�3�a4i�1;r�3 ; 
4i;i�1 = a4i�1;r+1�a4i;r+3 ; (3.33)



3.5. MATRICE ZA UBACIVANJE �CVOROVA 63i kona�
no iz T 4i (x) = 
4i;i �T 4i (x) + 
4i+1;i �T 4i+1(x)izlazi 
4i;i = �r�1;r�1a4i;r�1�a4i;r�1 ; 
4i+1;i = 1: (3.34)Sada, po�sto znamo da je�r�1;r�3 = (ti+1 � �t)2hi(hi�1 + hi) ; �r+1;r�1 = ti+2 � �thi + hi+1 ;�r�3;r�3 = �t� ti�1hi�1 + hi ; �r�1;r�1 = (�t� ti)2hi(hi + hi+1) ;lako se u potpunosti mogu izra�
unati dani elementi, �sto daje ��4 :=�4(i� 3 : i+ 1; i� 3 : i):i�3 i�2 i�1 i��4 = 26666666664
1 i�3ti+1��thi �C2(i) �C3(i�1)C2(i�1)C3(i�2) �C3(i�2)C3(i�2) i�2�C2(i+1) �C3(i)C2(i)C3(i�1) �C2(i�1) �C3(i�1)C2(i�1)C3(i�1) i�1�C3(i+1)C3(i) �t�tihi �C2(i) �C3(i)C2(i)C3(i) i1 i+1

37777777775 :
(3.35)Ovakvi obli
i KI-matri
a, (3.30) i (3.35), poti�
u ideju da bi oni moglivrijediti i op�
enitije za splajnove pridru�zene �siroj klasi CCT-sistema, �sto ipokazuje slijede�
i teorem:Teorem 3.5 Neka je na [a; b℄ dana pro�sirena parti
ija T = (t1 6 t2 6 t3 6a = t4 < t5 < � � � < tn < tn+1 = b 6 tn+2 6 tn+3 6 tn+4), i neka sudane po dijelovima neprekidne funk
ije w2; w3 i w4 na [a; b℄ sa prekidima u(ti)ni=5. Neka je f1; u2; u3; u4g CCT-sistem obzirom na vektor mjera d� :=(w2(s2) ds2; w3(s3) ds3; w4(s4) ds4). Tada za �t 2 (a; b), �t 6= tj (j = 5; : : : ; n),te i takav da je �t 2 (ti; ti+1), netrivijalni elementi KI-matri
a �2 = (
2i;j),�3 = (
3i;j) i �4 = (
4i;j) reda 2, 3 i 4 imaju sljede�
i oblik:
2j;j = 1 za j = 1; : : : ; i� 2; 
2j;j�1 = 1 za j = i+ 2; : : : ; n+ 1;
3j;j = 1 za j = 1; : : : ; i� 3; 
3j;j�1 = 1 za j = i+ 2; : : : ; n+ 1;
4j;j = 1 za j = 1; : : : ; i� 4; 
4j;j�1 = 1 za j = i+ 2; : : : ; n+ 1;(3.36)



64 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVIi�1 i�2(i� 1 : i + 1; i� 1 : i) = 2664 1 i�1�C1(i+1)C1(i) �C1(i)C1(i) i1 i+13775 ; (3.37)i�2 i�1 i�3(i� 2 : i+ 1; i� 2 : i) = 2666664 1 i�2
2i;i�1 �C2(i)C2(i�1) �C2(i�1)C2(i�1) i�1�C2(i+1)C2(i) 
2i;i �C2(i)C2(i) i1 i+1
3777775 ; (3.38)

i�3 i�2 i�1 i��4 = 26666666664
1 i�3
3i�1;i�2 �C3(i�1)C3(i�2) �C3(i�2)C3(i�2) i�2
3i;i�1 �C3(i)C3(i�1) 
3i�1;i�1 �C3(i�1)C3(i�1) i�1�C3(i+1)C3(i) 
3i;i �C3(i)C3(i) i1 i+1

37777777775 ; (3.39)
gdje je ��4 := �4(i�3 : i+1; i�3 : i), i gdje se za T kj B-splajn reda k = 1; 2; 3u S(k;m; d�; T ) de�niraCk(j) := Z tj+ktj T kj (s5�k)w5�k(s5�k) ds5�k za k = 1; 2; 3; (3.40)te za �T = T [ f�tg i �T kj B-splajn reda k = 1; 2; 3 u S(k;m; d�; �T )�Ck(j) := Z �tj+k�tj �T kj (s5�k)w5�k(s5�k) ds5�k za k = 1; 2; 3: (3.41)Dokaz: Jednakosti u (3.36) se trivijalno vide, kao i u slu�
aju q-splajna, iz�T kj � T kj za j = 1; : : : i� k �T kj � T kj�1 za j = i+ 2; : : : ; n+ 1kod k = 2; 3; 4.Uz ovako de�niran vektor mjera, vidi se da su splajnovi iz danih prostorasplajnova barem neprekidne funk
ije, pa �
emo koristiti �
injeni
u da za f; g 2



3.5. MATRICE ZA UBACIVANJE �CVOROVA 65S(k;m; d�; T ) uz k = 2; 3; 4 vrijedi da je f � g ako i samo ako su imjednake generalizirane deriva
ije (Lk1f � Lk1g) i f(t) = g(t) za neki t 2 [a; b℄.Vrijednosti elemenata KI-matri
e potvrdit �
emo induktivno, tako �sto �
emoponovo gledati rastav T kj po B-splajn bazi iz S(k;m; d�; �T ) za k = 2; 3; 4, ito svaki posebno.k=2: Prvo doka�zimo:T 2i�1(x) = �T 2i�1(x) + �C1(i+ 1)C1(i) �T 2i (x): (3.42)Ako de�niramo da jef(x) = T 2i�1(x); g(x) = �T 2i�1(x) + �C1(i + 1)C1(i) �T 2i (x)tada je o�
ito da je f(ti�1) = g(ti�1) = 0. Sada na obje funk
ije primi-jenimo generaliziranu deriva
iju L21 da bi dobiliL21f(x) = T 1i�1(x)C1(i� 1) � T 1i (x)C1(i) ;L21g(x) = �T 1i�1(x)�C1(i� 1) � �T 1i (x)�C1(i) + �C1(i+ 1)C1(i) � �T 1i (x)�C1(i) � �T 1i+1(x)�C1(i + 1)� ;iz �
ega, zbog T 1i (x) = �T 1i (x)+ �T 1i+1(x) i linearne nezavisnosti B-splajno-va, slijedi L21f(x) = L21g(x) za svaki x 2 [a; b℄, �sto potvrduje jednakostu (3.42). Isto tako bi pokazali da vrijediT 2i (x) = �C1(i)C1(i) �T 2i (x) + �T 2i+1(x):k=3: Da bi dokazaliT 3i�2(x) = �T 3i�3(x) + 
2i;i�1 �C2(i)C2(i� 1) �T 3i�1(x) (3.43)de�nirajmo funk
ijef(x) = T 3i�2(x); g(x) = �T 3i�3(x) + 
2i;i�1 �C2(i)C2(i� 1) �T 3i�1(x);



66 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVIza koje ponovo o�
ito vrijedi da je f(ti�2) = g(ti�2), a kada se na njihdjeluje sa L31 dobije seL31f(x) = T 2i�2(x)C2(i� 2) � T 2i�1(x)C2(i� 1)L31g(x) = �T 2i�2(x)�C2(i� 2) � �T 2i�1(x)�C2(i� 1)+
2i;i�1 �C2(i)C2(i� 1) � �T 2i�1(x)�C2(i� 1) � �T 2i (x)�C2(i) �Nadalje, iskoristi se matri
a �1 (3.37), tj. da je T 2i�2(x) = �T 2i�2(x) iT 2i�1(x) = �T 2i�1(x) + 
2i;i�1 �T 2i (x) da bi se pokazala jednakost generalizi-ranih deriva
ija od f i g, a time i (3.43). Analogno se dokazujuT 3i�1(x) = �C2(i� 1)C2(i� 1) �T 3i�1(x) + �C2(i + 1)C2(i) �T 3i (x)i T 3i (x) = 
2i;i �C2(i)C2(i) �T 3i (x) + �T 3i+1(x);sa �
ime smo dobili (3.38).k=4: Matri
u �4 (3.39) isto bi tako induktivno dokazivali koriste�
i prethod-nu matri
u, tj. �3.�3.6 Stabilni algoritam za ra�
unanje q-splaj-nova�Cinjeni
a da se B-splajn iz prostora q-splajnova reda 3 i reda 4 mo�zejednostavno i stabilno izra�
unati u �
vorovima koji se nalaze u nosa�
u togB-splajna, motivira nas na slijede�
i algoritam. Glavna je ideja da se to�
kau kojoj ra�
unamo vrijednost splajna uba
i u dani niz �
vorova, te da se tajsplajn onda prika�ze u rastavu po B-splajnovima obzirom na novi pro�njeniniz �
vorova. Pre
iznije:



3.6. STABILNI ALGORITAM ZA RA�CUNANJE Q-SPLAJNOVA 67Neka je f 2 S(3;m; d�(1);�) dan saf(x) = nXj=2 
jT 3j (x);i �zelimo izra�
unati vrijednost f(�t) za �t 2 (ti; ti + 1). Neka je sada opet�T = T [f�tg, pa po�sto je i f 2 S(3; �m; d�(1); ��) vrijedi da je, za odgovaraju�
edj, f(�t) = n+1Xj=2 dj �T 3j (�t) = di�1 �T 3i�1(�t) + di �T 3i (�t) (3.44)= (
3i�1;i�2
i�2 + 
3i�1;i�1
i�1) �T 3i�1(�t) + (
3i;i�1
i�1 + 
3i;i
i) �T 3i (�t);gdje zadnja jednakost slijedi iz (3.30). �T 3i�1(�t) i �T 3i (�t) ra�
unaju se iz (3.13) akoznamo da je �tj = tj za j = 1; : : : i, �ti+1 = �t i �tj = tj�1 za j = i+ 2; : : : ; n+ 5:�T 3i�1(�t) = (ti+1 � �t)(2�q + qi+1)6 �C2(i) ; �T 3i (�t) = (�t� ti)(qi + 2�q)6 �C2(i) : (3.45)Analogno za q-splajnove reda 4:f(�t) = nXj=1 
jT 4j (�t) = n+1Xj=1 dj �T 4j (�t) (3.46)= di�2 �T 4i�2(�t) + di�1 �T 4i�1(�t) + di �T 4i (�t)= (
4i�2;i�3
i�3 + 
4i�2;i�2
i�2) �T 4i�2(�t) + (
4i�1;i�2
i�2 + 
4i�1;i�1
i�1) �T 4i�1(�t)+(
4i;i�1
i�1 + 
4i;i
i) �T 4i (�t);uz kori�stenje (3.35). Vrijednosti �T 4i�2(�t) i �T 4i (�t) mogu se dobiti iz (3.21) i(3.22):�T 4i�2(�t) = (ti+1 � �t)2(�q + qi+1)12 �C2(i) �C3(i� 1) ; �T 4i (�t) = (�t� ti)2(qi + �q)12 �C2(i) �C3(i) ; (3.47)dok se iz (3.18), (3.23) i (3.26) izvodiT 4i (ti+2) = 1120�(hi + hi+1)hi+2�qihi + qi+1(hi + hi+1)�(hi+1 + hi+2)C2(i)C3(i)



68 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVI+qi+2hi+1hi+2C2(i + 1) � 1C3(i) + 1C3(i+ 1)�+hi+1(hi+2 + hi+3)�qi+3(hi+2 + hi+3) + qi+4hi+3�(hi+1 + hi+2)C2(i+ 2)C3(i + 1) 1A ;odakle slijedi�T 4i�1(�t) = 1120�(hi�1 + (�t� ti))(ti+1 � �t)�qi�1hi�1 + qi(hi�1 + (�t� ti))�hi �C2(i� 1) �C3(i� 1)+ �q(�t� ti)(ti+1 � �t)�C2(i) � 1�C3(i� 1) + 1�C3(i)� (3.48)+(�t� ti)((ti+1 � �t) + hi+1)�qi+1((ti+1 � �t) + hi+1) + qi+2hi+1�hi �C2(i + 1) �C3(i) 1A :Da bi imali korektan algoritam, moramo jo�s vidjeti da se metoda kojusmo ograni�
ili uvjetom �t 6= tj (j = 4; : : : ; n + 1), mo�ze pro�siriti i na �
vorovetj. Prvo �
emo izvesti KI-matri
e za slu�
aj kada je �t = ti i zatim pokazati daim konvergiraju KI-matri
e za �t 2 (ti; ti+1) kada �t! ti.Neka je sada �t = �ti = �ti+1, i de�nirajmo pro�sirene parti
ije na slijede�
ina�
in: �ti� � � �ti�2 �ti�1 �ti+1 �ti+2 �ti+3 � � �p p p p p� � � �~tr�5 �~tr�3 �~tr�1 �~tr+2 �~tr+4 � � �� � � �~tr�4 �~tr�2 �~tr �~tr+3 �~tr+5 � � ��~tr+1Istim postupkom kao u odjeljku 3.4 izvode se B-splajnovi tre�
eg reda �T 3j nadnizom �
vorova (�tj): �T 3i (x) = r+1Xj=r�1 a3i;j �B4j (x);gdje su �B4j polinomni B-splajnovi reda 4 nad nizom �
vorova (�~tj), ia3i;r�1 = 2�qi+1�hi+16 �C2(i) = 2�qi+12�qi+1 + �qi+2 ;



3.6. STABILNI ALGORITAM ZA RA�CUNANJE Q-SPLAJNOVA 69a3i;r = 2�qi+2(�hi+1 + �hi+2) + �qi+3�hi+26 �C2(i+ 1) ;a3i;r+1 = �qi+3�hi+26 �C2(i+ 1) ;uz �qj koji odgovara vrijednosti funk
ije q u to�
ki �tj i �hj = �tj+1 � �tj. Nadaljeje �T 3i�1(x) = r�1Xj=r�3 a3i�1;j �B4j (x);gdje su koe�
ijenti dani saa3i�1;r�3 = �qi�1�hi�16 �C2(i� 1) = �qi�1�qi�1 + 2�qi ;a3i�1;r�2 = 1;a3i�1;r�1 = �qi+2�hi+16 �C2(i) = �qi+22�qi+1 + �qi+2 ;te �T 3i�2(x) = r�3Xj=r�5 a3i�2;j �B4j (x);uz a3i�2;r�5 = �qi�2�hi�26 �C2(i� 2) ;a3i�2;r�4 = �qi�2�hi�2 + 2�qi�1(�hi�2 + �hi�1)6 �C2(i� 2) ;a3i�2;r�3 = 2�qi�hi�16 �C2(i� 1) = 2�qi�qi�1 + 2�qi :Ako sada ozna�
imo �
vorove sa:� � � ti�2 ti�1 ti ti+1 ti+2 � � �p p � p p� � � �ti�2 �ti�1 �ti �ti+2 �ti+3 � � ��ti+1



70 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVIi po istom prin
ipu kao u odjeljku 3.5 izvedemo KI-matri
u �3 koja imaslijede�
i oblik: i�2 i�1 i�3(i� 2 : i + 1; i� 2 : i) = 2666664 1 i�2�C2(i)C2(i�1) �C2(i�1)C2(i�1) i�11 i1 i+1
3777775 : (3.49)

Ozna�
imo li sada �C2(j), de�niran nad pro�sirenom parti
ijom �T = T [f�tg za�t 2 [ti; ti+1), sa �C2;�t(j), i analogno �3�t i �T 3j;�t, trivijalno se vidi da vrijedilim�t!ti �C2;�t(j) = �C2;ti(j)za j = i� 1; i; i+ 1. Ovdje se koristi �
injeni
a da �q neprekidno ovisi o �t, �stosmo komentirali na po�
etku odjeljka 3.5. Iz ovog direktno slijedi da jelim�t!ti �3�t = �3tiOdmah se vidi da je �T 3i�1;ti(ti) = 1 i �T 3i;ti(ti) = 0, i da vrijedilim�t!ti �T 3j;�t(�t) = �T 3j;ti(ti)za j = i� 1; i, pa onda kona�
no da jelim�t!ti f(�t) = f(ti):�Sto se ti�
e B-splajnova 4. reda, ponovo kao u odjeljku 3.4 izvodimo da je�T 4i (x) = r+2Xj=r�1 a4i;j �B5j (x);gdje su koe�
ijenti jednakia4i;r�1 = �qi+1�h2i+112 �C2(i) �C3(i) ;



3.6. STABILNI ALGORITAM ZA RA�CUNANJE Q-SPLAJNOVA 71a4i;r = 124 � 1�C3(i) � �qi+1�h2i+1�C2(i) + �qi+2(�hi+1 + �hi+2)2�C2(i + 1) �+ 1�C3(i+ 1) � �qi+2(�hi+1 + �hi+2)2�C2(i + 1)+ 1�C2(i+ 2)(�hi+2 + �hi+3)��qi+3(�hi+2 + �hi+3) + �qi+4�hi+3��� ;a4i;r+1 = ��qi+3(�hi+2 + �hi+3) + �qi+4�hi+3�(�hi+2 + �hi+3)12 �C2(i+ 2) �C3(i+ 1) ;a4i;r+2 = �qi+4�hi+3(�hi+2 + �hi+3)24 �C2(i+ 2) �C3(i+ 1) ;zatim �T 4i�1(x) = rXj=r�3 a4i�1;j �B5j (x);uz a4i�1;r�3 = �qi�1�h2i�124 �C2(i� 1) �C3(i� 1) ;a4i�1;r�2 = ��qi�1(2�hi�1 + �hi+1) + 2�qi(�hi�1 + �hi+1)��hi�124 �C2(i� 1) �C3(i� 1) ;a4i�1;r�1 = ��qi+2(�hi+1 + �hi+2) + �qi+3�hi+2�(�hi+1 + �hi+2)12 �C2(i + 1) �C3(i) ;a4i�1;r = �qi+3�hi+2(�hi+1 + �hi+2)24 �C2(i+ 1) �C3(i) ;pa �T 4i�2(x) = r�2Xj=r�5 a4i�2;j �B5j (x);uz a4i�2;r�5 = �qi�2�hi�2(�hi�2 + �hi�1)24 �C2(i� 2) �C3(i� 2) ;a4i�2;r�4 = ��qi�2�hi�2 + �qi�1(�hi�2 + �hi�1)�(�hi�2 + �hi�1)12 �C2(i� 2) �C3(i� 2) ;



72 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVIa4i�2;r�3 = �2�qi+1(�hi�1 + �hi+1) + �qi+2(�hi�1 + 2�hi+1)��hi+124 �C2(i) �C3(i� 1) ;a4i�2;r�2 = �qi+2�h2i+124 �C2(i) �C3(i� 1) ;i na kraju �T 4i�3(x) = r�4Xj=r�7a4i�3;j �B5j (x);�
iji su koe�
ijenti jednakia4i�3;r�7 = �qi�3�hi�3(�hi�3 + �hi�2)24 �C2(i� 3) �C3(i� 3) ;a4i�3;r�6 = ��qi�3�hi�3 + �qi�2(�hi�3 + �hi�2)�(�hi�3 + �hi�2)12 �C2(i� 3) �C3(i� 3) ;a4i�3;r�5 = 124 � 1�C3(i� 3) � 1�C2(i� 3)(�hi�3 + �hi�2)��qi�3�hi�3+�qi�2(�hi�3 + �hi�2)� + �qi�1(�hi�2 + �hi�1)2�C2(i� 2) �+ 1�C3(i� 2) � �qi�1(�hi�2 + �hi�1)2�C2(i� 2) + �qi�h2i�2�C2(i� 1)�� ;a4i�3;r�4 = �qi�h2i�112 �C2(i� 1) �C3(i� 2) :Sada �
emo ponovo promatrati uba
ivanje �
vora �t = ti u T i de�nirati analogneoznake kao i prije za pro�sirenu parti
iju �T : �C3;�t(j), �T 4j;�t i �4�t . Opet se relativnolako dokazuje da je lim�t!ti �C3;�t(j) = �C3;ti(j)za j = i� 2; i� 1; i; i+ 1, na primjer,lim�t!ti �C3;�t(i� 1) = lim�hi!0 �C3;�t(i� 1)= 112 �(�qi�1 + �qi)�h2i�1�C2;ti(i� 1) + (�qi+1 + �qi+2)�h2i+1�C2;ti(i) �= 14 � �qi�1�hi�1�qi�1 + 2�qi + �hi�1 + �hi+1 + �qi+2�hi+12�qi+1 + �qi+2�= �C3;ti(i� 1):



3.6. STABILNI ALGORITAM ZA RA�CUNANJE Q-SPLAJNOVA 73Ako sad izvedemo KI-matri
u �4 za �t = ti:i�3 i�2 i�1 i�4(i� 3 : i + 1; i� 3 : i) = 2666666664
1 i�3
3i�1;i�2 �C3(i�1)C3(i�2) �C3(i�2)C3(i�2) i�2�C3(i)C3(i�1) 
3i�1;i�1 �C3(i�1)C3(i�1) i�11 i1 i+1

3777777775 ;(3.50)ponovo se iz prethodnog mo�ze dobiti da jelim�t!ti �4�t = �4ti :Isto se tako lagano vidi da jelim�t!ti �T 4i�2;�t(�t) = �T 4i�2;ti(ti)= �h2i+1(�qi+1 + �qi+2)12 �C2;ti(i) �C3;ti(i� 1) ;lim�t!ti �T 4i�1;�t(�t) = �T 4i�1;ti(ti)= �h2i�1(�qi�1 + �qi)12 �C2;ti(i� 1) �C3;ti(i� 1) ;lim�t!ti �T 4i;�t(�t) = �T 4i;ti(ti) = 0;iz �
ega se kona�
no dobiva da vrijedilim�t!ti f(�t) = f(ti)i u algoritmu za ra�
unanje q-splajnova reda 4.Dakle, pokazali smo da u danom algoritmu ne moramo posebno ispitivatida li je to�
ka u kojoj ra�
unamo vrijednost splajna �
vor ili ne. Osim toga,istu KI-matri
u mo�zemo koristiti i za uba
ivanje jednog �
vora koji je razli�
itili jednak nekom �
voru iz parti
ije T .



74 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVI3.7 Generalizirani deBoor-ov algoritam zara�
unanje q-splajnovaZa razliku od prethodnog algoritma koji ra�
una vrijednost q-splajna reda3 i 4 tako �sto danu to�
ku uba
uje samo jednom, u ovom algoritmu �
emo jeuba
iti maksimalni broj puta, tj. k� 1 puta za k = 3; 4 i na taj na�
in dobitigeneraliza
iju deBoor-ovog algoritma na q-splajnove. Prvi od k � 1 korakarekurzije smo ve�
 napravili u prethodnom odjeljku, pa nam preostaje jo�s da,uz iste oznake kao iz prethodnog odjeljka, uba
imo �t do kratnosti k � 1.Prvo, uvedimo pro�sirene parti
ije (tj)n+4j=1 , (�tj)n+5j=1 , (~tj)n+6j=1 i (t̂j)n+7j=1 naslijede�
i na�
in: � � � �ti�1 �ti �ti+1 �ti+2 �ti+3 � � �� � � ti�1 ti �t ti+1 ti+2 � � �p p � p p� � � ~ti�1 ~ti ~ti+1 ~ti+3 ~ti+4 � � �~ti+2� � � t̂i�1 t̂i t̂i+1 t̂i+4 t̂i+5 � � �t̂i+2t̂i+3 (3.51)
iz kojih slijede analogne oznake kao �sto su: eT kj , bT kj , eCk�1(j), bCk�1(j) zak = 3; 4. Nadalje, uvest �
emo jo�s i matri
u ��3 = (�
3l;j)n+2;n+1l;j=2 koja je jednakaKI-matri
i kod uba
ivanja �
vora �t u parti
iju (�tj):i�1 i��3(i� 1 : i + 1; i� 1 : i) = 2664 1 i�1eC2(i+1)�C2(i) eC2(i)�C2(i) i1 i+13775 ; (3.52)
�sto direktno slijedi iz (3.49). Ako ponovo za �t 2 [ti; ti+1) ozna�
imo ��3�t , ondase na isti na�
in kao u prethodnom odjeljku mo�ze pokazati da vrijedilim�t!ti ��3�t = ��3ti ;



3.7. GENERALIZIRANI DEBOOR-OV ALGORITAM 75gdje je i�1 i��3ti(i� 1 : i+ 1; i� 1 : i) = 24 1 0 i�11 0 i0 1 i+135 :Sada, neka je �t 2 [ti; ti+1) i f 2 S(3;m; d�(1);�) dan saf(�t) = nXj=2 
jT 3j (�t);tada je f(�t) = nXj=2 
jT 3j (�t) = n+1Xj=2 �
j �T 3j (�t) = n+2Xj=2 ~
j eT 3j (�t) = ~
i; (3.53)gdje su, zbog (3.30) i (3.52), koe�
ijenti uz netrivijalne B-splajnove u �t danisa �
i�1 = 
3i�1;i�2
i�2 + 
3i�1;i�1
i�1;�
i = 
3i;i�1
i�1 + 
3i;i
i;~
i = �
3i;i�1�
i�1 + �
3i;i�
i:Na ovaj na�
in dobili smo metodu za ra�
unanje q-splajnova reda 3. Nadalje,nastavimo sa izvodenjem metode za splajnove reda 4. Iz (3.50) odmah slijedii�2 i�1 i��4(i� 2 : i+ 1; i� 2 : i) = 26666664 1 i�2�
3i;i�1 eC3(i)�C3(i�1) eC3(i�1)�C3(i�1) i�1eC3(i+1)�C3(i) �
3i;i eC3(i)�C3(i) i1 i+1
37777775 ; (3.54)

gdje je ��4 = (�
4l;j)n+2;n+1l;j=1 KI-matri
a s parti
ije (�tj) u (~tj). Dok se, isto kao uodjeljku 3.5, mo�ze pokazati da KI-matri
a e�4 = (~
4l;j)n+3;n+2l;j=1 s parti
ije (~tj)



76 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVIu parti
iju (t̂j) ima oblik: i�1 ie�4(i� 1 : i+ 1; i� 1; i) = 2664 1 i�1bC3(i+1)eC3(i) bC3(i)eC3(i) i1 i+13775 : (3.55)Opet, za �t 2 [ti; ti+1) i KI-matri
u za umetanje �t u (�tj) vrijedilim�t!ti ��4�t = ��4ti ;uz i�2 i�1 i��4ti(i� 2 : i + 1; i� 2 : i) = 2666664 1 i�2eC3(i)�C3(i�1) eC3(i�1)�C3(i�1) i�11 i1 i+1
3777775 ;i isto tako se lako dokazuje da jelim�t!ti e�4�t = e�4ti ;gdje je i�1 ie�4ti(i� 1 : i+ 1; i� 1; i) = 24 1 0 i�11 0 i0 1 i+135 :Trebalo bi samo posebno pokazati da je lim�t!ti ~
4i;i = 0. Lako se izvede, kaou odjeljku 3.4, da je bT 3i (x) = q̂iĥi6 bC2(i) beB4r�1(x) + beB4r(x);gdje su beB4j polinomni B-splajnovi reda 4 nad parti
ijom (̂~tj):



3.7. GENERALIZIRANI DEBOOR-OV ALGORITAM 77t̂i+1t̂i+2� � � t̂i t̂i+3 t̂i+4 � � �p � p� � � ~̂tr�1 ~̂tr+1 ~̂tr+5 � � �� � � ~̂tr ~̂tr+2 ~̂tr+6 � � �~̂tr+3~̂tr+4Onda je lim�t!ti bC3;�t(i) = lim�t!ti (q̂i + q̂i+1)ĥi2(q̂i + 2q̂i+1) = 0;dok je lim�t!ti eC3;�t(i) 6= 0, �sto daje danu tvrdnju. Dakle, algoritam �
e bitijednako izvodiv i za �
vorove kao i za to�
ke razli�
ite od �
vora. Neka je, ponovo,�t 2 [ti; ti+1) i f 2 S(4;m; d�;�), dan saf(�t) = nXj=1 
jT 4j (�t)tada je za neke koe�
ijente (�
j)n+1j=1 , (~
j)n+2j=1 i (
̂j)n+3j=1 jednako:f(�t) = nXj=1 
jT 4j (�t) = n+1Xj=1 �
j �T 4j (�t) = n+2Xj=1 ~
j eT 4j (�t) = n+3Xj=1 
̂j bT 4j (�t) = 
̂i; (3.56)gdje su, uz kori�stenje (3.35), (3.54) i (3.55), koe�
ijenti uz netrivijalne B-splajnove u �t dani sa �
i�2 = 
4i�2;i�3
i�3 + 
4i�2;i�2
i�2;�
i�1 = 
4i�1;i�2
i�2 + 
4i�1;i�1
i�1;�
i = 
4i;i�1
i�1 + 
4i;i
i;~
i�1 = �
4i�1;i�2�
i�2 + �
4i�1;i�1�
i�1;~
i = �
4i;i�1�
i�1 + �
4i;i�
i;
̂i = ~
4i;i�1~
i�1 + ~
4i;i~
i:



78 POGLAVLJE 3. Q-SPLAJNOVINapomenimo jo�s da za q � 
onst, prostor q-splajnova reda k prelaziu prostor polinomnih splajnova reda k za k = 3; 4, i lako se vidi da ovajalgoritam postaje klasi�
ni deBoor-ov algoritam, �sto opravdava naziv \gene-ralizirani deBoor-ov algoritam".



Poglavlje 4Programski kodovi algoritamaza ra�
unanje q-splajnova
4.1 UvodU pro�slom poglavlju dali smo nekoliko stabilnih algoritama za ra�
unanjeq-splajnova, pa �
emo ovdje navesti kodove triju od njih, pisanih u Fortranu90, i to algoritme opisane u odjelj
ima 3.4, 3.6 i 3.7. Koristit �
emo, takoder,i oznake iz prethodnog poglavlja. Prvo �
emo uvesti neke osnovne varijable:k : : : red q-splajna; u na�sem slu�
aju mo�ze biti samo 3 ili 4;n : : : dimenzija prostora q-splajnova;t : : : polje duljine n+k u kom se nalazi niz �
vorova nad kojim je de�ni-ran prostor q-splajnova;q : : : polje duljine n+k u kom su spremljene vrijednosti funk
ije q u�
vorovima;h : : : polje maksimalne duljine n+k-1 u kom su smje�steni hj = tj+1�tj;obi�
no �
e sadr�zavati samo onoliko hj potrebnih za ra�
un;x : : : to�
ka u kojoj se ra�
una vrijednost q-splajna, za koju vrijedit(k)<=x<=t(n+1);
 : : : polje duljine n u kom se nalaze B-splajn koe�
ijenti;i modul koji sadr�zi nekoliko va�znih funk
ija:

79



80 POGLAVLJE 4. PROGRAMSKI KODOVI!**************************************************************!! MODUL: q_spl_mod!! NAMJENA: sadrzi defini
ije funk
ija div_0, qq, C2_6 i C3_2!!**************************************************************module q_spl_mod
ontains!**************************************************************fun
tion div_0(x,y)impli
it nonedouble pre
ision :: div_0double pre
ision, intent(in) :: x,ydiv_0=0.0d0if (y/=0) div_0=x/yend fun
tion div_0!**************************************************************fun
tion qq(t,q,i,x)impli
it nonedouble pre
ision :: qqdouble pre
ision, intent(in) :: t(1),q(1),xinteger, intent(in) :: iqq=(q(i+1)*(x-t(i))+q(i)*(t(i+1)-x))/(t(i+1)-t(i))



4.1. UVOD 81end fun
tion qq!**************************************************************fun
tion C2_6(q,h,i,j)impli
it nonedouble pre
ision :: C2_6double pre
ision, intent(in) :: q(1),h(1)integer, intent(in) :: i,jC2_6=(q(j)+2*q(j+1))*h(i)+(2*q(j+1)+q(j+2))*h(i+1)end fun
tion C2_6!**************************************************************fun
tion C3_2(q,h,i,j,C26_1,C26_2)impli
it nonedouble pre
ision :: C3_2double pre
ision, intent(in) :: q(1),h(1),C26_1,C26_2integer, intent(in) :: i,jC3_2=div_0((q(j)*h(i)+q(j+1)*(h(i)+h(i+1)))*(h(i)+h(i+1)), &C26_1) + div_0((q(j+2)*(h(i+1)+h(i+2))+q(j+3)*h(i+2))* &(h(i+1)+h(i+2)),C26_2)end fun
tion C3_2!**************************************************************end module q_spl_mod!**************************************************************



82 POGLAVLJE 4. PROGRAMSKI KODOVIFunk
ija qq ra�
una vrijednost funk
ije q u danoj to�
ki x (3.1), C2_6(q,h,i,j)ra�
una vrijednost 6�C2(j) iz (3.12), dok je C3_2(q,h,i,j,C26_1,C26_2) jed-naka 2 � C3(j) (3.20). O potrebi funk
ije div_0 re�
i �
emo ne�sto kasnije.4.2 Ra�
unanje B-splajnovaOvdje �
e biti implementiran algoritam razraden u odjeljku 3.4. Pro-
edura vra�
a vrijednosti svih netrivijalnih B-splajnova reda 3 ili 4 za nekix 2 [tk; tn+1℄ gdje je k = 3; 4. Uz ve�
 prethodno spomenute varijable, jo�s �
emoizdvojiti:ileft : : : indeks polja t takav da je t(ileft)<=x<t(ileft+1);qiatx : : : izlazno polje duljine 4 u kom su spremljene vrijednosti B-splajnova netrivijalnih na segmentu [t(ileft),t(ileft+1)),u to�
ki x;tt : : : polje u kom su spremljeni �
vorovi iz (~tr) (3.3), potrebni zadaljnji ra�
un;biatx : : : polje duljine 5 u kom se spremaju vrijednosti netrivijalnih poli-nomnih B-splajnova reda k+1 na nizu �
vorova tt, u to�
ki x;koef : : : polje u kom se spremaju koe�
ijenti aki;r iz (3.16) i (3.17) ili(3.23) i (3.26).Zbog toga �sto �
e se ova pro
edura naj�
e�s�
e koristiti za 
rtanje krivulja, imati�
emo puno uzastopnih to�
aka x koji se nalaze u istom podintervalu [ti; ti+1),pa ne�
e biti potrebno svaki puta ra�
unati ve�
inu toga, kao na pr. poljekoef, ve�
 samo kada \zapo�
nemo" novi podinterval. Zato se varijabla ileftsprema u il, a k u kk. Osim toga, pro
edura poziva bsplvb (pro
edura izdeBoor-ovog paketa za ra�
unanje sa splajnovima) koja ra�
una vrijednostinetrivijalnih polinomnih splajnova u danoj to�
ki.!**************************************************************!! PROCEDURA: qsplvb!! NAMJENA: ra
una vrijednosti svih netrivijalnih! q-B-splajnova reda 3 ili 4 u danoj to
ki uz! pretpostavku da je t(i)<t(i+1) za svaki i!



4.2. RA�CUNANJE B-SPLAJNOVA 83!**************************************************************subroutine qsplvb(t,q,k,x,ileft,qiatx)!! t...niz 
vorova (t(1),...,t(n+4))! q...vrijednost q-a u 
vorovima! k...stupanj splajna: k=3 ili k=4! x...to
ka u kojoj se ra
unaju vrijednosti B-splajnova! ileft...indeks takav da je t(ileft)<=x<t(ileft+1)! qiatx...polje u kom se spremaju vrijednosti B-splajnova!use q_spl_modimpli
it none! Varijabledouble pre
ision, intent(in) :: t(1),q(1),xinteger, intent(in) :: k,ileftdouble pre
ision, intent(out) :: qiatx(4)integer :: i,j,ileft2double pre
ision :: h(7),C26(6),C32(5),biatx(5)integer, save :: il=-1,kk=-1double pre
ision, save :: tt(10),koef(12)! Tijelo qsplvb-aqiatx=0.0d0sele
t 
ase (k)
ase (3) ! ra
unanje B-splajnova reda 3! ra
unanje polja h, C26, i ttif (ileft/=il.or.kk/=k) thenh(1)=t(ileft-1)-t(ileft-2)do i=1,4j=ileft-3+i



84 POGLAVLJE 4. PROGRAMSKI KODOVIh(i+1)=t(j+2)-t(j+1)C26(i)=C2_6(q,h,i,j)j=j+1tt(2*i-1)=t(j)tt(2*i)=t(j)enddoendif! poziv pro
edure bsplvb koja ra
una polinomne B-splajnove! reda 4 na nizu 
vorova ttileft2=4
all bsplvb(tt,4,1,x,ileft2,biatx)! ra
unanje B-splajn koefi
ijenata q-B-splajnova u bazi! polinomnih B-splajnovaif (ileft/=il.or.kk/=k) thendo i=1,2j=ileft-3+ikoef(2*i-1)=(2*q(j+2)*(h(i+1)+h(i+2))+ &q(j+3)*h(i+2))/C26(i+1)koef(2*i)=q(j+3)*h(i+2)/C26(i+1)enddodo i=2,3j=ileft-3+ikoef(2*i+1)=q(j)*h(i)/C26(i)koef(2*(i+1))=(q(j)*h(i)+2*q(j+1)*(h(i)+h(i+1)))/ &C26(i)enddoendif! ra
unanje vrijednosti svih netrivijalnih B-splajnova! reda 3qiatx(1)=koef(1)*biatx(1)+koef(2)*biatx(2)do i=3,6



4.2. RA�CUNANJE B-SPLAJNOVA 85qiatx(2)=qiatx(2)+koef(i)*biatx(mod(i-1,4)+1)enddoqiatx(3)=koef(7)*biatx(3)+koef(8)*biatx(4)
ase (4) ! ra
unanje B-splajnova reda 4! ra
unanje polja h, C26, C32 i ttif (ileft/=il.or.kk/=k) thenj=ileft-3h(1)=t(j+1)-t(j)h(2)=t(j+2)-t(j+1)C26(1)=C2_6(q,h,1,j)do i=1,5j=ileft-4+ih(i+2)=t(j+3)-t(j+2)C26(i+1)=C2_6(q,h,i+1,j+1)C32(i)=C3_2(q,h,i,j,C26(i),C26(i+1))j=j+1tt(2*i-1)=t(j)tt(2*i)=t(j+1)enddoendif! poziv pro
edure bsplvb koja ra
una polinomne B-splajnove! reda 5 na nizu 
vorova ttileft2=5
all bsplvb(tt,5,1,x,ileft2,biatx)! ra
unanje B-splajn koefi
ijenata q-B-splajnova u bazi! polinomnih B-splajnovaif (ileft/=il.or.kk/=k) thendo i=1,2j=ileft-4+ikoef(i)=q(j+4)*h(i+3)*(h(i+2)+h(i+3))/ &



86 POGLAVLJE 4. PROGRAMSKI KODOVI(2*C26(i+2)*C32(i+1))enddodo i=1,3j=ileft-4+ikoef(i+2)=(q(j+3)*(h(i+2)+h(i+3))+q(j+4)*h(i+3))* &(h(i+2)+h(i+3))/(C26(i+2)*C32(i+1))enddodo i=2,3j=ileft-4+ikoef(i+4)=(((h(i)+h(i+1))*(q(j)*h(i)+q(j+1)* &(h(i)+h(i+1)))/C26(i)+q(j+2)*(h(i+1)+ &h(i+2))*(h(i+1)+h(i+2))/C26(i+1))/ &C32(i)+(q(j+2)*(h(i+1)+h(i+2))*(h(i+1)+ &h(i+2))/C26(i+1)+(h(i+2)+h(i+3))* &(q(j+3)*(h(i+2)+h(i+3))+q(j+4)*h(i+3))/ &C26(i+2))/C32(i+1))/2enddodo i=2,4j=ileft-4+ikoef(i+6)=(q(j)*h(i)+q(j+1)*(h(i)+h(i+1)))* &(h(i)+h(i+1))/(C26(i)*C32(i))enddodo i=3,4j=ileft-4+ikoef(i+8)=q(j)*h(i)*(h(i)+h(i+1))/(2*C26(i)*C32(i))enddoendif! ra
unanje vrijednosti svih netrivijalnih B-splajnova! reda 4qiatx(1)=koef(1)*biatx(2)+koef(3)*biatx(1)do i=1,4qiatx(2)=qiatx(2)+koef(2*(5-i))*biatx(i)qiatx(3)=qiatx(3)+koef(2*(6-i)+1)*biatx(i+1)enddoqiatx(4)=koef(10)*biatx(5)+koef(12)*biatx(4)



4.3. VRIJEDNOST I DERIVACIJA Q-SPLAJNA U TO�CKI 87
ase defaultprint *, "Red splajna mora biti 3 ili 4!!!"end sele
til=ileftkk=kend subroutine qsplvb!**************************************************************4.3 Ra�
unanje vrijednosti i deriva
ija q-splaj-na u to�
kiU odjeljku 3.6 dali smo jedan na�
in na koji se mo�ze izra�
unati vrijednostq-splajna u danoj to�
ki, pa �
emo ovdje napraviti njegov kod. Zapravo, dati�
emo dvije pro
edure, od kojih qvalue ra�
una vrijednost splajna u to�
kix, tako �sto uba
uje tu to�
ku u niz �
vorova t, dok qdvalue mo�ze ra�
unativrijednost splajna, te generalizirane i obi�
ne deriva
ije splajna u danoj to�
ki.qdvalue poziva qvalue kao i dbvalue koja je malo izmjenjena deBoor-ovafunk
ija za ra�
unanje vrijednosti polonomnog splajna u to�
ki. Razlika odoriginalne funk
ije bvalue je ta �sto bvalue poziva pro
eduru interv kojara�
una ileft takav da za danu to�
ku x vrijedi t(ileft)<=x<t(ileft+1),dok qdvalue ima ileft kao ulazni argument.Prvo, navedimo varijable koje se, osim ve�
 spomenutih, koriste u qvalue:qv : : : izlazna vrijednost q-splajna u danoj to�
ki x;tt : : : podniz niza �
vorova (�tj) (3.27);qt : : : vrijednosti funk
ije q u �
vorovima polja tt;ht : : : polje u kom se nalaze vrijednosti �hj = �tj+1 � �tj;Ct26 : : : polje u kom se spremaju vrijednosti 6 � �C2(j), de�niraneu odjeljku 3.5;Ct32 : : : polje u kom se spremaju vrijednosti 2 � �C3(j), de�niraneu odjeljku 3.5;b23,...,b00 : : : sadr�ze netrivijalne elemente KI-matri
a �3 ili �4;d : : : polje duljine 3 u kom se spremaju izra�
unati koe�
ijentidj iz (3.44) ili (3.46);



88 POGLAVLJE 4. PROGRAMSKI KODOVITtB : : : polje duljine 3 u kom se spremaju vrijednosti �T kj (�t) zak = 3; 4 (3.45) ili (3.47) i (3.48), potrebne za ra�
un.!**************************************************************!! PROCEDURA: qvalue!! NAMJENA: ra
una vrijednost q-splajna zadanog danim! koefi
ijentima!!**************************************************************subroutine qvalue(t,q,
,n,k,x,qv,ileft,mflag)!! t...niz 
vorova (t(1),...,t(n+k))! q...vrijednost q-a u 
vorovima! 
...B-splajn koefi
ijenti q-splajna! n...broj koefi
ijenata (dimenzija prostora q-splajnova)! k...stupanj splajna: k=3 ili k=4! x...to
ka u kojoj se ra
una vrijednost q-splajna! qv...vrijednost q-splajna (izlaz)! ileft...indeks takav da je t(ileft)<=x<t(ileft+1)! mflag...kontrolna varijabla, izlaz iz pro
edure interv!use q_spl_modimpli
it none! Varijabledouble pre
ision, intent(out) :: qvdouble pre
ision, intent(in) :: t(1),q(1),
(1),xinteger, intent(in) :: n,k,ileft,mflagdouble pre
ision :: tt(7),qt(7),C26(4),Ct26(5),C32(3), &Ct32(4),h(5),ht(6), &b23,b22,b12,b11,b01,b00,d(3),TtB(3)integer :: i,j



4.3. VRIJEDNOST I DERIVACIJA Q-SPLAJNA U TO�CKI 89! Tijelo qvalue-aif (k/=3 .and. k/=4) thenprint *, "Red (k) mora biti 3 ili 4!!!"returnendifqv=0.0d0if (mflag/=0) returnif ((ileft<k).or.(ileft>n)) thenif (x/=t(n+1)) thenprint *, x, " je izvan intervala [",t(k),",", &t(n+1),"℄!!!"returnendifendif! ra
unanje polja tt i qtdo i=1,k-1j=ileft-k+1+itt(i)=t(j)qt(i)=q(j)enddott(k)=xqt(k)=qq(t,q,ileft,x)do i=k+1,2*k-1j=ileft-k+itt(i)=t(j)qt(i)=q(j)enddo! ra
unanje polja h, ht, C26 i Ct26j=ileft-k+2h(1)=t(j+1)-t(j)ht(1)=tt(2)-tt(1)



90 POGLAVLJE 4. PROGRAMSKI KODOVIdo i=1,2*(k-2)j=ileft-k+1+ih(i+1)=t(j+2)-t(j+1)ht(i+1)=tt(i+2)-tt(i+1)C26(i)=C2_6(q,h,i,j)Ct26(i)=C2_6(qt,ht,i,i)enddoi=2*(k-1)-1ht(i+1)=tt(i+2)-tt(i+1)Ct26(i)=C2_6(qt,ht,i,i)! ra
unanje netrivijalnih elemenata knot insertion matri
e! reda 3b12=ht(k)*Ct26(k-1)/(h(k-1)*C26(k-2))b11=Ct26(k-2)/C26(k-2)b01=Ct26(k)/C26(k-1)b00=ht(k-1)*Ct26(k-1)/(h(k-1)*C26(k-1))sele
t 
ase (k)
ase (3) ! ra
unanje q-splajna 3. reda! ra
unanje koefi
ijenata dd(1)=b12*
(ileft-2)+b11*
(ileft-1)d(2)=b01*
(ileft-1)+b00*
(ileft)! ra
unanje vrijednosti B-splajnova na nizu 
vorova tt! u to
ki xi=2TtB(1)=ht(i+1)*(2*qt(i+1)+qt(i+2))/Ct26(i)TtB(2)=ht(i)*(qt(i)+2*qt(i+1))/Ct26(i)! vrijednost q-splajna 3. reda u to
ki xqv=d(1)*TtB(1)+d(2)*TtB(2)
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ase (4) ! ra
unanje q-splajna 4. reda! ra
unanje polja C32 i Ct32do i=1,3j=ileft-3+iC32(i)=C3_2(q,h,i,j,C26(i),C26(i+1))Ct32(i)=C3_2(qt,ht,i,i,Ct26(i),Ct26(i+1))enddoi=4Ct32(i)=C3_2(qt,ht,i,i,Ct26(i),Ct26(i+1))! ra
unanje netrivijalnih elemenata knot insertion! matri
e reda 4b23=b12*Ct32(2)/C32(1)b22=Ct32(1)/C32(1)b12=b01*Ct32(3)/C32(2)b11=b11*Ct32(2)/C32(2)b01=Ct32(4)/C32(3)b00=b00*Ct32(3)/C32(3)! ra
unanje koefi
ijenata dd(1)=b23*
(ileft-3)+b22*
(ileft-2)d(2)=b12*
(ileft-2)+b11*
(ileft-1)d(3)=b01*
(ileft-1)+b00*
(ileft)! ra
unanje vrijednosti B-splajnova na nizu 
vorova tt! u to
ki xi=2TtB(1)=ht(i+2)*ht(i+2)*(qt(i+2)+qt(i+3))/(Ct26(i+1)* &Ct32(i))Ttb(2)=((ht(i)+ht(i+1))*ht(i+2)*(qt(i)*ht(i)+qt(i+1)* &(ht(i)+ht(i+1)))/((ht(i+1)+ht(i+2))*Ct26(i))+ &qt(i+2)*ht(i+1)*ht(i+2)/Ct26(i+1))/Ct32(i) + &



92 POGLAVLJE 4. PROGRAMSKI KODOVI(qt(i+2)*ht(i+1)*ht(i+2)/Ct26(i+1)+ht(i+1)* &(ht(i+2)+ht(i+3))*(qt(i+3)*(ht(i+2)+ht(i+3))+ &qt(i+4)*ht(i+3))/((ht(i+1)+ht(i+2))* &Ct26(i+2)))/Ct32(i+1)Ttb(3)=ht(i+1)*ht(i+1)*(qt(i+1)+qt(i+2))/(Ct26(i+1)* &Ct32(i+1))! vrijednost q-splajna 4. reda u to
ki xdo i=1,3qv=qv+d(i)*TtB(i)enddoend sele
tend subroutine qvalue!**************************************************************U pro
eduri qdvalue deriva
ije se ra�
unaju pomo�
u deriva
ijske jed-nad�zbe (3.6). Dakle, ako imamo q-splajn reda 4 f zadan saf(x) = nXj=1 
jT 4j (x);onda njegova generalizirana deriva
ija L1 ima oblikL1f(x) = nXj=2 
j � 
j�1C3(j) T 3j (x) =: nXj=2 
1jT 3j (x):U ovom slu�
aju je L1 = D, tj. prva generalizirana deriva
ija jednaka jeobi�
noj. Za drugu generaliziranu deriva
iju L2 vrijediL2f(x) = nXj=3 
1j � 
1j�1C2(j) B2j (x) =: nXj=3 
2jB2j (x);gdje su B2j ponovo polinomni B-splajnovi reda 2. Iz de�ni
ije se vidi dasu prostori q-splajnova reda 1 i 2 jednaki polinomnim. Po�sto se deriva
i-jskom jednad�zbom dobivaju samo generalizirane deriva
ije, obi�
ne deriva
ije
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emo iz njih, pa se tako trivijalno vidi da je D2f = qL2f . Jo�s namostaje L3f : L3f(x) = nXj=4 
2j � 
2j�1C1(j) B1j (x) =: nXj=4 
3jB1j (x):Lako se izvede da je D3f = qL3f + q0L2f . Po de�ni
iji q-splajna, L4f � 0,ali je D4f = 2q0L3f . Analogno se izvedu deriva
ije za splajn reda 3. U ovomslu�
aju vrijedi da je Df = qL1f , D2f = qL2f + q0L1f i D3f = 2q0L2f .Uz prethodno spomenute varijable, va�zne su jo�s:deriv : : : red deriva
ije;gen : : : oznaka koja odreduje da li se ra�
una obi�
na ili generaliziranaderiva
ija: gen=0 za obi�
nu i gen=1 (gen/=0) za generali-ziranu deriva
iju;qdv : : : izlazna vrijednost.Navedimo jo�s da ova pro
edura poziva ve�
 spomenutu pro
eduru intervkoja odreduje podinterval u kom se nalazi x.!**************************************************************!! PROCEDURA: qdvalue!! NAMJENA: ra
una vrijednost generalizirane ili obi
ne! deriva
ije reda deriv q-splajna zadanog danim! koefi
ijentima!!**************************************************************subroutine qdvalue(t,q,
,n,k,x,deriv,gen,qdv)!! t...niz 
vorova (t(1),...,t(n+k))! q...vrijednost q-a u 
vorovima! 
...B-splajn koefi
ijenti q-splajna! n...broj koefi
ijenata (dimenzija prostora q-splajnova)! k...stupanj splajna: k=3 ili k=4! x...to
ka u kojoj se ra
una vrijednost q-splajna
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ije! gen...oznaka koja odredjuje da li se ra
una obi
na ili! generalizirana deriva
ija: gen=0 za obi
nu i gen=1! (gen/=0) za generaliziranu deriva
iju! qdv...vrijednost q-splajna (izlaz)!use q_spl_modimpli
it none! Varijabledouble pre
ision, intent(out) :: qdvdouble pre
ision, intent(in) :: t(1),q(1),
(1),xinteger, intent(in) :: n,k,deriv,gendouble pre
ision, external :: dbvaluedouble pre
ision :: qv,h(5),C26(4),C32(3),d(3),qdvpinteger :: ileft,mflag,i,j,po
! Tijelo qdvalue-aqdv=0.0d0if (k/=3 .and. k/=4) thenprint *, "Red (k) mora biti 3 ili 4!!!"returnendif
all interv(t,n+k,x,ileft,mflag)if (mflag/=0) returnif ((ileft<k).or.(ileft>n)) thenif (x/=t(n+1)) thenprint *, x, " je izvan intervala [",t(k),",", &t(n+1),"℄!!!"returnendifendifif (deriv>k.or.((deriv==k).and.(gen/=0))) returnif (k==4) then ! ako je red q-splajna jednak 4
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unanje vrijednosti q-splajna reda 4
all qvalue(t,q,
,n,4,x,qv,ileft,mflag)qdv=qvreturnelse! ako se ra
una deriva
ija reda >=1 q-splajna reda 4j=ileft-2h(1)=t(j+1)-t(j)h(2)=t(j+2)-t(j+1)C26(1)=C2_6(q,h,1,j)do i=1,3j=ileft-3+ih(i+2)=t(i+3)-t(i+2)C26(i+1)=C2_6(q,h,i+1,j+1)C32(i)=C3_2(q,h,i,j,C26(i),C26(i+1))d(i)=(
(j)-
(j-1))/C32(i)enddoendifelse ! ako je red q-splajna jednak 3do i=1,3j=ileft-3+id(i)=
(j)enddoendifif ((deriv<=0).or.((k==4).and.(deriv==1))) then! ra
unanje vrijednosti q-splajna reda 3 ili 1. deriva
ije! q-splajna reda 4po
=ileft-2
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all qvalue(t(po
:po
+5),q(po
:po
+5),d,3,3,x,qv, &ileft-po
+1,mflag)qdv=qvreturnelse! ako se ra
una deriva
ija reda >=1 q-splajna reda 3 ili! deriva
ija reda >=2 q-splajna reda 4if (k==3) then! ako se ra
una deriva
ija reda >=1 q-splajna reda 3j=ileft-1h(1)=t(j+1)-t(j)do i=1,2j=ileft-2+ih(i+1)=t(j+2)-t(j+1)C26(i)=C2_6(q,h,i,j)enddoendifdo i=1,2d(i)=(d(i+1)-d(i))/C26(i+k-3)enddoendifif ((k/=4).or.(deriv/=4).or.(gen/=0)) then! ako se ra
una obi
na deriva
ija 3. reda od q-splajna! reda 3, ili obi
na deriva
ija 4. reda od q-splajna reda 4,! onda se ovaj dio ne treba ra
unatipo
=ileft-1qdvp=dbvalue(t(po
:po
+3),d,2,2,x,0,ileft-po
+1,mflag)endifif ((deriv==1).or.((k==4).and.(deriv==2))) then! ra
unanje 1. generalizirane deriva
ije q-splajna reda 3! ili 2. generalizirane deriva
ije q-splajna reda 4
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unanje 1. obi
ne deriva
ije q-splajna reda 3 ili! 2. obi
ne deriva
ije q-splajna reda 4if (gen==0) qdv=qdv*qq(t,q,ileft,x)returnendif! ra
unanje 2. generalizirane deriva
ije q-splajna reda 3! ili 3. generalizirane deriva
ije q-splajna reda 4qdv=dbvalue(t(po
:po
+3),d,2,2,x,1,ileft-po
+1,mflag)if (gen==0) then! ra
unanje 2. obi
ne deriva
ije q-splajna reda 3 ili 3.! obi
ne deriva
ije q-splajna reda 4if ((deriv==2).or.((k==4).and.(deriv==3))) thenqdv=qq(t,q,ileft,x)*qdv+(q(ileft+1)-q(ileft))* &qdvp/(t(ileft+1)-t(ileft))returnelse! ra
unanje 3. obi
ne deriva
ije q-splajna reda 3 ili 4.! obi
ne deriva
ije q-splajna reda 4qdv=2*(q(ileft+1)-q(ileft))*qdv/(t(ileft+1)- &t(ileft))endifendifend subroutine qdvalue!**************************************************************
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unanje vrijednosti q-splajna u to�
kipomo�
u generaliziranog deBoor-ovog al-goritmaU odjeljku 3.7 dan je generalizirani deBoor-ov algoritam za ra�
unanjevrijednosti q-splajna u to�
ki x, i pokazano je da algoritam radi i u limesukada x te�zi nekom �
voru. Glavna ideja je da se to�
ka x uba
uje u niz �
vorova(tj) k � 1 puta, ako ra�
unamo q-splajn reda k.Uz ve�
 navedene varijable, va�zno je jo�s spomenuti:qv : : : izlazna vrijednost q-splajna u to�
ki x;tb, tt, th : : : polja u kojima su spremljeni podnizovi niza�
vorova (�tj), (~tj) i (t̂j) iz (3.51);qb, qt, qh : : : vrijednosti funk
ije q u �
vorovima iz tb, tt, i th;Cb26, Ct26, Ch26 : : : polja u kojima su spremljene vrijednosti 6 � �C2(j),6 � eC2(j) i 6 � bC2(j) de�nirane u odjel
ima 3.5 i 3.7;Cb32, Ct32, Ch32 : : : polja u kojima su spremljene vrijednosti 2 � �C3(j),2 � eC3(j) i 2 � �C3(j) de�nirane u odjel
ima 3.5 i 3.7;d : : : polje duljine 3 u kom se spremaju koe�
ijenti �
j,~
j ili 
̂j iz (3.53) ili (3.56).Na ovom mjestu objasniti �
emo nu�znost funk
ije div_0 koja se koristi uC3_2. U slu�
aju kada je x 2 [ti; ti+1) i gledamo limx!ti bC3;x(i), znamo da jevrijednost tog limesa jednanaka 0, medutim kod ra�
unanja samog izraza po-javljuju se limesi oblika 00 . Trivijalno se vidi da je taj limes zapravo jednak 0.Osim toga mo�ze se provjeriti da se niti na jednom njestu ne mo�ze desiti dije-ljenje nekog kona�
nog broja sa nulom, �sto opravdava samu de�ni
iju funk
ijediv_0. Va�zno je jo�s napomenuti da �
e nula u ovom slu�
aju biti \prava" nula,tj. svi bitovi varijable u kojoj je spremljena biti �
e jednaki nuli, zbog toga�sto dolazi oduzimanjem potpuno jednakih brojeva.!**************************************************************!! PROCEDURA: qvalue_dB_4!! NAMJENA: ra
una vrijednost q-splajna zadanog danim! koefi
ijentima generaliziranim de Boor-ovim



4.4. PRIMJENA GENERALIZIRANOG DEBOOR-OVOG ALG. 99! algoritmom!!**************************************************************subroutine qvalue_dB_4(t,q,
,n,k,x,qv)!! t...niz 
vorova (t(1),...,t(n+k))! q...vrijednost q-a u 
vorovima! 
...B-splajn koefi
ijenti q-splajna! n...broj koefi
ijenata (dimenzija prostora q-splajnova)! k...stupanj splajna: k=3 ili k=4! x...to
ka u kojoj se ra
una vrijednost q-splajna! qv...vrijednost q-splajna (izlaz)!use q_spl_modimpli
it none! Varijabledouble pre
ision, intent(out) :: qvdouble pre
ision, intent(in) :: t(1),q(1),
(1),xinteger, intent(in) :: n,kdouble pre
ision :: tb(7),tt(6),th(5),qb(7),qt(6),qh(5), &h(5),hb(6),ht(5),hh(4), &C26(4),Cb26(5),Ct26(4),Ch26(3), &C32(3),Cb32(4),Ct32(3),Ch32(2), &b23,b22,b12,b11,b01,b00,d(3)integer :: ileft,mflag,i,j! Tijelo qvalue_dB_4-aif (k/=3 .and. k/=4) thenprint *, "Red (k) mora biti 3 ili 4!!!"returnendifqv=0.0d0
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all interv(t,n+k,x,ileft,mflag)if (mflag/=0) returnif ((ileft<k).or.(ileft>n)) thenif (x/=t(n+1)) thenprint *, x, " je izvan intervala [",t(k),",", &t(n+1),"℄!!!"returnendifendif! pripreme za ra
unanje knot insertion matri
e kod! uba
ivanja to
ke x s kratnos
u 1 (ako je x jednak! nekom 
voru - s kratnos
u 2)! ra
unanje niza 
vorova tb, i qbdo i=1,k-1j=ileft-k+1+itb(i)=t(j)qb(i)=q(j)enddotb(k)=xqb(k)=qq(t,q,ileft,x)do i=k+1,2*k-1j=ileft-k+itb(i)=t(j)qb(i)=q(j)enddo! ra
unanje polja h, hb, C26 i Cb26j=ileft-k+2h(1)=t(j+1)-t(j)hb(1)=tb(2)-tb(1)do i=1,2*(k-2)j=ileft-k+1+ih(i+1)=t(j+2)-t(j+1)



4.4. PRIMJENA GENERALIZIRANOG DEBOOR-OVOG ALG. 101hb(i+1)=tb(i+2)-tb(i+1)C26(i)=C2_6(q,h,i,j)Cb26(i)=C2_6(qb,hb,i,i)enddoi=2*(k-1)-1hb(i+1)=tb(i+2)-tb(i+1)Cb26(i)=C2_6(qb,hb,i,i)! ra
unanje netrivijalnih elemenata knot insertion matri
e! reda 3b12=hb(k)*Cb26(k-1)/(h(k-1)*C26(k-2))b11=Cb26(k-2)/C26(k-2)b01=Cb26(k)/C26(k-1)b00=hb(k-1)*Cb26(k-1)/(h(k-1)*C26(k-1))sele
t 
ase (k)
ase (3) ! za q-splajn reda 3! ra
unanje novih B-splajn koefi
ijenatad(1)=b12*
(ileft-2)+b11*
(ileft-1)d(2)=b01*
(ileft-1)+b00*
(ileft)
ase (4) ! za q-splajn reda 4! ra
unanje polja C32 i Cb32do i=1,3j=ileft-3+iC32(i)=C3_2(q,h,i,j,C26(i),C26(i+1))Cb32(i)=C3_2(qb,hb,i,i,Cb26(i),Cb26(i+1))enddoi=4Cb32(i)=C3_2(qb,hb,i,i,Cb26(i),Cb26(i+1))! ra
unanje netrivijalnih elemenata knot insertion matri
e



102 POGLAVLJE 4. PROGRAMSKI KODOVI! reda 4b23=b12*Cb32(2)/C32(1)b22=Cb32(1)/C32(1)b12=b01*Cb32(3)/C32(2)b11=b11*Cb32(2)/C32(2)b01=Cb32(4)/C32(3)b00=b00*Cb32(3)/C32(3)! ra
unanje novih B-splajn koefi
ijenatad(1)=b23*
(ileft-3)+b22*
(ileft-2)d(2)=b12*
(ileft-2)+b11*
(ileft-1)d(3)=b01*
(ileft-1)+b00*
(ileft)end sele
t! pripreme za ra
unanje knot insertion matri
e kod! uba
ivanja to
ke x s kratnos
u 2 (ako je x jednak! nekom 
voru - s kratnos
u 3)! ra
unanje niza 
vorova tt, i qtdo i=1,k-1tt(i)=tb(i+1)qt(i)=qb(i+1)enddott(k)=tb(k)qt(k)=qb(k)do i=k+1,2*(k-1)tt(i)=tb(i)qt(i)=qb(i)enddo! ra
unanje polja ht i Ct26ht(1)=tt(2)-tt(1)do i=1,2*(k-2)



4.4. PRIMJENA GENERALIZIRANOG DEBOOR-OVOG ALG. 103ht(i+1)=tt(i+2)-tt(i+1)Ct26(i)=C2_6(qt,ht,i,i)enddo! ra
unanje netrivijalnih elemenata knot insertion matri
e! reda 3b01=Ct26(k-1)/Cb26(k-1)b00=Ct26(k-2)/Cb26(k-1)sele
t 
ase (k)
ase (3) ! za q-splajn reda 3! izlazna vrijednost u slu
aju reda 3qv=b01*d(1)+b00*d(2)
ase (4) ! za q-splajn reda 4! ra
unanje polja Ct32do i=1,3Ct32(i)=C3_2(qt,ht,i,i,Ct26(i),Ct26(i+1))enddo! ra
unanje netrivijalnih elemenata knot insertion matri
e! reda 4b12=b01*Ct32(2)/Cb32(2)b11=Ct32(1)/Cb32(2)b01=Ct32(3)/Cb32(3)b00=b00*Ct32(2)/Cb32(3)! ra
unanje novih B-splajn koefi
ijenatad(1)=b12*d(1)+b11*d(2)d(2)=b01*d(2)+b00*d(3)
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unanje knot insertion matri
e kod uba
ivanja! to
ke x s kratnos
u 3 (ako je x jednak nekom 
voru - s! kratnos
u 4)! ra
unanje niza 
vorova th, i qhdo i=1,3th(i)=tt(i+1)qh(i)=qt(i+1)enddodo i=4,5th(i)=tt(i)qh(i)=qt(i)enddo! ra
unanje polja hh i Ch26hh(1)=th(2)-th(1)do i=1,3hh(i+1)=th(i+2)-th(i+1)Ch26(i)=C2_6(qh,hh,i,i)enddo! ra
unanje polja Ch32do i=1,2Ch32(i)=C3_2(qh,hh,i,i,Ch26(i),Ch26(i+1))enddo! ra
unanje netrivijalnih elemenata knot insertion matri
e! reda 4b01=Ch32(2)/Ct32(2)b00=Ch32(1)/Ct32(2)! izlazna vrijednost u slu
aju reda 4
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tend subroutine qvalue_dB_4!**************************************************************4.5 Gra��
ki prikazi q-splajnovaPokazat �
emo nekoliko gra��
kih prikaza q-B-splajnova i njihovih deriva
ijakako bismo ilustrirali utje
aj smanjivanja nekih od parametara qi na iz-gled krivulje. Uzet �
emo interval [4; 8℄ i na njemu pro�sirenu parti
iju T =f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11g.Za po�
etak promatrati �
emo promjenu prametara q5 i q6 kod B-splajnaT 44 reda 4: slike 4.1, 4.2 i 4.3. Vrijednosti q-splajna ra�
unate su pomo�
upro
edure qvalue_dB_4 iz odjeljka 4.4.Zatim slijedi promjena parametra q5 kod B-splajna T 34 reda 3, gdje seponovo vrijednosti splajna ra�
unaju pomo�
u pro
edure qvalue_dB_4: slike4.4, 4.5 i 4.6.Na kraju dan je B-splajn T 44 , njegove obi�
ne deriva
ije (slika 4.7) i njegovegeneralizirane deriva
ije (slika 4.8), te T 34 , njegove obi�
ne (slika 4.9) i gene-ralizirane deriva
ije (slika 4.10). Ponovo je T = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11gpro�sirena parti
ija intervala [4; 8℄, qi = 1 za i 6= 5 i q5 = 0:0001, a vrijednostiq-splajnova i njihovih deriva
ija ra�
unaju se pomo�
u pro
edure qdvalue izodjeljka 4.3.
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00.10.20.30.40.50.60.7

4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

B-splajn reda 4

Slika 4.1: B-splajn T 44 za qi = 1, i = 1; : : : ; 11

00.10.20.30.40.50.60.70.8

4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

B-splajn reda 4

Slika 4.2: B-splajn T 44 za qi = 1, i 6= 5; 6 i q5 = q6 = 0:1
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00.10.20.30.40.50.60.70.80.9

4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

B-splajn reda 4

Slika 4.3: B-splajn T 44 za qi = 1, i 6= 5; 6 i q5 = q6 = 0:0001

00.10.20.30.40.50.60.70.8

4 4.5 5 5.5 6 6.5 7

B-splajn reda 3

Slika 4.4: B-splajn T 34 za qi = 1, i = 2; : : : ; 9
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00.10.20.30.40.50.60.70.8

4 4.5 5 5.5 6 6.5 7

B-splajn reda 3

Slika 4.5: B-splajn T 34 za qi = 1, i 6= 5 i q5 = 0:1

00.10.20.30.40.50.60.70.8

4 4.5 5 5.5 6 6.5 7

B-splajn reda 3

Slika 4.6: B-splajn T 34 za qi = 1, i 6= 5 i q5 = 0:0001
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vrijednost
1. derivacija
2. derivacija
3. derivacija
4. derivacija

Slika 4.7: B-splajn T 44 i njegove obi�
ne deriva
ije
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Dodatak BSa�zetakU ovom magisteriju dvije su glavne ideje usko povezane: polarne forme iuba
ivanje �
vorova splajnova. Polarne forme daju posve novu, pojednostav-ljenu perspektivu na polinomne splajnove, a izmedu ostalog i na uba
ivanje�
vorova. Samo uba
ivanje �
vorova ima dosta va�znih primjena, od kojih jepa�znja posve�
ena dvijema: aproksima
iji redu
iranjem �
vorova, i stabilnomra�
unanju q-splajnova.U prvom poglavlju dan je pregled ve�
 poznatih teorema, ali uz posve novedokaze bazirane na polarnim formama. Zahvaljuju�
i njihovoj geometrijskojprirodi, ti dokazi su kra�
i od onih postoje�
ih i mogu dati bolji uvid u osnovnuteoriju B-splajnova. Prvo su dani de�ni
ija i osnovna svojstva polarnih formi,te deCasteljau-ov algoritam za njihovo ra�
unanje. Zatim su, pomo�
u njih,na novi na�
in izra�zene deBoor-ove to�
ke B-splajn krivulje. Odatle se izvodiCurry-S
hoenberg-ov teorem i de Boor-ov algoritam. Na kraju je prou�
avanouba
ivanje �
vorova iz perspektive polarnih formi, i dati Boehm-ov i Osloalgoritam (v. [1℄) kao primjere. Kao dodatak, ukratko je prodiskutiranosvojstvo smanjenja varija
ije B-splajnova i deBoor-Fix-ova forma dualnogfunk
ionala.U drugom poglavlju prikazana je strategija redu
iranja broja �
vorovadanog splajna bez perturbiranja splajna za vi�se od zadane toleran
ije. Takvareduk
ija zna�
i da dani splajn iz prostora, re
imo, S aproksimiramo sa splaj-nom iz potprostora od S. Drugim rje�
ima, broj stupnjeva slobode se sma-njuje, pa posti�zemo reduk
iju podataka. Strategija izba
ivanja �
vorova zaskalarne funk
ije jedne varijable opisana je detaljno, nakon �
ega je metodageneralizirana na parametarske B-splajn krivulje. Dana je, takoder, general-na metoda bazirana na izba
ivanju �
vorova, koja ra�
una splajn aproksima
iju112



113danih podataka, sa gre�skom manjom od dane toleran
ije u svakoj to�
ki po-dataka.U tre�
em poglavlju ponudeno je nekoliko stabilnih algoritama za ra�
unanjeposebne klase nedavno otkrivenih polinomno-�Cebi�sevljevih splajnova, takozvanih q-splajnova. Nakon �sto je q-B-splajn prikazan na dva na�
ina kao li-nearna kombina
ija odgovaraju�
ih polinomnih B-splajnova, izvodi se njegovamatri
a za uba
ivanje jednog �
vora, te na kraju su dana dva prili�
no jednos-tavna i satabilna algoritma za ra�
unanje q-splajna bazirana na uba
ivanju�
vorova i deBoor-ovom algoritmu.Na kraju, u �
etvrtom poglavlju, izvedeni su programski kodovi, pisani uFortranu 90, i dana je lista rutina potrebnih za implementa
iju algoritamarazradenih u tre�
rm poglavlju.



Dodatak CSummary
Polar Forms of Splines and KnotInsertion AlgorithmsIn this master thesis two main ideas are 
losely related: polar forms andknot insertion for splines. The polar forms give a 
ompletely new, simpli�edview of polynomial splines, whi
h also applies to the knot insertion. Theknot insertion itself has a number of quite important appli
ations, but ourmain 
on
ern was with two questions, an algorithm for knot removal, whi
his approximate, and a knot insertion base algorithm for the stable 
al
ulationwith q-splines.In Chapter 1 we give an overview of already known theorems, but withnew proofs based on polar forms. Due to their geometri
 nature, this proofsare shorter, and give better insight into the basi
 theory of B-splines. First,we give a de�nition and des
ribe basi
 
hara
teristi
s of polar forms, thendeCasteljau algorithm for their evaluation. Polar forms then enable ex-pression of deBoor points in a new way. Therefore we dedu
e the Curry-S
hoenberg theorem and deBoor algorithm. At the end, we examine theknot insertion in perspe
tive of polar forms, with Boehm and Oslo algo-rithms as examples. The variation diminishing property for B-splines andthe deBoor-Fix form of the dual fun
tionals are also dis
ussed.In Chapter 2 we a

omplish a strategy for redu
ing the number of knotsfor a given spline without perturbing the spline more than a given toleran
e.114



115Su
h a redu
tion means that we approximate the given spline in a spa
e S bya spline in a subspa
e of S. In other words, the number of degrees of freedomis redu
ed and we obtain data redu
tion. We des
ribe the knot-removal fors
alar fun
tions of one variable in detail, and then generalize the method tothe parametri
 B-spline 
urves. This naturally leads to the general method,based on the knot-removal, whi
h 
al
ulates a spline approximation of givendata, with an error less than the given toleran
e in ea
h data point.In Chapter 3 we exploit a few stable algorithms for a spe
ial 
lass of re-
ently dis
overed polynomial-Chebyshev spline, the so 
alled q-splines. Uponrepresenting q-B-spline in two ways as a linear 
ombination of adequate poly-nomial B-splines, we �nd the knot insertion matrix for inserting just one knot,and subsequently develop two very simple and stable knot insertion basedalgorithms for 
al
ulating with q-splines. One of them is an extension of thewell known deBoor algorithm for polynomial splines.Finally, in Chapter 4 we dis
uss pro
edural elements of programs writtenin Fortran 90, and give the full listing of all the routines needed to implementthe algorithms 
onstru
ted in the Chapter 3.
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