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Poglavlje 1

Polarne forme i ubacivanje
cvorova

1.1 Uvod

Koriste¢i dobro poznatu ¢injenicu da su polinomi stupnja p i simetri¢na
p-afina preslikavanja ekvivalentni jedni drugima, napravit ¢emo sasvim nove
dokaze ve¢ poznatih teorema. Zahvaljujué¢i njihovoj geometrijskoj prirodi,
ti su dokazi krac¢i od postoje¢ih i mogu dati bolji uvid u osnovnu teoriju
B-splajnova (v. [16]). Prvo é¢emo dati definiciju i osnovna svojstva polarnih
formi, te de Casteljau-ov algoritam (v. [10]) za njihovo racunanje, a zatim
pomocu njih na novi nacin izraziti de Boor-ove tocke B-splajn krivulje, te
izvesti Curry-Schoenberg-ov teorem i de Boor-ov algoritam. Na kraju ¢emo
prouciti ubacivanje ¢vorova iz perspektive polarnih formi, i dati Boehm-ov i
Oslo algoritam (v. [1]) kao primjere. Kao dodatak, ukratko ¢emo prodisku-
tirati svojstvo smanjenja varijacije B-splajnova i de Boor-Fix-ovu formu du-
alnog funkcionala (v. [2]).

1.2 “Blossoming” princip

Prisjetimo se da funkciju f : R — R? zovemo afina ako ona ¢uva afinu
kombinaciju, tj. ako f zadovoljava

f (Z a; - uz) = Zai - fuy) (1.1)

i i
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za realne brojeve a1,...,a,,u1,...,u, € Ruz ) a; = 1. Funkciju f : R* —
R? zovemo p-afina (ili samo multiafina) ako je afina u svakom pojedinom
argumentu. Prema tome, f je p-afina ako je preslikavanje

d
farsijray - R= R we flar, . a5 0,0, 0540, ..., ap)

afino. Konaé¢no, funkcija f : R? — RY zove se simetriéna ako ¢uva vrijednost
kod bilo koje permutacije svojih parametara.

Teorem 1.1 (“Blossoming” princip) Za svaki polinom F : R — R stup-

nja p postoji jedinstveno simetricno p-afino preslikavanje f : RP — R koje
zadovoljava

za svaki v € R. Nadalje, q-ta derivacija od F dana je formulom

@ — P ~ (4 1\g—i
F@(y) = (pq)!g (Z>( 1) f(u,...‘,u,y+1,.‘.‘r.,u+1l). (1.2)
p—1 i

Dokaz: Oznacimo sa oy (ui, ..., u,) k-tu elementarnu simetricnu funkciju
od p parametara, tj. polinom sa p varijabli dobiven odabirom k razlic¢itih
u;-eva, formiranjem njihovog produkta, i zatim sumiranjem svih takvih (?)
mogucéih kombinacija. Primijetimo da je o, p-afina i simetricna, te da je
njezina dijagonala dana sa oy (t, ..., t) = (i) th,

Ako polinom p-tog stupnja F'(t) prikazemo kao linearnu kombinaciju po-

p

tencija od ¢, recimo F(t) = Zaiti, trazeno se preslikavanje f dobiva tako
i=0
da svaki t* zamjenimo sa oy (ui, ..., u,)/(?), ¢ime smo pokazali egzistenciju
od f.
Jednadzba (1.2) dobije se indukcijom, koristenjem simetri¢nosti i multi-
afinosti od f. Pokazimo prvo da (1.2) vrijedi za prvu derivaciju:

Fu+t) — F(u)

o =y
:limf(u-l-t,...,u—l-t)—f(u,...,u)
t—0 t
:%g%.f((l—t)u—i-t(u—l—l),.t..,u—i—t)—f(u,...,u)
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1
:lim;((l—t)f(u,u-l—t,...,u—i—t)+tf(u+1,u+t,...,u-|—t)

t—0
—f(u,...,u))
1 P D
1 - _ 4\igp—i
_1%t<;<i>(l t)'t f(u,...,u,y—kl,.;.,u—i—l)
- i p—1
7f(u7 ,U))
1 /224 D
1 - _ 4\igp—i
_1%t<2(i>(1 t)'t f(u,...,u,y—kl,.;.,u—i—l)
- i p—1

-I-(lt)pf(u,...,u)f(u,...,u)>

1 p! P . .
= lim — E 1—t)¢P 1,... 1
1m < (Z>( ) f(u;y_F 3 v‘;u‘i‘l)
i p—i

ot (D)2 1P )

= lim <pfl>(1—t)”lf(u,...,u,u—l—l)—pf(u,...,u)
=pflu,...,u,u+1) —pflu,... u).

Analogno, ali uz podulji racun, dokazuje se i korak indukcije.
Pretpostavimo sada da vrijedi f(u,...,u) = F(u) = g(u,...,u) za svaki

u € R, gdje je g takoder simetricna p-afina funkcija, i neka je (uq,...,u,)

proizvoljna uredena p-torka. Indukcijom po ¢ iz 1.2 dobiva se da je

U,...,u,u+1,...;u+1)=gu,...,u,u+1,...,u+1 1.3

( ILK 3 1) = g( UK 3 1) (1.3)
p—1 i p—1 i

za 1 =0,...,p. Ako u; raspiSemo kao

w=uw+1—u) u+(u —u)- (u+1),
tj. kao afinu kombinaciju od u i u 4+ 1, zbog p-afinosti dobiva se da je

flur, ug, oo up) = (u1—wuy)- flu,ug, .. uy)+(ug—u)- flutl,ug, ... u,).
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Nastavimo li na isti nacin, raspisujuci svaki u; kao afinu kombinaciju od wu i

u + 1, koristeéi p-afinost i simetriju od f, dobit ¢emo f(uq, us, ...,

up) kao linearnu kombinaciju od f(u,...,u,u+1,...,u+1)zai=0,...,p.
p . o -

p—i 7
Ponovimo i isti postupak za g, dobit ¢emo da je g(uy,us, ..., u,) takoder
linearna kombinacija od g(u,...,u,u+1,...,u+ 9 sa istim koeficijentima
N A .

vV
p—i 7

kao i kod f, pa je zbog (1.3)

f(ula Ug, ..., up) = g(“l;“?: .. JU‘I))J

sto dokazuje jedinstvenost. |
Za dani polinom F', blossom ili polarna forma je jedinstveni simetri¢ni
multiafini polinom f iz Teorema 1.1.
Primjer: Promotrimo polinom F'(t) = ¢*+3t* — 6t — 8. Prema konstruk-
ciji iz dokaza Teorema 1.1 polarna forma od F jednaka je
uY + uw + vw u+v+w

- 1. 3. TP TV 6
f(u,v,w) uvw + 3 3

= wow + uv + vw + vw — 2u — 2v — 2w — 8.

-8

Posebno nas zanima slu¢aj parametarskih krivulja. Neka je F' = (Fy, ...,
F,) : R — R" polinomna parametarska krivulja. Tada je p-polarna forma
od F funkcija f = (f1,..., fn) : RF — R" kod koje je svaka komponenta f;
polarna forma komponente F;. 1z Teorema 1.1 takoder slijedi da je p-polarna
forma jedinstvena simetri¢na p-afina funkcija f : RP — R" za koju vrijedi

F(u) = f(u,...,u).

Korolar 1.2 Neka je F polinom stupnja p definiran na intervalu s, t|, i neka
je f mnjegova polarna forma. Definirajmo da je

by = f(s,...,8t,...,t). (1.4)
p—1 i
Tada je
P
Flu)=3"b Bl () (1.5
i=0
Bezier-ova reprezentacija od F, gdje BY(u) zai =0, ..., p ¢ine Bernstein-ovu

bazu, a (b;)%_, nazivamo Bezier-ovim tockama.
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Dokaz: Raspisujuci
t—u U — 8
- S +

u = .
t—s t—s

kao afinu kombinaciju od s i ¢t dobivamo

f(u,...,u):i:Z-f(s,u,...,u)—l-q;:j.f(t,u, ) (1.6)
— ¢ p t—u P U — 8 i
_ZOO (ts> (ts> f(L"p',_,'i’%--iwt)

p
= b Bl(u). |
=0

de Casteljau-ov algoritam: Kao posljedica Korolara 1.2, ovaj algoritam
na vrlo jednostavan nacin ra¢una F'(u) iz Bezier-ovih tocaka. Radi jednos-
tavnosti promotrit ¢emo ga na primjeru kubi¢ne parametarske krivulje F'.
Neka je f njezina polarna forma, i pretpostavimo da znamo cetiri polarne
vrijednosti f(s,s,s), f(s,s,t), f(s,t,t) 1 f(t,t,t) iz kojih Zelimo izracunati
vrijednost F(u) = f(u,u,u) za neki u € [s, t].

Posto je je polarna forma f afina u trecem argumentu, pravac koji prolazi
kroz tocke f(s,s,s) i f(s,s,t) mora biti pravac f(s,s,v) za sve v, a tocka
f(s, s, u) mora se nalaziti na tom pravcu izmedu f(s, s, s)1 f(s, s, t). f(s,s,u)
se naravno racuna analogno kao u (1.6), koriste¢i afinost. Tocke f(s,u,t) i
f(u,t,t) konstruiraju se na isti nac¢in. Ove tri afine interpolacije ¢ine prvu
fazu algoritma.

U drugoj fazi uz afinost koristimo i simetri¢nost. Posto je f simetri¢na,
f(s, s, u) koji smo dobili u prvoj fazi, moze se rakoder zapisati i kao f(s,u, s),
a zbog afinosti od f u treéem argumentu, tocka f(s,u,u) konstruira se kao
afina kombinacija od f(s,u,s) i f(s,u,t). To¢ka f(u,u,t) dobiva se na isti
nacin.

U nasem slucaju sa trecom fazom algoritam zavrsava, i to konstrurajuci
f(u, u,u) interpolacijom izmedu f(s,u,u) = f(u,u,s) i f(u,u,t).

Napomenimo samo da vrijednost prametra u op¢enito ne mora lezati u
intervalu [s, ¢].

Ovaj algoritam se vrlo jednostavno prosiruje i na polinome n-tog stupnja
za bilo koji n. Ako je F' polinom n-tog stupnja, algoritam c¢e se sastojati od
n faza afinih interpolacija, od kojih ¢e svaka dodavati novu kopiju zadanog
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S, t, 1
Fs.u) fs,t.1)
' \ flu.t,1)

f(t,t,t)

f(s,s,8)

Slika 1.1: Kubi¢na Bezier-ova krivulja: Bezier-ove tocke i de Casteljau-ov algoritam

argumenta v na listu polarnih argumenata. Nakon n-te faze, konstruirali
smo trazenu dijagonalnu vrijednost f(u,...,u) = F(u).

Napomenimo na kraju da se de Casteljau-ov algoritam moze koristiti i
za racunanje bilo koje polarne vrijednosti od F', a ne samo dijagonalne. Da

bi izra¢unali polarnu vrijednost f(uy,...,u,) kontroliramo svaku fazu afinih
interpolacija sa drugim polarnim argumentom, primjerice u i-toj fazi sa u,.
[ |

Teorem 1.3 Pretpostavimo da su dana dva polinoma F : (r,s) — Re i
G : (s,t) — RY stupnja p, sa pripadajuéim polarnim formama f i g. Tada je
spoj tzmedu F' 1 G u tocki s CY-neprekidan ako i samo ako

flur, ..o ug,s,....8) =g(ur, ..., ugS,...,8) (1.7)
—_—— —— ———— ——
q P—q q P—q
vrijedi za svaki niz uy,...,u, € R, tj. ako se f i g podudaraju u svim p-

torkama argumenata koje sadrze s barem p — q puta.

Dokaz: U jednom smjeru dokaz slijedi direktno iz (1.2). Pretpostavimo sada
da je F9(s) = GY(s) za 0 < i < ¢. Indukcijom po i , ponovno iz (1.2), kao
u dokazu Teorema 1.1 dobiva se da je

f(s,o.,s,s+1,...,s+1)=g(s,...,8,s+1,...,s+1)
N A o A

J

-~ -~

p—1 [ p—1 i
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za 0 < 1 < q. Koriste¢i Korolar 1.2 prethodna jednakost zapravo postaje ek-
vivalentna tvrdnji da dvije Bezier-ove krivulje F; i G, definirane na intervalu
[s, s + 1] uz njihove pripadajuce polarne forme

forRT =S RY: (ug,.ug) = f(ug, g, 8,y 8)
H—/W—/
q p—q
i
G R RY: (uny e uy) = g, Uy, Sy, S)
——— ——
q p—q

imaju iste Bezier-ove tocke. Ali, u tom slucaju su F, i GG, jednake, pa slijedi

da su i njihove polarne forme f, i g, jednake, sto i daje tvrdnju teorema.
[ |

1.3 Polarna forma B-splajna

Neka je T'= (tg = -+ - =ty tps1s- s bty b1 = -+ = = tipyp1) nepadajuci
niz realnih brojeva uz t; < t;,,4,. Promatrat cemo normalizirane B-splajnove
N? stupnja p nad T definirane pomoéu rekurzije (v. [3], [4])

1 ako je t; < u <t
0 . XX i+l
Ni'(u) = {0 inace (1.8)
: i t
U —1; r— i+r+1 — U e
NI () = ——— N7 V(u) + — N7 () (1.9)
Livr — t; Ligry1 — tia

zal<r<p.

Iz definicije slijedi da su funkcije N? po dijelovima polinomi stupnja p sa
moguéim prekidima u ¢;, a indukcijom se lagano moze provjeriti da N/ ima
lokalan nosac, tj.

NY(u) =0 zau¢ [t tirpr], (1.10)

i da funkcije N? ¢ine particiju jedinice, tj.
NP(u)>0 i > NP(u)=1 (1.11)
Sada ¢emo primjeniti polarne forme na rekurzije (1.8),(1.9). Za t; < t;44

restrikcija od N na interval I; := [t;,t;41) jednaka je nekom polinomu Ni’:j.
Slijedeci teorem prikazuje kako se izracunava njegova polarna forma:
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Teorem 1.4 Uz gore navedene oznake, polarna forma n; ; od N;; zadovolja-

va rekurziju
ng () =0 (1.12)

Uy — t;
nr,:](ula --7“7‘) — ﬁ -nyjl(ul,...,urfl)
fivin — U
ﬁ :—I—ll](ula"'aurfl) (113)
i+r i

zal <r<p.

Dokaz: Indukcijom dobivamo da je nj; definiran pomocu (1.12),(1.13) afin
u svakoj varijabli us, ..., u, 1, a direktan racun pokazuje da je n; ; afin i u u,.
Indukcija takoder pokazuje da je n; simetrif‘an u uy,...,u._1. Dvostruka

upotreba (1.13) na n} ., kao i na nr Yt

i o i 2+1]’ dovodi do toga da je n;
simetrican i u ur, u,_1, a odatle da je zapravo simetrican po svim uq, ..., ur.
Posto je ocito N, dijagonala od n;;, iz Teorema 1.1 slijedi da je n;; jedin-

stvena r-afina polarna forma od N, ¢ime je teorem dokazan. [

zy?
2]7
Korolar 1.5 Za t; <ty 1 j—r <1< j polarna forma n;; od Nj; zado-
voljava jednakost

nfyj(tH_l, .. ;tl—l—r) == 62’,[- (114)
Dokaz: Koristit ¢emo indukciju po 7 u (1.13). Za l > j — r dobivamo:

bigr — i 5 Livrs1 — Tigr
e G g Sl

T N
ngi(tien, - tige) = “0it1,

)

Livre1 — tig1
tigr—t; .
Zitr Mo + 0 | =1
tz+7' t;
= 0+ Ligrg1 “hidesr )] — +1
Liprt1—tit1 ’
0, inace

= 6i,l7

dok za [ = j — r, uzimajuéi da t;; kontrolira afinu kombinaciju te koristeci
simetricnost, slijedi:

Liyr — &

r oty =t Ligre1 — tig1 5
ni (tives -t tig) = ———— 01 + —————— iy
bitr — 1 bitr+1 — 1

Lty 0, [=171—-1
——

= {0 bdrtrtinn gy

Liprt1—tit1 ’
0, inace

= 0i-

3
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Ako nije ispunjen niti jedan od ova dva slucaja, r mora biti jednak nuli, pa
rezultat slijedi iz (1.12). |

Prije nego Sto izracunamo de Boor-ove tocke, iskoristit ¢emo do sada
obradene ¢injenice o B-splajnovima i polarnim formama da bi dokazali da
B-splajn rekurzija (1.8),(1.9) rezultira glatkom funkcijom NP (v. [4]):

Korolar 1.6 Neka je s =t = -+ = t;5,, ¢vor multipliciteta p < p+1 iz
T. Tada je N} CP~* neprekidna u s.

i iny ., od restrikcija
N{; i N};,, na nepraznim otvorenim intervalima (;,%;41) i (£jp, tjsps)-
Tada jednadzba (1.14) dovodi do

Dokaz: Promatrat ¢emo pripadajuce polarne forme n

ngi(s,8) = ng (e, tiy)
1
=0ij = Mayu(tin ot
=n;,,(5...,5)
m

za svaki i. Koriste¢i (1.13) dobivamo

p p
n; (ul,...,up,u,s,...,s) =n . (ul,...,up,u,s,...,s>,
Z’J AN / l7]+u \ ~ /
p—i H P—H M
pa Teorem 1.3 povlaci tvrdnju korolara. [

Nadalje, ako B-splajn krivulju prikazemo u rastavu po bazi B-splajnova

F(u) = Zd - NP (u),

gdje d; za 1 = 0,...,m nazivamo de Boor-ovim tockama, tada d; zelimo izra-
ziti pomocu polarnih formi. Za ¢; < t;,, restrikcija od /' na neprazan interval
I; == [t;,t;+1) jednaka je nekom polinomu Fj sa polarnom formom f;.

Teorem 1.7 Za t; < tj41 @ J —p < | < j deBoor-ove tocke d; dane su
jednadzbom

dl - fj(tl+1, e 1tl+p)' (]_]_5)
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Napomena. Zahvaljujuc¢i pretpostavci da T ne sadrzi tocke multipliciteta
> p—+ 1, zasvaki 0 < | < m postoji neki indeks j takav da zadovoljava
trazene nejednakosti t; < t;;1 17 —p <1< 7.

Dokaz: Prema (1.10), restrikcija F; od F' na neprazni interval I; = [t;,;41)
dana je sa

J
filur, ... uy) = Z di -y (ur, .. up).

Nadalje, jednakost (1.15) direktno slijedi iz Korolara 1.5. [ |

Sada je moguce dati vrlo kratak dokaz poznatog rezultata [3] koji kaze
da se svaka po dijelovima polinomijalna funkcija moze prikazati kao linearna
kombinacija B-splajnova.

Teorem 1.8 (Curry-Schoenberg) Promatramo niz cvorova T = (to =
=ttty ey by bl = - = tmgpt1) gdje je svaki cvor t; multipliciteta
pi < p+ 1. Tada su normalizirani B-splajnovi {N} | i = 0,...,m} nad
T linearno nezavisni, a prostor Sy = {d_",d; - N | d; € R} podudara
se sa prostorom Pg,pw svih po dijelovima polinomnih funkcija stupnja p sa
cvorovima t; koje su CP~Fi-neprekidne u t;.

Dokaz: Posto Pg,pw ima dimenziju m + 1, a S} je sadrzan u Pg,pw po
Korolaru 1.6, preostaje nam samo sa dokazemo da su B-splajnovi {N? |
i =0,...,m} linearno nezavisni. Pretpostavimo linearnu kombinaciju F' =
S odi- NP =0. Tada F}, a time i f;, iS¢ezavaju za svaki segment [t;,%,41).
Tada prema Teoremu 1.7 imamo d; = 0 za ¢ = 0,...,m, pa tvrdnja slijedi.
|

Nadalje, latit ¢emo se de Boor-ovog algoritma i Boehm-ovog algoritma za
ubacivanje novog ¢vora u B-splajn krivulju.

Teorem 1.9 (de Boor-ov algoritam) Neka je F(u) B-splajn krivulja
stupnja p nad T. Za t; < u < t;1 promatrajmo rekurziju

d) = d; (1.16)

7



1.3. POLARNA FORMA B-SPLAJNA 15

u—t; u—t;
dr=1-—" V. grty_- 7 g1 1.17
[ < t ti) 1—1 t 7 ( )

itp+l-r — itpri—r — b
zal—p+r <i <l Tada se funkcijska vrijednost F(u) moZe izracunati kao

F(u) =d].
Dokaz: Gornju rekurziju zadovoljava

[r—
di T fl(ti+1a--'atlaua'"7uatl+17"'ati+p77‘)a
—
r

Sto slijedi iz Teorema 1.7 i ¢injenice da je f; simetrican i afin u svakom svojem
argumentu:

ds = £5(0,1,2) dy

de ds = f5(4,5,6)

d7

f5(37 4a 5)

f5(17 2a 3) 3
4
v

dy = f5(1,2,4) f5(2,3,4)
Slika 1.2: deBoor-ov algoritam za ra¢unanje vrijednosti kubi¢ne splajn krivulje nad
T = (0,0,0,0,1,2,4,5,6,6,6,6) u tocki u = 3

f5(3.3.3)

d4 = f5(274a 5)

U*ti
di = <1— t—@) ity tuy gy i)

itprlor — -
-
u — tz
——— - filtiv, ot U g, - i)
ti—|—p+17r -1 R/I—/
-

U—ti
= tit,...tu, oo ou, |1l ——m————— ) - 8
fl(z+1a Iy 4, ) a( 1 tl> i

i+p+l—r —
r—1
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u — tz
. ti—l—pfr—l—l; tl+1; s ;ti+p7r)
Livpt1—r — ti
= .fl(ti—l—l; . tl; U,...,U, tl—!—l; . ;ti+pfr)-
N—_——
T
Zbog toga je

&’ = fi(u,...,u) = Fu) = F(u),
;= i ) = Fi(u) = F(u)

P

pa tvrdnja teorema slijedi. |

1.4 Ubacivanje ¢vorova

Ovdje ¢emo promatrati ubacivanje samo po jednog ¢vora. Neka je dana
B-splajn krivulja F(u) = Y "",d; - N/ (u) nad nizom ¢vorova T' = (i, ...,
tmtp+1). Nakon ubacivanja novog ¢vora t € (t,,t,,41) uz t; <t < t;4q, F ima
jedinstvenu reprezentaciju F' = Z;T(;l di - NP* kao B-splajn nad profinjenim

nizom toc¢aka T* = (to, ..., t5, t, tit1s - oy bgpr1)-

Teorem 1.10 Uz gore navedene oznake, nove de Boor-ove tocke dane su sa:

filtizr, o tigy) za it <l—pii<j<i+p,
df = .fl(t¢+1,...,tl,t,tl+1,...,t¢+p,1) zal—p—i—l <1< l,
filtis o tisp—1) zal+1<iii<j+1<i+p.
(1.18)

. o o . o
Dokaz: Razmatramo podniz t; = ] <t = 1] ; <t/ , = fj41 niza Cvorova

T*. Zat; <t;,, postizemo

= Fj Z&jgl,
J ijl zaj>l,

iz cega slijedi

I fjfl Zaj>l7

pa Teorem 1.7, primjenjen na f; dovodi do tvrdnje. |

Korolar 1.11 (Boehm) Nove de Boor-ove tocke d} mogu se izracunati kao
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uz
1 za 1 <1 —p,
t—1; )
a; = 7zalfp+1<z<l, (120)
ti+p*ti
0 za l+1 < 1.

Dokaz: Potrebno je samo razmotriti slucaj [ — p+ 1 < ¢ < [. Nakon sto
raspisemo t = a; - t;1p + (1 — a;) - t; kao afinu kombinaciju od ¢; i t;;,, tvdnja
slijedi iz ¢injenice da je f; afin u svakoj komponenti. |

d§:f5(07172) dT

dz d;

d§:f5(17273) d5:f5(37475)

ds = f5(2,4,5
ds = f5(1,2,4) dy = f5(2,3,4) 1= Jsl )

Slika 1.3: Ubacivanje novog ¢vora u = 3 u danu paticiju 7' = (0,0,0,0,1, 2,4,5,6,6,6,6)
za kubi¢nu B-splajn krivulju

Korolar 1.11 moze se iskoristiti za generiranje Bezier-ovih tocaka splajn
krivulje uz ubacivanje svakog ¢vora do multipliciteta p.

Teorem 1.12 Pretpostavimo da oba ¢vora t; < tj41 tmaju multiplicitet jed-
nak p. Tada se Bezier-ove tocke s obzirom na segment I; podudaraju sa
odgovarajuc¢im de Boor-ovim tockama. Preciznije, i-ta Bezier-ova tocka b; od
F; jednaka je 7 — p + i-toj de Boor-ovoj tocki d;_,.;, tj.

bi — djfp—H" (121)
Dokaz: Koristec¢i Korolar 1.2 1 Teorem 1.7 postizemo da je
bi — fj(tj; P ,tj,tj+1, P th+1)
p—i i

= filtiiytrs ot tirn, oo tii) = dj gy A



18 POGLAVLJE 1. POLARNE FORME I UBACIVANJE CVOROVA

Ovaj odjeljak zelimo zavrsiti kratkim razmatranjem Schoenberg-ove splajn
aproksimacije sa svojstvom smanjenja varijacije.

Pretpostavimo da je dan niz tocaka T = (tp = -+ = tp, ..., tppy1 =
-+« = tmipt+1). Splajn aproksimacija V(G) stupnja p neke neprekidne funkcije
G : [to, tmips1] — R? definirana je sa

V(G) : [to, tmapa] — RY, (1.22)

e Y GUH) - N (),

gdje su ‘¢vorovi’ tf dani sa tf := (t;41 + - -+ + tiy,)/p- Dobro je poznato da
operator V zadovoljava slijedeé¢i teorem:

Teorem 1.13 (Svojstvo smanjenja varijacije) Neka je H afina hiperravnina
uR?. Tada splajn aproksimacija V(G) proizvoljne funkcije G : [to, tmypi1] —

R¢ sjece hiperravninu H najvise onoliko puta koliko G sje¢e H. Nadalje, ope-
rator V' reproducira afine funkcije egzaktno.

Dokaz: (i) Prvo ¢emo pokazati da su afine funkcije reproducirane egzaktno.
Pretpostavimo afinu funkciju L(u) = a-u+ b € R Posto je p-afina polarna
forma od L dana sa

1
l(ul,...,up):a-z—j(ul-l----—l-up)—i-b,

Teorem 1.7 implicira da B-splajn reprezentacija od L nad T' zadovoljava
L(u) =Y di- NP(u) sad;:=1(tisr, ... tiy) = L(t]).

Slijedi da operator V' reproducira afine funkcije egzaktno.

(i) Oznacimo sa S, (F) i Sy (d;)™, broj koliko puta funkcija F : [ty,
tmips1) — R? iniz (d;)™, mijenjaju strane afine hiperravnine H u R?. Poz-
nato je da B-splajn funkcija F'(u) = 31" d; - N’ (u) u R? zadovoljava

— — m
SH(F) < SH(di)i:O' (1-23)
Lagani dokaz ove Cinjenice zasnovan na ubacivanju ¢vorova, moze se naci u

4], a baziran je na ¢injenici da vrijedi Sy, (df)" 5! < S5 (di)™,, gdje su d? nove
de Boor-ove tocke nakon ubacivanja novog ¢vora ¢ u dani niz ¢vorova T'. To
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slijedi direktno iz (1.19),(1.20) posto je df dobivena iz d; 1, d; kao konveksna
kombinacija. Razmotrimo sada proizvoljan niz ty) < uy < --- < up < tpypmyr i
ozna¢imo sa (d;*) rezultirajuéi niz kontrolnih tocaka nakon ubacivanja svakog
u; sve do multipliciteta p u T'. Posto je (F(uq), ..., F(ug)) podniz od (d}*),
dobivamo
Su(F(u), ..., Fu)) < Sp(d;”) < Sp(di)io,

¢ime je dokazana nejednakost (1.23). Za funkciju G : [to, tyipi1] — R? tada
je

Su(V(G)) < 5y(G(5))i% < Sp(G), (1.24)

)

i tvrdnja slijedi. |

1.5 Marsden-ov identitet 1 de Boor-Fix-ova
forma dualnog funkcionala

Neka je dan nepadajuci niz ¢vorova ty = -+ =1y, tpi1, .. b, bipgp1 = =+ - =
tmip+1 7a kojeg vrijedi ¢; < t;4,. Definirajmo polinom stupnja p

\Ijl(f):(fH,l*f)(fH,p*f), 2:0,,m

Ako W,(t) rastavimo po bazi potencija, dobivamo

p
Ti(t) = > (- Doy pltipr,. . tigp)t", i=0,...,m,
k=0
gdje je ok (tis1, .- ., tisp) k-ta elementarna simetri¢na funkcija koju smo defini-

rali u dokazu Teorema 1.1. Zbog toga je

UF(0) = (—1)*Kloy_i(tisr, - tisp), i =0,...,m,
k

1.25
=0,...,p. ( )

Teorem 1.14 (Marsden-ov identitet) Uz gore navadene oznake vrijeds

m

(z —t)" = Z Wi(1)N; (), (1.26)

i za neki cvor t;

(@ —1;)% = Z‘I’f(tj)Nf(fr); (1.27)
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gdje je (z — t;)% = max{(x — ¢;)?,0}, a VU je funkcija koja se podudara
sa V; na (—oo,7;] i identicki je jednaka nuli na (1;,00), za proizvoljan T; €
(ti; Litps1)-

Dokaz: Neka je, za fiksirani ¢, W(x) = (x — ¢)P. Ako sa 1 oznac¢imo polarnu
formu od ¥, po Teoremu 1.7 vrijedi

pa odavde, koriste¢i konstrukciju polarne forme iz dokaza Teorema 1.1, di-
rektno dobivamo ¢ (i1, ..., tiy,) = Wi(t).
Nadalje, posto N7 (t;) # 0 povlaci da je ¥,(t;) = 0, dobivamo da je

(z = 1)} =) Wi(t)N] (2),

2]
iz cega slijedi druga jednakost. |

Teorem 1.15 (de Boor-Fix-ovi dualni funkcionali) Za svaki polinom
F:R — RY stupnja p i njegovu polarnu formu f vrijedi

it =3 [SO5) Fout o, )

|
k=0 P
uzi=0,...,m.

Dokaz: Primijetimo prvo da je desna strana u (1.28) konstanta neovisna o
t, posto se direktnim racunom moze provjeriti da je njena derivacija jednaka
nuli, pa je mozemo promatrati, na primjer u 0. Prema Taylor-ovom teoremu
sada slijedi
P

FO©) ,

F(t)=>" o

k=0
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Ako promatramo polarne forme obiju strana, uz upotrebu (1.25), dobivamo

P
ftivt, - tivp) = Z (0)ow(tit1 +p)

= (7 &!
P —k
1) B
=3 | ot o). .
k=0 P
Funkcionali Ag, ..., A, definirani formulom

X(F)(t) = z,,: {M] FOOUWP @), i=o0,... m,

!
k=0 p-

zovu se de Boor-Fiz-ova forma dualnog funkcionala za bazu N, ..., NP . Ako

. : . 1
sada promatramo B-splajn F' nad nizom évorova (t;)7 7",

Flu) = Y d:N? ),

i ako za definiciju \; uzmemo ¢ € (;,¢;4,11), tada zbog Teorema 1.7 1 (1.28)
vrijedi da je
Ni(F)(t) = d;.

Stavimo li da je F' = N]’-’, tada prethodna jednakost daje
Ai(N7)(t) = di g,

Sto i potvrduje naziv funkcionala.

1.6 Ubacivanje ¢vorova Boehm-ovim i Oslo
algoritmom

Ubacivanje ¢vorova je transformacijska tehnika: ako je zadana krivulja u
jednoj reprezentaciji, ona prikazuje tu istu krivulju u nekoj drugoj. Proma-
trat ¢emo dvije perspektive. Prva je orijentirana prema ¢vorovima, a cijeli se
proces sastoji od ubacivanja niza ¢vorova. Primitivan korak u takvom algo-
ritmu bit ¢e ubacivanje jednog ¢vora. Druga pak perspektiva je orijentirana
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prema kontrolnim tockama (de Boor-ovim tockama). Rezultat takvog algo-
ritma su nove kontrolne tocke, tako da je osnovni korak pronalazenje jedne
nove tocke.

Boehm-ov algoritam: Boehm-ov algoritam je orijentiran prema ¢vorovi-
ma, a zapravo se sastoji od ubacivanja samo jednog ¢vora. Pretpostavimo
da je dan polinom F': R — R stupnja n i njegova polarna forma f : R* — R,
te ¢vorovi ¢; i da zelimo ubaciti ¢vor ¢, < t < tg+1. Nove kontrolne tocke su,
prema Teoremu 1.11,

R tiom — 1 t—t,
fjan, oty 1, t) = f (tj+1; iy, Tt + ’ tj-l—n)
tign — t; tiyn — tj
tivm — 1 t—t
= A F(ti s )
titn — tj (i1 =) Ljtn — tj
fians ot 1, tjen)
zaj=q—n+1,...,q. Ako stare kontrolne tocke oznacimo sa ¢; a nove sa
d;, Boehm-ova fromula tada glasi
Cj, ; za ] < q—n,
tivn .
d; = tj:T CJ1+J+n7t cj,raj=q—n+1,...,q,
Cj—1, Zaj >q+1

Ako se ubacuje vise ¢vorova, ubacuju se jedan po jedan, koristeéi obnovljen
niz ¢vorova i kontrolne tocke iz prijasnjeg koraka.

Dakle, ako ubacujemo jedan ¢vor, Boehm-ov algoritam rac¢una n novih
kontrolnih tocaka iz n+1 starih koristeci pri tom n afinih kombinacija. [

dq72 —f(tq 17t t) dq 1= (t t tq+1) d —f(t tq+1atq+2)

AN N

f(tqu; tqfla tq) f(tqfla tq; tg+1) f(tq: tg+17 tq+2) f(tg+17 tq+2: tq+3)
=dg-3=Cq3 = Cg—2 = Cg—1 = dg11 = ¢4

Slika 1.4: Ubacivanje ¢vora pomoéu Boehm-ovog algoritma na primjeru kubi¢nog poli-

noma; ubacuje se ¢vor t; < t< tyr1

Oslo algoritam: Oslo algoritam je orijentiran prema novim kontrolnim
tockama. Oznacimo sa t; originalne ¢vorove, a sa u; ¢vorove koji ih profinjuju.
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f(uig1, i, uits3)

/I

tyr1 — U3
tq+1 - tq Uj43 — tq
tg+1 — g
Ftg,viz1, wita) Fuigr, wiga,tgr1)

N\ /
tgp1 — Uiyo tgy2 — Uiyo

tor1 —tg—1 Uip2 —tg—1 g2 —lg Ui — g

tgt1 — lg—1 lgr2 — 14
flg1,tg,uipr) fltg,uiva,tgi) JIUTERN PR ARy
tgr1 — Uig1 by — Ujp1 tgrs — Ujg1

tq+1 - tqu Uit1 — tq_Q tq+2 - tqfl Uijp1 — tq_1 tq+3 - tq Uj4+1 — tq

/ lgr1 —tg—2 / lgt2 —tq—1 lg+s — Lg

f(tg—2,tg-1,1q) f(tg—1,tg:tq41) f(tg,tg1:tg+2) f(tgt1,tgr2,tg43)

Slika 1.5: Ubacivanje évorova pomoéu Oslo algoritma na primjeru kubi¢nog splajna

Trebamo naci nove kontrolne tocke

d; = f(Uz'+1, ceey uH—n)
iz starih kontrolnih tocaka

¢ = f(tjr, o tign)-

Neka je F' polinom stupnja n i f njegova polarna forma, i zelimo izracunati

novu kontrolnu tocku d; = f(uit1, ..., uitn). Neka je [t,,t,41) bilo koji ori-
ginalni interval koji sadrzi novi interval na ¢iji krivuljni segment utjece d;.
Krenut ¢emo od n + 1 originalnih kontrolnih tocaka f(t,_,+1,.-.,1,),

to—naosevostort)y ooy f(tget, .. tyen). Pomocéu simetrije i multiafinosti
g—n+ q+ g+ q+ )
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polarne forme, kao i u Boehm-ovom algoritmu, kombinacijom prve dvije stare
tocke dobija se f(t,—nt2,....tq wit1), zatim druge dvije daju f(t,_p43, .-,
tg+1, UWit1), 1 tako dalje, dok ¢e zadnji par dati f(ty41,. .., tgin1,Uis1). Isto
ponavljamo i sa tako dobivenih n toc¢aka, dobivajuéi f(t,_nis, .-, tg, Uit1,
Wita)y -y [(tgi1y -+ tgrn—2, Uit1, Uir2). Proces se nastavlja tako da se u k-
tom koraku racunaju nove n+1—Fk tocke, i to iz tocaka dobivenih prethodnim
korakom, a zavrsava, naravno, n-tim korakom u kom je jedini izlaz upravo
f(uit1, .. uin) = d;. Oslo algoritam sastoji se zapravo od niza troku-
tastih shema, svaka od njih za jednu novu kontrolnu tocku. Svaki trokut
pocinje s odredenim starim kontrolnim tockama a zavrSava trazenom novom.
Trokutasta shema za proizvoljan stupanj n sastoji se od n(n + 1)/2 afinih
kombinacija organiziranih u n nivoa. U svakom nivou uvodi se novi ¢vor kao
argument u polarnoj formi. Koeficijenti u tim afinim kombinacijama su, u
stvari, isti kao i za de Boor-ov algoritam, osim Sto se varijabla v zamjenuje
po jednim argumentom polarne forme u svakom nivou trokuta.

Kada su jedan ili vise ¢vorova, koji se pojavljuju u argumentima polarne
reprezentacije nove kontrolne tocke, elementi originalne mreze ¢vorova, po-
javljuje se vise originalnih segmenata krivulje od kojih mozemo krenuti da
bi dobili trazenu novu tocku. Na primjer, u kubi¢cnom slucaju, da bi nasli
novu tocku f(t,, u,t,41), gdje je t, < u < t,41, mozemo upotrijebiti seg-
mente nad intervalima [t,_1,%,), [ty tqr1) i [tg41,t44+2). U takvom slucaju
Oslo algoritam najcesée uzima krajnji lijevi interval. [

1.7 Zakljucak

Na kraju ovog poglavlja trebalo bi povuci paralelu i pokazati analog-
nost algoritama koji su naoko sasvim razliciti. Da budemo precizniji, cetiri
algoritma koje smo tu obradili zapravo se svode na istu ideju: ubacivanje
jednog ili viSe ¢vorova za dani splajn, i racunanje novih de Boor-ovih tocaka
na profinjenoj mrezi. Prvo u de Casteljau-ovom algoritmu racunamo vrijed-
nost nekog polinoma F' stupnja p preko Bezier-ovih tocaka, a kako su one
odgovarajuce de Boor-ove tocke po Teoremu 1.12, iz Teorema 1.11 slijedi da je
de Casteljau-ov algoritam zapravo ubacivanje jednog ¢vora sve do kratnosti p.
de Boor-ov algoritam je poopcenje de Casteljau-ovog algortma na polinomi-
jalne splajnove uz proizvoljan niz ¢vorova. Na kraju su tu jos Boehm-ov i
Oslo algoritam od koji prvi ubacuje jedan novi ¢vor, a drugi, ako se radi o
splajnu reda p + 1, ubacuje p proizvoljnih, moguce i razlicitih ¢vorova.
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Dakle, mozemo reé¢i da su de Casteljau-ov, de Boor-ov i Oslo algoritam
zapravo tri varijante istog algoritma, te se za svaki od njih moze napraviti
trokutasta shema analogna slici 1.5, dok bi Boehm-ov algoritam bio samo
jedan nivo takve sheme.



Poglavlje 2

Reduciranje ¢vorova

2.1 Uvod

Po dijelovima polinomne funkcije nasiroko se koriste za aproksimacije
funkcija i podataka zbog dobrih aproksimativnih svojstava i zbog lakoce nji-
hovog manipuliranja racunalom. Da bi racunali sa po djelovima polinom-
nim funkcijama, prvo moramo odabrati pogodnu reprezentaciju, tj. bazu za
odabrani prostor po dijelovima polinomnih funkcija.

Cesti odabir je upotreba B-splajnova kao baznih funkcija. Ta baza je
prilicno dobro uvjetovana i ima puno drugih lijepih svojstava koja obi¢no
vode do stabilnih i jednostavnih algoritama (v. [3], [15]). Takoder ¢emo po
dijelovima polinomne funkcije izrazene preko B-splajnova zvati splajn funk-
cije ili jednostavno splajnovi.

Cilj nam je u ovom poglavlju prikazati strategiju reduciranja broja ¢vorova
danog splajna bez perturbiranja splajna za vise od zadane tolerancije (v. [9]).
Takva redukcija znaci da dani splajn iz, primjerice, prostora & aproksimiramo
sa splajnom iz potprostora od S. Drugim rijecima, broj stupnjeva slobode
se smanjuje, ¢ime se postize redukcija podataka, pa taj proces nazivamo
‘redukcija podataka’ ili ‘izbacivanje ¢vorova’.

Ovdje ¢emo detaljno opisati strategiju izbacivanja ¢vorova za skalarne
funkcije jedne varijable, i dati primjenu za aproksimaciju funkcija i tocaka.
Nakon toga generalizirat ¢emo metodu na parametarske B-splajn krivulje (v.
[8]), te dati generalnu metodu baziranu na izbacivanju ¢vorova, koja ra¢una
splajn aproksimaciju danih podataka, s greSkom manjom od dane tolerancije
u svakoj tocki podataka. Metoda odabire i broj ¢vorova i polozaj svakog

26
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od njih, uz restrikciju da se ¢vorovi moraju nalaziti u danim tockama. Ako
zelimo aproksimirati funkciju, prvo moramo sakupiti vrijednosti te funkcije
u dovoljnom broju tocaka. Treba jos naglasiti da se greska moze mjeriti u
bilo kojoj normi, ali mi ¢emo koristiti max-normu.

U preostalom djelu ovog odjeljka, uvest ¢emo osnovne oznake i ponoviti
neke c¢injenice. Neka su m i k prirodni brojevi uz m > k. Za dani nepadajuci
niz t = ()™, neka je

Sk,t = SpaH{Bl,k,t, Cee Bm,k,t}a

gdje B;j+ oznacava B-splajn reda k sa ¢vorovima ¢, ..., %4, normaliziran
tako da vrijedi particija jedinice

m

D Biga(r) =1 zax € (tg, tmg).

i=1

Elementi od S 4 su funkcije koje su polinomi stupnja najvise £ —1 na svakom
intervalu (t;,¢;41), zai = 1,...,m + k — 1, i koje iscezavaju na (—oo,t;) i
(tmk, 00). Stovise, ako je t; < & = tjy; = --- = tivy < tipu+1, tada su sve
derivacije reda k —1 — p i nize neprekidne u z, dok vise derivacije mogu imati
prekid. Napomenimo jos da, ako je 7 podniz od ¢, tada je Sy » C Sk.

U ovom poglavlju interesira nas samo restrikcija elemenata od S;; na
interval [tg,?,,41], 1 niz évorova sa svojstvom da je t;,p > t; za sve i, te
e < thar 1tm < tmar- Cvorovi tki1, .-, tm ZOVU S€ uwnutrasnji cvorovi, i u
nasoj shemi redukcije podataka pokusSat ¢emo izbaciti samo te ¢vorove.

2.2 Generalna strategija

Neka je f € S; ¢ i neka je € dani nenegativni realni broj. Pretpostavimo
takoder da je ||e| odabrana norma na S;. Na$ problem je odredivanje
potprostora Sy » od S s najmanjom mogucom dimenzijom, i elementa g iz
Sk~ takvog daje || f—g|| < €. U ovom kontekstu ‘odrediti’ znaci ‘dati konacan
algoritam za racunanje’. Opcenito, ne ocekujemo da ¢emo biti u mogucénosti
odrediti potprostor s najmanjom moguc¢om dimenzijom, ve¢ samo potprostor
s malom dimenzijom.

Strategija odredivanja g i T iz f i t sastoji se od tri glavna djela. Nazivat
¢emo ih rangiranje, izbacivanje, i aproksimirange, te ih ukratko ovdje opisati.
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U rangiranju se odlucuje u kojem poretku bi se ¢vorovi trebali izbaciti
iz t, tj. odreduje se podniz p’ od t takav da je p" prazan, a svaki p’ ima
po i elemenata pi, ..., pi. Ako zelimo izbaciti ¢ ¢vorova iz ¢, tada ¢e to biti
elementi od p?.

U izbacivanju se odreduje maksimalni broj ¢vorova ¢ koji se mogu izbaciti
iz t bez prekoracenja toénosti. Tada se definira da je 7 =t \ p”.

U aproksimiranju se izracunava g = G(¢; 7)f. Ovdje je G(¢; T) operator
koji predstavlja proces aproksimacije sa fiksnim ¢vorovima koji, za dane ni-
zove c¢vorova t i T, gdje je 7 podniz od t, racuna aproksimaciju g € S,
splajna f € Si;. Ovaj proces je neka vrsta aproksimacije tipa najmanjih
kvadrata.

Pretpostavimo da smo odredili g i T takve da je || f —¢|| < . Pitanje je da
li se taj rezultat moze jos poboljsati. Ako je 7 = ¢, nismo bili u mogucénosti
izbaciti niti jedan ¢vor ili zbog toga Sto algoritam nije dovoljno dobar, ili
zato Sto jednostavno ne postoji nikakav pravi podskup Si » od S+ takav da
je dist(f, Sg.+) < €. Kao drugi ekstremni slucaj, moze se desiti da reducirani
niz ¢vorova 7T ne sadrzi niti jedan unutarnji ¢vor, a tada je algoritam vrlo
uspjesan posto je izbacio sve ¢vorove.

Najcesc¢e ipak imamo da je 7 # t i preostaju neki unutrasnji ¢vorovi.
Mozemo pokusati poboljsati rezultat izbacivanjem c¢vorova za ¢g. Neka je
g1 = g i7! = 7. Ako upotrijebimo rangiranje i izbacivanje na T' i g, dobit
¢emo novi niz évorova 72, na kojem mozemo izracunati novu aproksimaciju
go od f uz uvjet || f — gof| < &. Ako je 72 = 7!, ili ako 72 nema unutrasnjih
¢vorova, postavljamo da je g = ¢, 1 algoritam tu zavrSava. U suprotnom,
nastavljamo dalje izbacivanjem Cvorova za ¢s, te dobivamo slijedec¢i nefor-
malni algoritam (|¢| oznacava broj elemenata u t):

1. 70 =t g0 = f; (Inicijalizacija)
2. zaj=0,1,...
1. ako je |77] = 2k tada zavrsi;
2. odredi p'(g;) za1=0,1..; (Rangiranje)
3. Tt =9 gdje jet' =77\ p'(g;) za i =0,1,... (Izbacivanje i
ig=max{i:|f—G(&t)f| <e}; Aproksimiranje)
4. ako je |77t = |779| tada zavrsi;
5. gj+1 = G(t; ) f. (Aproksimiranje)

Algoritam generira konac¢ni padajuci niz (Sy i) potprostora od Sy, i odgo-
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varajuéi niz aproksimacija (g;) sa svojstvima
(@) e @) If —gll <e

Zadnja aproksimacija u tom nizu je, naravno, ona sa najmanje ¢vorova te ce
biti dana kao izlaz.

Korak 2.3 zahtjeva pretrazivanje kroz moguce nizove ¢vorova da bi se
pronasao onaj najkrac¢i dozvoljeni, Sto ¢e se u danoj implementaciji postici
binarnim pretrazivanjem. Medutim, postoji mala Sansa da takav pristup
neCe pronac¢i najmanji moguci niz.

Napomenimo jos da su u ovoj implementaciji koraci 2.3 i 2.5 spojeni u
jedan, posto se g;;1 tako i onako racuna u koraku 2.3 da bi se provjerilo da
li je greska manja od .

Iskustvo je pokazalo da se u najvise slucajeva vec¢ina ¢vorova izbaci u
prvih nekoliko iteracija, ali bi zbog efikasnosti bilo dobro ukljucivanje testa
koji bi kontrolirao da broj iteracija bude mali, primjerice manji od 5.

2.3 Rangiranje ¢vorova

Pretpostavimo ponovo da je t dani niz ¢vorova i da je f € & = Siq
dani splajn. NaSa strategija za odredivanje ¢vorova koje treba izbaciti, tj.
strategija za odredivanje podniza p’ od t, ovisi o proceduri dodjeljivanja
tezina w; svakom unutrasnjem cvoru od ¢. Nenegativan realan broj w; biti
¢e gruba mjera znacaja ¢vora t; u reprezentaciji splajna f.

Postoji puno nacina na koji mozemo mjeriti znacaj ¢vora t;. Ovdje ce
se to izvesti na slijede¢i nacin: za svaki unutrasnji ¢vor ¢; od t definiramo
potprostor S; od Sy ; sa §; = 5, 4, gdje je

=\ (tprr, o ty),
i gdje je
p=max{i:t; ;1 =1t}
lijevi multiplicitet od ¢;. Primjetimo da vrijedi
S§;CcS . C-CSj_1 CS.
Sada se mogu izre¢i dva razumna uvjeta na tezine wj:

(i) ako je f € S, tada je w; = 0;
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(1) ako je p > 1, tada je w; > w;_.

Osnovna ideja je da w; bude aproksimacija od dist(f, S;) u nekoj normi.
Koristit ¢emo |||z = || @] ¢, koja je zapravo samo max-norma B-splajn ko-
eficijenata od f — ¢ kada se prikaze kao splajn iz S;;. Uz takve pretpostavke,
za i = 1 definiramo

wy = min I~ glle= 1 = Jyle

Za p > 1, pretpostavimo da smo ve¢ izracunali w;_1 i f;_1 € S;_1. Defini-
ramo f; € §; kao rjeSenje minimizacijskog problema

1fi-1 = fill— = min || f;—1 — glls-1,
gESj
gdje je t/~! niz ¢vorova koji odreduje S;_;. Tada postavljamo da je

wj = wj_1+ ||fj71 - fj”tffl-

Nastavljamo dalje sa izvodom matri¢ne formulacije ove jednadzbe.

Radi pojednostavljenja oznaka, stavimo da je 7 = ¢/ niz ¢vorova od ;.
Tada S;_; ima niz ¢vorova jednak ! = 7 U {z}, gdje je z = t;. Neka su v
i [ cijeli brojevi takvi da je

Tv— < Ty—1+1 = =Ty < z2 < Ty,

pa je prema tome, [ multiplicitet od z u #/~!. Pretpostavimo da je

n

g = Z Ci - Bi,k,‘r € Sk,‘r-

i=1
Posto je Sg.r C Sk ruiz}, imamo

n+1

9= Zéz “Bik oz

i=1
gdje je, uz pomo¢ Boehmovog teorema (1.11)

C; Zaizl,...,l/—k,
éi: /Mcz-—i—)\ici,lZai:l/—k—i-l;---;l/_la
Ci_1 ZaZ':l/*l‘i‘].,...,n‘l‘].,
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uz
P S R el 2.1)

)
Tit+k—1 — T4 Tit+k—1 — T

¢ = Be,
gdiejec=1[cy 4, - co ] é=1[Ch g, - ¢y, i
r1 0 e 0 0 7
Av k4l Po—kg1 * 0 0
B=| U Mmoo (2.2)
: D w1 0
0 0 st )\yfl HV*l
L O 0 - 0 1

matrica sa k£ — [ 4+ 2 redova i £ — [ 4+ 1 stupaca. Primjetimo da za svaki i
imamo

Jednakost slijedi direktno iz (2.1). Nejednakost se jednostavno vidi iz

2 — Ti—1 Tit+k—1 — < Z = Ti—1 Tit+k—1 — <
pio1+ Ai = + 2 + =1
Tit+k—2 — Ti—1 Tivk—1 — Ti Tit+k—1 — Ti—1 Tit+k—1 — Ti—1

Relacije (2.3) povlace da je p; 1 — p; > 0 za svaki 4, Sto znaci da p; opadaju
kada 7 raste. Posto je A; =1 — p;, A\; rastu sa .

Za dani
n+1

fi1= Z di + Bikruizy € Skrufz)s

i=1
predlazemo aproksimaciju

n

fi= Z Ci* Bigr € Skr

i=1

danu kao partikularno rjesenje [°° minimizacijskog problema

mcin o(c), (2.4)
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uz
c°
¢(c) = max{||d’ — |, |d' — Bc'|.[|d* |}, e=|c"|, (25
c?
gdje je norma vektorska max-norma, i gdje su
do - [dla BRI dufkfl]Ta CU - [Cla SR Cufkfl]Ta
dl - [dufka B dufl+1]Ta cl - [Cufka R Cufl]Ta
d2 - [d,/,l+2, B dn+1]T7 02 = [CVfH»la R Cn]Ta

i uz matricu B danu sa (2.2). Motivacija za rjesavanje problema (2.4) je ta
da, ako je c vektor B-splajn koeficijenata od f;, tada postoji pozitivan broj
Dy, «, ovisan samo o k, takav da vrijedi (v. [3], [4])

Dy to(e) <|Ifj = fizillie < 0(0).

Stovise, diskretan problem (2.4) jednostavniji je za rjesavanje nego odgo-
varaju¢i L problem. Opéenito, problem (2.4) nema jedinstveno rjesenje.
Rezultat se dobiva stavljanjem ¢’ = d° i ¢? = d”, i onda definiranjem ¢' kao
rjeSenje problema

1rncin||d1 — Bc||. (2.6)

Tada postavljamo da je

0 zal=1,

Wj—1 7Za [ >1. (27)

w; = ||d" — Be!'|| + {
Minimizacijski problem (2.6) je [*° problem s jednom jednadzbom vise od
nepoznanica.

Pretpostavimo sada da smo, na neki nacin, svakoj unutrasnjoj tocki od ¢
pridruzili tezinu w;. Za svaki i trebamo odrediti niz ¢vorova p' = (pt, ... pi)
koji ¢e biti uklonjen u slucaju da zelimo izbaciti ¢ ¢vorova. Jedna mogucénost
bi bila da uzmemo da je

p’L = (tpu e Jtpi)J
gdje je (p1,...,p;) poredak unutrasnjih ¢vorova odreden pomocu rastuéih
vrijednosti od w;, drugim rijecima vrijedi w,, < --- < w,,. Pokazalo se u
praksi da ovaj odabir dobro funkcionira ako su w; dobro separirani na realnom
pravcu, $to je obi¢no tocno ako f ima malo ¢vorova. Ako pak f ima puno
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¢vorova, tada su w; obi¢no grupirani u jednu ili vise velikih grupa sa malom
razlikom u vrijednostima izmedu tezina iz iste grupe. U takvoj situaciji ¢ini
se pretjerano da se ¢vorovi urede po strogo numerickom poretku. Posto tezine
osiguravaju samo grubu ocjenu relativne vaznosti nekog ¢vora, bolje bi bilo
da se ¢vorovi podjele u grupe, i da se onda nekako iz svake grupe izbace
¢vorovi uniformno.

Jedan nacin da se to implementira je slijedeci: Neka je b = max; wj, i
neka je

0=z <21 < - <x7=0b

particija intervala [0, b] na ¢ podintervala I; = [z;_, ;) (j =1,...,¢q). Pro-
motrimo prvi interval Iy, i neka su u; < ... < u, ¢vorovi iz t ¢ije su tezine u
I,. Tada izvodimo da je

P’ = (uj,...,uy,) zap=1,...r

gdje je
= |-

1
—|——J zaj=1,...,p.
D 2

Drugim rije¢ima, iz prve grupe ¢vorove izbacujemo manje-vise uniformno po
indeksima. Definiramo p’, za j > r, uzimajuéi sve évorove iz prve grupe i
onda odabiruci ¢vorove uniformno iz druge grupe na isti nacin. Ako prve
grupe, i tako dalje.

Nista jos nismo rekli o odredivanju particije (z;)_;. Ako stavimo da
svaki podinterval I; bude dovoljno mali, dobit ¢emo poredak ¢vorova prema
rastu¢im vrijednostima tezina, dok bi veé¢i podintervali dali implementaciju
gornje procedure. U danoj implementaciji strategije za izbacivanje ¢vorova
koriste se 7; =2 2c zai=1,...,q.

2.4 Specijalni [*° problem

U ovom odjeljku promatrat ¢emo problem

min |[Be — b, (2.8)
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gdje je b€ R* i ¢ € R* ', a matrica B € R*™*(™1) ima oblik

(g 0 --- 0 0 7
Ag pg --- 00
B— | : (2.9)
- Hn—2 0
00 )\nfl,unfl
L0 0 - 0 A, |

uz
l=m >p = Z2pp1>t =0, N+w=1zai=1,...,n (2.10)
Norma u (2.8) je vektorska max-norma. Iz relacija (2.10) slijedi da je
D= <A< <A1 <A\, =1

Ovo je, zapravo, minimizacijski problem koji se pojavio kod racunanja tezina
w;, 1 za implementaciju nase strategije reduciranja podataka vazno je imati
efikasan i stabilan algoritam za racunanje (2.8).

Tako je poznato da problem oblika (2.8) ima rjesenje za proizvoljnu ma-
tricu B, za jedinstvenost su nam potrebni i dodatni uvijeti. Kazemo da
m xn matrica A, gdje je m > n, zadovoljava Haar-ov uvjet ako je svaka n xn
podmatrica nesingularna. Ako pak B zadovoljava Haar-ov uvjet, rjesenje je

jedinstveno (v. [17]). Ako oznac¢imo da je r(c) = b—Be, r(c) = [ry,..., ",
i daje h = min.||r(c)||, u nasem slucaju moze se pokazati da vrijedi |r;| = h
zasve i =1,...,n. Zbog toga trebamo promatrati sistem
b — B c = s;h

zai=1,...,n, gdjeje b=1[by,...,b,]" i B] je i-ti redak matrice B, dok su
s;=*x118=/[sq,...,s,)7. Neka je sada z = [21,...,2,]] € R" takav da je
z #0uz

Z 22182 = 01

i=1

Sto vrijedi zbog linearne zavisnosti redaka matrice B. Tada je

z'b = hz's,



2.4. SPECIJALNI L*° PROBLEM 35

i odatle
RER

2"s|

h

Desna strana se minimizira ako s odaberemo takav da vrijedi s; = sign (z;),
za z; # 0. U naSem slucaju moze se izvesti da je, uz odabir z, = 1, z; =
(—1)""7 det(B;j), gdje je B; matrica reda n — 1 dobivena od B izbacivanjem
j-tog reda. Za matricu B danu sa (2.9), zbog (2.10) imamo

det Bj e '/Ljfl)\j_H i )\n

>0
za 7 = 1,...,n, pa B zadovoljava Haar-ov uvjet. Dakle, rjesenje naseg

minimizacijskog problema mozemo dobiti pomocu rjesenja linearnog sustava
od n jednadzbi i n nepoznanica:

Ax =0b,

gdje je
A — [B,S] c Rnxn’
s; = (—1)"Jsign (det B;) = (—1)", j=1,...,n,

i matrica A ima oblik

w0 0 0 (~1)" 7
)\2 Mo 0 0 (—1)"72
A- |V (2.12)
. Hn—2 0 1
0 0 Xt 1 —1
00 -0 A, 1 |
Ako T = [x1,...,2,]" rjesava Ax = b, tada je rjesenje ¢ = [c1, ..., ¢, 1T od
(2.8) dano sa ¢; = xj za j = 1,...,n — 1. Takoder, imamo da je |z,| =h =

min, ||b — Bel|. Prvo pokazimo da je sisitem Az = b dobro uvjetovan.

Lema 2.1 Pretpostavimo da je A dana sa (2.12), i da vrijedi (2.10). Tada
je A nesingularna. Stovise, ||A Yoo =1 2an =2, i [[A s < 4n — 6 za
n > 3.
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Dokaz: Slucaj n = 2 je trivijalan, pa pretpostavimo da je n > 3. Ako
razvijemo det A po zadnjem stupcu, uz upotrebu (2.11), dobivamo

det A= "det B; =2 iy f1jAjs1 - An. (2.13)
7=1 7=1

Slijedi da je A nesingularna.
Da bi ogradili inverz od A, za dani b = [by...,b,|" € R", neka je z =

[z1,...,2,]" = A 'b. Cramer-ovim pravilom dobivamo

1 Z” -
det A (*1) +]b]‘ det B]‘,
j=1

Ty —

i odavde (2.13) daje da vrijedi |z,| < ||b]|. Neka je p najveéi prirodni broj
takav da je p, > % Posto je uy =11 p, = 0, ocito je 1 < p < n. U sustavu
Ax = b, mozemo rijesiti i-tu jednadzbu s obzirom na x; zai =1,...,p,is
obzirom na x;_1 zat=n,n —1,...,p+ 1. Tada dobivamo

T = b1 + (_1)”1‘71;

1 .
Ty = —[b] — )\j.’Ej,1 + (—1)n7]+1l‘n] zZa ] = 2, ey Py (214)
Hj
i
Tp—1 — bn — Tn,
1 .
1= 3ol = e+ ()" e zai=n—ln-2..p+l
J
(2.15)

Treba primijetiti da u (2.14) imamo da je p; > 11 A;/p; < 1. Koristedi tu
¢injenicu, zajedno s nejednakoséu |z,| < ||b||, dobivamo da je

wal <20l lagl < 4Bl + o] zaj=2,....p.

Zbog toga je
7] < (45 =2)[|b]] zaj=1,....p. (2.16)

Na isti nacin iz (2.15) postizemo da je |z, 1| < 2||b|| 1 |z,;-1| < 4||b]| + |z,],
tako da je
ol < 45— 2Bl s j=1,..,n—p. (217)
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Nejednakosti (2.16) i (2.17) sada povlace da je |z,| < (4n — 6)||b]| za p =
1,...,n. Oznac¢imo da je A" = (Qij)ijzi i |A s = max; s; =:
max; Y0 |, i daje b = [sign (@), ..., sign (aiyn)]”. Onda je naravno
|b|lc = 1, a posto je x = A 'b, tada je s; = z; < 4n — 6, i to mozemo
napraviti za svaki 7. Dakle, dobili smo da je ||A || < 4n — 6. |

Iz ove leme i (2.10) dobivamo

Koo(A) = [[ Al | Ao < 2(4n = 6),

za n > 3, gdje je kKoo(A) uvjetovanost matrice A obzirom na max-normu.
Za nasu upotrebu n nece biti ve¢i od stupnja polinoma kojeg ¢emo koristiti,
Sto ¢e najceSce znaciti da je n manji od 10. Linearni sistem Ax = b je zbog
toga dobro uvjetovan.

Dokaz Leme 2.1 takoder sugerira algoritam za rjesavanje sistema Ax = b,
gdje je A dan sa (2.12):

1. Odredi najveci p takav da je p, > %
2a. Izvedi Gauss-ove eliminacije na jednadzbama 2, ..., p eliminirajuci
x;_ 1 iz i-te jednadzbe za 1 = 2,...,p.
2b. Izvedi Gauss-ove eliminacije unatrag na jednadzbama n — 1,n — 2,
...,p~+ 1, eliminirajuci z; iz i-te jednadzbe zat=n—1,n—2,...,
p+ 1.
3. Iz reduciranih jednadzbi broj p i p + 1 izracunaj z, i x,.
4a. Odredi z; iz reducirane i-te jednadzbe za i =p—1,p—2,... 1.
4b.  Odredi x; ; iz reducirane i-te jednadzbe za i =p+2,...,n.

Posto uvijek dijelimo s brojem koji nije manji od %, algoritam se uvijek

moze u cijelosti izvrsiti, a jedini porast elemenata u A tokom eliminacija
dogada se u zadnjem stupcu. Ipak, lagano se vidi da su svi elementi u
zadnjem stupcu ogradeni s n u svakom koraku eliminacija, pa zakljucujemo
da je algoritam stabilan.

2.5 Koeficijentne norme za splajnove

Za strategiju izbacivanja ¢vorova vrlo su vazne dobre metode za racunanje
aproksimacije splajna koja je iz nekog potprostora. Zapravo, svaka metoda
aproksimacije sa fiksnim ¢vorovima moze posluziti. Kao sto smo vidjeli,
specijalni problem takvog tipa pojavio se pri dobivanju mjere vaznosti unu-
trasnjeg ¢vora u reprezentaciji splajna.
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Pretpostavimo da je dan g € Sk -, i da je, kao i prije, 7 podniz od .
Neka su ¢ = (¢;)7_; i d = (d;){2, B-splajn koeficijenti od g u S -, odnosno
u Si¢, tako da je

n

g = chBj,k,‘r = Z d; B j ¢ (2.18)
i=1

j=1

Matricu B tipa m x n, gdje je n < m, takvu da je d = B¢ zovemo B-splajn
matricom za ubacivanje évorova (knot insertion ili KI-matrica) reda k s T u
t (v. [2], [6]). Elementi b; ; matrice B su nenegativni i vrijedi da je

bij=1 rai=1,...,m, (2.19)
j=1

sto slijedi iz Leme 3.4.

Jednakost (2.19) kaze da je suma elemenata u danom retku od B jednaka
1. U 2.3 odjeljku pokazali smo da sli¢no vrijedi i za sume u stupcima od B
za specijalni slucaj kada je m = n + 1, a slijedeca lema to generalizira.

m,n

Lema 2.2 Pretpostavimo da je B = [b;;];2", Kl-matrica reda k s T =

(Ty)?if ut= (tl)?jk Tada vrijedi

m

Zbi,j(tH—k — tl) =Tj+k — Tj Za ] = 1, 2, Lo, n. (220)

i=1
Posebno, imamo jos

m

b1l zaj=12,..n (2.21)
=1

Dokaz: Po definiciji od b; ; imamo da je d; = 2?21 b jcj, pa ako u (2.18)
stavimo da je g = By -+, za kojeg vrijedi da je ¢; = d;,, dobivamo

Biyr = Z bi i Bi k.t (2.22)
i—1

Ako sad [ zamijenimo sa 7, i integriramo obje strane jednakosti, zbog fR Bipr=
(Tj+x — 7;)/k dobit ¢emo (2.20).
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Radi linearne nezavisnosti i kona¢nog nosaca B-splajna, iz (2.22) posti-
zemo da je u (2.20) b;; # 0 samo ako je [t;, t; k] C [75,Tj1k]. Zbog toga
je

wa ik = 1) < max(tise —t Zb,], (2.23)

gdje je max;(ti1y —t;) < Tjqp — 75. 12 (2.23) 1 (2.20) slijedi (2.21). |

Pretpostavimo da je f € S; ., i neka je t = (¢ );”J“k bilo koji niz ¢vorova

koji sadrzi 7. Posto je Sy C Sk, [ mozemo zapisati kao f = Z]: d;Bj it
za neke (d;)j2,. Tada definiramo klasu normi na Sy, sa

(Z d4|pm>”” sal<p< oo
[ fllwt = 3 15T SP (2.24)
max; |d;| za p = 00,

Oznacimo sa d = (d;)7L, vektor B-splajn koeficijenata od f u Sis, a sa
c = (¢;)7—; vektor B-splajn koeficijenata od f u S . Tada je

d = Be, (2.25)
gdje je B Kl-matrica. Zbog toga je

1
| fllwe = | B Bel, (2.26)

gdje je Ei/p m x m diagonalna matrica sa elementima

— 1/p <p
€ii = { [(tH—k ti )/k] za 1 S p <o, (227)
' 1 7a p = 00,
zai=1,....m, i, = v;|P)/P je obitna [P vektorska norma. To su

diskretne (I°°,t) norme koje smo koristili u 2.3 odjeljku.

Dobro je poznata ¢injenica da kontrolni poligon splajn funkcije konvergira
prema splajnu koga reprezentira kada se niz ¢vorova profinjujue. U nasoj
terminologiji to znacéi da (I°°,¢) norma konvergira prema L* normi splajna
(v. [4)).

Slijede¢a propozicija pokazuje da postoji slicna relacija za (I?,t) norme.
Posebno ¢emo pokazati da se (I?,¢) norma i L? norma razlikuju za veli¢inu
koja je ‘mala’ ako je f ‘glatka’.
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Propozicija 2.3 Za proizvoljni f € Sy, niz ¢vorova t i T podniz od t, te
za p koji zadovoljava 1 < p < 00, vrigeds

Dy fllime < I fllee < 1F llie < I1F oo (2.28)
gdje konstanta Dy ovisi samo o k. Stovise, ako je T = (Tj);if, tada je
1 1
1fllizz = [ fll2 <22 (Tnar — 1) Dy oo (f), (2.29)

gdje je w(f) = max;{|f(x) — f(y)| : 2,y € [Tjs1-k, Tjrh—1]} & Di,oo < Dy

Dokaz: Za dokaz prve dvije nejednakosti u (2.28) vidi referencu u [9], dok
¢emo zadnje dvije dokazati ovdje. Zapravo moramo pokazati da je

1
|E,”Be|, < | EY?c|,, (2.30)

gdje je ¢ vektor B-splajn koeficijenata od f u Sy . Za p = oo ova nejednakost
slijedi direktno iz (2.19) i iz ¢injenice da su b; j-ovi nenegativni:

n n
1Beli = [ Y bijeil < bijle] < el
p =1

Pretpostavimo da je p < oco. Tada je

|E,*Bell? = Z Zb

i=1 | j=1

z-l—k t

Koristeéi nejednakost trokuta, Holderovu nejednakost i (2.19) dolazimo do

P n P
< (Z(|cj||bi,ﬂp><bz~,j|)1W)

J=1

n
<D lellbigl-
j=1

4,5%]

Odavde, uz (2.20),

m

1 z+k
|E"Be|lt < ZZ ;1P |y A— |EYclE.
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Ovo dokazuje (2.30), i dokaz za (2.28) je potpun.
Za dokaz nejednakosti (2.29), neka je B; = Bjj,. Prisjetimo se da je
[ Bj = (7j+ — 7;)/k-. Po definiciji (17, 7) norme (2.24), i (2.28) slijedi

e e = W flle2)® < W F e — (1112

_ /ilc?Bj(x)dx—/ (ilchj(:r)>2dx

=5 X @ BB

1<2,7<n
< 5 mas e — o )
< = max |¢; — ¢ (Togr — T1).
2 i j|<k g1 ATk
Koristili smo ¢injenicu da je [ B;B; =07za |i—j| >k, idaje) ;. B, =1.
Slijedi, ako je f =", ¢;Bjk+, da je

1 1
0 <Nl e = NIflle <272 max e — ¢j|(Togr — 7)2. (2.31)

X
li—jl<k
Da bi dokazali da iz (2.31) slijedi (2.29), prisjetimo se da vrijedi (v. [3], [4])

|6j] < Droo  max  [f(y)],

Tj+1 SYSTjpk—1

gdje je Dy < Di. A odavde izvodimo, uz ¢injenicu da je za fiksno x

fy) = flx) =370 (e — f(2)) Bk (y),

lc; = f(#)] < Dpoo sup | f(u) = f(v)]

UE[T],Tj k]

za x € [1;,Tj1x]. Uz pretpostavku da je i —j| < k, i odabiruéi z € [1;, 44| N
[7;, Tj+k), dobivamo

¢ — il < lej = F@)| + i = F(@)] < 2Dgo(f).

Kombinacija ovoga s (2.31) dovrsava dokaz od (2.29). [

Najednakost (2.28) povlaci da za 1 < p < oo vrijedi || fllw+ < Di|| f|iw.t-
Drugim rijecima, B-splajn koeficijenti od f na 7 mogu se ograditi, na odreden
nacin, sa B-splajn koeficijentima od f na ¢ neovisno od 7 i t. Primijetimo da
taj rezultat takoder slijedi iz Leme 2.1 za specijalni slucaj kada je t = 7U{z},
gdje je konstanta Dy, zamjenjena sa 4k — 6.
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U ovoj implementaciji aproksimacije, u procesu kojeg smo u 2.2 odjeljku
nazvali aproksimiranje, tj. za operator G, koristi se aproksimacija u (I2, )
normi. Zbog toga je vazno imati ogradu za uvjetovanost ovog minimizacijskog
problema.

Za dani f € S+ 1 T podniz od t definiramo ¢* = Gf € S; > kao najbolju
aproksimaciju od f u (I?,¢) normi, tj.

||f - Gf||l2,t = glg‘lgili ||f - .(1||l2,t-
n

Koriste¢i (2.30) vidimo da je vektor ¢ = (¢;)}_; B-splajn koeficijenata od
Gf = Z?:l ¢;Bj k.~ rjesenje problema najmanjih kvadrata

1
min ||EZ (Be — d)| .. (2.32)
ceR”

Kao i prije, B je KI-matrica sa 7 u t. Pokazimo da B ima puni rang, tako
Sto ¢emo pokazati da su njegovi stupci linearno nezavisni. Pretpostavimo da
je >2i_ycibi; =0 zasvaki i = 1,...,m. Tada iz (2.18) i (2.25) dobivamo
dajed; =07zai=1,...,m, iz ¢ega slijedi, ponovno iz (2.18), da je g = 0.
Zbog jedinstvenosti rastava, mora biti ¢; = 0 za svaki j = 1,...,n. Dakle,
zbog toga Sto B ima puni rang i jer je Et% nesingularna, rjesenje od (2.32) je
jedinstveno. Slijedec¢i rezultat pokazuje da, ako uvedemo pogodno skaliranje

u (2.32), dobivamo problem ¢ija je uvjetovanost ogradena izrazom koji ne
ovisiotiT.

Propozicija 2.4 Pretpostavimo da je T C t, i neka je

N[ =

1 _
F = E}BE,",

gdje je B Kl-matrica reda k sa 7 u t, o E; 1 E, su dijagonalne matrice
dane sa (2.27). Tada vrijedi

1F ||| |2 < Dy (2.33)
gdje je Dy konstanta iz (2.28) i F' = (F"F)"'F",

Dokaz: Imamo da je |F|ls = Omax 1 ||[F']]2 = 1/0min, gdje su Omax 1 Omin
najvec¢a i najmanja singularna vrijednost od F'. Dakle,

e = max||Felo/llells. o, = min | Fels/ ]
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Ali, tada iz (2.26) i (2.28), ako se stavi da je vektor B-splajn koeficijenata od
f jednak E?¢, dobivamo

Dy 'lell: < [[Fellz < el

Odavde slijedi (2.33). |

k 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11
D, 1.00 2.41 5.20 10.03 21.32 40.90 86.37 166.41 348.56 674.29 1402.95

Slika 2.1: Izrac¢unate vrijednosti od Dy,

Iz ovog rezultata slijedi da bi moglo biti bolje da se uvede skaliranje u
(2.32) i rijesi
1 1
min |E} (BE;*x — d)||,, (2.34)

xreR?

posto je uvjetovanost ovog problema neovisna o nizovima c¢vorova 7T i t.

Rjesenje od (2.32) je tada dano sa ¢ = E;%m.

Kao sto smo ve¢ prije spomenuli, koristili smo najbolju aproksimaciju u
(1%,t) normi u danoj implementaciji aproksimiranja (odjeljak 2.2). Koristili
smo diskretnu normu, jer je jednostavnija i brze se s njom radi, i (1%, ) normu
zbog toga sto dovodi do linearnog sistema jednadzbi-normalnih jednadzbi,
i aproksimira L? normu vrlo dobro (Propozicija 2.3), bez da se ikada izgubi
puni rang. Nedostatak (I%,%) norme je da greska mjerena tom normom ne
daje nikakve informacije o razlici izmedu splajna f i njegove aproksimacije
g u odredenoj tocki z. Iz tog razloga, izabrali smo da ¢emo mjeriti gresku
u (I°°,t) normi. Po propoziciji 2.3 tada imamo |f(z) — g(z)| < £ za svaku
tocku x, sto je bitno u mnogim aplikacijama.

Op¢enito, problem najmanih kvadrata kao Sto je (2.34) trebao bi se
rijesiti koristec¢i ortogonalne transformacije. Ipak, u ovom posebnom slucaju,
pokazali smo da je uvjetovanost problema najmanjih kvadrata ogranicena
s Dy. Tablica 2.1 pokazuje izra¢unate vrijednosti od Dy, ..., Dy (za refe-
rencu vidi [9]). Kao $to je de Boor primijetio, za ove brojeve vrijedi da je
Dy, = O(2%). Na kraju zaklju¢ujemo da je, za male vrijednosti k, sigurnije
rijesiti (2.34) pomocu rjesavanja normalne jednadzbe, posto je njihova uvje-
tovanost ogradena sa D3.
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2.6 Izbacivanje ¢vorova kod parametarskih
B-splajn krivulja

U ovom odjeljku prosirit ¢emo tehnike koje smo koristili za izbacivanje
¢vorova kod splajnova na parametarske splajn krivulje.

Parametarska B-splajn krivulja fu R reda k, sa évorovima t = (tl);rjk,
je krivulja u R? kod koje je svaka komponenta B-splajn funkcija s istim nizom

¢vorova t, tj. ako definiramo vektor funkciju by = (B g, ..., Bmit)”, tada
je
- T = T “ T
f= (fla"'afd) = Z (c},---,c?) Bikt = ZCiBi,k,t =b,c
i=1 1=1

za odgovarajuce vektore (¢;)™, u R

Prisjetimo se nejednakosti (2.28) i napomenimo da se za parametarske
krivulje ona primjenjuje za svaku komponentu posebno. U ovom odjeljku
koristit ¢emo samo (IP,¢) norme za p = 2 i p = oc.

Ako zelimo aproksimirati parametarsku B-splajn krivulju sa ¢vorovima
t minimiziranjem (/?,¢) normi greske svake komponente, moramo rijesiti
probleme tipa (2.32) za B-splajn koeficijente svake komponente, ali sa E,
i B = By, ,; fiksiranim, gdje je By ,+ B-splajn Kl-matrica reda k£ sa T u
t. Pa, neka su dane tocnosti &€= (¢,...,4) i norma ||| na Sgs. Problem
koji zelimo razmotriti je pronalazenje najkraceg moguceg niza ¢vorova T, uz
T C t, i splajn krivulju ¢ = (@', ..., ¢N7T gdje je svaki ¢' iz S, takav da je

Ponovno, ne tvrdimo da ¢emo stvarno nac¢i najkra¢i moguéi niz ¢vorova T
takvih svojstava, ve¢ samo splajn sa koliko je to moguce malo ¢vorova.

Prvi korak rjesavanja bit ¢e pridruzivanje tezina w;- svakoj komponenti
f* u svakoj unutrasnjoj tocki ¢; od ¢t. Ove tezine bi, kao i prije, trabale biti
mjera znacaja ¢vora t; u reprezentaciji splajna f Prirodan pristup bio bi
da definiramo da w} bude udaljenost izmedu f* i potprostora S; = Sg.\1,}
dobivenog izbacivanjem t; iz t. Preciznije, ako je t; jednostuki cvor od ¢

postavljamo da je
wh = dist (f*,8;) = min 1%~ glli - (2.36)

Minimizacijski problem (2.36) ima lokalno rjesenje koje se moze naéi s O(5k)
operacija za splajn reda k, Sto se vidi iz odjeljka 2.4. Analogno se pronalaze
i tezine za viSestruke ¢vorove.



2.6. PARAMETARSKE B-SPLAJN KRIVULJE 45

Tezine nam trebaju da bi odredili u kojem poretku bi se ¢vorovi tre-
bali ukloniti iz ¢. Jedna mogucnost je da definiramo da je w; = max; w;-
i izbacujemo cvorove prema rastu¢im wj-ovima. Ovo dobro funkcionira u
nekim slucajevima u kojima su sve komponente vektora tocnosti jednake,
ali ima i neke ocite nedostatke. Na primjer, ne radi za kruznicu gdje su
sve tezine priblizno jednake. Osim toga, smatra se da je vazno dozvoliti ra-
zlicite tocnosti za komponente krivulje. Umjesto toga koristit ¢emo slijedeci
pristup. Svakom cvoru ¢; pridruziti ¢cemo rangirajuci broj

vj = max y;,

(3

gdje je v} takav da je w} € If,; Definirajmo I} = [0,¢;/2), Ii = [;/2,¢i),
a opcéenito I; = [277%,;,27 ;) za 5 = 1,2,3,.... Neka je v; <, <+ <
vj, poredak rangirajucih brojeva [ unutrasnjih c¢vorova od ¢ u nepadajucem
poretku. Ako zelimo ukloniti ¢ ¢vorova iz ¢, tada ¢e se izbaciti svi ¢vorovi
s rangiraju¢im brojem manjim od v;,. Preostalih, recimo, p ¢vorova izabrat
¢emo medu svim ¢vorovima s rangiraju¢im brojem v; na ‘uniformni’ nacin
Sto se tice indeksa, kao u odjeljku 2.3.

Na taj nacin smo modificirali korak rangiranje u algoritmu danom u
odjeljku 2.2. U koraku aproksimiranje, ako je niz ¢vorova 7 dan, uz 7 C t,
aproksimacija ¢; od f; iz S » dana je kao jedinstveno rjeSenje problema na-
jmanjih kvadrata

min |11~ gl

U izbacivanju se koristi aproksimiranje na svakoj komponenti od f da bi
se odredio najvec¢i broj ¢vorova koji se mogu izbaciti tako da odgovarajuca
splajn aproksimacija postize gresku manju od zadane tocnosti. Razumna je
pretpostavka da se greska aproksimacije od fpoveéava s brojem c¢vorova koji
se izbacuju. Broj koji se konacno izbacuje, moze se zbog toga odrediti binar-
nim pretrazivanjem. Drugim rijecima, prvo se pokusava ukloniti polovica
unutrasnjih ¢vorova i izracuna se pripadajuca aproksimacija i njena greska.
Ako je greska manja od to¢nosti, tada ¢emo pokusati izbaciti 3/4 ¢vorova, a
ako je greska veca od toénosti, pokusavamo sa 1/4 ¢vorova, i tako dalje.

Rangirange, izbacivangje, i aproksimiranje moze se upotrijebiti na gore
navedeni nacin kako bi odredili niz ¢vorova 71 uz 71 C t, i aproksimaciju qgl
od fsa ¢vorovima 71, takvu da je greska manja od € Ako 7 nema vise
niti jednog unutrasnjeg ¢vora, mozemo biti vrlo zadovoljni jer smo izbacili
sve moguce c¢vorove. U drugoj krajnosti imamo da je 7; = ¢, Sto znaci da
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niti jedan ¢vor nije bio izbacen. Opcenito, rezultat ¢e biti izmedu ove dvije
krajnosti. Tada mozemo pokusati izbaciti jo§ ¢vorova na slijede¢i nacin.
Rangiraju se ¢vorovi 71 od <51, i iskoristi se korak izbacivanje da bi se dobio
niz ¢vorova 7o Uz 79 C 71 C t, ah se u aproksimiranju uvijek racuna aproks1—
macija od originalnog splajna f Na taj nacin dobivamo aproksimaciju ¢2 od
f na ¢cvorovima Ts. Taj postupak moze se nastaviti sve dok se vise ne moze
ukloniti niti jedan ¢vor.

Sto se tice normi, s ciljem kontrole greske po totkama, preporuéa se
koristenje (I°°,¢) norme da bi se mjerila greska u (2. 35) Napomenimo jos da
reducirana krivulja ¢ nasljeduje parametrizaciju od f

U prethodnim odjeljcima naznacili smo opéu metodu za modeliranje spla-
jnom funkcije jedne varijable ili podataka, baziranu na redukciji podataka.
Pokazat ¢emo kako se ta tehnika moze prosiriti na parametarske krivulje.

Pretpostavimo da je dano m tocaka (p]) *, u R?. Najéesée imamo da je
d = 2 ili d = 3. Da bi modelirali kubi¢nu splaJn krivulju po tim tockama,
nastavljamo na slijede¢i nacin. Neka je f:(t) po dijelovima linearan inter-
polant podataka, koristeci recimo, parametrizaciju akumulirane duljine luka
danu sa fl(tz) =pizai=1,2,...,m, gdje je

P 0, za1=1;
! ti,1+||@*]5},1||12,Zai:2,3,...,m
Eksplicitno, imamo da je

(ti — )iy + (t — ti1)D;

fit) =
ti—tia
na intervalu [t; 1, t;]. Uvodeéi po jedan évor na svakom kraju, recimo ty = t;
1t = tm, f1 mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju linearnih B-

splajnova. Za dani vektor toénosti & € R? mozemo tada izracunati parame-
tarsku kubi¢nu splajn aproksimaciju od f; s greskom manjom od € u svakoj
tocki podataka, u dva koraka:

1. Primijeniti redukciju podataka na f_{ za red k = 2 i tocnost €] < € da
bi dobili novu poligonalnu krivulju fs.

2. Primijeniti redukciju podataka na fé prikazanu kao kubic¢ni splajn ¢iji
je niz ¢vorova ()3t Jednak Ty = =4 =1, Taj1 = Ty =
T3ir1 = tl za i = 2, R 1, i T3m—1 = " = T3m+2 — tm, koristedi
tocnost €, = € — €]. Tako dobivamo kubi¢nu splajn aproksimaciju f_;:,
sa nizom ¢vorova T.
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Treba primijetiti da se ova metoda moze upotrijebiti za dobivanje splajn
aproksimacije bilo kojeg reda k > 2, prikazujuci f; kao splajn reda k umjesto
kubicni splajn u drugom koraku.

Periodic¢ne i zatvorene krivulje predstavljaju problem za proces izbaci-
vanja ¢vorova, jer takve krivulje, opcenito, mogu postati otvorene. Jedan
nacin da se to rijesi je da se uvedu ogranicenja na metodu aproksimacije
najmanjim kvadratima tako da krajevi ostanu fiksirani. Takav pristup ipak
nije sasvim zadovoljavajuéi posto bi razlikovao jednu tocku (pocetnu i kra-
jnju) drzeéi ju fiksiranom, dok bi ostalim tockama bilo dozvoljeno da vari-
raju unutar tocnosti. Bolje rjeSenje postize se ako se vratimo unatrag i malo
promijenimo strategiju izbacivanja ¢vorova za eksplicitne splajn funkcije.



Poglavlje 3

()-splajnovi

3.1 Uvod

U ovom poglavlju zanimat ¢e nas koliko se lijepih svojstva polinomnih
splajnova moze prenjeti na g¢-splajnove (v. [7]). Prvo ¢emo ¢-B-splajn
prikazati kao linearnu kombinaciju odgovarajuc¢ih polinomnih B-splajnova,
zatim ¢emo izvesti njegovu matricu za ubacivanje ¢vorova (knot insertion
ili KI-matrica), gdje ¢emo ubacivati samo po jedan ¢vor, te na kraju dati
priliéno jednostavne i stabilne algoritme za racunanje g-splajna bazirane na
ubacivanju ¢vorova i de Boor-ovom algoritmu.

Pojam ¢-splajna vuce porijeklo iz teorije stapova. Pretpostavimo jednos-
tavan §tap uévriéen u ¢vorovima {(z;, f;)}¥4!; tada je progib stapa izmedu
dva uzastopna ¢vora rjesenje s(z) diferencijalne jednadzbe D?[E - I - D?)s =
0. Ovdje E oznacava Young-ov modul elasti¢nosti, a I je moment iner-
cije poprecnog presjeka. Pretpostavka je da je E -1 = 1/q, ¢ > 0, gdje
je q po dijelovima linearna neprekidna funkcija, sa eventualnim prekidima
derivacije u ¢vorovima. Na taj na¢in dobivamo rubni problem na [z;, z;.1],
zat1=0,...,k:

1
D25D2S =0, s(xi) = fi, s(xiz1) = fixa, 8" () = 57, s(wig1) = 85711,

gdjesu s/ i s/, | odabrani tako da osiguravaju da je s € C?[zg, 441]. Funkcija
koja zadovoljava ovakav rubni problem zove se q-splajn.

Prva dva prikaza ¢-splajna, koja ujedno daju i stabilne algoritme za nje-
govo ra¢unanje, baziraju se na poznatoj jednadzbi za derivaciju Cebigevlje-
vih splajnova i algoritma tipa Oslo. Nadalje, koristit ¢emo poseban kanonski

48
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potpuni Cebisevljev (CCT)-sistem, i neke opce tehnike iz teorije Chebyshev-
ljevih splajnova. Umjesto direktnog racunanja g splajna, prikazat ¢emo takav
splajn kao linearnu kombinaciju splajnova sa malim nosac¢em (B-splajnova),
koji se pak mogu prikazati kao linearna kombinacija obi¢nih polinomnih B-
splajnova. Prvi nacin, koji je neSto jednostavniji za izvesti, daje takav B-
splajn kao linearnu kombinaciju polinomnih B-splajnova 5. reda ali klase
C'. Posto je g-splajn ipak po dijelovima polinom 4. stupnja sa drugom
neprekidnom derivacijom pozeljno ga je, dakle, prikazati preko polinomnog
B-splajna 4. stupnja klase C?, sto ¢emo i uciniti u drugom prikazu. KI-
matricu izracunat ¢emo koriste¢i ovaj drugi prikaz, a iz nje, i iz ¢injenice
da se jednostavnije racuna vrijedost B-splajna u ¢vorovima koji se nalaze u
njegovom nosacu, na vrlo jednostavan nacin dobit ¢emo predzadnji algoritam
koji u sebi sadrzi samo konveksne kombinacije S§to osigurava njegovu stabil-
nost. Zadnji algoritam direktna je generalizacija de Boor-ovog algoritma.

3.2 Osnove Cebisevljeve teorije

Neka je dana particija A = {x; ?;14 uz a < T; < To o < Tpog < b
intervala [a, b], kojoj je pridruzena prosirena particija T = {t;}/!, gdje je
h Sty <tzg<a=ty, t;=mwig2ai=05,...,nit,y =b< thy <thy3 <

tnya. Zatim, neka je ¢ neprekidna, po dijelovima linearna funkcija definirana
sa

Qit1 — 4
[tistiga] — %(ﬁ —t) + @, (3.1)

q(z)

gdje je h; = t;1 1 —t;, i ¢; > 0 za svaki i. Promotrimo CCT-sistem {uy, us, us,

uy} definiran sa:
us(x) = / dsy,

1,
T S T 52 S3
uz(z) = dSQ/ q(s3) dss, uy () :/ dSQ/ q(83)d83/ dsy.

Zelimo konstruirati lokalnu bazu za splajnove koje su po dijelovima linear-
ne kombinacije ovih funkcija, tj. nac¢i B-splajnove T;' € S(4,m,do, A)
pridruzene prosirenoj particiji T', gdje je m vektor multipliciteta cvorova iz

Am=(1,....,1)7 e R"* ido := (dsy, q(s3) dsz,dss)" (vidi [15] za detalje

uy(z) =
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o oznakama). Vaznu ulogu imaju i pridruzene generalizirane derivacije:

1 1 1
Ligjo =D, Lo = gDQ; L3 a0 = D;DQ, Lygo = DQQDQ.

Prvo ¢emo obratiti paznju na reducirani sistem {u 1, uy 2, u1 3}, koji razapi-

nje prostor S(3, m,doM, A), do") = (¢(s3) ds3, ds4)”, na svakom intervalu.
Tada je odgovaraju¢i CCT-sistem:

T T S3
ug(z) =1, wuyo(x) :/ q(s3) dss,  uy3(x) :/ q(sg)ds3/ dsy.

(3.2)
Sada promotrimo manje glatke B-splajnove 733 iz prostora S(3, m, da(V, A),
gdje je vektor multipliciteta m = (2,...,2)” na istoj particiji. Za fiksirani
indeks 7, oznacit ¢emo ¢vorove u novoj prosirenoj particijisa t; =t,_; =1, <
fr+1:
i1 t; it Liva
L T N (3.3)
tr72 tr tr+2 tr+4

a polinomne splajnove na toj particiji sa EJ" Jednostavno se vidi iz definicije

CCT-sistema (3.2) i osnovnih svojstva g-splajna da se Tf moze zapisati kao

s—1
TP (x) = ) ar,;Bj(x) (3.4)
j=s—2
_ s+1
THx) = ) an;Bi(z). (3.5)
Jj=s—1

uz E;‘ € S§(4,m,d\ A), gdje je m = (3,...,3)7 na istoj particiji A i dA
je vektor mjera odreden samo sa Lebesgue-ovim mjerama. Tocke u ovoj
prosirenoj particiji oznacavat ¢emo sa t; = feo=1, 1 =15 < f5+1:

i1 t; bit1 lit2
75575 75572 7§s+1 t:s+4
tsa ls tsy2  lsts
tsf3 ts ts+3 ts+6
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Upotrijebiti cemo op¢i teorem koji je generalizacija derivacijske jednadzbe
za polinomne B-splajnove, na CebiSevljeve splajnove (v. [12], [11], [13]):

Teorem 3.1 Neka je Ly 4o prva generalizirana derivacija s obzirom na CCT-
sistem S(k,da), i neka vektor multipliciteta m = (my,...,m,_4)* zadovo-
lavam; < k—1zai=1,...,n—4. Tada zax € [a,b] ii=1,.. .,k—i—zzl;fmi
vrijedi slijedeca derivacijska jednakost:

TR (x) TR (z)

I Tk r) — i,RgO(D) ~ itldo® 3.6
1,dO07 z,dO’(,E) Ckfl(l) Ck,1(2+1) ( )
gdje je
. livk—1 el
Ckfl(l) Z:/ 1—;7(;0,(1) d()’g, (37)
t

sa vektorima mjera
do = (doy(0),...,dop(0))' e RV doW = (dos(6), ..., doy(5))" € RF 2,

za sve izmyjerljive §.

3.3 1. konstrukcija lokalne baze za prostore
g-splajnova

Jasno se vidi da je reducirani sistem reduciranog CCT-sistema (3.2) za-
pravo prostor polinoma reda 2, pa Teorem 3.1 daje

F 3 o é?il(ﬁ) 7§3("E)
LlTr—l(l‘) - 62(7“ _ 1) 62(7") ) (38)

gdje je Ly := L, jgy = %D generalizirana derivacija za reducirani CCT-
sistem, i

Ci) = [ B ate) .

Posebno,

(2¢; + Git1)h;

(¢ + 2Git1)h;
6 ’ '

Cy(r) = -

Co(r —1) =
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Koristeéi (3.8) i jednostavna svojstva B-splajnova dobiva se da je

s 1 . 1
LT [(t)) = =————, LiT? [(t,,) = =,
' Cor — 1) e Cy(r)
iz cega direktno slijede koeficijenti u (3.4):
o = 2
r—1,5— 2ql + q2+1 Y r—1,5— ql + 2q2+1’
dakle,
= 2 5 2¢i11 5
T2 () = ——B! ,(2) + ———B! | (z). 3.9
1 (z) 20t o B o200 1 (z) (3.9)
Za racunanje va upotrijebit ¢emo jednakosti
Toti) =1, LG = = LX) = =
CQ(T) CQ (’I" + ].)
da bi dobili koeficijente u (3.5):
_ 4i _ _ di+2
Qrs—1 = 5 Qp,s = 1; Ars+1 = 5
2gi+1 + ¢ 2Gi11 + Qito
i konacno
— qi 54 54 qi+2 54
T?(r) = ————B! (z) + Bl(z) + ————=——B (7). 3.10
(x) ¢ + 2qi+1 1) (@) 2qi41 + Giv2 #(@) ( )

Integrirajuéi (3.6) u Teoremu 3.1 mozemo izracunati splajnove viseg reda.

Pocet ¢emo sa jednakoséu

T4 _ 1 ’ T3 . 1 $~3
T, 1(m)—753(7071) /{MTrl(t) dt 53(T)A T3(t) dt, (3.11)

Lagano se vidi iz (3.9) i (3.10) da je

63(7“ _ 1) _ & ( 2q i 2¢i1 )
4 \2¢; + giv1 4 +2¢in
1
4

< qihi Fhit b+ Qiv2hisa )
¢ + 2Gi+1 ' ' 2Gi+1 + Gigo

Cy(r) =
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Iz (3.11), uz upotrebu (3.9), (3.10), i dobro poznate jednakosti za integrale
polinomnih B-splajnova

2+k 1

/ BE(t) dt = l*’“ ZB’f“

o0

gdje je sada {t;} bilokakav nepadajué¢i niz ¢vorova, dobivamo (gledajuci
posebno za x iz svakog od intervala [t;, t; 1] 1 [ti41, Z+2]) da je

~ 1 2¢;  hi
T (z) = G B (x)
Cy(r —1)2¢i + i1 4

4+ < +1+ qi+2 H)B? 1( )

Cs(r) 4 2¢it1 + qiv2 4
1 i hiv1 ~
s T B().

Cy(r) 20it1 + Giyo 4

Na isti nacin je,

~ 1 ; h; ~ 1 i h;

T = BB ) o (K
Cs(r) ¢ + 2¢i1 Cs(r) \ ¢ + 2¢it1
+hz’ + hig

~ 1 2q; hit1 =
) B+ = o ZHB?H(@-
4 Cs(r 4+ 1) Gi+1 + 2¢i+2 4

Slijedeca lema i teorem povezuju op¢e T-splajnove reda 3 i 4 sa analognim
manje glatkim T-splajnovima, koji su laksi za izracunati, i za koje su, u nasem
slucaju, ve¢ poznate eksplicitne formule. Dokazi se mogu naci u [13] i [14].

Lema 3.2 Neka je T? L dor 1
vektor multipliciteta m = (1,...,1)T, i neka je T3

, € 8(3,m,da™, A) Cebisevljev B-splajn reda 3 uz
, €83, m,do™, A) B-

i,do (!
splagn uz vektor multipliciteta m = (2,...,2)" na istom nizu cvorova. Ako
su {to, ... tuss} 1 {ta, ... ton, 1} pridruzene prosirene particije, i r indeks
takav da je t; =1, < t,41, tada je za 1 =2,...,n

3 I a) 73 T3
T o =T oo (i) T gy + T P ao® T Toago i) T2 o
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Teorem 3.3 Neka je T}'ye € S(4,m,do, A), T! o € S(4,m, do, A), gdje

7,
su vektori multipliciteta m, m kao u Lemi 3.2. Tada postoje pozitivni 6} (7)

takvi da vrijeds
r+3

4 T4
de'_§ (s T’]dO"

gdje r = r; zadovoljava t; = t,, < tm_l. Neka su {ti, ... tora} i {t1, .. ton}

progirene particije. Tada su 67(j),j =r,...,r+ 3 odredeni sa
54 (r) = 113,10-(1)(75”1)5(7“) _

dea-(l)(tiﬂ)c( 1)+ Clr+1)+ T3 o (tir2)C(r +2)

5 r +1) = T do—(l)(tz’+1)c( r)+C(r+1) _
gy (ti)C(r) + Clr +1) + T? o (tis2) Cr + 2)

5 (r +2) = Tiq do ™ (tirs)C(r +4) + C(r + 3) _
@il,dam (tiz2)C(r +2) + C(r + 3) + T+1 o (tips)C(r +4)

53 +3) = Z+1 i (tirs)C C(r + 4) _
TfjH e (ti+2)C’(r +2)+ C(r +3)+ T+1 oD (tix3)C(r +4)

gdge je, kao i u (3.7)

N 73
C(Z) = / jji,da(l) dO'Q.
support

Da bi mogli upotrijebiti Lemu 3.2 i Teorem 3.3, preostaje nam jo§ izracu-
nati 77 (ti11) 1 T7(tir2). Derivacijska jednakost (3.6) u Teoremu 3.1 povlaci

da je

1 1

Ti(z) = 0] /t:” B} (t)q(t) dt — GG+ /t: B}, (t)g(t) dt,

7

uz
' tito ) 1
t;
Sada se lako vidi da je

hi(gi + 2qit1)
6Co(i)

hivo(2Givo + Gisvs)
6Cy(i+ 1)

T (tig) = TP (tiye) = (3.13)
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3.4 2. konstrukcija lokalne baze za prostore
g-splajnova

Tako je algoritam iz prethodnog odjeljka stabilan za racunanje, i pogotovo
ako znamo da je g-splajn reda 4 po dijelovima polinom 5. reda sa drugom
neprekidnom derivacijom, za ocekivati je da bi prikaz B-splajna preko poli-
nomnih B-splajnova reda 5 u ¢ijem nizu ¢vorova su svi unutrasnji ¢vorovi
multipliciteta 2, dao jos jednostavniji algoritam. Analogno ¢emo postupiti i
sa g-splajnovima reda 3.

Slicno kao i u prethodnom odjeljku pretpostaviti ¢emo da je

r+2

THa) = 3 a¥;Bi(), (3.14)

j=r—1

uz istu pretpo§tavku dajet; =t,_1 =t, < t,41. Ako sad na gornju jednakost
djelujemo sa Ly := Ly 4501 = %D, iz Teorema 3.1 slijedi da je

BZQ(I‘) _ Bi2+1(37) o - a?,j 3§]3(x) B 3§y3+1(37)
G Gali+1) 2 ale) ( G i )

e Gas =l lita —tjn

3 ai, |~ a’. —ad, o~
_ < i,r le,l(l')‘l‘ R4 i,r IBE(’E)

q() h; hi + hia
3 3
Airt1 = Qi =3 Ajry2 — Qipy1 553
+— +
hi+1 T+1(‘/L‘) h,l‘+1 + h/i+2 T‘+2(:E)
U 3.15
- hiva r+3(x) . (3.15)

Iz vrijednosti 7} i njegove generalizirane derivacije u t;;; pomocu (3.14) i

(3.15), te iz (3.13) i (3.12), dobivamo dvije jednadzbe

T-S(t' 1) _ hi(qz’ + 2qi+1) _ hisa a3 h; a3
i \Vi+ 602(2) hz i hi—l—l i,r—1 hz 4 hi—l—l i,r)
= 1 3 a?r o a‘arf
LT} (tis1) = S e

Co(i)  Gix1 hi+ hip
iz kojih mozemo izracunati da je

3 qih; 3 gihi + 2¢iz1(hi + higr)
. = S = . 3.16
a’z,rfl 6 CQ(Z) ’ a’z,r 6 02(2) ( )
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Na analogan nacin iz

hivo(2Givo + Gisvs) hito hisa
T3 tz — 1+ ) : ) — ) CL3 + liag 7
z( +2) 6CQ(Z+1) hi+1 +hi+2 i,r+1 hi+1+hi+2 i,r+2
_ 1 3 a3 9 — a3 1
L T3 tz — : — 2,7+ 1,1+
T (tir2) Co(i+ 1) @ira hig1 + higo
dobiva se
I 2Gito(hiv1 + hivo) + giyzhite I Qiy3hit2 o 317)
i1 6Cy(i+ 1) ’ B2 6 Oy(i + 1)
Nadalje, neka je
r+3
T'(z) = Y a},B. (3.18)
Jj=r—1

Djelujuci na gornju jednakost generaliziranom derivacijom Ly := L, 40 = D,
koja je u ovom slucaju jednaka obi¢noj derivaciji, dobivamo

77 (v) _ T} (2) _ o Eil(x) +§(a4-—a4< ) B;'l(x)
Cs(1)  Cs(i+1) Y s — = Ut

a; M) , (3.19)

T Y437 -
tr+8 - tr+4

gdje se iz prethodnog lako moze izracunati da je

: 1 1

Cs(i) = 1 (Cg(i) (Qz’hz’ + i1 (h; + hi+1)) (hi + his1)
1

-l-m (Qi+2(hz‘+1 + hit2) + Qi+3hi+2) (hiv1 + h,l‘+2)> (3.20)

4 o 1 v 3 1 ! 3
T = 5 / T s / T

i

mogu se izracunati vrijednosti T (¢;41) i T*(t;43), pa uz (3.19) dobivamo
jednadzbe

Ri(gi + Gie1) 4 2hihi

TH(tin1) = e L
¢ ( +1) 12 CQ(Z) 03(2) Gir-1 (hl + hi+1)2
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4 7
—i—ai r

_ 3.21
’ (hi+hi+1)27 ( )

hi(qi + 2qi41) 4
! ( +1) 602(2) 03(2) (hZ + hi+1)2 (az,rfl( +1 )
+airhi)
hZ,s(Givs + Qita) h?
T} (t; Shlas gt M
) = 12C5(i+2) C3(i + 1) Y2 (Riyg + hiys)?
2hiyohiys
+a), g 3.2
hiv3(2¢it3 + Giva) 4
DT (t;y5) = — 24 - —at b
i (fiva) 6Cy(i+2)Cs(i+1)  (higo + hiys)? (=i p2hivs
+a’ir+3(h’i+3 - hi+2)) ;
iz kojih slijedi
o qhi(hi + hig)
Aip1 = , =,
v 24 Cy(i) C3(i)
A (gzhz + Qi+1(h¢ + h¢+1)> (hz + hi+1)
Qa: =
12 Cy(3) Cy(i ’
(G0 (3.23)
4 (q”?’(h’i” +higg) + qi+4hi+3) (hit2 + hiys)
ai,r+2 - 12 CQ(’L + 2) 03(2 + 1) )
s GQixahigs(higo + higs)

Girt8 T 940Gy (i + 2) Cs(i + 1)

Preostaje nam jo$ jedino izracunati a; ++1- Da bi to ucinili prvo ¢emo izreci
slijedecu lemu:

Lema 3.4 Neka su S(n) i S(m) prostori splajnova na [a,b] koji su po djelo-
vima razapeti CCT-sistemima {1,uy, ... u,} @ {1, 0y,...,%,} respektivno,
takvi da je S(n) C S(m). Neka je B-splajn T} € S(n) jednak

= Z i T} (@) (3.24)

za neke b; ;, gdje su ﬁm B-splajnovi u S(m). Tada vrijeds

D bij=1 (3.25)
J
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Dokaz: Iz teorije Cebisevljevih splajnova je
L= Y1) - )
j i

za svaki x € [a,b]. Odavde se, uz upotrebu (3.24), lako vidi da je

¥ () 70 - X

i

pa zbog linearne nezavisnosti od 1/ slijedi (3.25). |
Ako u Lemu 3.4 stavimo da je S(n) = §(4, m, do, A) prostor g-splajnova
a S(m) = S(5,m,dA, A) prostor polinomnih splajnova, tada ona daje sli-

jedecu jednakost
4

_ 4 4
L=a; 0+ 0,00+ 0y i,

odakle, uz (3.23), slijedi

a?,r-l—l =1- ail,rﬂ - a‘?—!—l,r—!—l
_ i+ Dy ( 24Co(i+ 1) qiyshive  @ivihin )
24 Co(i + 1)\ hip1 + hiyo Cs(4) Cs(i+1) )
———— —— N—,\—

A B C

Izraz u zagradi mozemo raspisati kao (34 — B) + (34 — ), te uz upotrebu
(3.20) jednostavno se izvodi da je

1 1 1
a?,r+1 = 51 [ <—(hz + hit1) (Qihi + giy1(hi + hi+1)>

21 | C(i) \ G (i)
Giva(hitr + hz‘+2)2> 1 (qi+2(hi+1 + higa)?
Co(i+1) Cs(i+ 1) Co(i+1)
1
+m(hi+2 + hits) (Qi+3(hi+2 + hiy3) + qi+4hz~+3) )} (3.26)

3.5 Matrice za ubacivanje ¢vorova

Neka su A i A proizvoljne praticije intervala [a,b], m i m njihovi vek-
tori multipliciteta, i S(k,do) i S(I,do) CCT-sistemi takvi da za prostore

splajnova vrijedi S(k,m,do,A) C S(I,m,d&,A). Neka su T = {t; ;tlk
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i T = {t}f”ll, uz n < m, prosirene particije pridruzene S(k, m,deo, A)

i S(I,m,de, A) respektivno, te neka su T} (odnosno T}) B-splajnovi iz

S(k,m,do, A) (odnosno S(I,m,de, A)). Neka je f € S(k,m,do,A) dan

sa
n
fl@)=>"¢Tf(x) }:dTl
7j=1
Ozna¢imo sa ¢ := (¢,...,¢,) i d := (dy,....d,)", tada m x n matricu

B = (b; j);7 ;—; takvu da je d = Be zovemo matrica za ubacivanje cvorova

(KI-matrica) sa T u T. 1z ove definicije odmah slijedi da je
Fr) = bigT)(x)

zasvaki j =1,...,n.

U ovom odjeljku izvodit ¢emo KI-matrice za u bacivanje jednog ¢vora kod
g-splajnovareda 31 4. Nekaje T ={t; <ty <lz3<a=ty <ts5<---<t, <
tni1 = b < tyyo < tpis < tyaa) proSirena particija particije A kao u od]eleu
3.2, i ubacivati ¢éemo ¢évor £ € [a,b]. Oznacimo sa T = {#;}/77 = T U {t}:

ti b

tiq t;

~
S|

iyt tito
3 3 (3.27)
i+1  tigo Liys

~
(a

i ostaje jos pitanje kakva moze biti vrijednost ¢ funkcije ¢ u . Neka je
A = AU{t}, za sluéaj kada je t = t; zanekii = 4,...,n+1, onda je A = A,
i neka je m vektor multipliciteta definiran na slijedeéi nacin: ako je t # t;
zai=4,...,n+1tadajem= (1,...,1)7 € R* 3 dok jezat =1t m =
(1,...,1,2,1,...1)" € R**, gdje se 2 nalazi na i — 4-tom mjestu. Prosirena
partlclja partlclje A s obzirom na ovako definiran vektor multipliciteta m
je upravo T. Da bi vrijedilo S(k, m,do, A) C S(k m,do,A) za k = 3,4
trivijalno se vidi da mora biti ¢ = q(f) q*ﬁ—q( t;) + q;, uz pretpostavku
da jet € [t tix1) zai # nili t € [t,, t,y1]. Za pocetak uzimat éemo da je
t#£tizai=4,...,n+1.
Prvo konstruirajmo I'"*, KI-matricu za g¢-splajnove reda 3. Neka je

n n+1

fl@) = ¢Ti(x) }:mn ), (3.28)

7j=2
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gdje su T} B-splajnovi u (3, m,do", A). Nas zanima kako izraziti koefici-
jente d; preko ¢;. Posto je i Tf € S(3,m,do™, A) za svaki j, trivijalno se

VididajeT;”ETj3 za'j:2,...,i—3,TJ3ET]3+1 raj=1+1,...,n,i

T‘ng(ﬂ?) = 772,2'7271{2(37) + %71,1727}31(37):

7

T2 () = i T (@) + 700 T (@), (3.29)

71—

T (z) = 3T} (%) + ’72'+1,¢T¢3;L1 (),

za neke Yo, 9. ..., %14 1z (3.28) 1 (3.29), zbog linearne nezavisnosti B-
splajn baze, odmah slijedi

dl:Cl Zal:2,...,i—3,
dy = ¢ Zal:i+2,...,n+1.

Deriviranjem (3.28) generaliziranom derivacijom L; = %D postizemo

PSSR SL L ST
~ Coj) — C() T
N—— ——
€j fi

za x € [a, b, gdje je B? polinomni B-splajn reda 2 na particiji T, a Cy(l) :=
5’“ B?(t) q(t) dt. Upotrebom Kl-matrice za polinomne splajnove drugog
reda (Korolar 1.11) dobija se

e zal=3,...,1—1,
_ tip1—t t—t; .
fl = Zh—iel,1 + hilel zal =1
er_1 zal=1+1,...,n+1,

sto, uz gore navedeno, daje jednakosti

di72 = Cj—9,

Co(i — 1) Co(i — 1)
=== =/ o S
Cy(i +1) Cy(i +1)
| = G 1l —q,
T ¢ 1*( Gy )"

di+1 = G,



3.5. MATRICE ZA UBACIVANJE CVOROVA 61

iz kojih se, kona¢no, dobiva I'

(tig1—8)Ca(i) Ca(i—1) i1
Ol o (i— =
3G —2:0+1,0i—2:4) = el ?Z(. . . : (3.30)

1 lita

Opcenito podmatrica A(i; : iz, j; : j2) matrice A = (a;;);;~, definira se sa
A(zl D9, Jn .: J2) = (az,])zz’Zf] i A.ko oznac¢imo da je I'* = (%])?;“12", onda
je jasno da je 7, ; iz (3.29) zapravo jednak elementu %3,3‘-

Nadalje, oznac¢imo sa T;! B-splajn u S(4,m,do, A), dok su oznake Tf
i B? iste kao i u odjeljku 3.2. Odredivanje elemenata Kl-matrice reda 4

1 . L .
I = (v, ])7;' 7 pomocu deriviranja jednakosti

n n+1

> T () Z AT} (x

j=1

dati ¢e jednadzbe iz kojih se ne bi moglo jednostavno izvesti stabilni algoritmi
za racunanje d; preko c¢;, pa ¢emo ovdje krenuti drukcijim pristupom. Trazit
¢emo elemente Kl-matrice kao koeficijente pri rastavu T4 po T}'. Koristit
¢emo (3.18), (3.23), (3.26), te analogne oznake za S(4, m, da A): a; ;, Cs(j)

i BY kao B-splajn u S(5,m, dA, A), gdje jem = (2,...,2)" € R" 3 za slucaj

kada je t # t;, i = 4,...,n + 1. Koeficijente ¢emo morati racunati za svaki
B-splajn iz §(4, m, do, A) posebno.
Kao i u slucaju reda 3, odmah se vidi da je T4 T4 zaj=1,...,1—41

T} = T+1 zaj =1+ 1,...,n. Gledano iz perspektlve 8(5 m, d)\ A) évor t
uba('ltl ¢e se s dvostrukom tocnoscu.

i1 ti ot Lit1 livo
157“73 7grfl t:r+1 t:r+3
tr,Q tr tr+2 tr—|—4
§r73 irfl ir«H §r+3 §r+5

o~
<
|
N
o~
<
o~
<
+
N
o~
S
+
~
o~
S
+
(o]
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Iskoristit ¢emo KI-matricu sa prostora S(5, m, dX, A) u (5, m, dX, A) koju
¢emo oznaditi sa © = (6; ;). Kre¢emo sa T} ,

Tz'{a( )_% 30— 3Tz 3( )+% 20— 3T42(37)=

Sto je, kada se raspise prema (3.18) i ponovo uz t; = t,_; = t, < tyyr i
ti =t,_1 =t, < t,4; =t jednako
r—3 r—3 r—1
4 5 4 5 4 5
Z a; 387 (1) =7 3, 3 Z a;_ 3333( )+ Vi0is Z a;_ 2,ng( ).
j=r=7 Jj=r—7 j=r-5

Lijeva strana se, uz pomo¢ O raspisuje kao

r—>5

Z a; 33335( )+az 3,r— 4(Br5 4( )+9r 3,r— 4B ( )+9T*2,T*4B;572(1‘))

j=r—T _ B _
+a;1—3,r—3(97“73,7“733?—3(37) + 01"72,1"7335—2(53) + Grfl,rfSBf—l(x))

r—3 r—1

:%{3,1'732 z3yBJB()+% 2132 ZQJBJB()

Jj=r—7 j=r—>5

Zbog jedinstvenosti rastava po bazi B-splajnova, usporedujuci koeficijente uz
BS i B? | na lijevoj i desnoj strani prethodne jednakosti, dobivamo da je

4

a.:
4 _ 4 _ i—3,r—3
Yi—3,i—3 = L, Yi-2i-3 = Or—1,-3 ) : (3.31)
ai*?,rfl
Na isti se nacin iz
4 _ 4 74 4 74
T; »(x) 7272,2'721—’172('%) + % i 0T 1 (2)
dobiva
a
4 i—2,r—5 4 i—2,r—1
Yi—2i-2 = =3 ) Yict1i-2 = 9r+1,r71 7 ) (3 32)
ai72,r75 i—1,r+1
iz
4 74
T (z) = ’Yz i 1Tz y(z )+’Ym 15 ()
4 4
a; a;
4 o i—1,r—3 4 = 1r+1
Yiet,i-1 = Or 3, 3= ; Yii-1 = "1 ) (3.33)

A 1,3 i3
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i konac¢no iz ) )
T (x) = 7 T (@) + vl i T ()

izlazi
4 a‘;l,rfl 4
Yii = erfl,rfl ) ; Yiv1s = L. (3.34)
Ajr—1
Sada, posto znamo da je
0 | 3 = (ti+1_£)2 0 ) L= ti+2—£
B hi(hi—1 + hi)’ b hi + hit1’
0, = t—ti 1 o = (t —t;)?
e hioi+h" T hi(hi + hiz1)’

lako se u potpunosti mogu izracunati dani elementi, §to daje ['* :=
MG —3:i+1,4i—3:4):

_ i—3 i—2 i—1 i )
1 i—3
ti+1ff ég(l) C’g(i*l) C’g(i*?) .
h;  Co(i—1)C5(i—2) C3(i—2) 1—2
M — Co(i+1) C3(i) Ca(i—1) Cs(i—1) ,
- C2(i) C3(i—1) Ca(i—1) C3(i—1) i—1
Cs(i+1) i—t; C2(1) Cs(3) |
Cs(7) hi Ca2(i)C3(i) |*
L 1 1 i+1
(3.35)

Ovakvi oblici KI-matrica, (3.30) i (3.35), poti¢u ideju da bi oni mogli
vrijediti i opcenitije za splajnove pridruzene Siroj klasi CCT-sistema, §to i
pokazuje slijedeci teorem:

Teorem 3.5 Neka je na [a,b] dana proirena particija T = (t; < ty < t3 <
a =1ty <ts < - <ty <ty =0b < thyo < tugs < toga), @ neka su
dane po dijelovima neprekidne funkcije we, w3 i wg na la,b] sa prekidima u
(t;)". Neka je {1,us,us, us} CCT-sistem obzirom na vektor mjera do :=
(wo(s2) dsa, ws(ss) dss, wa(ss) dss). Tada za t € (a,b), t #1t; (j =5,...,n),
te i takav da je t € (t;, i), netrivijalni elementi KI-matrica T? = (77;),
[% = (v},) iT* = (v};) reda 2, 3 i 4 imaju sljedeci oblik:

7]2,]:1 Zaj:]-a"'aii2, 732"]‘,1:1 Zaj:i+2,...,n+1,

7]3,]:1 Zaj:].,...,llf?)’ 7]3"]‘,1:1 Zaj:i+2,...,n+1,

7;1,]:1 Zaj:]-a"'aiiéla ’7;'1’]‘,1:1 Zaj:i+2,...,n+1,
(3.36)
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i—1 i

1 i—1
. . (i C1 (i 3.37
M@—1:i+1,i—1:4) = Cér(l(t')l) gi&; i ( )

I Jina

i—2 i1 i
[ 1 i 1—2
Ca(i)  Co(i—1) .

Vi 10,(i-1) Ca(i-1) i1 (3.38)

320410 2:10) = Co(i+1) 2 Ca(i) ’
(i) Viic,G) |

| I Jin
~ —3 1—2 i—1 7 _
1 1—3
C
,Yl 10— ZC:E g E g 1—2
B Cs(i—1 339
I = %z 103(()) %3 10— 1ngl 1§ i-1 ( )
Cs(i+1) 3 Cs(d) | .
Cs () ViiCa(i) |
i I it

gdje je T :=T*(i —3:i+1,i—3:1), i gdje se za T]k B-splajn reda k = 1,2,3
u S(k,m,do,T) definira

Litk
Cr(5) ;:/ TF(s5-k) w5 k(s5-4) dss_x  za k=1,2,3, (3.40)
t

J

tezaT =T U{t} i Tf B-splajn reda k = 1,2,3 u S(k,m,do,T)

3 tj+k
Cr(y) == / Tf(s5,k) ws_k(s5_ ) dss x za k=12 3. (3.41)
tj

Dokaz: Jednakosti u (3.36) se trivijalno vide, kao i u sluc¢aju g-splajna, iz
Th=T' zaj=1,...i—k T/=T}, zaj=i+2,...,n+1

kod k= 2,3, 4.
Uz ovako definiran vektor mjera, vidi se da su splajnovi iz danih prostora
splajnova barem neprekidne funkcije, pa ¢emo koristiti ¢injenicu da za f, g €
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S(k,m,do,T) uz k = 2,3,4 vrijedi da je f = g ako i samo ako su im
jednake generalizirane derivacije (L¥f = L¥qg) i f(t) = g(t) za neki t € [a, b].
Vrijednosti elemenata Kl-matrice potvrdit ¢emo induktivno, tako sto ¢emo
ponovo gledati rastav 7} po B-splajn bazi iz S(k,m,do,T) za k = 2,3,4, i
to svaki posebno.

k=2: Prvo dokazimo:

12,(0) = T2, (0) + S TH), (342
Ako definiramo da je
fo) = T2 (), 9 =120 + LD

tada je ocito da je f(t; 1) = g(t;_1) = 0. Sada na obje funkcije primi-
jenimo generaliziranu derivaciju L? da bi dobili

2 N T’zlfl(x) Tzl(f)
2 N T’zlfl(x) 711(1‘) Cl(i +1) Tzl(ﬁ) Tz1+1(37)
L) =& " an T ow <01(¢) N 01(¢+1)>’

iz tega, zbog T} () = T} (x) +T}'; (x) i linearne nezavisnosti B-splajno-
va, slijedi Lf(z) = L?g(x) za svaki = € [a,b], $to potvrduje jednakost
u (3.42). Isto tako bi pokazali da vrijedi

(i)

@) =56

)

TP () + T ().

k=3: Da bi dokazali

_ Col(i) -
1240) = TE4l0) + g T ) ()
definirajmo funkcije
_ Co(i) -
=73 =73 2 2\ 3
f(.’E) - 7_;72(37)7 g(x) 7;73(37) + Vz,zfl 02(Z . 1)7;71(‘7“)7
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za koje ponovo ocito vrijedi da je f(t;_2) = g(t;_2), a kada se na njih
djeluje sa L? dobije se

3 N Tfﬂ(@ Til(fr)
Lif() = Co(i—2)  Cyli—1)
3 o Tfﬂ(@ Til(fr)
L) =52 &a-1
C’Q(i) ( Tzal(r) T;@))

2
i Gli—1)  0)

5(i — 1)
Nadalje, iskoristi se matrica T'' (3.37), tj. da je T2 ,(x) = T?,(z) i
T \(z) = T7 (z) + 77 T (x) da bi se pokazala jednakost generalizi-
ranih derivacija od f i ¢, a time i (3.43). Analogno se dokazuju

78 ()= 20 Dps 0y 4

Coli+1) -4
Co(i— 1) g

TH0) = o TH0) + T3 ).

sa ¢ime smo dobili (3.38).

k=4: Matricu I'* (3.39) isto bi tako induktivno dokazivali koristec¢i prethod-
nu matricu, tj. I'3.

3.6 Stabilni algoritam za racunanje g¢-splaj-
nova

Cinjenica da se B-splajn iz prostora g¢-splajnova reda 3 i reda 4 moze
jednostavno i stabilno izracunati u ¢vorovima koji se nalaze u nosacu tog
B-splajna, motivira nas na slijede¢i algoritam. Glavna je ideja da se tocka
u kojoj racunamo vrijednost splajna ubaci u dani niz ¢vorova, te da se taj
splajn onda prikaze u rastavu po B-splajnovima obzirom na novi profinjeni
niz ¢vorova. Preciznije:
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7=2
i zelimo izracunati vrijednost f(t) za t € (t;,t; + 1). Neka je sada opet
T = TuU{t}, papostojei f € S(3,m,doV, A) vr1.]ed1 da je, za odgovarajuce
d;,
n+1
=Y T = di AT (1) + T (2) (3.44)
=2

(72 1,i—2Ci— 2+’Yz 1,i-1Ci— 1) (E)—i_(v” 1Gi— 1+72201)T3()

gdje zadnja jednakost slijedi iz (3.30). T2 ,(#) i T (f) racunaju se iz (3.13) ako

Znamodajefj:tj Zajzl,...i, I?H_l:l?ifj:tj,l Zaj:i—i-2,...,n+5:
i 73)(2(1 +iv1) - (t —t;)(qi +2q)
7 () = G = . TP = . 3.45

Analogno za ¢-splajnove reda 4:

n n+1

10 =360 = 470 (3.46)
j=1
= dz 2T4 (E) +dz 1T4 (E) +dT4(f)
(72 2,i— 3Ci— 3+,}/z 2,i— 2Ci— 2) (f)_’_(,}/z 10— 2Ci— 2+72 10— 1Ci— 1)T (3
(ﬁyi,z’flcifl + %,ici)T;(f)a
uz koristenje (3.35). Vrijednosti 7' ,(¢) i T;'(f) mogu se dobiti iz (3.21) i
(3.22):

4 (i =M@+ ain) s (=) +q)
=0 =anai-y U manaw -

dok se iz (3.18), (3.23) i (3.26) izvodi

1 [ (hi+ higi)higo (qih’i + i1 (hi + hi+1)>

o (tis2) = 75 (Riz1 + hiss) Ca(i) Cs(i)
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Qi+2hi+1hi+2< 1 n 1 )
Coli+1) \Cs(i)  Ca(i+1)

hiv1(hiya + hits) (Qi+3(hi+2 + hits) + Qi+4hi+3)
(hﬂ_l + h,H_Q) CQ(Z -+ 2) 03(2 -+ 1)

+

odakle slijedi

(hi1 + (t — ;) (tis1 — 1) (qz'qhzel +qi(hi1 + (T — tz)))

70 = — b Coi - DO~ 1)
q(t —t;)(tiy1 — 1) 1 1
TG0 (Cg(i " 03(¢)> .

(F— 1) ((tirr — 1) + his) (@ia (i — D)+ his) + Giaohin)
h; Cy(i + 1) Cs(7)

+

Da bi imali korektan algoritam, moramo jos vidjeti da se metoda koju
smo ogranicili uvjetom ¢ # ¢; (j = 4,...,n+ 1), moze prosiriti i na évorove
t;. Prvo ¢éemo izvesti KI-matrice za slucaj kada je ¢ = ¢; i zatim pokazati da
im konvergiraju Kl-matrice za t € (¢;,t;,1) kada t — .

Neka je sada t = t; = t;41, i definirajmo pro$irene particije na slijede¢i

nacin:

ti
li o ti1 Liv1 Livo Livs
@“75 @“73 grfl §r+2 §r+4
tr74 tr72 ?r tr—|—3 tr—|—5
tr—|—1

Istim postupkom kao u odjeljku 3.4 izvode se B-splajnovi treceg reda T;" nad

nizom ¢vorova (t;):
r+1

THa)= ) a};B}(x),

j=r—1
gdje su B;-l polinomni B-splajnovi reda 4 nad nizom ¢vorova (?j), i

I 2Gi11his1 _ 2Gi+1
bt 6 Co(7) 2Gi41 + Giy2
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3 _ 2Gira(hit1 + hiy2) + Giyahiio
6 Cy(i+ 1) ’
& _ (]E'+3hi+2

P60y (4 1)

uz g; koji odgovara vrijednosti funkcije ¢ u tocki ¢; i h; = t;,, — t;. Nadalje
je

r—1
Tii(x)= ) al,y;Bj(2),
j=r—3
gdje su koeficijenti dani sa
3 Gi-1hi Qi

a; - ~ - )
g Co(i—1) g1 +2g;
3

Qi 1402 = 1,

@ qz'+ghz'+1 _ Gi+2
e 6 Cy(7) 2Gi+1 + Gigo

te
r—3
Ty(x) = ) al,;Bj(2),
j=r—>5
uz
i _ (75'7251‘72
RS 6 Cy(i — 2)
o3 _ @i ohi o +2G; 1(hi s+ hi 1)
e 6 Co(i — 2) ’
3 2q;hi _ 2q;

a’ _ = .
e NG Co(i—1) g1 +2g;

Ako sada ozna¢imo ¢évorove sa:

i 2 i1 t; bit1 Liva
tica tin tive  liys
t

i+1
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i po istom principu kao u odjeljku 3.5 izvedemo KI-matricu I'* koja ima

slijedeci oblik:

I =1
1 1—2
Co(i)  Cali—1) ‘
D3 20id 1,0 2:4) = | 00 @D (3.49)
1 i
i L iy

Oznacimo li sada Cy(3), definiran nad pro§irenom particijom T = T U {t} za
t € [ti,tiy1), sa Coz(j), i analogno T7 i T3, trivijalno se vidi da vrijedi

m Coi(j) = Cay, ()

li

t—t;
za j =1 — 1,4, + 1. Ovdje se koristi ¢injenica da ¢ neprekidno ovisi o ¢, $to
smo komentirali na pocetku odjeljka 3.5. Iz ovog direktno slijedi da je

lim T8 =T%
t—t; '

Odmah se vidi da je T} | , (t;) = 11 T}, (t;) = 0, i da vrijedi
lim T75(t) = T}, (t:)

t—t;
za j =1 — 1,7, pa onda konacno da je

tll_gl f(t) = f(t:).

Sto se tice B-splajnova 4. reda, ponovo kao u odjeljku 3.4 izvodimo da je
r+2

Tiw) = > alyB(@),

j=r—1

gdje su koeficijenti jednaki

-1 12 CQ(Z) Cg (Z) ’



3.6. STABILNI ALGORITAM ZA RACUNANJE Q-SPLAJNOVA 71

al = i [ _ 1 ((Jz'+1h12+1 (Yi+2(fli+1 + hi+2)2>
Y24 [Gs6) \ Ga(i) Coli + 1)
4 1 (Qi+2(hi+1 + hiy2)?
Cs(i+1) Cy(i 4+ 1)

1 ~ ~ ~ ~ B
+ == (hiy2 + hiys) (‘L‘+3(hz’+2 + hiys) + (]¢+4hi+3> ﬂ ;

Co(i+2)
A <(7i+3(i7/i+2 + hiys) + cji+4ﬁi+3> (hiva + hits)
Uipg1 = 12C,(i +2) Cs(i + 1) ’
- Givahiss(hive + hiss)

P94 Cy(i 4 2) O (i 4 1)

zatim )
T = Y by, Bl)
j=r—3
uz
afl _ _ Qiflh?il
Z*l,T*3 2402(2_ 1) 03(2_ 1)7
4 (‘jifl(ﬂliq + Bi+1) + 2@1(71171 + Bi+1)) hi_1
a¢71,r72 - 24 (:12(2 B 1) 03(2 B 1) )
4 (gi+2(ﬁi+1 + Bi+2) + Qi+3hi+2> (Bi+1 + Bi+2)
aj 1p-1 = 12 Co(i + 1) Cs3(4) ;
Y Qi+3hi+2(hi+1 4:hi+2)
TR 24 0(i4+ 1) Ca(i)
pa
r—2
Ty = 3 aisyB(@),
j=r—>5
uz

4 B Gi—2hi_o(hi_o + h; 1)
i 2p-5 = = = 5

25 T 4Gy 2) Cy(i - 2)
<Qif2hi72 +Gi1(hio + ilpl)) (hi o+ hi 1)
izra T 12 Cy(i — 2) Cs(i — 2) ’
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) (2‘7i+1(77’i—1 + hit1) + G (hiog + 27l¢+1)>hi+1

Gi-2r—3 = 24 Coli) Ca(i — 1) ’
a4 _ _ q7i+2}77f12+1
TEITE 940y (i) Oy(i — 1)
i na kraju
r—4
Tz'{?,(x) = Z a:{?’,jB?(x),
j=r—T

¢iji su koeficijenti jednaki
o _ Gi—shi—3(hi—3 + hi_2)
AT T 94 Cy(i — 3) Cs(i — 3)
(@'736123 + Gi—a(hi_s + BFQ)) (hi—s + hi—2)
Gimar—6 12Cy(i — 3) Ca(i — 3) ’
1 1 1 - - _

4 _

. = — — — h‘Zf + h’l* ( 71— hzf
fisrs = 9 [C’g(i—?)) (CQ(z’—:s)( ’ 2){Gi-shis
Gi—1(hi—s 4+ hi1)”

Co(i — 2)
1 Gi-1(hi—o + hiq)? n gihy_,
Ca(i — 2) Co(i — 2) Co(i—1)) ]’
AT 120y (i — 1) Cs(i — 2)°
Sada ¢emo ponovo promatrati ubacivanje ¢vora t=
oznake kao 1 prije za prosirenu particiju 7 C5(j),
lako dokazuje da je

+Gia(hi_3 + ilze2)> +

t; uT idefinirati analogne
;l,i i I'}. Opet se relativno
lim C3,E(j) = é3,ti ()

t—t;

za j =1—2,2—1,7,7+ 1, na primjer,

lim Cs4(i — 1) = lim Cy(i — 1)
t—t;

hiA)O
_ 1 ((%‘1 +@)hi (G + Q¢+2)h22+1>

12\ Couli 1) Cor (1)

1 Qiflilifl - - Qi+2ili+1 )
= \——thiithant+ ——

4 <q¢1 + 2¢; ! 200+ G
— 037151.(7; - ]_)
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Ako sad izvedemo KI-matricu I'* za t = t;:

i—3 i—2 i—1 7
[ 1 ] —3
3 C’g(i*l) 03(272)

Vi-1,i-2C5(i-2) Cs(i-2) i—2

MM —3:i+1,1—3:1) = 70551@1) %,371’2,71228:3 i
1 i

i L fit

(3.50)

ponovo se iz prethodnog moze dobiti da je

limT! =17,
t—t; ‘

Isto se tako lagano vidi da je

th_gl T o 5(t) = T}, (1)

_ h§+1(@'+17+ Gi+2)
12 Cy (1) Cai (1 — 1)
lim T;l,lyg(f) = Ti{ui(ti)

t—t;

_ h? (g1 + @)
19.Con (i — 1) o (i — 1)
lim Tz%f(ﬂ = Tz%tl(tz) =0,

t—t;

iz cega se konacno dobiva da vrijedi
lim f(#) = f(t;)
t—t;

i u algoritmu za racunanje ¢g-splajnova reda 4.

Dakle, pokazali smo da u danom algoritmu ne moramo posebno ispitivati
da li je tocka u kojoj racunamo vrijednost splajna ¢vor ili ne. Osim toga,
istu KI-matricu mozemo koristiti i za ubacivanje jednog ¢vora koji je razlicit
ili jednak nekom ¢voru iz particije 7.
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3.7 Generalizirani de Boor-ov algoritam za
racunanje ¢-splajnova

Za razliku od prethodnog algoritma koji racuna vrijednost g-splajna reda
3 14 tako §to danu tocku ubacuje samo jednom, u ovom algoritmu ¢emo je
ubaciti maksimalni broj puta, tj. £k —1 puta za kK = 3,4 i na taj nacin dobiti
generalizaciju de Boor-ovog algoritma na g-splajnove. Prvi od £k — 1 koraka
rekurzije smo ve¢ napravili u prethodnom odjeljku, pa nam preostaje jos da,
uz iste oznake kao iz prethodnog odjeljka, ubacimo t do kratnosti & — 1.

Prvo, uvedimo prosirene particije (tj)?;“f, (fj)}jf, (f]);ﬁf i (f])?if na

slijedec¢i nacin:

ti1 ti tigr tigo Livs
i1 ti Lit1 Livo
tNZfl 7?z t~i+1 7?z'+3 t~i+4
; .51
tito (3:51)
tis { t:z'+1 tiya tivs
bita
i+3

iz kojih slijede analogne oznake kao §to su: Tf, ff, Ci1(j), Co1(j) 7a

k = 3,4. Nadalje, uvest ¢emo jos i matricu I'* = (’72]-)2;:2’2“1 koja je jednaka
KI-matrici kod ubacivanja ¢vora ¢ u particiju (¢;):
i—1 i
1 i—1
=3 . . oy | Cai+1) Ca(d) (3.52)
Pi—1:i4+1,i—1:4) = éz(z.) C‘zi) i
L Jip

sto direktno slijedi iz (3.49). Ako ponovo za t € [t;, ;1) oznacimo '}, onda
se na isti nacin kao u prethodnom odjeljku moze pokazati da vrijedi

lim T2 =1,
t—t; ¢
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gdje je
i—1 ¢
_ 10 i—1
M—1ii+1l,i—1:9)=|1 0 |,
0 1 |ina

Sada, neka je t € [t;,t;41) i f € S(3,m,do", A) dan sa

n

f) = eTi),
j=2
tada je
n n+1 - n—+2 N
FO =30 =T =S 6T # =, (353)
=2 j=2 j=2

gdje su, zbog (3.30) i (3.52), koeficijenti uz netrivijalne B-splajnove u ¢ dani
sa

— 3 3
Ci—1 = Yi—1,i-2Ci-2 + Yi—1,i-1Ci—1;

_ .3 3
Ci = Vii—1Ci-1 1 Vi.4Cis
~ -3 _ _3 _
Ci = YVii—1Ci—1 + Vi ;Ci-

Na ovaj nacin dobili smo metodu za racunanje g-splajnova reda 3. Nadalje,
nastavimo sa izvodenjem metode za splajnove reda 4. 1z (3.50) odmah slijedi

i i—2 i—1 i i

1 1—2

=3 Ca(i)  Ca(i—1)

_ Yii—1Calim = (1 i—1

D4i—2:i41,i—2:40) = Gl G . (859)
Gali+1) ~3 Cali)
Cs(1) LrCs(i) |*

i L Jin

- . 4 —4 \n+2,n+1 - . e n g -
gdje je I' = (7;;),;=1  Kl-matrica s particije (¢;) u (¢;). Dok se, isto kao u
odjeljku 3.5, moze pokazati da Kl-matrica ['* = (:yffj);f;j’lnﬂ s particije (2;)
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u particiju (#;) ima oblik:

P41 i+1,0—1,0) = fg;g)ﬂ Gl ‘ . (3:55)

Opet, za t € [t;, t;+1) 1 KI-matricu za umetanje ¢ u (¢;) vrijedi

limT? =117,
t—t; '

uz

i—2 i—1 i
1 1—2
) Cs(i)  Cs(i—1) -
Ti(i—2:i41,i—2:0) = | @D B0 ,
1 i
i L it

i isto tako se lako dokazuje da je

limT{ =T,
t—t; ¢

gdje je
—1 2
N [10 ]
Ti(i—1:i+1,i-140)=|1 0 |, .
{0 1Ji+1

Trebalo bi samo posebno pokazati da je limg_,,, ’Nyfﬂ- = 0. Lako se izvede, kao
u odjeljku 3.4, da je

~4 9
gdje su B, polinomni B-splajnovi reda 4 nad particijom (t,):
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tita
o live
ti tits tita
§r71 §r+1 §r+5
t~r 7§T+2 £T+6
i
bt

Onda je

A ji + Gis1 )b
lim G (i) = lim (& ¥ dic1)hs

- — =0,
t—t; t—t; 2((11 -+ 2qi+1)

dok je limg_,,, 53,5(2') # 0, sto daje danu tvrdnju. Dakle, algoritam ¢e biti
jednako izvodiv i za ¢vorove kao i za tocke razlicite od ¢vora. Neka je, ponovo,
te [ti,tﬂ_l) ife 8(4, m, do, A), dan sa

n

f(i) = Z CJ'TJA(IE)

tada je za neke koeficijente (¢;)7%, (¢;)727 1 (¢;)727 jednako:

n n+1 n+2 n+3
FO =Y eT ) =) Tit) =) T} ({t) => T () =é, (3.56)

j=1 j=1 j=1 j=1

gdje su, uz koristenje (3.35), (3.54) i (3.55), koeficijenti uz netrivijalne B-
splajnove u ¢ dani sa

_ 4 4

Ci—2 = "i-2,-3Ci-3 T Vi2i 2Ci-2,
A 1

Ci—1 = Yi—1,i-2Ci-2 + Yic1,-1Ci—1;

_ A 4
Ci = Vii—1Ci-1 1 V4G

_ A - 4 -
Ci1 = Yi-1,i-2Ci-2 T Vi_1i-1Ci—1,

_4 _ 4 —
Ci = Vii—1Ci-1 1 ViiCis

~4 ~ ~4 ~
Ci = Vii—1Ci—1 T VG-
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Napomenimo jos da za ¢ = const, prostor g-splajnova reda k prelazi
u prostor polinomnih splajnova reda k za k£ = 3,4, i lako se vidi da ovaj
algoritam postaje klasicni de Boor-ov algoritam, §to opravdava naziv “gene-
ralizirani de Boor-ov algoritam”.



Poglavlje 4

Programski kodovi algoritama
za racunanje g-splajnova

4.1 Uvod

U proslom poglavlju dali smo nekoliko stabilnih algoritama za racunanje
g-splajnova, pa ¢emo ovdje navesti kodove triju od njih, pisanih u Fortranu
90, i to algoritme opisane u odjeljcima 3.4, 3.6 i 3.7. Koristit ¢emo, takoder,
i oznake iz prethodnog poglavlja. Prvo ¢emo uvesti neke osnovne varijable:

k ... red ¢g-splajna; u nasem slucaju moze biti samo 3 ili 4;

n ... dimenzija prostora ¢-splajnova;

t ... polje duljine n+k u kom se nalazi niz ¢vorova nad kojim je defini-
ran prostor g-splajnova;

q ... polje duljine n+k u kom su spremljene vrijednosti funkcije ¢ u
¢vorovima;

h ... polje maksimalne duljine n+k-1 u kom su smjesteni h; = ;1 —1;;
obicno Ce sadrzavati samo onoliko h; potrebnih za racun;

x ... tocka u kojoj se racuna vrijednost ¢-splajna, za koju vrijedi
t (k) <=x<=t (n+1);

¢ ... polje duljine n u kom se nalaze B-splajn koeficijenti;

i modul koji sadrzi nekoliko vaznih funkcija:

79
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15k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok 3k ok ok 3k ok ok ok 5k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok >k 3k ok ok 3k >k >k 3k >k >k 3k >k >k >k >k >k >k >k >k %k >k >k % k *k
|

! MODUL: g_spl_mod
!

' NAMJENA: sadrzi definicije funkcija div_0, qq, C2_6 i C3_2
!
| sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok sk ok s ok sk ok ok ok ok sk ok s ok o ok sk ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok

module q_spl_mod

contains

1 sk sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok K 3k ok ok oK ok 3 3k ok ok 3 3k oK ok ok oK ok ok oK sk ok ok sk ok ok koK ok ok oK ok ok K
function div_0(x,y)

implicit none

double precision :: div_0
double precision, intent(in) :: x,y
div_0=0.0d0

if (y/=0) div_0=x/y

end function div_0

1 stk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ko sk ok ok ok
function qq(t,q,i,x)

implicit none

double precision :: qq
double precision, intent(in) :: t(1),q(1),x
integer, intent(in) :: i

qq=(q(i+1)*(x-t (1)) +q(i)* (£ (i+1)-x)) /(£ (i+1) -t (1))
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end function qq
1 skeokeokskskok sk o ok ok ok sk skoskok sk ok ok ok sk skskosk sk sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk o ok ok ok sk sk skosk sk sk sk ok ok ok ok sk sk sk sk ok ok o ok
function C2_6(q,h,i,j)

implicit none

double precision :: C2_6
double precision, intent(in) :: q(1),h(1)
integer, intent(in) :: 1i,j

C2_6=(q(j)+2xq(j+1))*h(i)+(2%q(j+1)+q(j+2)) *h(i+1)

end function C2_6

1 sk sk sk sk ok ok ok o ok ok ok sk sk ok ok o o ok ok sk ok ok ok ok o o K ok ok ok sk sk ok ok ok ok o ok ok ok ok sk sk ok ok sk o o kK ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok

function C3_2(q,h,i,j,C26_1,C26_2)

implicit none

double precision :: C3_2

double precision, intent(in) :: q(1),h(1),C26_1,C26_2

integer, intent(in) :: i,j

C3_2=div_0((q(j)*h(i)+q(j+1)*(h(i)+h(i+1)))*(h(i)+h(i+1)), &
C26_1) + div_0((q(j+2)*(h(i+1)+h(i+2))+q(j+3)*h(i+2))* &
(h(i+1)+h(i+2)),C26_2)

end function C3_2

1 sk sk sk sk ok ok ok o ok ok ok sk sk ok ok o o ok ok sk ok ok ok ok o o K ok ok sk ok sk ok ok ok ok o ok K ok ok sk sk ok ok ok o o kK ok ok ok sk ok ok ok ok o ok

end module g_spl_mod

15k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok 3k ok sk 3k ok sk 3k ok ok 3k ok ok 3k ok >k 3k >k >k 3k >k >k 3k >k >k %k >k >k %k >k >k >k >k >k %k k *k
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Funkcija qq rac¢una vrijednost funkcije ¢ u danoj tocki x (3.1), C2_6(q,h,1,3)
racuna vrijednost 6-Cy(j) iz (3.12), dok je C3_2(q,h,i,j,C26_1,C26_2) jed-
naka 2 - C5(j) (3.20). O potrebi funkcije div_0 reéi ¢emo nesto kasnije.

4.2 Racunanje B-splajnova

Ovdje ¢e biti implementiran algoritam razraden u odjeljku 3.4. Pro-
cedura vraca vrijednosti svih netrivijalnih B-splajnova reda 3 ili 4 za neki
x € [t, tny1] gdje je k = 3, 4. Uz veé prethodno spomenute varijable, jos ¢emo
izdvojiti:

ileft ... indeks polja t takav da je t(ileft)<=x<t(ileft+1);

giatx ... izlazno polje duljine 4 u kom su spremljene vrijednosti B-
splajnova netrivijalnih na segmentu [t(ileft),t(ileft+1)),
u tocki x;
tt ... polje u kom su spremljeni ¢vorovi iz () (3.3), potrebni za
daljnji racun;
biatx ... polje duljine 5 u kom se spremaju vrijednosti netrivijalnih poli-

nomnih B-splajnova reda k+1 na nizu ¢vorova tt, u tocki x;
koef ... polje u kom se spremaju koeficijenti af, iz (3.16) i (3.17) ili
(3.23) i (3.26).

Zbog toga Sto ¢e se ova procedura najcesce koristiti za crtanje krivulja, imati
¢emo puno uzastopnih tocaka x koji se nalaze u istom podintervalu [t;, ¢;11),
pa nece biti potrebno svaki puta racunati vecinu toga, kao na pr. polje
koef, ve¢ samo kada “zapo¢nemo” novi podinterval. Zato se varijabla ileft
sprema u il, a k u kk. Osim toga, procedura poziva bsplvb (procedura iz
de Boor-ovog paketa za racunanje sa splajnovima) koja racuna vrijednosti
netrivijalnih polinomnih splajnova u danoj tocki.

13k 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5k 3k >k 5k 3k >k 5k 3k >k 5k 3k >k 5k 3k >k 5k 3k %k 5k 3k %k 5k 3k 3k >k 5k 3k >k 5k 3k 5k 5k 3k %k >k 3k %k %k 5k %k %k >k %k % > 5k % >k 5k %k %k %
PROCEDURA: gsplvb

g-B-splajnova reda 3 ili 4 u danoj tocki uz

!

!

!

! NAMJENA: racuna vrijednosti svih netrivijalnih

!

! pretpostavku da je t(i)<t(i+l) za svaki i
!
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15k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok 3k ok ok 3k ok ok ok ok ok ok 3k ok ok 3k ok sk 3k ok ok 3k ok ok 5k ok ok 3k ok ok 3k >k >k 3k >k >k 3k >k >k %k >k >k >k >k >k %k k *k

subroutine gsplvb(t,q,k,x,ileft,qiatx)
!

I t...niz cvorova (t(1),...,t(n+4))
I q...vrijednost g-a u cvorovima
I k...stupanj splajna: k=3 ili k=4
X...tocka u kojoj se racunaju vrijednosti B-splajnova

ileft...indeks takav da je t(ileft)<=x<t(ileft+1)

!
!
I qiatx...polje u kom se spremaju vrijednosti B-splajnova
!

use q_spl_mod

implicit none

I Varijable

double precision, intent(in) :: t(1),q(1),x
integer, intent(in) :: k,ileft

double precision, intent(out) :: giatx(4)
integer :: 1i,j,ileft2

double precision :: h(7),C26(6),C32(5),biatx(5)
integer, save :: il=-1,kk=-1

double precision, save :: tt(10),koef(12)
I Tijelo gsplvb-a

giatx=0.0d40
select case (k)

case (3) ! racunanje B-splajnova reda 3
I racunanje polja h, C26, i tt
if (ileft/=il.or.kk/=k) then
h(1)=t(ileft-1)-t(ileft-2)

do i=1,4
j=ileft-3+i
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h(i+1)=t(j+2)-t(j+1)
€26(i)=C2_6(q,h,1,])

j=j+1
tt (2%i-1)=t(j)
tt(2x1)=t(j)
enddo
endif

I poziv procedure bsplvb koja racuna polinomne B-splajnove
I reda 4 na nizu cvorova tt

ileft2=4
call bsplvb(tt,4,1,x,ileft2,biatx)

I racunanje B-splajn koeficijenata q-B-splajnova u bazi
I polinomnih B-splajnova

if (ileft/=il.or.kk/=k) then
do i=1,2
j=ileft-3+i
koef (2xi-1)=(2%q(j+2) *(h(i+1)+h(i+2))+ &
q(j+3)*h(i+2))/C26(i+1)
koef (2%i)=q(j+3)*h(i+2) /C26(i+1)
enddo
do i=2,3
j=ileft-3+i
koef (2xi+1)=q(j)*h(i)/C26(1)
koef (2% (i+1))=(q(j)*h(i)+2xq(j+1)*(h(i)+h(i+1)))/ &
€26 (i)
enddo
endif

! racunanje vrijednosti svih netrivijalnih B-splajnova
! reda 3

giatx(1)=koef (1)*biatx(1)+koef (2)*biatx(2)
do 1i=3,6
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gqiatx(2)=qiatx(2)+koef (i) *biatx(mod(i-1,4)+1)
enddo
giatx(3)=koef (7)*biatx(3)+koef (8)*biatx (4)

case (4) ! racunanje B-splajnova reda 4
I racunanje polja h, C26, C32 i tt

if (ileft/=il.or.kk/=k) then

j=ileft-3

h(1)=t(j+1)-t(j)

1 (2) =t (3+2) -t (j+1)

€26(1)=C2_6(q,h,1,7)

do i=1,5
jeileft-4+i
h(i+2)=t (j+3) -t (j+2)
C26(i+1)=C2_6(q,h,i+1,j+1)
€32(i)=C3_2(q,h,1,],C26(i),C26(i+1))

J=i+
tt(2%i-1)=t(j)
tt(2%i)=t (j+1)
enddo
endif

! poziv procedure bsplvb koja racuna polinomne B-splajnove
I reda 5 na nizu cvorova tt

ileft2=5
call bsplvb(tt,5,1,x,ileft2,biatx)

I racunanje B-splajn koeficijenata q-B-splajnova u bazi
I polinomnih B-splajnova

if (ileft/=il.or.kk/=k) then
do i=1,2
j=ileft—4+i
koef (1)=q(j+4)*h(i+3)*(h(i+2)+h(i+3))/ &

85
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(2%C26 (i+2) *C32(i+1))
enddo
do i=1,3
j=ileft-4+i
koef (i+2)=(q(j+3)* (h(i+2)+h(i+3))+q(j+4) *h(i+3))* &
(h(i+2)+h(i+3))/(C26(i+2)*C32(i+1))
enddo
do i=2,3
j=ileft-4+i
koef (i+4)=(((h(i)+h(i+1))*(q(j)*h()+q(j+1)* &
(h(i)+h(i+1)))/C26(i)+q(j+2) *(h(i+1)+ &
h(i+2))*(h(i+1)+h(i+2))/C26(i+1))/ &
C32(1)+(q(j+2) *(h(i+1)+h(i+2) ) *(h(i+1)+ &
h(i+2))/C26(i+1)+(h(i+2)+h(i+3))* &
(q(§+3) *(h (i+2)+h (i+3) ) +q(j+4) *h(i+3))/ &
C26(i+2))/C32(i+1))/2
enddo
do i=2,4
j=ileft-4+i
koef (i+6)=(q(j)*h(i)+q(j+1)*x(h(i)+h(i+1)))* &
(h(i)+h(i+1))/(C26(i)*C32(1i))
enddo
do i=3,4
j=ileft-4+i
koef (i+8)=q(j)*h(i)*(h(i)+h(i+1))/(2%C26(i)*C32(i))
enddo

endif

! racunanje vrijednosti svih netrivijalnih B-splajnova
! reda 4

giatx(1)=koef (1)*biatx(2)+koef (3)*biatx(1)
do i=1,4

giatx(2)=qiatx(2)+koef (2% (5-i))*biatx (i)
qiatx(3)=qiatx(3)+koef (2% (6-1)+1) ¥biatx (i+1)

enddo
giatx(4)=koef (10)*biatx(5)+koef (12)*biatx(4)



4.3. VRIJEDNOST I DERIVACLJIA Q-SPLAJNA U TOCKI 87

case default
print *, "Red splajna mora biti 3 ili 4!!!"
end select
il=ileft
kk=k

end subroutine qsplvb

15k sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k ok ok ok ok ok ok ok ok ok k

4.3 Racunanje vrijednosti i derivacija g-splaj-
na u tocki

U odjeljku 3.6 dali smo jedan nac¢in na koji se moze izracunati vrijednost
g-splajna u danoj tocki, pa ¢emo ovdje napraviti njegov kod. Zapravo, dati
¢emo dvije procedure, od kojih gvalue racuna vrijednost splajna u tocki
x, tako Sto ubacuje tu tocku u niz ¢vorova t, dok gdvalue moze racunati
vrijednost splajna, te generalizirane i obi¢ne derivacije splajna u danoj tocki.
qdvalue poziva gvalue kao i dbvalue koja je malo izmjenjena de Boor-ova
funkcija za racunanje vrijednosti polonomnog splajna u tocki. Razlika od
originalne funkcije bvalue je ta Sto bvalue poziva proceduru interv koja
racuna ileft takav da za danu tocku x vrijedi t(ileft)<=x<t(ileft+1),
dok gdvalue ima ileft kao ulazni argument.

Prvo, navedimo varijable koje se, osim ve¢ spomenutih, koriste u qvalue:

qv ... izlazna vrijednost ¢-splajna u danoj tocki x;

tt ... podniz niza ¢vorova (¢;) (3.27);

qt ... vrijednosti funkcije ¢ u ¢vorovima polja tt;

ht ... polje u kom se nalaze vrijednosti h; = t;4; — t;;

Ct26 ... polje u kom se spremaju vrijednosti 6-C5(j), definirane
u odjeljku 3.5;
Ct32 ... polje u kom se spremaju vrijednosti 2-Cs(j), definirane
u odjeljku 3.5;
b23,...,b00 ... sadrze netrivijalne elemente Kl-matrica I'® ili I'*;
d ... polje duljine 3 u kom se spremaju izracunati koeficijenti
d; iz (3.44) ili (3.46);
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TtB ... polje duljine 3 u kom se spremaju Vrﬁednosﬁ,jf(ﬂ za
k =3,4 (3.45) ili (3.47) i (3.48), potrebne za racun.

15k sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok ok ok ok ok
|

I PROCEDURA: qvalue

! NAMJENA: racuna vrijednost g-splajna zadanog danim
! koeficijentima
!

!**************************************************************
subroutine gvalue(t,q,c,n,k,x,qv,ileft,mflag)

..niz cvorova (t(1),...,t(n+k))

..vrijednost g-a u cvorovima

..B-splajn koeficijenti g-splajna

..broj koeficijenata (dimenzija prostora g-splajnova)
! .stupanj splajna: k=3 ili k=4

! ..tocka u kojoj se racuna vrijednost g-splajna

I qv...vrijednost g-splajna (izlaz)
[

[

B o Qo

ileft...indeks takav da je t(ileft)<=x<t(ileft+1)
mflag...kontrolna varijabla, izlaz iz procedure interv

use q_spl_mod

implicit none

I Varijable

double precision, intent(out) :: qv

double precision, intent(in) :: t(1),q(1),c(1),x
integer, intent(in) :: n,k,ileft,mflag

double precision :: tt(7),qt(7),C26(4),Ct26(5),C32(3), &
Ct32(4) ,h(5),ht(6), &
b23,b22,b12,b11,b01,b00,d(3) ,TtB(3)
integer :: 1i,j
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I Tijelo qvalue-a

if (k/=3 .and. k/=4) then
print *, "Red (k) mora biti 3 ili 4!!!"
return

endif

qv=0.0d0
if (mflag/=0) return

if ((ileft<k) .or.(ileft>n)) then
if (x/=t(n+1)) then

print *, x, " je izvan intervala [",t(k),",", &
t(n+1),"]t 1o
return
endif

endif
! racunanje polja tt i qt

do i=1,k-1
j=ileft-k+1+i
tt(1)=t(j)
qt (i)=q(j)
enddo
tt (k) =x
qt (k)=qq(t,q,ileft,x)
do i=k+1,2xk-1
j=ileft-k+i
tt(1)=t(j)
qt (i)=q(j)
enddo

! racunanje polja h, ht, C26 i Ct26
j=ileft-k+2

h(D=t(j+1)-t(j)
ht (1)=tt(2)-tt (1)

89
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do i=1,2*%(k-2)
j=ileft-k+1+i
h(i+1)=t(j+2)-t(j+1)
ht (i+1)=tt (i+2)-tt (i+1)
C26(i)=C2_6(q,h,i,j)
Ct26(i)=C2_6(qt,ht,i,1)

enddo

i=2x%(k-1)-1

ht (i+1)=tt (i+2)-tt(i+1)

Ct26(i)=C2_6(qt,ht,i,1)

I racunanje netrivijalnih elemenata knot insertion matrice
! reda 3

b12=ht (k) *Ct26 (k-1) / (h (k-1) *C26 (k-2))
b11=Ct26(k-2)/C26 (k-2)
b01=Ct26(k)/C26 (k-1)

b00=ht (k-1) *Ct26 (k-1) / (h(k-1)*C26 (k-1))
select case (k)

case (3) ! racunanje q-splajna 3. reda

! racunanje koeficijenata d

d(1)=b12*c(ileft-2)+bl1xc(ileft-1)
d(2)=b01*c(ileft-1)+b00*c(ileft)

! racunanje vrijednosti B-splajnova na nizu cvorova tt
I u tocki x

i=2
TtB(1)=ht (i+1)*(2*qt (i+1)+qt (i+2))/Ct26(i)
TtB(2)=ht (i) *(qt (1) +2xqt (i+1))/Ct26(1)

I vrijednost g-splajna 3. reda u tocki x

qu=d (1) *TtB(1)+d (2) *TtB(2)
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case (4) ! racunanje gq-splajna 4. reda
! racunanje polja C32 i Ct32

do i=1,3
j=ileft-3+i
€32(i)=C3_2(q,h,i,j,C26(i),C26(i+1))
Ct32(i)=C3_2(qt,ht,i,i,Ct26(i),Ct26(i+1))

enddo

i=4

Ct32(i)=C3_2(qt,ht,i,i,Ct26(i),Ct26(i+1))

! racunanje netrivijalnih elemenata knot insertion
! matrice reda 4

b23=b12%Ct32(2) /C32(1)
b22=Ct32(1)/C32(1)
b12=b01*Ct32(3)/C32(2)
b11=b11xCt32(2)/C32(2)
b01=Ct32(4)/C32(3)
b00=b00*Ct32(3)/C32(3)

! racunanje koeficijenata d

d(1)=b23*c(ileft-3)+b22*c(ileft-2)
d(2)=b12*xc(ileft-2)+bll*c(ileft-1)
d(3)=b01*c(ileft-1)+b00*c(ileft)

! racunanje vrijednosti B-splajnova na nizu cvorova tt
I u tocki x

i=2

TtB(1)=ht (i+2) *ht (i+2) * (qt (1+2) +qt (i+3))/(Ct26(i+1)* &
Ct32(1))

Ttb(2)=((ht (i) +ht (i+1)) *ht (i+2) *(qt (1) *ht (i) +qt (i+1)* &
(ht (1) +ht (i+1)))/ ((ht (i+1)+ht (i+2))*Ct26(i))+ &
qt (i+2) *ht (i+1) *ht (i+2)/Ct26(i+1))/Ct32(i) + &
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(qt (i+2)*ht (i+1)*ht (i+2)/Ct26(i+1)+ht (i+1)* &
(ht (i+2)+ht (i+3)) *(qt (i+3) * (ht (i+2) +ht (i+3))+ &
qt (i+4) *ht (i+3))/((ht (i+1)+ht (i+2))* &
Ct26(i+2)))/Ct32(i+1)

Ttb(3)=ht (i+1) *ht (i+1)*(qt (i+1)+qt (i+2))/(Ct26(i+1)* &
Ct32(i+1))

I vrijednost g-splajna 4. reda u tocki x

do i=1,3
qv=qv+d (1) *TtB(i)
enddo
end select

end subroutine qvalue

15k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok 3k ok ok 3k ok ok ok 5k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok >k 3k ok ok 3k >k >k 3k >k >k 3k >k >k >k >k >k >k >k >k %k >k >k % k *k

U proceduri gqdvalue derivacije se racunaju pomocu derivacijske jed-
nadzbe (3.6). Dakle, ako imamo g-splajn reda 4 f zadan sa

n

f(x) =Y T (@),

Jj=1

onda njegova generalizirana derivacija L; ima oblik

n

Lif(r) =} %(Cj)le(m) =3 T3 ().

7j=2
U ovom slucaju je L; = D, tj. prva generalizirana derivacija jednaka je
obicnoj. Za drugu generaliziranu derivaciju Ly vrijedi

n 1*61 n

Lof@) =Y %Bﬁ(m) — 3 @B ),

j=3 j=3

gdje su BJQ- ponovo polinomni B-splajnovi reda 2. Iz definicije se vidi da
su prostori g-splajnova reda 1 i 2 jednaki polinomnim. Posto se derivaci-
jskom jednadzbom dobivaju samo generalizirane derivacije, obicne derivacije
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izvoditi ¢emo iz njih, pa se tako trivijalno vidi da je D?f = qLyf. Jo$ nam
ostaje Lsf:

Laf(x) =3 %T(;)IB;(:C) = 3" @Bl (a).

j=4 j=4

Lako se izvede da je D3f = qLsf + ¢'Lof. Po definiciji g-splajna, Lsf = 0,
ali je D*f = 2¢' L3 f. Analogno se izvedu derivacije za splajn reda 3. U ovom
slucaju vrijedi da je Df = gL\ f, D*f = qLof +¢'Lif i D3f = 2¢'Lsf.

Uz prethodno spomenute varijable, vazne su jos:

deriv ... red derivacije;
gen ... oznaka koja odreduje da li se racuna obicna ili generalizirana
derivacija: gen=0 za obi¢cnu i gen=1 (gen/=0) za generali-
ziranu derivaciju;
qdv ... izlazna vrijednost.

Navedimo jos da ova procedura poziva ve¢ spomenutu proceduru interv
koja odreduje podinterval u kom se nalazi x.

D skesk ok sk ok ok ok sk ok sk ok ok sk ok ok sk ok ko ok ok ok sk ok kok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk ok ok ok k sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
PROCEDURA: qdvalue

[
[
!
! NAMJENA: racuna vrijednost generalizirane ili obicne

! derivacije reda deriv g-splajna zadanog danim
! koeficijentima

[

[

3k 3K 3K 3k 3k 5k 5K 3k 5k 5Kk 3K 3k 5k 5K 3k 3k 5k 5K 3k K 5k 3k 3k 5k 3k 3k 5k 3k 3k 5k 5K 3k 5k 5k 3k K 5k 3k 3k 5k 3k 3k 5k 3k 3k 5k 3k 3k 5Kk 5K 3k 5k 5K K 5k 5K 3k 5k K >k k %
subroutine gdvalue(t,q,c,n,k,x,deriv,gen,qdv)

..niz cvorova (t(1),...,t(n+k))

..vrijednost g-a u cvorovima

..B-splajn koeficijenti g-splajna

..broj koeficijenata (dimenzija prostora q-splajnova)
.stupanj splajna: k=3 ili k=4

!
!
!
!
!
!
! ..tocka u kojoj se racuna vrijednost g-splajna

N R B oQ
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I deriv...red derivacije

I gen...oznaka koja odredjuje da 1i se racuna obicna ili
! generalizirana derivacija: gen=0 za obicnu i gen=1

! (gen/=0) za generaliziranu derivaciju

! qdv...vrijednost g-splajna (izlaz)
[

use q_spl_mod
implicit none

I Varijable

double precision, intent(out) :: qdv

double precision, intent(in) :: t(1),q(1),c(1),x
integer, intent(in) :: n,k,deriv,gen

double precision, external :: dbvalue

double precision :: qv,h(5),C26(4),C32(3),d(3),qdvp
integer :: ileft,mflag,i,j,poc

I Tijelo gdvalue-a

qdv=0.0d0

if (k/=3 .and. k/=4) then
print *, "Red (k) mora biti 3 ili 4!!!"
return

endif

call interv(t,n+k,x,ileft,mflag)

if (mflag/=0) return

if ((ileft<k).or.(ileft>n)) then
if (x/=t(n+1)) then

print *, x, " je izvan intervala [",t(k),",", &
t(n+1) "]t
return
endif

endif
if (deriv>k.or.((deriv==k).and.(gen/=0))) return

if (k==4) then ! ako je red g-splajna jednak 4
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if (deriv<=0) then
! racunanje vrijednosti g-splajna reda 4

call gvalue(t,q,c,n,4,x,qv,ileft,mflag)
qdv=qv
return

else

I ako se racuna derivacija reda >=1 g-splajna reda 4

j=ileft-2
h(D)=t(j+1)-t(3j)
h(2)=t(j+2)-t(j+1)
€26(1)=C2_6(q,h,1,3)
do i=1,3
j=ileft-3+i
h(i+2)=t (i+3)-t(i+2)
C26(i+1)=C2_6(q,h,i+1,j+1)
€32(i)=C3_2(q,h,i,j,C26(i),C26(i+1))
d(1)=(c(j)-c(j-1))/C32(1)
enddo
endif

else ! ako je red g-splajna jednak 3
do i=1,3
j=ileft-3+i
d(i)=c(j)

enddo
endif

if ((deriv<=0).or.((k==4) .and.(deriv==1))) then

! racunanje vrijednosti g-splajna reda 3 ili 1. derivacije
I gq-splajna reda 4

poc=ileft-2

95
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call gqvalue(t(poc:poc+5),q(poc:poc+5),d,3,3,x,qv, &
ileft-poc+1,mflag)
qdv=qv
return
else

I ako se racuna derivacija reda >=1 g-splajna reda 3 ili
I derivacija reda >=2 g-splajna reda 4

if (k==3) then

I ako se racuna derivacija reda >=1 g-splajna reda 3

j=ileft-1
h(D)=t(j+1)-t(3j)
do i=1,2
j=ileft-2+i
h(i+1)=t(j+2)-t(j+1)
C26(i)=C2_6(q,h,i,j)
enddo
endif
do i=1,2
d(i)=(d(i+1)-d(i))/C26 (i+k-3)
enddo
endif

if ((k/=4).or.(deriv/=4) .or.(gen/=0)) then

I ako se racuna obicna derivacija 3. reda od g-splajna

I reda 3, ili obicna derivacija 4. reda od g-splajna reda 4,
! onda se ovaj dio ne treba racunati

poc=ileft-1

qdvp=dbvalue (t (poc:poc+3),d,2,2,x,0,ileft-poc+l,mflag)
endif

if ((deriv==1) .or.((k==4) .and. (deriv==2))) then

I racunanje 1. generalizirane derivacije gq-splajna reda 3
I 111 2. generalizirane derivacije g-splajna reda 4
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qdv=qdvp

I racunanje 1. obicne derivacije g-splajna reda 3 ili
I 2. obicne derivacije gq-splajna reda 4

if (gen==0) qdv=qdv*qq(t,q,ileft,x)
return

endif

I racunanje 2. generalizirane derivacije gq-splajna reda 3
I 111 3. generalizirane derivacije g-splajna reda 4

qdv=dbvalue (t (poc:poc+3),d,2,2,x,1,ileft-poc+1l,mflag)
if (gen==0) then

I racunanje 2. obicne derivacije g-splajna reda 3 ili 3.
! obicne derivacije g-splajna reda 4

if ((deriv==2) .or.((k==4) .and.(deriv==3))) then

qdv=qq(t,q,ileft,x)*qdv+(q(ileft+1)-q(ileft))* &
qdvp/ (t(ileft+1)-t(ileft))
return

else

I racunanje 3. obicne derivacije g-splajna reda 3 ili 4.
I obicne derivacije g-splajna reda 4

qdv=2x*(q(ileft+1)-q(ileft))*qdv/(t(ileft+1)- &
t(ileft))
endif

endif
end subroutine qdvalue

15k sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
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4.4 Racunanje vrijednosti g-splajna u tocki
pomocu generaliziranog de Boor-ovog al-
goritma

U odjeljku 3.7 dan je generalizirani de Boor-ov algoritam za racunanje
vrijednosti ¢-splajna u tocki x, i pokazano je da algoritam radi i u limesu
kada x tezi nekom ¢voru. Glavna ideja je da se tocka x ubacuje u niz ¢vorova
(t;) k — 1 puta, ako rac¢unamo ¢-splajn reda k.

Uz ve¢ navedene varijable, vazno je josS spomenuti:

qv ... izlazna vrijednost ¢-splajna u tocki x;

tb, tt, th ... polja u kojima su spremljeni podnizovi niza

¢vorova (%), (¢;) 1 (£;) iz (3.51);
gb, qt, gh ... vrijednosti funkcije ¢ u ¢vorovima iz tb, tt, ith;
Cb26, Ct26, Ch26 ... polja u kojima su spremljene vrijednosti 6 - Cy(j),
G- 52(,7') 16- ég(j) definirane u odjelcima 3.5 1 3.7;
Cb32, Ct32, Ch32 ... polja u kojima su spremljene vrijednosti 2- C3(j),
2-C5(j) i 2-C3(j) definirane u odjelcima 3.5 i 3.7;
d ... polje duljine 3 u kom se spremaju koeficijenti c¢;,

¢; ili ¢; iz (3.53) ili (3.56).

Na ovom mjestu objasniti ¢emo nuznost funkcije div_0 koja se koristi u
€3_2. U slucaju kada je x € [t;,t;41) i gledamo lim,_,;, C5 ,(7), znamo da je
vrijednost tog limesa jednanaka 0, medutim kod racunanja samog izraza po-
javljuju se limesi oblika %. Trivijalno se vidi da je taj limes zapravo jednak 0.
Osim toga moze se provjeriti da se niti na jednom njestu ne moze desiti dije-
ljenje nekog konac¢nog broja sa nulom, §to opravdava samu definiciju funkcije
div_0. Vazno je jos napomenuti da ¢e nula u ovom slucaju biti “prava” nula,
tj. svi bitovi varijable u kojoj je spremljena biti ¢e jednaki nuli, zbog toga
sto dolazi oduzimanjem potpuno jednakih brojeva.

1 sk ok sk sk ok ok ok o ok ok ok sk sk ok ok o o ok ok sk ok ok ok o o o ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok o ok ok ok ok sk sk sk ok ok ok o o ok ok ok sk sk sk ok ok ok ok ok k
!
! PROCEDURA: qgvalue_dB_4

!

I NAMJENA: racuna vrijednost g-splajna zadanog danim

! koeficijentima generaliziranim de Boor-ovim
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! algoritmom
[
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subroutine qvalue_dB_4(t,q,c,n,k,x,qv)

..niz cvorova (t(1),...,t(n+k))
..vrijednost g-a u cvorovima
..B-splajn koeficijenti g-splajna

.stupanj splajna: k=3 ili k=4
..tocka u kojoj se racuna vrijednost g-splajna
qv...vrijednost g-splajna (izlaz)

N R B oQ

use q_spl_mod

implicit none

I Varijable

double precision, intent(out) :: qv

double precision, intent(in) :: t(1),q(1),c(1),x
integer, intent(in) :: n,k

..broj koeficijenata (dimenzija prostora gq-splajnova)

double precision :: tb(7),tt(6),th(5),qb(7),qt(6),qh(5), &

h(5) ,hb(6) ,ht(5),hh(4), &

C26(4),Cb26(5),Ct26(4),Ch26(3), &

C32(3),Cb32(4),Ct32(3),Ch32(2), &

b23,b22,b12,b11,b01,b00,d(3)
integer :: ileft,mflag,i,j

! Tijelo qvalue_dB_4-a

if (k/=3 .and. k/=4) then
print *, "Red (k) mora biti 3 ili 4!!!"
return

endif

qu=0.0d0
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call interv(t,n+k,x,ileft,mflag)

if (mflag/=0) return
if ((ileft<k).or.(ileft>n)) then
if (x/=t(n+1)) then

print *, x, " je izvan intervala [",t(k),",", &
t(n+1),"]re
return
endif

endif

| pripreme za racunanje knot insertion matrice kod
! ubacivanja tocke x s kratmoscu 1 (ako je x jednak
! nekom cvoru - s kratnoscu 2)

I racunanje niza cvorova tb, i gb

do i=1,k-1
j=ileft-k+1+i
tb(i)=t(j)
gb(i)=q(j)

enddo

tb(k)=x

gb(k)=qq(t,q,ileft,x)

do i=k+1,2xk-1
j=ileft-k+i
tb(1)=t(j)
gb(i)=q(j)

enddo

I racunanje polja h, hb, C26 i Cb26

j=ileft-k+2

h(D)=t(j+1)-t(3j)

hb(1)=tb(2)-tb(1)

do i=1,2x(k-2)
j=ileft-k+1+i
h(i+1)=t(j+2)-t(j+1)
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hb(i+1)=tb(i+2)-tb(i+1)
C26(i)=C2_6(q,h,1i,j)
Cb26(i)=C2_6(gb,hb,i,1)
enddo
i=2x%(k-1)-1
hb(i+1)=tb(i+2)-tb(i+1)
Cb26(i)=C2_6(qb,hb,i,1i)

! racunanje netrivijalnih elemenata knot insertion matrice
! reda 3

b12=hb (k) *Cb26 (k-1) / (h(k-1) *C26 (k-2))
b11=Cb26 (k-2) /C26 (k-2)
b01=Cb26 (k) /C26 (k-1)

b00=hb (k-1) *Cb26 (k-1) / (h(k-1) *C26 (k-1))

select case (k)
case (3) ! za gq-splajn reda 3
I racunanje novih B-splajn koeficijenata

d(1)=b12*c(ileft-2)+blixc(ileft-1)
d(2)=b01*c(ileft-1)+b00*c(ileft)

case (4) ! za g-splajn reda 4
I racunanje polja C32 i Cb32

do i=1,3
j=ileft-3+i
€32(i)=C3_2(q,h,i,j,C26(i),C26(i+1))
Cb32(i)=C3_2(gb,hb,i,1i,Cb26(i),Cb26(i+1))

enddo

i=4

Cb32(i)=C3_2(gb,hb,i,i,Cb26(i),Cb26(i+1))

I racunanje netrivijalnih elemenata knot insertion matrice
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! reda 4

b23=b12*Cb32(2) /C32(1)
b22=Cb32(1) /C32(1)
b12=b01*Cb32(3) /C32(2)
b11=b11*Cb32(2)/C32(2)
b01=Cb32(4)/C32(3)
b00=b00*Cb32(3) /C32(3)

I racunanje novih B-splajn koeficijenata

d(1)=b23*c(ileft-3)+b22xc(ileft-2)
d(2)=b12*c(ileft-2)+bli*c(ileft-1)
d(3)=b01*c(ileft-1)+b00*c(ileft)

end select

| pripreme za racunanje knot insertion matrice kod
! ubacivanja tocke x s kratnoscu 2 (ako je x jednak
! nekom cvoru - s kratnoscu 3)

I racunanje niza cvorova tt, i qt

do i=1,k-1
tt (1) =tb(i+1)
qt(1)=qb(i+1)

enddo

tt (k) =tb(k)

qt (k)=gb (k)

do i=k+1,2x(k-1)
tt (1)=tb(i)
qt(i)=qb(i)

enddo

I racunanje polja ht i Ct26

ht (1)=tt(2)-tt (1)
do i=1,2%(k-2)
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ht (i+1)=tt(i+2)-tt(i+1)
Ct26(i)=C2_6(qt,ht,i,1)
enddo

! racunanje netrivijalnih elemenata knot insertion matrice
I reda 3

b01=Ct26(k-1) /Cb26 (k-1)
b00=Ct26 (k-2) /Cb26 (k-1)

select case (k)

case (3) ! za g-splajn reda 3

! izlazna vrijednost u slucaju reda 3
qv=b01*d (1) +b00*d (2)

case (4) ! za g-splajn reda 4

I racunanje polja Ct32
do i=1,3

Ct32(i)=C3_2(qt,ht,i,i,Ct26(i),Ct26(i+1))

enddo

I racunanje netrivijalnih elemenata knot insertion matrice
I reda 4

b12=b01%Ct32(2) /Cb32(2)
b11=Ct32(1)/Cb32(2)
b01=Ct32(3) /Cb32(3)
b00=b00*Ct32(2) /Cb32(3)

I racunanje novih B-splajn koeficijenata

d(1)=b12*d (1) +b11xd(2)
d(2)=b01*d (2)+b00*d (3)
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I pripreme za racunanje knot insertion matrice kod ubacivanja
! tocke x s kratnoscu 3 (ako je x jednak nekom cvoru - s
! kratnoscu 4)

I racunanje niza cvorova th, i gh

do i=1,3
th(i)=tt(i+1)
gh(i)=qt (i+1)

enddo

do i=4,5
th(i)=tt (i)
gh(i)=qt (i)

enddo

I racunanje polja hh i Ch26

hh(1)=th(2)-th(1)

do i=1,3
hh(i+1)=th(i+2)-th(i+1)
Ch26(i)=C2_6(gh,hh,i,i)

enddo

! racunanje polja Ch32
do i=1,2
Ch32(i)=C3_2(qh,hh,i,i,Ch26(i),Ch26(i+1))
enddo

! racunanje netrivijalnih elemenata knot insertion matrice
I reda 4

b01=Ch32(2) /Ct32(2)
b00=Ch32(1) /Ct32(2)

I izlazna vrijednost u slucaju reda 4
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qv=b01*d (1) +b00*d (2)
end select
end subroutine qvalue_dB_4

15k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok 3k ok ok 3k ok ok ok ok ok ok 3k ok ok 3k ok sk 3k ok ok 3k ok ok 5k ok ok 3k ok >k 3k >k >k 3k >k >k %k >k >k %k >k >k >k >k >k %k k *k

4.5 Graficki prikazi q-splajnova

Pokazat ¢emo nekoliko grafickih prikaza g-B-splajnova i njihovih derivacija
kako bismo ilustrirali utjecaj smanjivanja nekih od parametara ¢; na iz-
gled krivulje. Uzet ¢emo interval [4,8] i na njemu prosirenu particiju T =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}.

Za pocetak promatrati ¢emo promjenu prametara gs i ¢¢ kod B-splajna
T} reda 4: slike 4.1, 4.2 i 4.3. Vrijednosti g-splajna racunate su pomocu
procedure gvalue_dB_4 iz odjeljka 4.4.

Zatim slijedi promjena parametra gs kod B-splajna T} reda 3, gdje se
ponovo vrijednosti splajna racunaju pomocu procedure qvalue_dB_4: slike
4.4, 4.51 4.6.

Na kraju dan je B-splajn T)!, njegove obi¢ne derivacije (slika 4.7) i njegove
generalizirane derivacije (slika 4.8), te T}, njegove obicne (slika 4.9) i gene-
ralizirane derivacije (slika 4.10). Ponovo je T'= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}
prosirena particija intervala [4,8], ¢; = 1 za i # 5 i g5 = 0.0001, a vrijednosti
g-splajnova i njihovih derivacija racunaju se pomocu procedure qdvalue iz
odjeljka 4.3.
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POGLAVLJE 4. PROGRAMSKI KODOVI

I I
B-splajn reda 4 —

4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

B-splajn reda 4 —

4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

Slika 4.2: B-splajn Ty za ¢; = 1,7 # 5,6 i g5 = qs = 0.1
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0.9 T \
B-splajn reda 4 —

0.7 _

0.5 - _

0.3 - _

0.1 - _

Slika 4.3: B-splajn Tf zaq; =1,1# 5,61 g5 = gg = 0.0001

0.8 I \

B-splajn reda 3 —
0.7 i

0.6 - _

0.3 - _

0.2 - _

0.1 - _

Slika 4.4: B-splajn T} za ¢; =1,i=2,...,9
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T T
B-splajn reda 3 —

4.5 ) 9.5 6 6.5 7

Slika 4.5: B-splajn T za ¢; = 1,1 # 5i¢q5 = 0.1

T T
B-splajn reda 3 —

4.5 ) 9.5 6 6.5 7

Slika 4.6: B-splajn T za ¢; = 1, # 51 g5 = 0.0001
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0.8 T T T T T T T
vrijednost ——
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-0.6 ; B
1
l
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Slika 4.7: B-splajn T} i njegove obi¢ne derivacije
0.8 T T T T T T T
vrijednost ——
1. gen. derivacija -----
2. gen. derivacija ------
0.6 3. gen. derivacija - |
: 4. gen. derivacija ——--
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e - \\

0 2 //,’L;
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04 F - .
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Slika 4.8: B-splajn T} i njegove generalizirane derivacije



HO POGLAVLJE 4.
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vrijednost ——
1. derivacija —--
2. derivacija --—----
3. derivacija ——
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Slika 4.9: B-splajn T} i njegove obi¢ne derivacije
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| 3. gen. derivacija —
02 r /// \\\\\ N
0 = - |
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0.8 ) . . | |
4 45 5 55 6 -

Slika 4.10:

B-splajn T}

i njegove generalizirane derivacije

PROGRAMSKI KODOVI




Dodatak A
Zivotopis

Rodila sam se 8.7.1973. u Zagrebu, gdje sam zavrsila i osnovnu skolu.
Svoje skolovanje dalje sam nastavila u Matematicko-informaticko obrazovnom
centru u Zagrebu, u kojem sam 1992. godine maturirala. Iste godine upisala
sam studij za inzinjera matematike na Matematickom odjelu Prirodoslovno
matematickog fakulteta u Zagrebu, na kojemu u tre¢oj godini studija biram
smjer Primjenjene matematike. U listopadu 1997. uspjesno sam diplomirala
na temu “Morseova teorija”, i upisala poslijediplomski studij matematike.
Od veljace 1998. radim kao znanstveni novak na Matematickom odjelu, i
obavljam posao mladeg asistenta. Sudjelovala sam na Konferenciji “Applied
Mathematics and Computation” 1999. godine u Dubrovniku, te objavila dva
rada [5] i [14].
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Dodatak B

Sazetak

U ovom magisteriju dvije su glavne ideje usko povezane: polarne forme i
ubacivanje ¢vorova splajnova. Polarne forme daju posve novu, pojednostav-
ljenu perspektivu na polinomne splajnove, a izmedu ostalog i na ubacivanje
¢vorova. Samo ubacivanje ¢vorova ima dosta vaznih primjena, od kojih je
paznja posvecena dvijema: aproksimaciji reduciranjem ¢vorova, i stabilnom
racunanju g-splajnova.

U prvom poglavlju dan je pregled ve¢ poznatih teorema, ali uz posve nove
dokaze bazirane na polarnim formama. Zahvaljujuéi njihovoj geometrijskoj
prirodi, ti dokazi su kraci od onih postoje¢ih i mogu dati bolji uvid u osnovnu
teoriju B-splajnova. Prvo su dani definicija i osnovna svojstva polarnih formi,
te de Casteljau-ov algoritam za njihovo racunanje. Zatim su, pomocu njih,
na novi nacin izrazene de Boor-ove tocke B-splajn krivulje. Odatle se izvodi
Curry-Schoenberg-ov teorem i de Boor-ov algoritam. Na kraju je proucavano
ubacivanje ¢vorova iz perspektive polarnih formi, i dati Boehm-ov i Oslo
algoritam (v. [1]) kao primjere. Kao dodatak, ukratko je prodiskutirano
svojstvo smanjenja varijacije B-splajnova i de Boor-Fix-ova forma dualnog
funkcionala.

U drugom poglavlju prikazana je strategija reduciranja broja ¢vorova
danog splajna bez perturbiranja splajna za vise od zadane tolerancije. Takva
redukcija znaci da dani splajn iz prostora, recimo, S aproksimiramo sa splaj-
nom iz potprostora od §. Drugim rjec¢ima, broj stupnjeva slobode se sma-
njuje, pa postizemo redukciju podataka. Strategija izbacivanja ¢vorova za
skalarne funkcije jedne varijable opisana je detaljno, nakon c¢ega je metoda
generalizirana na parametarske B-splajn krivulje. Dana je, takoder, general-
na metoda bazirana na izbacivanju ¢vorova, koja racuna splajn aproksimaciju
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danih podataka, sa greskom manjom od dane tolerancije u svakoj tocki po-
dataka.

U tre¢em poglavlju ponudeno je nekoliko stabilnih algoritama za racunanje
posebne klase nedavno otkrivenih polinomno-Cebisevljevih splajnova, tako
zvanih g-splajnova. Nakon Sto je ¢-B-splajn prikazan na dva nacina kao li-
nearna kombinacija odgovarajuc¢ih polinomnih B-splajnova, izvodi se njegova
matrica za ubacivanje jednog ¢vora, te na kraju su dana dva prilicno jednos-
tavna i satabilna algoritma za racunanje ¢-splajna bazirana na ubacivanju
¢vorova i de Boor-ovom algoritmu.

Na kraju, u cetvrtom poglavlju, izvedeni su programski kodovi, pisani u
Fortranu 90, i dana je lista rutina potrebnih za implementaciju algoritama
razradenih u tre¢rm poglavlju.



Dodatak C

Summary

Polar Forms of Splines and Knot
Insertion Algorithms

In this master thesis two main ideas are closely related: polar forms and
knot insertion for splines. The polar forms give a completely new, simplified
view of polynomial splines, which also applies to the knot insertion. The
knot insertion itself has a number of quite important applications, but our
main concern was with two questions, an algorithm for knot removal, which
is approximate, and a knot insertion base algorithm for the stable calculation
with g-splines.

In Chapter 1 we give an overview of already known theorems, but with
new proofs based on polar forms. Due to their geometric nature, this proofs
are shorter, and give better insight into the basic theory of B-splines. First,
we give a definition and describe basic characteristics of polar forms, then
de Casteljau algorithm for their evaluation. Polar forms then enable ex-
pression of de Boor points in a new way. Therefore we deduce the Curry-
Schoenberg theorem and de Boor algorithm. At the end, we examine the
knot insertion in perspective of polar forms, with Boehm and Oslo algo-
rithms as examples. The variation diminishing property for B-splines and
the de Boor-Fix form of the dual functionals are also discussed.

In Chapter 2 we accomplish a strategy for reducing the number of knots
for a given spline without perturbing the spline more than a given tolerance.
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Such a reduction means that we approximate the given spline in a space S by
a spline in a subspace of §. In other words, the number of degrees of freedom
is reduced and we obtain data reduction. We describe the knot-removal for
scalar functions of one variable in detail, and then generalize the method to
the parametric B-spline curves. This naturally leads to the general method,
based on the knot-removal, which calculates a spline approximation of given
data, with an error less than the given tolerance in each data point.

In Chapter 3 we exploit a few stable algorithms for a special class of re-
cently discovered polynomial-Chebyshev spline, the so called ¢-splines. Upon
representing ¢-B-spline in two ways as a linear combination of adequate poly-
nomial B-splines, we find the knot insertion matrix for inserting just one knot,
and subsequently develop two very simple and stable knot insertion based
algorithms for calculating with ¢-splines. One of them is an extension of the
well known de Boor algorithm for polynomial splines.

Finally, in Chapter 4 we discuss procedural elements of programs written
in Fortran 90, and give the full listing of all the routines needed to implement
the algorithms constructed in the Chapter 3.
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