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De�nicija

Neka je (an) niz realnih brojeva. Za svaki n ∈ N, broj

Sn := a1 + a2 + . . . an

zovemo n-tom parcijalnom sumom reda
∑

an.
Red

∑
an de�niramo kao ure�en par

((an), (Sn)) .

Suma reda
∑

an je

∞∑
n=1

an := lim
n→∞

Sn

= lim
n→∞

(a1 + a2 + . . .+ an) ∈ R ∪ {±∞} ,

ako taj limes postoji.
Ako je

∑∞
n=1 an ∈ R, kaºemo da red

∑
an konvergira, a ina£e da divergira.



Napomena

I Red
∑

an i njegovu sumu u praksi £esto ozna£avamo istim simbolom:∑
an,
∑

n an,
∑

n∈N an,
∑∞

n=1 an.
I Op¢enitije, po£etni indeks ne mora biti n = 1: npr.

∞∑
n=0

an := lim
n→∞

(a0 + a1 + . . .+ an) .



Primjer

Ispitajmo konvergenciju reda

∞∑
n=1

(
1
2

)n

.

Po de�niciji sume reda imamo

∞∑
n=1

(
1
2

)n

= lim
n→∞

((
1
2

)1

+

(
1
2

)2

+ . . .+

(
1
2

)n
)

︸ ︷︷ ︸
suma prvih n £lanova geometrijskog niza sa s = 1

2
, q = 1

2

= lim
n→∞

s · 1− qn

1− q
= lim

n→∞

1
2
·
1−

(
1
2

)n
1− 1

2

= lim
n→∞

(
1−

(
1
2

)n)
= 1,

dakle red
∑∞

n=1

(
1
2

)n
konvergira i suma mu je 1.



Napomena

Op¢enitije, analogno se pokaºe da za s, q ∈ R \ {0} geometrijski red

∞∑
n=0

1

sqn

konvergira ako i samo ako je |q| < 1 ; u tom je slu£aju

∞∑
n=0

sqn =
s

1− q
i

∞∑
n=1

sqn =
sq

1− q
.



Primjer

Red
∞∑
n=1

1

divergira: po de�niciji sume reda imamo

∞∑
n=1

1 = lim
n→∞

(1+ 1+ . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n pribrojnika

)

= lim
n→∞

n

= +∞.



Napomena

I Ako je an ≥ 0 za sve n ∈ N, tada je

ili
∞∑
n=1

an ∈ [0,∞〉 ili
∞∑
n=1

an = +∞.

I Za sve α ∈ R \ {0} vrijedi

∞∑
n=1

αan = α

∞∑
n=1

an.

I Vrijedi
∞∑
n=1

(an + bn) =
∞∑
n=1

an +
∞∑
n=1

bn

kad god su sume
∑∞

n=1 an i
∑∞

n=1 bn de�nirane i nije jedna +∞, a
druga −∞.



Kriteriji konvergencije i divergencije

reda



1. Nuºan uvjet konvergencije reda

Ako red
∑
n

an konvergira, tada je lim
n→∞

an = 0.

Ekvivalentno (i korisnije pri ispitivanju konvergencije redova):

Ako lim
n→∞

an 6= 0, tada red
∑
n

an divergira.

Obrat ne vrijedi: npr.

lim
n→∞

1
n
= 0, ali

∞∑
n=1

1
n
= +∞.

(Red
∑∞

n=1
1
n zove se harmonijski red.)



2. Kriterij uspore�ivanja

Ako vrijedi
0 ≤ an ≤ bn za svaki n ∈ N,

tada:

I
∞∑
n=1

an divergira ⇒
∞∑
n=1

bn divergira.

I
∞∑
n=1

bn konvergira ⇒
∞∑
n=1

an konvergira.



2. Kriterij uspore�ivanja

Redovi £iju konvergenciju ispitujemo naj£e²¢e se uspore�uju s
I (pozitivnim) geometrijskim redom (s, q > 0)

∑
n=0

1

sqn

{
konvergira, ako je 0 < q < 1,

divergira, ako je q ≥ 1

I redom
∞∑
n=1

1
np

{
konvergira, ako je p > 1,

divergira, ako je 0 < p ≤ 1.



3. D'Alembertov kriterij

Ako postoji

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =: q,

tada:

I q > 1 ⇒
∞∑
n=1

an divergira.

I q < 1 ⇒
∞∑
n=1

an konvergira.

I q = 1 ⇒ ovaj kriterij ne daje odgovor.



4. Cauchyjev kriterij

Ako postoji
lim
n→∞

n
√
|an| =: q,

tada:

I q > 1 ⇒
∞∑
n=1

an divergira.

I q < 1 ⇒
∞∑
n=1

an konvergira.

I q = 1 ⇒ ovaj kriterij ne daje odgovor.


