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Ponavljanje: rastav u parcijalne razlomke

(Npr. dijeljenjem polinoma s ostatkom) svaka racionalna funkcija r moºe se
zapisati u obliku

r(x) = polinom+
p(x)

q(x)︸ ︷︷ ︸
prava racionalna funkcija,

tj. deg p< deg q.

Primjer

x5 + x3 − x2 + 1
x3 − 1

= x2 + 1+
2

x3 − 1
.



Ponavljanje: rastav u parcijalne razlomke

Faktoriziramo nazivnik funkcije
p(x)

q(x)
, tj. zapi²emo

p(x)

q(x)
=

p(x)

A(x + B1)k1 · · · (x + Bn)kn(x2 + C1x + D1)l1 · · · (x2 + Cmx + Dm)
lm

tako da vrijedi:
I A ∈ R \ {0}.
I x + B1, . . . , x + Bn su me�usobno razli£iti linearni polinomi.
I x2 + C1x + D1, . . . , x2 + Cmx + Dm su me�usobno razli£iti kvadratni

polinomi bez realnih nulto£aka, tj. diskriminante < 0.
I k1, . . . , kn, l1, . . . , lm ∈ N.

Primjer

2
x3 − 1

=
2

(x − 1)(x2 + x + 1)
.



Ponavljanje: rastav u parcijalne razlomke

p(x)

q(x)
se rastavlja na parcijalne razlomke:

p(x)

q(x)
=

∗
x + B1

+
∗

(x + B1)2
+ . . .+

∗
(x + B1)k1

+
∗

x + B2
+

∗
(x + B2)2

+ . . .+
∗

(x + B2)k2

+ . . .

+
∗

x + Bn
+

∗
(x + Bn)2

+ . . .+
∗

(x + Bn)kn

+
∗ x + ∗

x2 + C1x + D1
+

∗ x + ∗
(x2 + C1x + D1)2

+ . . .+
∗ x + ∗

(x2 + C1x + D1)l1

+ . . .

+
∗ x + ∗

x2 + Cmx + Dm
+

∗ x + ∗
(x2 + Cmx + Dm)2

+ . . .+
∗ x + ∗

(x2 + Cmx + Dm)lm

za jedinstven izbor realnih koe�cijenata ∗.



Integriranje racionalnih funkcija

Neka je r racionalna funkcija. Da bismo izra£unali∫
r(x) dx ,

najprije zapi²emo

r(x) = p(x) + r1(x) + . . .+ rn(x),

gdje je p polinom, a r1, . . . , rn su parcijalni razlomci. ; Imamo∫
r(x) dx =

∫
p(x) dx︸ ︷︷ ︸
znamo

+

∫
r1(x) dx + . . .+

∫
rn(x) dx︸ ︷︷ ︸

nau£it ¢emo

.



Klasi£ni trikovi za integriranje

�kompliciranijih� parcijalnih

razlomaka



Trik A

Za a,A,B ∈ R∫
Ax + B

x2 + a2
dx =

∫
Ax

x2 + a2
dx︸ ︷︷ ︸

supstitucijom t=x2+a2

+B

∫
1

x2 + a2
dx︸ ︷︷ ︸

tabli£ni integral

.



Trik B

Za A,B, b, c ∈ R takve da je D = b2 − 4ac < 0,∫
Ax + B

x2 + bx + c
dx =

∫
Ax + B(

x + b
2

)2
+ c − b2

4

dx

=

[
t = x +

b

2

]
=

∫
At + B − Ab

2

t2 + c − b2

4

dt.

; Sad smo u slu£aju A!



Trik C

Za a ∈ R \ {0},∫
dx

(x2 + a2)2
=

1
a2

∫ (
x2 + a2

)
− x2

(x2 + a2)2
dx

=
1
a2

∫ (
1

x2 + a2
− x2

(x2 + a2)2

)
dx

=
1
a3

arctg
x

a
− 1

a2

∫
x2

(x2 + a2)2
dx︸ ︷︷ ︸

=:I

.



Nadalje,

I =

∫
x · x

(x2 + a2)2
dx

=

[
u = x du = dx

dv = x
(x2+a2)2

dx v = −1
2

1
x2+a2

]

= −1
2

x

x2 + a2
+

1
2

∫
dx

x2 + a2

= −1
2

x

x2 + a2
+

1
2a

arctg
x

a
+ C .



...i analogno za jo² kompliciranije parcijalne

razlomke.


