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1 Definicija kompleksnih brojeva
Sjetimo se: skup kompleksnih brojeva je skup
C={z=z+vyi:z,y R},
pri ¢emu je i = /—1 imaginarna jedinica. Za z kao gore,  zovemo realnim dijelom od z

i ozna¢avamo ga sa Re(z), a y zovemo imaginarnim dijelom od z i oznacavamo ga sa Im(z).
Definiramo i apsolutnu vrijednost od z formulom

|z == V2 + 2.

Primjer 1.

Re(2—3i)=2, Im(2-3i)=-3, [2—3i]=+/22+(=3)2=13.

2 Operacije s kompleksnim brojevima

2.1 Zbrajanje

Definiramo
(a+bi)+ (c+di) :==a+c+ (b+ d)i, a,b,c,d € R.

Primjer 2.
(24+3i)+(1—i)=24+1+3—1)i =3+ 2i.

2.2 Mnozenje

Definiramo
(a+bi)(c+ di) := ac — bd + (ad + be)i, a,b,c,d € R.
(Neprecizno receno, mnozimo “svaki sa svakim”, i pritom koristimo ¢injenicu 7% = —1.)
Primjer 3.
(2430)(1—i) =2-1+3i -1+ 2(—i) + 3i(—i)
=243 —2143
=5+1.



2.3 Konjugiranje

Definiramo
a+bi:=a— b, a,beR.
Primjer 4.
l—1=1+41
Primjer 5. Primijetimo:
z-Z = |2, zeC

Dokaz. Imamo

(x4 yi)x+yi = (x4 yi)(x — yi)

= a? + w(=yi) + yi - © + yi(—yi)

— 2% 4 ¢

=lz+iy®, z,yeR

2.4 Dijeljenje

Neka su a,b,c,d € R. Ako je ¢+ di # 0, kvocijent % ra¢unamo ovako:

c+di

a+bi  (a+0bi)(c— di)
c+di  (c+di)(c— di)
(a+ bi)(c— di)

2+ d?

_ac+bd bc — ad .

TErE e

Drugadije zapisano, za z € Ciw € C )\ {0},

(usporedite ovu formulu s drugim retkom gornjeg raspisa).

Primjer 6.

I+2 1422 1+0 —1+4+3

1—i 1—i 143 2



3 Prikaz u kompleksnoj ravnini

Za z,y € R, broj z = z + yi € C identificiramo s to¢kom (z,y) kompleksne ravnine:

Im(2)

4 Intermezzo: podsjetnik na funkcije cos 1 sin
Sjetimo se da se za realan broj x > 0 vrijednosti cos z i sin x mogu definirati “namotavanjem uzeta”

duljine z na brojevnu kruznicu u pozitivnom smjeru (smjeru suprotnom od kazaljke na satu) krecuci
iz tocke (1,0), kao na sljedecoj slici.

(cos z,sinx)

Za realan broj r < 0 definicija je analogna, samo 8§to se uze duljine || namotava na brojevnu
kruznicu u negativnom smjeru (smjeru kazaljke na satu).
Dakle, za svaki x € R, cosz je x-koordinata, a sinz y-koordinata pripadne tocke na brojevnoj
kruznici. Vrijedi
cos® x +sin*z =1, x € R.
Brojevna kruznica s oznac¢enim brojevima ¢ije se vrijednosti sinusa i kosinusa u praksi najcesée
koriste prikazana je na Slici 1.



0,27, 4, —2m,...
tj. 2km, kKEZ

Slika 1: Brojevna kruznica

Zadatak 1. Pogledom na brojevnu kruznicu na Slici 1 uvjerite se da vrijedi sljedece:

(a) cos () = 4 sin (~3) = 4

N[ =

_ 3
(b) {COS:”_ 2 & =154 %7 zanekikcZ

& $::t%”+2k7rzanekik:€Z.

5 Trigonometrijski i eksponencijalni prikaz broja z € C\ {0}

Ponekad je korisno umjesto zadavanja broja z € C\ {0} pomoc¢u njegova realnog i imaginarnog
dijela, tj. u euklidskom obliku

z=x+ Yyl za neke z,y € R,
zadati z pomocu sljede¢ih dvaju podataka (vidi Sliku 2):
(1) r:= udaljenost tocke z u kompleksnoj ravnini od ishodista

(2) ¢ := kut koji u kompleksnoj ravnini polupravac iz ishodista kroz to¢ku z zatvara s pozitivnim
dijelom z-osi, gledano u pozitivnom smjeru krecuéi od pozitivnog dijela x-osi (dakle, kut ¢ se
odreduje na isti na¢in kao kutovi na brojevnoj kruznici).

4



Y+ 2= +yi=re¥

S

|
1 T Re(z)

Slika 2: Fuklidske i polarne koordinate kompleksnog broja z # 0

Ureden par (r,¢) zovemo polarnim koordinatama od z. Kut ¢ zove se argument od z i

jedinstven je samo do na pribrajanje 2kw, k € Z. S druge strane, r > 0 je jedinstven. étoviée,
primjenom Pitagorina poucka na pravokutni trokut sa Slike 2 vidimo da je

r=+z2+y*=|z|.

Promatrajuéi pravokutni trokut sa Slike 2, lako se izvedu i ostale formule koje opisuju vezu
koordinata

(z,9) < (r, ) :

T =TrCcosy r=+\z?+y? 1)

: . cosp ==
Yy =rsing ¢ € R je odreden sa {sm:’;:é
Iz gornjih formula dobivamo da je
Z=x 41y = 1Ccosp+irsinp,
tj.
z=r(cosp+isiny). (2)

Zapis broja z dan formulom (2) zove se trigonometrijski oblik od z. Definira se
e == cos @ +ising, v € R. (3)
Koriste¢i ovu oznaku, (2) moZemo ekvivalentno zapisati u obliku
2 = re'?.
Ovaj se zapis broja z zove eksponencijalni oblik od z.
Zadatak 2. Zapisite u euklidskom obliku brojeve:
(a) 2™



(b) 4e7'%.

Rjesenje. (a) Imamo
2¢im & 9 (cosm+isinm) =2(—1417-0) = —2.

(b) Imamo
iy s . s V3 .
4e™ "6 (:) 4 (cos <—E> + 7 sin <_E)> =4 <73 +1 (—%)) = 2\/3— 21.

Zadatak 3. Zapisite u eksponencijalnom obliku broj z, gdje je:

(a) z =1

(b) z=1—1.
Rjesenje. (a) Primijetimo da je z = x 4+ iy za x = 01 y = 1, pa polarne koordinate (r,¢) od z
mozemo izrac¢unati pomocu formula (1):

° r:\/x2+y2:\/02—|—12:1.

e Za ¢ mozemo uzeti bilo koji realan broj koji zadovoljava sustav

Cos p =
sin @ =

dakle (uvjerite se npr. pogledom na brojevnu kruznicu na Slici 1) bilo koji od brojeva

=1,

9
1
1
1

RSN

+ 2k, ke Z.

bo| 3

w3

Uzmimo npr. k£ = 0; dobivamo ¢ =

Dakle, .

K2 = e

INIE]
NI}

z=re¥=1-¢

(b) Primijetimo da je z =« + iy za x = 1 i y = —1, pa polarne koordinate (7, ») od z mozemo

izra¢unati pomocu formula iz (1):

Y N e o VY

e Za ¢ mozemo uzeti bilo koji realan broj koji zadovoljava sustav

cos p =
sinp =

dakle (uvjerite se npr. pogledom na brojevnu kruznicu na Slici 1) bilo koji od brojeva

Sl-

1

V2

S 38

—% +o%n, keZ

N

Uzmimo npr. k = 0; dobivamo ¢ = —ZI.

Dakle,
2 =re? =/2e7M,



6 Cjelobrojne potencije kompleksnih brojeva

Napomena 1. ZaSto volimo eksponencijalni prikaz kompleksnih brojeva? Jedan je razlog $to
u eksponencijalnom prikazu formule za mnozenje i dijeljenje kompleksnih brojeva izgledaju vrlo
jednostavno: vrijedi
i1 ip2 i(p1+02) ; rie’! "1 i(p1—¢2)
re¥t - ree'?? = rirge i — = —e¢ (4)
Toel¥2 T9

za sve 11,79 € (0,400) i 1,2 € R.

Pomocu formula (4) lako se pokaze da vrijedi
(rew)n = e, re{0,+00), p €R, neZ.
Drugim rije¢ima, za sve n € Z i z = re’? € C\ {0} vrijedi de Moivreova formula:
2" = "™ =™ (cos(ny) + isin(nyp)) .
Zadatak 4. Izracunajte:
@ (£+2i)

(b) (—v3+i)"

Rjesenje. (a) Kao u Zadatku 3 vidimo da je

o~
I
m .
EE

99
V2L V2 (en)
2 2
; 997
et 67“ 4

(3) 997 L 991
= cos | — isin | —
4 4

3 3
=cos | 247 + Iﬂ) + 72 sin (247r + Iﬂ)

= cos (12-27r—|—?%> + % 8in (12-27r—|—?%>

pri ¢emu predzadnja jednakost vrijedi jer su sin i cos 27-periodi¢ne funkcije.
(b) Kao u Zadatku 3 vidimo da je

—V3+i=2e%



pa je (koriste¢i de Moivreovu formulu)

(-v3+ z) = (2¢'% )60

— 960 /50mi

) 960 (cos (507) + i sin (507))

= 2% (cos (25 - 27) + i sin (25 - 27))

= 2% (cos 0 + isin 0)
(

=2%(144-0)

__ 060
_27

pri ¢emu peta jednakost vrijedi jer su sin i cos 27-periodi¢ne funkcije.
Zadatak 5. Skicirajte sljedece dijelove kompleksne ravnine:

(a) A:={re¥:p=12}

(b) B:={re?:r=12}

() C:={re?:r>1, pe[Z 2]}

Rjesenje. Sjetimo li se grafickog znacenja polarnih koordinata r i ¢ (vidi Sliku 2), odmah je
jasno da su zadani skupovi skicirani na Slici 3.

Im(z)
C
A B/
11 = 14
1 2.7 ‘

Slika 3: RjeSenje Zadatka 5

7 n-ti korijen iz kompleksnog broja
Neka je n € N. Neka su z,w € C\ {0} brojevi s eksponencijalnim prikazima

z=|z| e i w=|wle”. (5)

Kazemo da je z n-ti korijen iz w ako je



Primijetimo:

S=w & (]z]e?)" = |w|e?

s 2" P = |w| '

3

2" = |w|
ny = 0 + 2k za neki k € Z

o fH Y
¢:%+%T”zanekik:€Z
& |zle = Y/ |wl /(i h5) za neki k € Z
& z= 1/ |v ¢ (i 45) za neki k € Z
5 |w|ei(%+k'27ﬂ) raneki k € {0,1,...,n— 1},

pri ¢emu zadnja ekvivalencija vrijedi zbog 2m-periodi¢nosti funkcije ¢ — €% (sjetite se da je €' =
cos ¢ + isinp, p € R). Dakle,

=w & z=/|v ¢(F T2 4o neki k € {0,1,...,n—1}. (6)
Posebno, za sve n € Niw € C\ {0}, postoji to¢no n n-tih korijena iz w.
Zadatak 6. Odredite sva rjeSenja u C sljede¢ih jednadzbi:
(a) 2°=m
(b) (z—1)® =1.
Rjesenje. (a) Eksponencijalni oblik od 7 dan je formulom
T=m-e,

pa uvrStavanjem w = 7 u formulu (6) dobivamo (uvr§tavajuéi |w| = 7160 = 0) da je rjeSenje zadane
jednadzbe
2= /m-e5 ", ke {0,1,2,3,4}.

(b) Imamo
(z— i) =e'2 8 = V15 54%7) zaneki k € {0,1,2}
& z=i+e(F7) sanekik e {0,1,2}.

Dakle, rjesenje zadane jednadzbe je

N
w|F
~—

=i+ e(FF *), ke {0,1,2}.
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