


Kartezijev koordinatni sustav u prostoru

z

y

x

T = (x0, y0, z0) ∈ R3

1
x0

1 y0

1

z0

Posredstvom Kartezijeva koordinatnog sustava to£ke u prostoru identi�ciramo s elementima

skupa R3 := {(x , y , z) : x , y , z ∈ R} .



Geometrijski vektori u prostoru

To£ke A = (a1, a2, a3) ,B = (b1, b2, b3) ∈ R3 odre�uju (geometrijski) vektor ~v := skup koji

£ine orijentirana duºina
−→
AB

A

B

i sve orijentirane duºine u prostoru koje se iz nje dobiju translacijom (tzv. reprezentanti
vektora ~v).

Neprecizno, ali uobi£ajeno i korisno, pi²emo

~v =
−→
AB.

Skup svih vektora u prostoru =: V 3.

Poseban slu£aj: ako je A = B , tada je
−→
AB =

−→
AA =:

−→
0 (tzv. nulvektor):

~0



Geometrijski vektori u prostoru

To£ke A = (a1, a2, a3) ,B = (b1, b2, b3) ∈ R3 odre�uju (geometrijski) vektor ~v := skup koji

£ine orijentirana duºina
−→
AB

A

B

i sve orijentirane duºine u prostoru koje se iz nje dobiju translacijom (tzv. reprezentanti
vektora ~v).
Neprecizno, ali uobi£ajeno i korisno, pi²emo

~v =
−→
AB.

Skup svih vektora u prostoru =: V 3.

Poseban slu£aj: ako je A = B , tada je
−→
AB =

−→
AA =:

−→
0 (tzv. nulvektor):

~0



Geometrijski vektori u prostoru

To£ke A = (a1, a2, a3) ,B = (b1, b2, b3) ∈ R3 odre�uju (geometrijski) vektor ~v := skup koji

£ine orijentirana duºina
−→
AB

A

B

i sve orijentirane duºine u prostoru koje se iz nje dobiju translacijom (tzv. reprezentanti
vektora ~v).
Neprecizno, ali uobi£ajeno i korisno, pi²emo

~v =
−→
AB.

Skup svih vektora u prostoru =: V 3.

Poseban slu£aj: ako je A = B , tada je
−→
AB =

−→
AA =:

−→
0 (tzv. nulvektor):

~0



Geometrijski vektori u prostoru

To£ke A = (a1, a2, a3) ,B = (b1, b2, b3) ∈ R3 odre�uju (geometrijski) vektor ~v := skup koji

£ine orijentirana duºina
−→
AB

A

B

i sve orijentirane duºine u prostoru koje se iz nje dobiju translacijom (tzv. reprezentanti
vektora ~v).
Neprecizno, ali uobi£ajeno i korisno, pi²emo

~v =
−→
AB.

Skup svih vektora u prostoru =: V 3.

Poseban slu£aj: ako je A = B , tada je
−→
AB =

−→
AA =:

−→
0 (tzv. nulvektor):

~0



Analiti£ka geometrija povezuje geometriju i algebru

GEOMETRIJA ↔ ALGEBRA

A

B

↔ −→
AB = [b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3]

A

B

C

D

Ista duljina, smjer i orijentacija.

−→
AB =

−→
CD

↔

[b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3]
‖

[d1 − c1, d2 − c2, d3 − c3]

Isti koordinatni zapisi.

(Ovdje su A = (a1, a2, a3),B = (b1, b2, b3) ∈ R3.)
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Zbrajanje vektora u V 3

GEOMETRIJA ↔ ALGEBRA

~a

~b

~a+
~b

~a

~b

~a+
~b

↔ [a1, a2, a3] + [b1, b2, b3]
= [a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3]

PR.: [1, 2, 3] + [4, 5, 6] =

[1+ 4, 2+ 5, 3+ 6] = [5, 7, 9].
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Mnoºenje skalarom α ∈ R u V 3

GEOMETRIJA ↔ ALGEBRA

−~a

~a

2~a

− 1
2
~a

0~a = ~0

↔ α [a1, a2, a3] = [αa1, αa2, αa3]

PR.: −1
2

[
1
2 , 2,−3

]
=

[
−1

2 · 12 ,−1
2 · 2,−1

2 · (−3)
]
=
[
−1

4 ,−1, 32
]
.
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Kolinearni vektori

Neka su ~a, ~b ∈ V 3. Ako postoji α ∈ R takav da je

~b = α~a ili ~a = α~b,

kaºemo da su ~a i ~b kolinearni i pi²emo
~a ‖ ~b.

(Geometrijski: ~a i ~b su kolinearni ⇔ kad ih nanesemo iz iste to£ke, leºe na istom pravcu.)

PR.:

[2, 1, 1] ‖ [−4,−2,−2].

[1, 0, 0] i [0, 1, 1] nisu kolinearni.

~0 je kolinearan sa svim vektorima.
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Baza prostora V 3

Skup sastavljen od triju

kad ih nanesemo iz iste to£ke, ne leºe svi u istoj ravnini︷ ︸︸ ︷
nekomplanarnih vektora iz V 3 zovemo bazom prostora V 3.

Osnovno svojstvo baze

Neka je
{
~b1, ~b2, ~b3

}
baza prostora V 3. Tada svaki ~v ∈ V 3 ima jedinstven prikaz

~v = α1
~b1 + α2

~b2 + α3
~b3

za neke α1, α2, α3 ∈ R. Taj prikaz zovemo koordinatnim zapisom od ~v u bazi
{
~b1, ~b2, ~b3

}
.

Koe�cijente α1, α2, α3 zovemo koordinatama vektora ~v u bazi
{
~b1, ~b2, ~b3

}
.
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Primjer 1

Standardna/kanonska baza za V 3 je {
~i , ~j , ~k

}
,

gdje je ~i := [1, 0, 0], ~j := [0, 1, 0], ~k := [0, 0, 1].

x

y

z

~i

~j
~k

1

1

1

Za svaki ~a = [a1, a2, a3] ∈ V 3 vrijedi ~a = a1~i + a2~j + a3~k .



Jo² £etiri pojma za lagan ºivot u V 3

1 Skalarni produkt u V 3

2 Duljina vektora u V 3

3 Vektorski produkt u V 3

4 Mje²oviti produkt u V 3



1) Skalarni produkt u V 3

De�niramo skalarni produkt ~a · ~b vektora ~a = [a1, a2, a3], ~b = [b1, b2, b3] ∈ V 3 formulom

~a · ~b := a1b1 + a2b2 + a3b3

= |~a | · |~b | · cos]
(
~a, ~b
)
,

gdje su |~a | i |~b | duljine vektora ~a odnosno ~b.

Primijetimo: ~a · ~b ∈ R.

Vrijedi:
~a · ~b = 0 ⇔ ~a ⊥ ~b.

PR.: Imamo

[1, 2, 3] · [4,−5, 2] =

1 · 4+ 2 · (−5) + 3 · 2 = 0,

dakle

[1, 2, 3] ⊥ [4,−5, 2].
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Svojstva skalarnog produkta u V 3

Za sve ~u, ~v , ~w ∈ V 3 i α ∈ R vrijedi:

~u · ~u ≥ 0

~u · ~u = 0 ⇔ ~u = ~0

~u · ~v = ~v · ~u
~u · (~v + ~w) = ~u · ~v + ~u · ~w
(αv) · ~w = α(~v · ~w).



2) Duljina vektora u V 3

Duljina |~a | vektora ~a = [a1, a2, a3] ∈ V 3 dana je formulom

|~a | =
√
a21 + a22 + a23 =

√
~a · ~a.

PR.: |[1,−2, 0]| =

√
12 + (−2)2 + 02 =

√
5.

PR.: Vektori ~i , ~j i ~k su duljine 1 i me�usobno okomiti, npr.:

∣∣~j ∣∣

= |[0, 1, 0]| =
√
02 + 12 + 02 = 1

~i · ~k =

[1, 0, 0] · [0, 0, 1] = 1 · 0+ 0 · 0+ 0 · 1 = 0 ⇒ ~i ⊥ ~k .

; Kaºemo da je baza
{
~i , ~j , ~k

}
ortonormirana.
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Zadatak 55(a)

Zadana je baza
{
~a, ~b, ~c

}
prostora V 3 takva da je

|~a | = 1, |~b | = 2, |~c | = 3, α := ]
(
~b, ~c
)
=
π

2
, β := ]

(
~a, ~c
)
=
π

3
, γ := ]

(
~a, ~b
)
=
π

3
.

Zadani su i vektori ~v := ~a− ~b + ~c i ~w := ~b + ~c . Izra£unajte |~v | i |~w |.

Rje²enje. Imamo

|~v | =
√
~v · ~v

=

√(
~a− ~b + ~c

)
·
(
~a− ~b + ~c

)
=

√
~a · ~a+ ~b · ~b + ~c · ~c − 2~a · ~b + 2~a · ~c − 2~b · ~c

=

√
|~a |2 + |~b |2 + |~c |2 − 2|~a | · |~b | · cos γ + 2|~a | · |~c | · cosβ − 2|~b | · |~c | · cosα

=
√

12 + 22 + 32 − 2 · 1 · 2 · 12 + 2 · 1 · 3 · 12 − 2 · 2 · 3 · 0 =
√
15

i analogno |~w | sami
=
√
13.
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Zadatak 55(b)

Neka je
{
~a, ~b, ~c

}
baza prostora V 3 takva da je
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=
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2
, β := ]

(
~a, ~c
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=
π

3
, γ := ]

(
~a, ~b
)
=
π

3
.

Zadani su vektori ~v := ~a− ~b + ~c i ~w := ~b + ~c . Izra£unajte ]
(
~v , ~w

)
.

Rje²enje. ]
(
~v , ~w

)
∈ [0, π] zadovoljava

cos]
(
~v , ~w

)
=

~v · ~w
|~v | · |~w |

Zad. 55(a)
=

~v · ~w√
15 ·
√
13

=
15
2√

15 ·
√
13

=
1

2

√
15

13
,

pri £emu predzadnja jednakost vrijedi jer je

~v · ~w =
(
~a− ~b + ~c

)
·
(
~b + ~c

)
= ~a · ~b + ~a · ~c − ~b · ~b + ~c · ~c

= |~a | · |~b | · cos γ + |~a | · |~c | · cosβ − |~b |2 + |~c |2

= 1 · 2 · 1
2
+ 1 · 3 · 1

2
− 22 + 32 =

15

2
.

Dakle, ]
(
~v , ~w

)
= arccos

(
1
2

√
15
13

)
.
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3) Vektorski produkt u V 3

Za ~a = [a1, a2, a3], ~b = [b1, b2, b3] ∈ V 3 de�niramo

~a× ~b := [a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1]

=

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
zapis pomo¢u
determinante

.

Primijetimo: ~a× ~b ∈ V 3.
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Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 1. na£in: Laplaceov razvoj

Za a, b, c , d ∈ R de�niramo ∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ :=

ad − bc.

PR.:

∣∣∣∣1 2

3 4

∣∣∣∣ =

1 · 4− 2 · 3 = −2.

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ ~k.

(∗)

Dokaz jednakosti (∗). Imamo∣∣∣∣a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ ~k

= (a2b3 − a3b2)[1, 0, 0]− (a1b3 − a3b1)[0, 1, 0] + (a1b2 − a2b1)[0, 0, 1]

= [a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1].
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Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 1. na£in: Laplaceov razvoj

Za a, b, c , d ∈ R de�niramo ∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ := ad − bc.

PR.:

∣∣∣∣1 2

3 4

∣∣∣∣ = 1 · 4− 2 · 3 = −2.

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ ~k . (∗)

Dokaz jednakosti (∗).

Imamo∣∣∣∣a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ ~k

= (a2b3 − a3b2)[1, 0, 0]− (a1b3 − a3b1)[0, 1, 0] + (a1b2 − a2b1)[0, 0, 1]

= [a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1].



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 1. na£in: Laplaceov razvoj

Za a, b, c , d ∈ R de�niramo ∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ := ad − bc.

PR.:

∣∣∣∣1 2

3 4

∣∣∣∣ = 1 · 4− 2 · 3 = −2.

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ ~k . (∗)

Dokaz jednakosti (∗). Imamo∣∣∣∣a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ ~k

= (a2b3 − a3b2)[1, 0, 0]− (a1b3 − a3b1)[0, 1, 0] + (a1b2 − a2b1)[0, 0, 1]

= [a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1].



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 1. na£in: Laplaceov razvoj

Za a, b, c , d ∈ R de�niramo ∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ := ad − bc.

PR.:

∣∣∣∣1 2

3 4

∣∣∣∣ = 1 · 4− 2 · 3 = −2.

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ ~k . (∗)

Dokaz jednakosti (∗). Imamo∣∣∣∣a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ ~k
= (a2b3 − a3b2)[1, 0, 0]− (a1b3 − a3b1)[0, 1, 0] + (a1b2 − a2b1)[0, 0, 1]

= [a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1].



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 1. na£in: Laplaceov razvoj

Za a, b, c , d ∈ R de�niramo ∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ := ad − bc.

PR.:

∣∣∣∣1 2

3 4

∣∣∣∣ = 1 · 4− 2 · 3 = −2.

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ ~k . (∗)

Dokaz jednakosti (∗). Imamo∣∣∣∣a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ ~k
= (a2b3 − a3b2)[1, 0, 0]− (a1b3 − a3b1)[0, 1, 0] + (a1b2 − a2b1)[0, 0, 1]

= [a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1].



Primjer

Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1 3

1 −1

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣1 3

2 −1

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣1 1

2 1

∣∣∣∣ ~k
= (1 · (−1)− 3 · 1)~i − (1 · (−1)− 3 · 2)~j + (1 · 1− 1 · 2)~k
= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Primjer

Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣1 3

1 −1

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣1 3

2 −1

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣1 1

2 1

∣∣∣∣ ~k
= (1 · (−1)− 3 · 1)~i − (1 · (−1)− 3 · 2)~j + (1 · 1− 1 · 2)~k
= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Primjer

Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1 3

1 −1

∣∣∣∣~i

−
∣∣∣∣1 3

2 −1

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣1 1

2 1

∣∣∣∣ ~k
= (1 · (−1)− 3 · 1)~i − (1 · (−1)− 3 · 2)~j + (1 · 1− 1 · 2)~k
= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Primjer

Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1 3

1 −1

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣1 3

2 −1

∣∣∣∣~j

+

∣∣∣∣1 1

2 1

∣∣∣∣ ~k
= (1 · (−1)− 3 · 1)~i − (1 · (−1)− 3 · 2)~j + (1 · 1− 1 · 2)~k
= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Primjer
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[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1 3

1 −1

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣1 3

2 −1

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣1 1

2 1

∣∣∣∣ ~k

= (1 · (−1)− 3 · 1)~i − (1 · (−1)− 3 · 2)~j + (1 · 1− 1 · 2)~k
= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Primjer
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[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1 3

1 −1

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣1 3

2 −1

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣1 1

2 1

∣∣∣∣ ~k
= (1 · (−1)− 3 · 1)~i − (1 · (−1)− 3 · 2)~j + (1 · 1− 1 · 2)~k

= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Primjer

Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1 3

1 −1

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣1 3

2 −1

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣1 1

2 1

∣∣∣∣ ~k
= (1 · (−1)− 3 · 1)~i − (1 · (−1)− 3 · 2)~j + (1 · 1− 1 · 2)~k
= −4~i + 7~j − ~k

= [−4, 7,−1].



Primjer

Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1 3

1 −1

∣∣∣∣~i − ∣∣∣∣1 3

2 −1

∣∣∣∣~j + ∣∣∣∣1 1

2 1

∣∣∣∣ ~k
= (1 · (−1)− 3 · 1)~i − (1 · (−1)− 3 · 2)~j + (1 · 1− 1 · 2)~k
= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 2. na£in: Sarrusjevo pravilo

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣

~i ~j
a1 a2
b1 b2

= a2b3~i + a3b1~j + a1b2~k − b1a2~k − b2a3~i − b3a1~j .

+

−

Primjer. Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
1 1

2 1

= −~i + 6~j + ~k − 2~k − 3~i + ~j

= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 2. na£in: Sarrusjevo pravilo

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
a1 a2
b1 b2

= a2b3~i + a3b1~j + a1b2~k − b1a2~k − b2a3~i − b3a1~j .

+

−
Primjer. Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
1 1

2 1

= −~i + 6~j + ~k − 2~k − 3~i + ~j

= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 2. na£in: Sarrusjevo pravilo

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
a1 a2
b1 b2

= a2b3~i + a3b1~j + a1b2~k

− b1a2~k − b2a3~i − b3a1~j .

+

−
Primjer. Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
1 1

2 1

= −~i + 6~j + ~k − 2~k − 3~i + ~j

= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 2. na£in: Sarrusjevo pravilo

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
a1 a2
b1 b2

= a2b3~i + a3b1~j + a1b2~k − b1a2~k − b2a3~i − b3a1~j .

+

−

Primjer. Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
1 1

2 1

= −~i + 6~j + ~k − 2~k − 3~i + ~j

= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].
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~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
a1 a2
b1 b2

= a2b3~i + a3b1~j + a1b2~k − b1a2~k − b2a3~i − b3a1~j .

+

−
Primjer. Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
1 1

2 1

= −~i + 6~j + ~k − 2~k − 3~i + ~j

= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 2. na£in: Sarrusjevo pravilo

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
a1 a2
b1 b2

= a2b3~i + a3b1~j + a1b2~k − b1a2~k − b2a3~i − b3a1~j .

+

−
Primjer. Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣

~i ~j
1 1

2 1

= −~i + 6~j + ~k − 2~k − 3~i + ~j

= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 2. na£in: Sarrusjevo pravilo

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
a1 a2
b1 b2

= a2b3~i + a3b1~j + a1b2~k − b1a2~k − b2a3~i − b3a1~j .

+

−
Primjer. Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
1 1

2 1

= −~i + 6~j + ~k − 2~k − 3~i + ~j

= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 2. na£in: Sarrusjevo pravilo

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
a1 a2
b1 b2

= a2b3~i + a3b1~j + a1b2~k − b1a2~k − b2a3~i − b3a1~j .

+

−
Primjer. Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
1 1

2 1

= −~i + 6~j + ~k

− 2~k − 3~i + ~j

= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 2. na£in: Sarrusjevo pravilo

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
a1 a2
b1 b2

= a2b3~i + a3b1~j + a1b2~k − b1a2~k − b2a3~i − b3a1~j .

+

−
Primjer. Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
1 1

2 1

= −~i + 6~j + ~k − 2~k − 3~i + ~j

= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 2. na£in: Sarrusjevo pravilo

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
a1 a2
b1 b2

= a2b3~i + a3b1~j + a1b2~k − b1a2~k − b2a3~i − b3a1~j .

+

−
Primjer. Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
1 1

2 1

= −~i + 6~j + ~k − 2~k − 3~i + ~j

= −4~i + 7~j − ~k

= [−4, 7,−1].



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 2. na£in: Sarrusjevo pravilo

Vrijedi ∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
a1 a2
b1 b2

= a2b3~i + a3b1~j + a1b2~k − b1a2~k − b2a3~i − b3a1~j .

+

−
Primjer. Imamo

[1, 1, 3]× [2, 1,−1] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 3

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
1 1

2 1

= −~i + 6~j + ~k − 2~k − 3~i + ~j

= −4~i + 7~j − ~k
= [−4, 7,−1].



Svojstva vektorskog produkta u V 3

Neka su ~a, ~b ∈ V 3. Vrijedi:

~a× ~b ⊥ ~a, ~b.

~a× ~b = ~0 ⇔ ~a ‖ ~b.∣∣~a× ~b ∣∣ = povr²ina paralelograma razapetog vektorima ~a i ~b.

~a

~b

~a× ~b

π

Jako vaºna napomena. Ako ~a ∦ ~b i trebamo vektor ~v 6= ~0 takav da je ~v ⊥ ~a, ~b,

moºemo uzeti

~v = ~a× ~b.



Svojstva vektorskog produkta u V 3
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~a× ~b ⊥ ~a, ~b.
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~b
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Jako vaºna napomena. Ako ~a ∦ ~b i trebamo vektor ~v 6= ~0 takav da je ~v ⊥ ~a, ~b,

moºemo uzeti

~v = ~a× ~b.



Svojstva vektorskog produkta u V 3

Neka su ~a, ~b ∈ V 3. Vrijedi:

~a× ~b ⊥ ~a, ~b.
~a× ~b = ~0 ⇔ ~a ‖ ~b.∣∣~a× ~b ∣∣ = povr²ina paralelograma razapetog vektorima ~a i ~b.
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~b

~a× ~b

π

Jako vaºna napomena. Ako ~a ∦ ~b i trebamo vektor ~v 6= ~0 takav da je ~v ⊥ ~a, ~b,

moºemo uzeti

~v = ~a× ~b.



Svojstva vektorskog produkta u V 3

Neka su ~a, ~b ∈ V 3. Vrijedi:

~a× ~b ⊥ ~a, ~b.
~a× ~b = ~0 ⇔ ~a ‖ ~b.∣∣~a× ~b ∣∣ = povr²ina paralelograma razapetog vektorima ~a i ~b.

~a

~b

~a× ~b

π

Jako vaºna napomena. Ako ~a ∦ ~b i trebamo vektor ~v 6= ~0 takav da je ~v ⊥ ~a, ~b,

moºemo uzeti

~v = ~a× ~b.



Svojstva vektorskog produkta u V 3

Neka su ~a, ~b ∈ V 3. Vrijedi:

~a× ~b ⊥ ~a, ~b.
~a× ~b = ~0 ⇔ ~a ‖ ~b.∣∣~a× ~b ∣∣ = povr²ina paralelograma razapetog vektorima ~a i ~b.

~a

~b

~a× ~b

π

Jako vaºna napomena. Ako ~a ∦ ~b i trebamo vektor ~v 6= ~0 takav da je ~v ⊥ ~a, ~b, moºemo uzeti

~v = ~a× ~b.



Mje²oviti produkt u V 3

Mje²oviti produkt vektora ~a, ~b, ~c ∈ V 3 de�nira se formulom

(
~a, ~b, ~c

)
:= ~a ·

(
~b × ~c

)

=

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
determinanta reda 3

∈ R.



Mje²oviti produkt u V 3

Mje²oviti produkt vektora ~a, ~b, ~c ∈ V 3 de�nira se formulom

(
~a, ~b, ~c

)
:= ~a ·

(
~b × ~c

)
=

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
determinanta reda 3

∈ R.



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 1. na£in: Laplaceov razvoj

Determinanta ∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
ra£una se Laplaceovim razvojem po prvom retku (kao kod vektorskog produkta) ili, op¢enitije,

Laplaceovim razvojem po proizvoljnom retku ili stupcu, prema sljede¢oj tablici predznaka:

+ − +
− + −
+ − +

Npr. razvojem po drugom stupcu dobivamo∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ =

− a2

∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣ + b2

∣∣∣∣a1 a3
c1 c3

∣∣∣∣ − c2

∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣ .
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b1 b3

∣∣∣∣ .
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∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣ .



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 1. na£in: Laplaceov razvoj
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∣∣∣∣ + b2

∣∣∣∣a1 a3
c1 c3

∣∣∣∣
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Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 1. na£in: Laplaceov razvoj
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Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 2. na£in: Sarrusjevo pravilo

Determinanta ∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
moºe se izra£unati i Sarrusjevim pravilom:

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣

a1 a2
b1 b2
c1 c2

= a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − c1b2a3 − c2b3a1 − c3b1a2.

+

−



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 2. na£in: Sarrusjevo pravilo

Determinanta ∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
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∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
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∣∣∣∣∣∣
a1 a2
b1 b2
c1 c2

= a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − c1b2a3 − c2b3a1 − c3b1a2.

+

−



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 2. na£in: Sarrusjevo pravilo

Determinanta ∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
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∣∣∣∣∣∣
a1 a2
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+

−



Obja²njenje zapisa pomo¢u determinante � 2. na£in: Sarrusjevo pravilo

Determinanta ∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
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+

−



Svojstva mje²ovitog produkta u V 3

Za sve ~a, ~b, ~c ∈ V 3 vrijedi:(
~a, ~b, ~c

)
=
(
~b, ~c , ~a

)
=
(
~c , ~a, ~b

)

= −
(
~b, ~a, ~c

)
= −

(
~a, ~c , ~b

)
= −

(
~c, ~b, ~a

)

.

∣∣(~a, ~b, ~c )∣∣ = volumen paralelepipeda razapetog vektorima ~a, ~b i ~c .(
~a, ~b, ~c

)
= 0 ⇔ ~a, ~b i ~c su komplanarni.



Svojstva mje²ovitog produkta u V 3

Za sve ~a, ~b, ~c ∈ V 3 vrijedi:(
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Zadatak 56

Ispitajte jesu li vektori

~v1 := [1, 2, 3], ~v2 := [−1, 4, 9] i ~v3 := [1, 0,−1]

komplanarni.

Rje²enje. Budu¢i da je

(
~v1, ~v2, ~v3

)
=

∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−1 4 9

1 0 −1

∣∣∣∣∣∣

= −2 ·
∣∣∣∣−1 9

1 −1

∣∣∣∣+ 4 ·
∣∣∣∣1 3

1 −1

∣∣∣∣− 0 ·
∣∣∣∣ 1 3

−1 9

∣∣∣∣
= −2 (−1 · (−1)− 9 · 1) + 4 (1 · (−1)− 3 · 1)− 0

= 0,

vektori ~v1, ~v2 i ~v3 su komplanarni.
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