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Kartezijev koordinatni sustav u prostoru

Posredstvom Kartezijeva koordinatnog sustava tocke u prostoru identificiramo s elementima

skupa R*:= {(x,y,2) : %,z € R}.



Geometrijski vektori u prostoru

Tocke A = (a1, a2, a3), B = (b1, ba, b3) € R® odreduju (geometrijski) vektor v := skup koji

Cine orijentirana duzina A B

A

i sve orijentirane duZine u prostoru koje se iz nje dobiju translacijom (tzv. reprezentanti

vektora V)



Geometrijski vektori u prostoru

Tocke A = (a1, a2, a3), B = (b1, ba, b3) € R® odreduju (geometrijski) vektor v := skup koji
Cine orijentirana duzina A B

A

i sve orijentirane duZine u prostoru koje se iz nje dobiju translacijom (tzv. reprezentanti
vektora V).
Neprecizno, ali uobicajeno i korisno, pisemo

V= AB.



Geometrijski vektori u prostoru

Tocke A = (a1, a2, a3), B = (b1, ba, b3) € R® odreduju (geometrijski) vektor v := skup koji
Cine orijentirana duzina A B

A

i sve orijentirane duZine u prostoru koje se iz nje dobiju translacijom (tzv. reprezentanti
vektora V).
Neprecizno, ali uobicajeno i korisno, pisemo

V= AB.

Skup svih vektora u prostoru =: V3.



Geometrijski vektori u prostoru

Tocke A = (a1, a2, a3), B = (b1, ba, b3) € R® odreduju (geometrijski) vektor v := skup koji
Cine orijentirana duzina A B

A

i sve orijentirane duZine u prostoru koje se iz nje dobiju translacijom (tzv. reprezentanti
vektora V).
Neprecizno, ali uobicajeno i korisno, pisemo

V= AB.

Skup svih vektora u prostoru =: V3.
Poseban slu¢aj: ako je A= B, tada je /ﬁ = AA =: 0 (tzv. nulvektor):

0



Analiticka geometrija povezuje geometriju i algebru

GEOMETRIJA o ALGEBRA




Analiticka geometrija povezuje geometriju i algebru

GEOMETRIJA o ALGEBRA

/ <~ /@:[bl—al,bg—ag,b3—a3]

A

(Ovdje su A= (31, as, 33), B = (bl, by, b3) S Ra.)



Analiticka geometrija povezuje geometriju i algebru

GEOMETRIJA o ALGEBRA

<~ /@:[bl—al,bg—ag,b3—a3]

A

B
/ b [b1 — a1, by — a2, b3 — a3]
|
A / AB = CD [di — c1,do — @, d3 — c3]
VAN
C

Isti koordinatni zapisi.

Ista duljina, smjer i orijentacija.

(Ovdje su A= (31, as, 33), B = (b], b2, b3), C = (C1, o, C3), D= (dl, d2, d3) S R3.)



Zbrajanje vektora u V3

GEOMETRIJA H ALGEBRA

[a1, a2, a3] + [b1, b2, b3]
N :[al—|—b1732+b2,a3+b3]

ST




Zbrajanje vektora u V3

GEOMETRIJA H ALGEBRA

[a1, a2, a3] + [b1, b2, b3]
N :[al—|—b1732+b2,33+b3]

ST

PR.: [1,2,3] + [4,5,6] =



Zbrajanje vektora u V3

GEOMETRIJA H ALGEBRA

[a1, a2, a3] + [b1, b2, b3]
N :[al—|—b1732+b2,33+b3]

ST

PR.: [1,2,3] + [4,5,6] = [1 + 4,2+ 5,3 + 6]



Zbrajanje vektora u V3

GEOMETRIJA H ALGEBRA

[a1, a2, a3] + [b1, b2, b3]
N :[al—|—b1732+b2,33+b3]

ST

PR.: [1,2,3] +[4,5,6] = [1 +4,2+5,3+6] =[5,7,9].



GEOMETRIJA o ALGEBRA

a A alar, a2, a3] = [aar, aan, aas]




GEOMETRIJA o ALGEBRA

a A alar, a2, a3] = [aar, aan, aas]




GEOMETRIJA o ALGEBRA

a « alar, a2, a3] = [aar, aan, aas]




GEOMETRIJA o ALGEBRA

a « alar, a2, a3] = [aar, aan, aas]




Kolinearni vektori

Neka su 3, b e V3. Ako postoji a € R takav da je
b=ad ili 3= ab,

kazemo da su 3'i b kolinearni i pisemo
al b.

(Geometrijski: a'i b su kolinearni < kad ih nanesemo iz iste tocke, leze na istom pravcu.)



Kolinearni vektori

Neka su 3, b e V3. Ako postoji a € R takav da je
b=ad ili 3= ab,

kazemo da su 3'i b kolinearni i pisemo
all b.
(Geometrijski: a'i b su kolinearni < kad ih nanesemo iz iste tocke, leze na istom pravcu.)

PR.:
e [2,1,1] || [-4,—2,-2].



Kolinearni vektori

Neka su 3, b e V3. Ako postoji a € R takav da je
b=ad ili 3= ab,
kazemo da su 3 i b kolinearni i pisemo .
al b.
(Geometrijski: a'i b su kolinearni < kad ih nanesemo iz iste tocke, leze na istom pravcu.)

PR.:
o [2,1,1] || [-4, -2, —2).
e [1,0,0] i [0,1,1] nisu kolinearni.



Kolinearni vektori

Neka su 3, b e V3. Ako postoji a € R takav da je
b=ad ili 3= ab,
kazemo da su 3 i b kolinearni i pisemo .
al b.
(Geometrijski: a'i b su kolinearni < kad ih nanesemo iz iste tocke, leze na istom pravcu.)

PR.:
o [2,1,1] || [-4, -2, —2).
e [1,0,0] i [0,1,1] nisu kolinearni.

@ 0 je kolinearan sa svim vektorima.



Baza prostora V3

kad ih nanesemo iz iste tocke, ne leze svi u istoj ravnini

e N——
Skup sastavljen od triju nekomplanarnih vektora iz V' zovemo bazom prostora V3.



Baza prostora V3

kad ih nanesemo iz iste tocke, ne leze svi u istoj ravnini

e N——
Skup sastavljen od triju nekomplanarnih vektora iz V' zovemo bazom prostora V3.
Osnovno svojstvo baze
Neka je {51, by, 53} baza prostora V3. Tada svaki v € V2 ima jedinstven prikaz

V= 04151 + 04252 + 04353

za neke a1, o, a3 € R. Taj prikaz zovemo koordinatnim zapisom od V u bazi {51, 52, 53}

Koeficijente a1, as, a3 zovemo koordinatama vektora v u bazi {bl, by, b3}.



{777,

i:=11,0,0], j:=[0,1,0], k :=[0,0,1].
V4

Standardna/kanonska baza za V3 je

gdje je

15
Kl -
L,
d 1 y

X

Za svaki 3= [a1, a2, a3] € V3 vrijedi

3= a17+ azf—i— a3/?.




Jos Cetiri pojma za lagan zivot u V3

@ Skalarni produkt u V3
@ Duljina vektora u V3

© Vektorski produkt u V3
Q Mijesoviti produkt u V3



1) Skalarni produkt u V3

Definiramo skalarni produkt 3 b vektora 3 = [a1, a2, a3], b= [b1, bo, b3] € V3 formulom
a- E:: aib1 + arby + azbs
= 13| - |b| - cos £(&,b),

gdje su |7| i |b| duljine vektora & odnosno b.



1) Skalarni produkt u V3

Definiramo skalarni produkt 3 b vektora 3 = [a1, a2, a3], b= [b1, bo, b3] € V3 formulom
F-b:=aiby + axby + ashs
=14 -|b|- cos £(3,b),
gdje su |7| i |b| duljine vektora & odnosno b.

Primijetimo: 3 b € R.



1) Skalarni produkt u V3

Definiramo skalarni produkt 3 b vektora 3 = [a1, a2, a3], b= [b1, bo, b3] € V3 formulom
F-b:=aiby + axby + ashs
= 13| - |b| - cos £(&,b),
gdje su |7| i |b| duljine vektora & odnosno b.
Primijetimo: 3 b € R.

Vrijedi:

!
(ot
I
o
v,
|_
Sy



1) Skalarni produkt u V3

Definiramo skalarni produkt 3 b vektora 3 = [a1, a2, a3], b= [b1, bo, b3] € V3 formulom
F-b:=aiby + axby + ashs
= 13| - |b| - cos £(&,b),
gdje su |7| i |b| duljine vektora & odnosno b.
Primijetimo: 3 b € R.

Vrijedi:

!
(ot
I
o
v,
|_
Sy

PR.: Imamo
[1,2,3]-[4,-5,2] =



1) Skalarni produkt u V3

Definiramo skalarni produkt 3 b vektora 3 = [a1, a2, a3], b= [b1, bo, b3] € V3 formulom
F-b:=aiby + axby + ashs
= 13| - |b| - cos £(&,b),
gdje su |7| i |b| duljine vektora & odnosno b.
Primijetimo: 3 b € R.

Vrijedi:

!
(ot
I
o
v,
|_
Sy

PR.: Imamo
[1,2,3]-[4,-5,2]=1-44+2-(-5)+3-2



1) Skalarni produkt u V3

Definiramo skalarni produkt 3 b vektora 3 = [a1, a2, a3], b= [b1, bo, b3] € V3 formulom
F-b:=aiby + axby + ashs
= 13| - |b| - cos £(&,b),
gdje su |7| i |b| duljine vektora & odnosno b.
Primijetimo: 3 b € R.

Vrijedi:

!
(ot
I
o
v,
|_
Sy

PR.: Imamo
[1,2,3]-[4,-5,2] =1-442-(-5)+3-2=0,



1) Skalarni produkt u V3

Definiramo skalarni produkt 3 b vektora 3 = [a1, a2, a3], b= [b1, bo, b3] € V3 formulom
F-b:=aiby + axby + ashs
= 13| - |b| - cos £(&,b),
gdje su |7| i |b| duljine vektora & odnosno b.
Primijetimo: 3 b € R.

Vrijedi:

7 b=0 < 3lb
PR.: Imamo
[1,2,3]-[4,-5,2] =1-442-(-5)+3-2=0,
dakle

[1,2,3] L [4,-5,2].



Svojstva skalarnog produkta u V3

Zasve ii,V,w € V3 ia € R vrijedi:
e uU-U>0
o7 i=0 < 7=0
e u-V=v-i
o - (V+wW)=0d-V4+d-w
o (av) -w=a(V-w).



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

3| =y/a?+a3+a3=V3 2



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

3| =y/a?+a3+a3=V3 2

PR.: |[1,-2,0]] =



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

’5‘: al+32+33 Va

PR.: [[1,—2,0]| = /12 + (—2)2 + 02



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

’5‘: al+32+33 Va

PR.: [[1,—2,0]] = /12 + (—2)2 4 02 = /5.



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

3| =1/a?+a3+as=V3 a

PR.: [[1,—2,0]] = /12 + (—2)2 4 02 = /5.

- —

PR.: Vektori i J_’ k su duljine 1 i medusobno okomiti, npr.:



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

3| =1/a?+a3+as=V3 a

PR.: [[1,—2,0]] = /12 + (—2)2 4 02 = /5.

- —

PR.: Vektori i J_’ k su duljine 1 i medusobno okomiti, npr.:
o |/



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

3| =1/a?+a3+as=V3 a

PR.: [[1,—2,0]] = /12 + (—2)2 4 02 = /5.

PR.: Vektori f:fi K su duljine 1 i medusobno okomiti, npr.:
o |j|=1[0,1,0]]



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

3| =1/a?+a3+as=V3 a

PR.: [[1,—2,0]] = /12 + (—2)2 4 02 = /5.

PR.: Vektori f:fi K su duljine 1 i medusobno okomiti, npr.:

o | =1[0,1,0]] =07 +12+02



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

3| =1/a?+a3+as=V3 a

PR.: [[1,—2,0]] = /12 + (—2)2 4 02 = /5.

PR.: Vektori f:fi K su duljine 1 i medusobno okomiti, npr.:

° ‘J_":HD?]'?O” = 02—|—12+02:1



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

3| =1/a?+a3+as=V3 a

PR.: [[1,—2,0]] = /12 + (—2)2 4 02 = /5.

PR.: Vektori FJTi K su duljine 1 i medusobno okomiti, npr.:
° \J\ =[0,1,0]] =v02+12+02 =1
k =



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

3| =1/a?+a3+as=V3 a

PR.: [[1,—2,0]] = /12 + (—2)2 4 02 = /5.

PR.: Vektori 7, /i k su duljine 1 i medusobno okomiti, npr.:
° ‘J_":HD?]'?O” = 02—|—12+02:1
0 i k= [1,0,0] - [0,0,1]



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

3| =1/a?+a3+as=V3 a

PR.: [[1,—2,0]] = /12 + (—2)2 4 02 = /5.

PR.: Vektori f:fi K su duljine 1 i medusobno okomiti, npr.:
o |j]=1[0,1,0]] =v0Z+12+02 =1
o i-k=1[1,0,0]-0,0,1=1-0+0-0+0-1



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

3| =1/a?+a3+as=V3 a

PR.: [[1,—2,0]] = /12 + (—2)2 4 02 = /5.

PR.: Vektori f:fi K su duljine 1 i medusobno okomiti, npr.:
o |j]=1[0,1,0]] =v0Z+12+02 =1
e i-k=1[1,0,0]-[0,0,1=1-0+0-0+0-1=0



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

3| =1/a?+a3+as=V3 a

PR.: [[1,—2,0]] = /12 + (—2)2 4 02 = /5.

PR.: Vektori f:fi K su duljine 1 i medusobno okomiti, npr.:
o |j]=1[0,1,0]] =v0Z+12+02 =1
o i-k=1[1,0,01-[0,0,1=1-0+0-0+0-1=0 = /L k.



2) Duljina vektora u V3

Duljina |3'| vektora & = [ay, a2, a3] € V3 dana je formulom

3| =1/a?+a3+as=V3 a

PR.: [[1,—2,0]] = /12 + (—2)2 4 02 = /5.

PR.: Vektori f:fi K su duljine 1 i medusobno okomiti, npr.:
o |j]=1[0,1,0]] =v0Z+12+02 =1
o i-k=1[1,0,01-[0,0,1=1-0+0-0+0-1=0 = /L k.

~+» Kazemo da je baza {i,j, k} ortonormirana.



Zadatak 55(a)

Zadana je baza {5’, E, E’} prostora V3 takva da je

7=1, |b|=2, |€]|=3, a:==4(b2&) =, B:=4(5¢) =

oy
N

Zadani su i vektori V:=3— b+ Ci w:= b+ C. lzraunajte V] i |wW|.



Zadatak 55(a)

Zadana je baza {5’, E, c

prostora V3 takva da je

—

7=1, |b|=2, |€]|=3, a:==4(b2&) =, B:=4(5¢) =

oy
N

Zadani su i vektori V:=3— b+ Ci w:= b+ C. lzraunajte V] i |wW|.

Rjesenje. Imamo



Zadatak 55(a)

—

Zadana je baza {5’, b, ¢

prostora V3 takva da je

—

7 =1, |b|=2, |€]=3, a:=4«(b3)=

N

, Bi=4(3.8) =
Zadani su i vektori V:=3— b+ i w:= b+ . lzraunajte |V| i |w|.

Rjesenje. Imamo

V| =Vv-V
N

U‘l
+
~



Zadatak 55(a)

Zadana je baza {5’, E, c

prostora V3 takva da je

—

7=1, |b|=2, |€]|=3, a:==4(b2&) =, B:=4(5¢) =

oy
N

Zadani su i vektori V:=3— b+ Ci w:= b+ C. lzraunajte V] i |wW|.
Rjesenje. Imamo

V| = VvV




Zadatak 55(a)

Zadana je baza {5’, E, c

prostora V3 takva da je

—

Fl=1 [bl=2 [e|=3 a=4(b2) =7, ,3::4(5,5):%, 724(5,5):%
Zadani su i vektori V:=3— b+ i w:= b+ . lzraunajte |V| i |w|.
Rjesenje. Imamo
V|=VVv-v
—\J(G-5+¢)-(a-b+9)
:\/5 F+b-b+¢-¢—23-b+23-¢-2b-C
\/|a|2+|b|2+|c|2—2|a| b| - cosy +2|3|-|€|-cosB—2|b]|- || cosa



Zadatak 55(a)

Zadana je baza {5’, E, c

prostora V3 takva da je

—

7=1, |b|=2, |€]|=3, a:==4(b2&) =, B:=4(5¢) =

oy
N

Zadani su i vektori V:=3— b+ Ci w:= b+ C. lzraunajte V] i |wW|.
Rjesenje. Imamo

V| = VvV

1F2+ |2+ |€]2 = 2|3| - |b| - cosy +2|F]| - |€] - cos B — 2|b| - || - cos

12+22+32-2.1-2.342.1.3.3-2.2.3.0=V15



Zadatak 55(a)

Zadana je baza {5’, E, c

prostora V3 takva da je

—

7=1, |b|=2, |€]|=3, a:==4(b2&) =, B:=4(5¢) =

oy
N

Zadani su i vektori V:=3— b+ Ci w:= b+ C. lzraunajte V] i |wW|.

Rjesenje. Imamo

1F2+ |2+ |€]2 = 2|3| - |b| - cosy +2|F]| - |€] - cos B — 2|b| - || - cos

= 12422432 -2.1.2.142.1.3.1-2.2.3.0= V15

i analogno |w | 2 /13,



Zadatak 55(b)

Neka je {5’, 5, E’} baza prostora V3 takva da je

7|=1, |b|=2, |¢]|=3, a::g(E,a):g, 5::4(5,5):%, v = £(3,b) =

Zadani su vektori V= &— b+ Ci w := b+ C. lzracunajte £ (V, w).



Zadatak 55(b)

Neka je {5’, 5, E’} baza prostora V3 takva da je

7|=1, |b|=2, |¢]|=3, a::g(E,a):g, 5::4(5,5):%, v = £(3,b) =

Zadani su vektori V= &— b+ Ci w := b+ C. lzracunajte £ (V, w).
Rjesenje. £(V,w) € [0, ] zadovoljava
V-w

COSA(\?, V\7) = W



Zadatak 55(b)

Neka je {5’, 5, E’} baza prostora V3 takva da je

7|=1, |b|=2, |¢]|=3, a::g(E,a):g, 5::4(5,5):%, v = £(3,b) =

Zadani su vektori V= &— b+ Ci w := b+ C. lzracunajte £ (V, w).
Rjesenje. £(V,w) € [0, ] zadovoljava

V-W Zad. 55(a) V-

w
V|- [w] V15-4/13

cos £(V, w) =



Zadatak 55(b)

Neka je {5’, 5, E’} baza prostora V3 takva da je
5 =1, |b|=2 [¢]=3, a:=«(?J)= g B:=4(3,¢) = g v = £(3,b) :%.
Zadani su vektori V= &— b+ Ci w := b+ C. lzracunajte £ (V, w).

Rjesenje. £(V,w) € [0, ] zadovoljava



Zadatak 55(b)

Neka je {5’, 5, E’} baza prostora V3 takva da je

5 =1, |B|=2, |¢]=3, a:i@a:g,ﬁ:éﬁa:g,y:i@@:
Zadani su vektori V= &— b+ Ci w := b+ C. lzracunajte £ (V, w).
Rjesenje. £(V,w) € [0, ] zadovoljava

V-w Zad. 55(a) V-w

vi-wl  Vi5- Vi3

W= (7-b+¢)-(b+&)=3-b+5-¢—b-b+e-¢

b
=13|-1b| - cosy + 4] - |€| - cos § — [b[* + |¢|?



Zadatak 55(b)

Neka je {5’, 5, E’} baza prostora V3 takva da je

5 =1, |b|=2 [¢]=3, a:=«(?J)= g B:=4(3,¢) = g v = £(3,b) =
Zadani su vektori V= &— b+ Ci w := b+ C. lzracunajte £ (V, w).
Rjesenje. £(V,w) € [0, ] zadovoljava

V-w Zad. 55(a) V-w

vi-wl  Vi5- Vi3

V-w=(3-b+¢) (b+¢)=a-b+a c—b-b+c-¢
= 3| |b|- cosvﬂal €]-cos B —|b [ + ¢
1
=1:2-5+1:3-5 —224+3?



Zadatak 55(b)

Neka je {5’, 5, E’} baza prostora V3 takva da je

5 =1, |b|=2 [¢]=3, a:=«(?J)= g B:=4(3,¢) = g v = £(3,b) =
Zadani su vektori V= &— b+ Ci w := b+ C. lzracunajte £ (V, w).
Rjesenje. £(V,w) € [0, ] zadovoljava

V-w Zad. 55(a) V-w

vi-wl  Vi5- Vi3

V-w=(3-b+¢) (b+¢)=a-b+a c—b-b+c-¢
= 3| |b|- cosvﬂal €]-cos B —|b [ + ¢
1 15
=1-2-2+41-3-2-224+3*=
2" e
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Neka je {5’, 5, E’} baza prostora V3 takva da je

5 =1, |b|=2 [¢]=3, a:=«(?J)= g B:=4(3,¢) = g v = £(3,b) =
Zadani su vektori V= &— b+ Ci w := b+ C. lzracunajte £ (V, w).
Rjesenje. £(V,w) € [0, ] zadovoljava

V-W Zad.55(a) VW 15

Fllal Vs v Vi VD

V-w=(3-b+¢) (b+¢)=a-b+a c—b-b+c-¢
= 3| |b|- cosvﬂal €]-cos B —|b [ + ¢
1 15
=1-2-2+41-3-2-224+3*=
2" e



Zadatak 55(b)

Neka je {5’, 5, E’} baza prostora V3 takva da je

5 =1, |b|=2 [¢]=3, a:=«(?J)= g B:=4(3,¢) = g v = £(3,b) =
Zadani su vektori V= &— b+ Ci w := b+ C. lzracunajte £ (V, w).
Rjesenje. £(V,w) € [0, ] zadovoljava

V-W Zad.55(a) VW E 1 15
|V |- |w| V15 - /13 \/ V13 2V 13’

pri €¢emu predzadnja jednakost vrijedi jer je

cos £(V, w) =

V-w=(d-b+¢) (b+&)=a-b+3-c—b-b+¢-¢
=!5|-\5!'cosv+!5|-\c*l-cos/B—IEI“rlc*l2

1 15
=1.2-2 1-3-7 22 432 =
>t + 2



Zadatak 55(b)

Neka je {5’, 5, E’} baza prostora V3 takva da je

5 =1, |b|=2 [¢]=3, a:=«(?J)= g B:=4(3,¢) = g v = £(3,b) =
Zadani su vektori V= &— b+ Ci w := b+ C. lzracunajte £ (V, w).
Rjesenje. £(V,w) € [0, ] zadovoljava

V-W Zad.55(a) VW E 1 15
|V |- |w| V15 - /13 \/ V13 2V 13’

pri €¢emu predzadnja jednakost vrijedi jer je

cos £(V, w) =

—

V-w=(d-b+¢) (b+&)=a-b+3-c—b-b+¢-¢
=!5|-\5!'cosv+!5|-\c*l-cos/B—IEI“rlc*l2
1 15

=1.2-2 1-3-7 22 432 =
>t + 2

Dakle, A(\?’, v_v’) = arccos (% %)



3) Vektorski produkt u V3

Za 3= [a1, a2, a3], b = [by, by, b3] € V3 definiramo

a x E = [32b3 — a3b2, a3b1 — 31b3, 31b2 — 32b1]
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by by bs
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zapis pomocu
determinante



3) Vektorski produkt u V3

Za 3= [a1, a2, a3], b = [by, by, b3] € V3 definiramo

a x E = [32b3 — a3b2, a3b1 — 31b3, 31b2 — 32b1]

- — —

i j ok
= |ad1 a» as|.
by by bs
N——

zapis pomocu
determinante

Primijetimo: 3 x b € V3.



Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin: Laplaceov razvoj

@ Za a,b,c,d € R definiramo
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@ Za a,b,c,d € R definiramo

2y =
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5 o0



Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin: Laplaceov razvoj

@ Za a,b,c,d € R definiramo

5 o0

PR.: ‘1 2’

3 4
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@ Za a,b,c,d € R definiramo

2
PR.: ‘2\4’ =1-4

5 o0



Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin: Laplaceov razvoj

@ Za a,b,c,d € R definiramo

PR.: ‘X’:1-4—2-3

5 o0



Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin: Laplaceov razvoj

@ Za a,b,c,d € R definiramo

PR.: ‘X’:1-4—2-3:—2.

5 o0



Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin
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PPk
ap a2 az| —
b1 b b3
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5 o0




Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin: Laplaceov razvoj

@ Za a,b,c,d € R definiramo

PR.: ‘X’:1-4—2-3:—2.

@ Vrijedi

5 o0
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Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin: Laplaceov razvoj

@ Za a,b,c,d € R definiramo

PR.: ‘X’:1-4—2-3:—2.

@ Vrijedi

‘%’ = ad — bc.

dp as
by b3

-

| —

a1 as
by b3

-

a a
J+ 1 2

b1 b

k. (%)

Dokaz jednakosti ().



Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin: Laplaceov razvoj

@ Za a,b,c,d € R definiramo

PR.: ‘X’:1-4—2-3:—2.

‘%’ = ad — bc.

@ Vrijedi
_32 a37*731 as| - dar az| r
a4 o b2 b3l b1 b3JJr b1 b2 k (*)
by b
Dokaz jednakosti (*). Imamo
dar> as e dp az| = ay az|yp
by b by byl T b bl




Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin: Laplaceov razvoj

@ Za a,b,c,d € R definiramo

PR.: ‘X’:1-4—2-3:—2.

‘%’ = ad — bc.

@ Vrijedi
_32 a37*731 as| - dar az| r
a4 o b2 b3l b1 b3JJr b1 b2 k (*)
by b
Dokaz jednakosti (*). Imamo
dar> as e dp az| = ay az|yp
by b by byl T b bl

= (32b3 — a3b2)[1,0,0] — (alb3 — a3b1)[0, 1,0] + (31b2 — azbl)[0,0, 1]



Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin: Laplaceov razvoj

@ Za a,b,c,d € R definiramo

PR.: ‘X’:1-4—2-3:—2.

‘%’ = ad — bc.

@ Vrijedi
_32 a37*731 as| - dar az| r
a4 o b2 b3l b1 b3JJr b1 b2 k (*)
by b
Dokaz jednakosti (*). Imamo
dar> as e dp az| = ay az|yp
by b by byl T b bl

= (32b3 — a3b2)[1,0,0] — (alb3 — a3b1)[0, 1,0] + (31b2 — azbl)[0,0, 1]
= [aobs — a3bp,a3by — a1b3, a1 by — axby].



Imamo

[1,1,3] x [2,1,-1] =



Imamo

w x|

[1,1,3] x [2,1,-1] =

N =~y
= '_‘\'l



Imamo

[1,1,3] x [2,1,-1] =




Imamo

[1,1,3] x [2,1,-1] =




Imamo

[1,1,3] x [2,1,-1] =




Primjer

Imamo
[1,1,3] x[2,1,-1] = |1 1
2 1 1
I L
Tl -1 2 —11Y T2 1

=(1-(-1)=3-1)i—(1-(-1)=3-2)j+(1-1-1-2)k



Imamo

[1,1,3] x [2,1,-1] =

+

I.—*_l 3
2 -1

?'1

1 -1
= (1 (-1) =3 )/= (1 (-1) -3-2)/+ (1-1-1-2)k
=—4i+7j—k



Imamo

[1,1,3] x [2,1,-1] =

-1t 2 1 2
= () =3 1)i= (1 (1) =3-2)/+ (1-1-1-2)k
=—4i+7j—k

=[-4,7,-1].



Objasnjenje zapisa pomocu determinante — 2. nacin: Sarrusjevo pravilo

@ Vrijedi




Objasnjenje zapisa

pomocu determinante — 2. nacin: Sarrusjevo pravilo

@ Vrijedi

az| a1 a2
bs| b1 by
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Objasnjenje zapisa pomocu determinante — 2. nacin: Sarrusjevo pravilo

o Vrijedi -+




Objasnjenje zapisa pomocu determinante — 2. nacin: Sarrusjevo pravilo

@ Vrijedi

Primjer. Imamo

[1,1,3] x [2,1,-1] =



Objasnjenje zapisa pomocu determinante — 2. nacin: Sarrusjevo pravilo

@ Vrijedi

Primjer. Imamo

PJ ok
[1,1,3] x[2,1,-1]= |1 1 3
2 1 -1



Objasnjenje zapisa pomocu determinante — 2. nacin: Sarrusjevo pravilo

@ Vrijedi

Primjer. Imamo
PP ORIT T
1,1,3] x[2,1,-1]={1 1 3|1 1
2 1 -1]12 1



Objasnjenje zapisa pomocu determinante — 2. nacin: Sarrusjevo pravilo

@ Vrijedi

Primjer. Imamo

[1,1,3] x [2,1,~1] = \\
2 1

-

=—i+6/+

X



Objasnjenje zapisa pomocu determinante — 2. nacin: Sarrusjevo pravilo

@ Vrijedi

Primjer. Imamo

[1,1,3] x [2,1,-1] =

= i+ 6j+k—2k—3i+]



Objasnjenje zapisa pomocu determinante — 2. nacin: Sarrusjevo pravilo

@ Vrijedi

Primjer. Imamo

[1,1,3] x [2,1,-1] =

= i+ 6 +k—2k—3+]
= —4i4+7/—k



Objasnjenje zapisa pomocu determinante — 2. nacin: Sarrusjevo pravilo

@ Vrijedi

Primjer. Imamo

[1,1,3] x [2,1,-1] =

= P46/ +k—2k—3i+]
= —4i+7/—k
= [_4a7a_1]



Svojstva vektorskog produkta u V3

Neka su &,b € V3. Vrijedi:

e x bl 3ab.



Svojstva vektorskog produkta u V3

Neka su &,b € V3. Vrijedi:
e ax bl

@ Iax b=

!

3, b.
0 & 7| b



Svojstva vektorskog produkta u V3

Neka su 3, be V3 Vrijedi:
oabe_ab
e ixb=0 < 4| b.

° ’5’>< b} = povrsina paralelograma razapetog vektorima 3'i b.



Svojstva vektorskog produkta u V3

Neka su 3, be V3 Vrijedi:
oabe_ab
e ixb=0 < 4| b.

° ’5’>< b} = povrsina paralelograma razapetog vektorima 3'i b.

(oni]

T a

Jako vazna napomena. Ako 3} b i trebamo vektor v +£ 0 takav da je vV L 3, b,



Svojstva vektorskog produkta u V3

Neka su &,b € V3. Vrijedi:
° axEJ_éT,E
e ixb=0 < 4| b.

QL
X
oy

(oni]

L

™

Jako vazna napomena. Ako 3} b i trebamo vektor v +£ 0 takav da je vV L 3, b, mozemo uzeti

V=23axbh.



Mjesoviti produkt u V3

Mjesoviti produkt vektora 3, E, ¢ € V3 definira se formulom

—
Ny
S

[T}
SN—
I
L
—

Ty
X
0y



Mjesoviti produkt u V3

—

Mjesoviti produkt vektora 3, E, ¢ € V3 definira se formulom

. . dl ad» as
(_’,b,E') :5'(b><(__"): bi b b3l €R.
GG G G

determinanta reda 3



Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin: Laplaceov razvoj

Determinanta
dr dy as
by by b3
aa & G

racuna se Laplaceovim razvojem po prvom retku (kao kod vektorskog produkta) ili, opcenitije,
Laplaceovim razvojem po proizvoljnom retku ili stupcu, prema sljedeéoj tablici predznaka:



Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin: Laplaceov razvoj

Determinanta
dr dy as
by by b3
aa & G

racuna se Laplaceovim razvojem po prvom retku (kao kod vektorskog produkta) ili, opcenitije,
Laplaceovim razvojem po proizvoljnom retku ili stupcu, prema sljedeéoj tablici predznaka:

Npr. razvojem po drugom stupcu dobivamo

ap |a2| a3
by | ba| b3| =
Cl || C3



Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin: Laplaceov razvoj

Determinanta
dr dy as
by by b3
aa & G

racuna se Laplaceovim razvojem po prvom retku (kao kod vektorskog produkta) ili, opcenitije,
Laplaceovim razvojem po proizvoljnom retku ili stupcu, prema sljedeéoj tablici predznaka:

Npr. razvojem po drugom stupcu dobivamo

ay | a2 as
b1 b2 b3 = —ar
Cl || C3




Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin: Laplaceov razvoj

Determinanta
dr dy as
by by b3
aa & G

racuna se Laplaceovim razvojem po prvom retku (kao kod vektorskog produkta) ili, opcenitije,
Laplaceovim razvojem po proizvoljnom retku ili stupcu, prema sljedeéoj tablici predznaka:

Npr. razvojem po drugom stupcu dobivamo

ay | a2 as
b1 b2 b3 = —ar
Cl || C3

by b
153 4p
C

ol




Objasnjenje zapisa pomoc¢u determinante — 1. nacin: Laplaceov razvoj

Determinanta
dr dy as
by by b3
aa & G

racuna se Laplaceovim razvojem po prvom retku (kao kod vektorskog produkta) ili, opcenitije,
Laplaceovim razvojem po proizvoljnom retku ili stupcu, prema sljedeéoj tablici predznaka:

Npr. razvojem po drugom stupcu dobivamo

ap as

dil |a2| a3
2lby b3|”

b1 b2 b3 = —ar
Cl || C3

by b
153 4p
C

ol




Objasnjenje zapisa pomocu determinante — 2. nacin: Sarrusjevo pravilo

Determinanta
ay a as

bi by b3
GG G C3

moze se izraCunati i Sarrusjevim pravilom:

dy 4d» as
by by b3

G G C3



Objasnjenje zapisa pomocu determinante — 2. nacin: Sarrusjevo pravilo

Determinanta

a a a3
by by b3
a o

moze se izraCunati i Sarrusjevim pravilom:

dy d» ai| a1 a
by by b3l by by

GG G G| O



Objasnjenje zapisa pomocu determinante — 2. nacin: Sarrusjevo pravilo

Determinanta

ay a2 as
bi by b3
G & G
moze se izraCunati i Sarrusjevim pravilom:
a al ao
by by = a1bacs + asbscy + asbic



Objasnjenje zapisa pomocu determinante — 2. nacin: Sarrusjevo pravilo

Determinanta

dy d2 as
by by b3
a & @

moze se izraCunati i Sarrusjevim pravilom:

_|_

2
b1 b2 = 31b2C3 + 32b3C1 + a3b1C2 — c1b233 — C2b3a1 — C3b132.



Svojstva mjesovitog produkta u V3



Svojstva mjesovitog produkta u V3



Svojstva mjesovitog produkta u V3



Svojstva mjesovitog produkta u V3

Za sve 3,b,C € V3 vrijedi:
o (3,b,¢)=(b¢ 3)=(¢ab)=—(h3ac)=—(3¢b)=—(¢ha).
° ‘(5’, 5,5)‘ = volumen paralelepipeda razapetog vektorima 3, bic
° (5, _', E) =0 < S,Ei € su komplanarni.



Zadatak 56

Ispitajte jesu li vektori
vii=1[1,2,3], v :=[-1,4,9] i v5:=[1,0,—1]

komplanarni.
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Rjesenje. Bududéi da je



Zadatak 56

Ispitajte jesu li vektori
vii=1[1,2,3], v :=[-1,4,9] i v5:=[1,0,—1]
komplanarni.

Rjesenje. Bududéi da je



Zadatak 56

Ispitajte jesu li vektori
vii=1[1,2,3], v :=[-1,4,9] i v5:=[1,0,—1]
komplanarni.

Rjesenje. Bududéi da je

123

(i, vo,3) =|—1|4 |9
1 (0|-1
:2"—1 9‘



Zadatak 56

Ispitajte jesu li vektori
vii=1[1,2,3], v :=[-1,4,9] i v5:=[1,0,—1]
komplanarni.

Rjesenje. Bududéi da je

1[2] 3
(i, vo,3) =|—1|4 |9
1]0|-1

1 9 1 3

_2"1 —1‘*4 ’1 —1|



Zadatak 56

Ispitajte jesu li vektori
vii=1[1,2,3], v :=[-1,4,9] i v5:=[1,0,—1]
komplanarni.

Rjesenje. Bududéi da je

12]3
(i, vo,3) =|—1|4 |9
1 [0]|-1

1 9 1 3 1 3

gl PR AR L
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vii=1[1,2,3], v :=[-1,4,9] i v5:=[1,0,—1]
komplanarni.

Rjesenje. Bududéi da je

1[2] 3
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Zadatak 56

Ispitajte jesu li vektori
vii=1[1,2,3], v :=[-1,4,9] i v5:=[1,0,—1]
komplanarni.

Rjesenje. Bududéi da je

1[2] 3
(i, vo,3) =|—1|4 |9
1]0|-1

1 9 1 3 1 3

_2"1 —1‘*4"1 —1|0"—1 9'



Zadatak 56

Ispitajte jesu li vektori
vii=1[1,2,3], v :=[-1,4,9] i v5:=[1,0,—1]
komplanarni.

Rjesenje. Bududéi da je

1[2] 3
(i, vo,3) =|—1|4 |9
1]0|-1
1 9 1 3 1 3
_2"1 —1‘*4"1 —1|0"—1 9'
— 2(-1-(-1)—9-1)+4(1-(-1)—3-1)—0

vektori Vi, v i V3 su komplanarni.



