5.6. Racunanje povrs
pomocu integrala

8. 1. 20203

Fotografija: Kalen Emsley
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Zakljucak

N A

Neka su zadane neprekidne funkcije f,g : D C R — R
i segment [a, b] C D. Ako vrijedi

fx) <g(x),  xelab],

tada je povrsina P dijela ravnine omedenog sa I'r, I',
i pravcima x = a i x = b dana formulom

b
P~ [ (el = () dx.




Zadatak 52(a)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

y =25 y =2x — x, x=0 i x =2,

i izraCunajte njegovu povrsinu.




Zadatak 52(a)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
y = 2%, y =2x — x°, x=0 [ x =2,
i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje. Yy




Zadatak 52(a)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
y = 2%, y =2x — x°, x=0 [ x =2,
i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje. Yy y = 2%




Zadatak 52(a)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
y = 2%, y =2x — x°, x=0 [ x =2,
i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje. ¥ y=2"=:g(x)




Zadatak 52(a)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

y =25 y =2x — x, x=0 i x =2,

i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje. ¥ y=2"=:g(x)

2
P /0 (g(x) - F(x)) dx




Zadatak 52(a)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
y = 2%, y =2x — x°, x=0 [ x =2,
i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje. ¥ y=2"=:g(x)

y =2x —x% =: f(x)




Zadatak 52(a)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
y = 2%, y =2x — x°, x=0 [ x =2,
i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje. ¥ y=2"=:g(x)




Zadatak 52(a)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

y =25 y =2x — x, x=0 i x =2,
i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rje§enje. y y =2 =:g(x) 2
p= /0 (g(x) — F(x)) dx




Zadatak 52(a)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

y =25 y =2x — x, x=0 i x =2,

i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rje§enje. y y =2 =:g(x) 2
p= /0 (g(x) — F(x)) dx




Zadatak 52(b)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

y=2-x* i y=-x

i izraCunajte njegovu povrsinu.



Zadatak 52(b)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

y=2-x* i y=-x
i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.

1+ y=2x—x

<
I

|
x



Zadatak 52(b)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

y=2-x* i y=-x
i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.

1+ y=2x—x

=1 T

<
I

|
x



Zadatak 52(b)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
y=2-x* i y=-x
i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.

=1 T




Zadatak 52(b)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
2

y=2x—x i Yy = —X,
i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje. @ A je tocka (x,y) koja zadovoljava sustav
Y 2
1+ y =2x —x2 y:2X_X
y=-x

=1 T




Zadatak 52(b)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
2

y=2x—x i Yy = —Xx,
i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje. @ A je tocka (x,y) koja zadovoljava sustav
Zi/w y = 2x — x2 {y—2x—x2
P y=—x
I X —~ A=(0,0)ili A= (3,-3).




Zadatak 52(b)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
2

y=2x—x i Yy = —X,
i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje. @ A je tocka (x,y) koja zadovoljava sustav
Y _ 2
1+ y =2x — x? y_2X_X
y=-x

=1 T

X = A=400] ili A= (3,-3).




Zadatak 52(b)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
2

y=2x—x i Yy = —X,
i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje. @ A je tocka (x,y) koja zadovoljava sustav
Y _ 2
1+ y =2x — x? y_2X_X
y=-x

=1 T

2 }, X = A={870) ili A= (3,-3).




Zadatak 52(b)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

y=2-x* i y=-x

i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje. @ A je tocka (x,y) koja zadovoljava sustav
y
1+ y=2x—x2 y=2x—x?
=2 y=-x
1

@ Sa skice sad vidimo da je

2 é x — A=(00]ili A= (3,-3).
| ;
: = X—X2——X X
i P= [ (x =)~ () a




Zadatak 52(b)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

y=2-x* i y=-x

i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje. @ A je tocka (x,y) koja zadovoljava sustav
y
1+ y=2x—x2 y=2x—x?
=2 y=-x
1

@ Sa skice sad vidimo da je

P = /03 ((2x — x?) = (—x)) dx

2 }, X = A={870) ili A= (3,-3).
? ,
:/ (3x—x2) dx
0

y=—x



Zadatak 52(b)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

y=2-x* i y=-x

i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje. @ A je tocka (x,y) koja zadovoljava sustav
y
1+ y=2x—x2 y=2x—x?
=2 y=-
1

@ Sa skice sad vidimo da je
3
p= / ((2x —2) —
0

2 }, X = A={870) ili A= (3,-3).
; )
| B 3 - _mg
—/0 (3x x)dx = 5

y=—x



Zadatak 52(c)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
X .
y — X2, y [ — | y — 2X,

i izraCunajte njegovu povrsinu.



Zadatak 52(c)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
X .
y — X2, y [ — | y — 2X,

i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje. 2

Yy ==
y y =x? /




Zadatak 52(c)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
X .
y — X2, y [ — | y — 2X,

i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje. 2

Yy ==
y y =x? /




Zadatak 52(c)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
2 X .
y =X, Yy =-—— 1 Yy = 2X,
i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje.
y




Zadatak 52(c)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
2 X .
y =X, y = 1 Yy = 2X,

i izraCunajte njegovu povrsinu.

o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav

y=x*
y =2x

Rjesenje.
y




Zadatak 52(c)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
2 X .
y =X, y = 1 Yy = 2X,

i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje. o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav
y = x?
{y X =  A=(0,0)ili A= (2,4).

y =2x




Zadatak 52(c)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
2 X .
y =X, y = 1 Yy = 2X,

i izraCunajte njegovu povrsinu.

o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav

{y:X2 = A={0)ili A= (2,4).

y =2x

Rjesenje.
y




Zadatak 52(c)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
2 X .
y =X, y = 1 Yy = 2X,

i izraCunajte njegovu povrsinu.

o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav

{y:X2 = A={0)ili A= (2,4).

y =2x

Rjesenje.
y




Zadatak 52(c)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama
2 X .
y =X, y = 1 Yy = 2X,

i izraCunajte njegovu povrsinu.

o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav

{y:X2 = A={0)ili A= (2,4).

y =2x

Rjesenje.
y

@ B je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav
2
y==%
y =2x




Zadatak 52(c)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

2 x° :
y=x, y=—= 1 y=2
i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje. 2 o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav
T
y = x2
{y S = A= A=(2,9)
Yy =X

@ B je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav

y="%
22 = B=(0,0)ili B=(4,8).
y = 2x




Zadatak 52(c)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

2 x° :
y=x, y=—= 1 y=2
i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje. 2 o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav
T
y = x2
{y S = A= A=(2,9)
Yy =X

@ B je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav

{y: 2 = B={00]ili B = (4,8).

y =2x




Zadatak 52(c)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

2 x° :
y=x, y=—= 1 y=2
i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje. 2 o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav
T
y = x2
{y S = A= A=(2,9)
Yy =X

@ B je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav

{y: 2 = B={00]ili B = (4,8).

y =2x




Zadatak 52(c)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

2 x° :
y=x, y=—= 1 y=2
i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje. 2 o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav
T
y = x2
{y S = A= A=(2,9)
Yy =X

@ B je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav

{y:X; = B={00]ili B = (4,8).

y =2x

@ Sa skice sad vidimo da je

2 2 4 2
P:/O <X2—X2> dx—i—/2 <2X—X2> dx




Zadatak 52(c)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

2 X :
y = x5, y=-— [ y = 2x,

i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje.
y

o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav

{y:X2 = A={0)ili A= (2,4).

y =2x

@ B je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav

{y:X; = B={00]ili B = (4,8).

y =2x

@ Sa skice sad vidimo da je

2 2 4 2 .
P:/ <X2—X> dx+/ <2X—X> dx =" 4.
0 2 2 2




Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

i izraCunajte njegovu povrsinu.



Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama N \ [y =4

2
y=2 y=4¢ i y=" /
9
i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.

'\"<




Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama N \ [y =4

2 . X2
y=2 y=4&" 1 y=-, Py
i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.

'\"<




Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama N | Y
) 2
5 X
y=2 y=4&" 1 y=-, Py

i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.



Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

AN
2 X
y=2 y=4&" 1 y=-, Py
i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje.
y = 4x2

o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav { )
y =



Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama N \ Y
2 _
X2
y=2 y=4" i y==, Py

i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.

. - i i y = 4X2 1 .. 1

o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav ) = A= (— ,2) ili A= (— 2) .
y =



Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuliama \ {I Al Y =43 B
2 x- : |
y = 27 Yy = 4x ry= 37 P1 : :
i izraCunajte njegovu povrsinu. _ |
Rjesenje. o
o . . y = 4x? . )
o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav ) A= ili A= <—2
y =



Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama N

i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.

o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav




Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

AN
2 x?
y=2 y=4&" 1 y=-, Py
i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje.
o . . y = 4x? . )
o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav ) = A= ili A= <—2,2>
y =
y="%
@ B je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav 29
y =



Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama N

y=2 y=4¢ 1 y= Py

?7

i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.

@ B je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav

=4
@ A je tocka (x,y) koja zadovoljava sustav {y 2X = A= il A= <%,2> .
{y:; = B=(-3v22)ili B=(3v2,2).



Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama N

Py

i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.

=4x
o A je tocka (x,y) koja zadovoljava sustav {y ) = A= ili A= <%,2> .
@ B je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav {

y:;?’ = B={=3v272] il B=(3v2,2).



Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama N

Py

i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.

=4x
o A je tocka (x,y) koja zadovoljava sustav {y ) = A= ili A= <%,2> .
@ B je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav {

y:;?’ = B={=3v272] il B=(3v2,2).



Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama

AN
2 . X2
y=2 y=4&" 1 y=-, Py
i izraCunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje.
je tock koja zadovolj y=4C L a= ili A= (L2
o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav =2 = A= ili f(ﬁ,>.
y="%
@ B je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav 29 = B=1=3v22) ili B=(3v2,2).
y =

Kako je P; = P, (sve su zadane funkcije parne!), sa skice sad vidimo da je

P=P+P,=2P,



Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama N

y=2 y=4" i y==, P,

i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.
= 4x2
o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav Y A= il A= (%,2) :
y=2 2
X2
@ B je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav {y -9 : ||| B = (3\5, 2).
y =

Kako je P; = P, (sve su zadane funkcije parne!), sa skice sad vidimo da je

).
P:P1+P2:2P2:2</0 ( X92>dx+ <2—);2>dx>



Zadatak 52(d)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljama N

y=2 y=4" i y==, P,

i izraCunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.
= 4x2
o A je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav Y A= il A= (%,2) :
y=2 2
X2
@ B je tocka (x, y) koja zadovoljava sustav {y -9 : ||| B = (3\5, 2).
y =

Kako je P; = P, (sve su zadane funkcije parne!), sa skice sad vidimo da je

),
2 2 .
P:P1+P2:2P2:2< ( Xg) dx—|— (2—2) dx) “:m'%ofz.



Zadatak 52(e)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljom

2xy =1

i pravcem p koji je sijeCe u tockama A (%,2) i B (2, %) Izracunajte njegovu povrSinu.



Zadatak 52(e)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljom

1
2xy =1 <<:> y:2>
X

i pravcem p koji je sijeCe u tockama A (%,2) i B (2, %) Izracunajte njegovu povrsinu.



Zadatak 52(e)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljom

1
2xy =1 <<:> y:2>
X

i pravcem p koji je sijeCe u tockama A (%,2) i B (2, %) Izracunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.




Zadatak 52(e)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljom

1
2xy =1 <<:> y:2>
X

i pravcem p koji je sijeCe u tockama A (%,2) i B (2, %) Izracunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje.




Zadatak 52(e)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljom

1
2xy =1 <<:> y:2>
X

i pravcem p koji je sijeCe u tockama A (%,2) i B (2, %) Izracunajte njegovu povrsinu.
Rjesenje. @ p...y—ya= Y~ YA (x

XB — XA




Zadatak 52(e)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljom

1
2xy =1 <<:> y:2>
X

i pravcem p koji je sijeCe u tockama A (%,2) i B (2, %) Izracunajte njegovu povrsinu.
YB — YA (x
XB — XA

1
=2 1
_2=4 =
Y 2—1<X 4)

Rjesenje. @ p...y—ya= — xa)




Zadatak 52(e)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljom

1
2xy =1 <<:> y:2>
X

i pravcem p koji je sijeCe u tockama A (%,2) i B (2, %) Izracunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje. ° p...y—yA:u(X—xA)

XB — XA
1
=2 1
1
21 4
L9

= —x+ =

Y 4




Zadatak 52(e)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljom

1
2xy =1 <<:> y:2>
X

i pravcem p koji je sijeCe u tockama A (%,2) i B (2, %) Izracunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje. ° p...y—yA:u(X—xA)

XB — XA
1
=2 1
1
21 4
L9

= —x+ =

Y 4




Zadatak 52(e)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljom
1
2xy =1 <<:> y = >
2x

i pravcem p koji je sijeCe u tockama A (%,2) i B (2, %) Izracunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje. ° p...y—yA:u(X—xA)

XB — XA
1
=2 1
1
21 4
L9

= —x+ =

Y 4




Zadatak 52(e)

Skicirajte dio ravnine omeden krivuljom
1
2xy =1 <<:> y = >
2x

i pravcem p koji je sijeCe u tockama A (%,2) i B (2, %) Izracunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje. ° p...y—yA:u(X—xA)

XB — XA
1
=2 1
1
21 4
L9

= —x+ =

Y 4

@ Sa slike sad vidimo da je

2
9 ]. sami 63 3

4

p... y:7x+%



