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sin X, COS X

sinxd - (cos x, sin x)

X




sin x, cos x, tg x :=

tg x

sinxt+-—----




Brojevna kruznica

0,2m, 4w, —2m,...
tj. 2km, k€eZ




Funkcije sin i cos
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@ Funkcija sin : R — R je neparna i 27-periodicna, dakle
sin(—x) = —sinx i sin(x 4+ 2m) = sinx

za sve x € R.
@ Funkcija cos: R — R je parna i 2m-periodicna, dakle

cos(—x) = cos x i cos(x + 2m) = cos x

za sve x € R.
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o Funkcija tg: R\ {

tg(x +7) =tgx

tg(—x) = —tgx

zasve x € R\ {

+k7r:k€Z}.
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2



Funkcija ctg

ctg x

ctg(x + )

= —ctgx i

ctg(—x)
zasve x € R\ {km: k € Z}.




Jos neka svojstva sinusa i kosinusa

Za sve x,y € R vrijedi:

sinx + cos? x = 1
sin(x£y)=sinx-cosy +cosx-siny
cos(x £ y)=cosx-cosy Fsinx-siny
sin2x = 25sin x - cos x

cos2x = cos? x —sin’x =2cos?x —1=1—2sin’x

sin (x + 5) = cosx
cosx + cosy = 2 cos X5 - cos 25¥

CoSx — cosy = —2sin X;y sin %5%

o sinx £siny = 2sin *3¥ . cos X3,




Funkcija arcsin
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Funkcija f(x) := sin x nije bijekcija.




Funkcija arcsin
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Funkcija f(x) := sin x nije bijekcija. Ali funkcija f; : [-5,5] — [-1,1],

fi(x) :=sinx,

jest bijekcija.




Funkcija arcsin

y
1 ¥
—or 3771' -m -z z m 377r o X
—14
Funkcija f(x) := sin x nije bijekcija. Ali funkcija f; : [-5,5] — [-1,1],

fi(x) :=sinx,
jest bijekcija. Njen inverz
arcsin := ffl [-1,1] — [—g f}

zovemo arkus sinusom.




Funkcija arcsin

); [arcsin
50
1+ Ffl
2 3 -m 21 17 m C X
—14
_g"
Funkcija f(x) := sin x nije bijekcija. Ali funkcija f; : [-5,5] — [-1,1],

fi(x) :=sinx,
jest bijekcija. Njen inverz

arcsin := ffl [-1,1] — [—g f}

zovemo arkus sinusom.




Funkcija arcsin

); [ arcsin
50
1" . rfl
2 3 -m 21 17 m C X
—14
_g"
Funkcija f(x) := sin x nije bijekcija. Ali funkcija f; : [-5,5] — [-1,1],

fi(x) :=sinx,
jest bijekcija. Njen inverz

arcsin := ffl [-1,1] — [—g f}

zovemo arkus sinusom. Zapamtimo:

. . . mwT . .
arcsin y = jedinstven x € [—5, 5} takav da je sinx = y.



Funkcija arcsin na brojevnoj kruznici
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fi: [7%7%] — [~1,1] arcsin : [-1,1] — [f%, %]
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Funkcija arccos
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Funkcija f(x) := cos x nije bijekcija.
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Funkcija arccos

y

T_ s m 3r X
3 - 12\‘ = 2
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Funkcija f(x) := cos x nije bijekcija. Ali funkcija f; : [0, 7] — [-1,1],
fi(x) := cos x,
jest bijekcija.




Funkcija arccos

y

T_ s m 3r X
3 T 1 12\‘ = 2

3

Funkcija f(x) := cos x nije bijekcija. Ali funkcija f; : [0, 7] — [-1,1],
fi(x) := cos x,
jest bijekcija. Njen inverz
arccos := f; 11 [=1,1] — [0, 7]

zovemo arkus kosinusom.




Funkcija arccos

y

.
.
+ .
rarccos m .
p
.
.
.
.
.

3
Funkcija f(x) := cos x nije bijekcija. Ali funkcija f; : [0, 7] — [-1,1],

fi(x) := cos x,
jest bijekcija. Njen inverz

arccos := f; 11 [=1,1] — [0, 7]
zovemo arkus kosinusom.




Funkcija arccos

y

rarccos T

3
Funkcija f(x) := cos x nije bijekcija. Ali funkcija f; : [0, 7] — [-1,1],

fi(x) := cos x,
jest bijekcija. Njen inverz

arccos := f; 11 [=1,1] — [0, 7]
zovemo arkus kosinusom. Zapamtimo:

arccos y = jedinstven x € [0, 7] takav da je cosx = y.




Funkcija arccos na brojevnoj kruznici

X arccos y
Y ~
0 : 0 :
f(x) ~1 y )
fi : [0,7] = [-1,1] arccos : [—1,1] — [0, 7]

PMF}
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Funkcija arctg
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Funkcija arctg definira se kao inverz bijekcije f; : <—%, %> - R,

f(x) :=tgx.




Funkcija arctg

| y \rfl

| | .

I I

I I

l l

: T : rarctg

7777777777777777 ~ 775"” I

|

l 1t

| |

| |

—2r _3¢ —m I I ™ 3r o X
2 2 2
,,,,,,,,,,,,,,,,,, N A

| 2 |

| |

| |

| |

| |

I I

| |

| |

Funkcija arctg definira se kao inverz bijekcije f; : <—%, %> - R,

f(x) :=tgx.




Funkcija arctg
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Funkcija arctg definira se kao inverz bijekcije f; : <—%, %> — R,
f(x) :=tgx.
Zapamtimo:
arctg y = jedinstven x € <—g, §> takav da je tgx = y.




Funkcija arctg na brojevnoj kruznici

¥ fl(X)

I

h:(-3,5) >R arctg : R — (-3,%)




Funkcija arcctg



Funkcija arcctg

y
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Funkcija arcctg definira se kao inverz bijekcije f; : (0, 7) — R,
fi(x) := ctg x.




Funkcija arcctg

rarcctg

I
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Funkcija arcctg definira se kao inverz bijekcije f; : (0, 7) — R,
fi(x) := ctg x.




Funkcija arcctg

rarcctg
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Funkcija arcctg definira se kao inverz bijekcije f; : (0, 7) — R,
fi(x) := ctg x.
Zapamtimo:
arcctg y = jedinstven x € (0, 7) takav da je ctgx = y.




Funkcija arcctg na brojevnoj kruznici

fi:(0,m) =R arcctg : R — (0, 7)




Zadatak 16

Odredite prirodnu domenu funkcije

f(x) := ctgx - arcsin (1 — x2) . (1)




Zadatak 16

Odredite prirodnu domenu funkcije
f(x) := ctgx - arcsin (1 — x2) . (1)

RjeSenje. Desna strana formule (1) definirana je za neki x € R ako i samo
ako x zadovoljava sljedece uvjete:

© X € Detg =R\ {km: k € Z}




Zadatak 16

Odredite prirodnu domenu funkcije

f(x) := ctgx - arcsin (1 — x2) . (1)

RjeSenje. Desna strana formule (1) definirana je za neki x € R ako i samo
ako x zadovoljava sljedece uvjete:

© X € Detg =R\ {km: k € Z}

° X2 — 1€ Dyresin = [_17 1]




Zadatak 16

Odredite prirodnu domenu funkcije

f(x) := ctgx - arcsin (1 — x2) . (1)

RjeSenje. Desna strana formule (1) definirana je za neki x € R ako i samo
ako x zadovoljava sljedece uvjete:

© X € Detg =R\ {km: k € Z}

x> —1€Dyesin=[-1,1] & -1<x*-1<1




Zadatak 16

Odredite prirodnu domenu funkcije
f(x) := ctgx - arcsin (1 — x2) . (1)

RjeSenje. Desna strana formule (1) definirana je za neki x € R ako i samo
ako x zadovoljava sljedece uvjete:

© X € Detg =R\ {km: k € Z}
x> —1€Dyesin=[-1,1] & -1<x*-1<1

i:% 0§x2§2




Zadatak 16

Odredite prirodnu domenu funkcije
f(x) := ctgx - arcsin (1 — x2) . (1)

RjeSenje. Desna strana formule (1) definirana je za neki x € R ako i samo
ako x zadovoljava sljedece uvjete:

© X € Detg =R\ {km: k € Z}

x> —1€Dyesin=[-1,1] & -1<x*-1<1
i:% 0<x?<?2
& X2§2




Zadatak 16

Odredite prirodnu domenu funkcije
f(x) := ctgx - arcsin (1 — x2) . (1)

RjeSenje. Desna strana formule (1) definirana je za neki x € R ako i samo
ako x zadovoljava sljedece uvjete:

© X € Detg =R\ {km: k € Z}

x> —1€Dyesin=[-1,1] & -1<x*-1<1
! 0<x?<?2
& X2§2
& x2-2<0




Zadatak 16

Odredite prirodnu domenu funkcije
f(x) := ctgx - arcsin (1 — x2) . (1)

RjeSenje. Desna strana formule (1) definirana je za neki x € R ako i samo
ako x zadovoljava sljedece uvjete:

© X € Detg =R\ {km: k € Z}

x> —1€Dyesin=[-1,1] & -1<x*-1<1
! 0<x?<?2
& X2§2
& x2-2<0
& xe[—\@,\@}.




Zadatak 16

Odredite prirodnu domenu funkcije
f(x) := ctgx - arcsin (1 — x2) . (1)

RjeSenje. Desna strana formule (1) definirana je za neki x € R ako i samo
ako x zadovoljava sljedece uvjete:

© X € Detg =R\ {km: k € Z}

x> —1€Dyesin=[-1,1] & -1<x*-1<1
i:% 0§x2§2
& X2§2
& x2-2<0
& xe[—\@,\@}.

Ovi su uvjeti ekvivalentni uvjetu

x € [-V2 V2| \ {kr ke 2} = [-V2,V2)\ {0}




Zadatak 16

Odredite prirodnu domenu funkcije
f(x) := ctgx - arcsin (1 — x2) . (1)

RjeSenje. Desna strana formule (1) definirana je za neki x € R ako i samo
ako x zadovoljava sljedece uvjete:

© X € Detg =R\ {km: k € Z}

x> —1€Dyesin=[-1,1] & -1<x*-1<1
i:% 0§x2§2
& X2§2
& x2-2<0
& xe[—\@,\@}.

Ovi su uvjeti ekvivalentni uvjetu
x € [-V2 V2| \ {kr ke 2} = [-V2,V2)\ {0}
Dakle, Df = [—v/2,v2] \ {0}.




Zadatak 17(a)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe




Zadatak 17(a)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

i \/§
cos <2x — —) = ——.
3 2
Rjesenje. Imamo
cos <2x — E) = —ﬁ
3/ 2

54




Zadatak 17(a)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

i \/§
cos <2x — —) = ——.
3 2
Rjesenje. Imamo
cos <2x — E) = —ﬁ
3/ 2

54
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Zadatak 17(a)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

Rjesenje. Imamo

cos <2x — g) = —\f

54
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Zadatak 17(a)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

™ V3
cos <2x — —) =——.
3 2
3+ 2km
Rjesenje. Imamo %
b -
cos<2x—7;>:—\f —% T2k

& 2x—§::|:5%+2k7rza neki k € Z




Zadatak 17(a)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

™ V3
cos <2x — —) =——.
3 2
3+ 2km
Rjesenje. Imamo %
b -
cos<2x—7;>:—\f —% T2k

& 2x—§::|:5%+2k7rza neki k € Z

o 2x:%:|:5%+2k7rza neki k € Z




Zadatak 17(a)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

™ V3
cos <2x — —) = ——.
3 2
3+ 2km
Rjesenje. Imamo %
s g
T 3 5ty opr
2x — i> - _ - 6 + (Ul
cos( X 3 5
5 .
& 2x—§::|:%+2k7rza neki k € Z
= 2x:%:|:5%+2k7rza neki k € Z

T bm .
& x—g:izﬁ—i-kﬂzaneklkEZ




Zadatak 17(a)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

™ V3
cos <2x — —) = ——.
3 2
3+ 2km
Rjesenje. Imamo %
s g
T 3 5Ty opr
2 _i>:_7 6 + (Ul
cos(x 3 5
5
& 2x—g—:l:67r+2k7rzanek|k€Z
& 2x fg:t%r—i—ﬂarzaneklkEZ
& %i——i—kﬂzaneklkEZ

PN {+k7r keZ} {—%—i—kﬂ:keZ}.




Zadatak 17(b)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin (g + g) =—1.




Zadatak 17(b)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin (g + g) =—1.

Rjesenje. Imamo

sin (g+%> =-1

4




Zadatak 17(b)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin (i + f) = —1.

2 6

Rjesenje. Imamo

sin (g+%> =-1

4

—5 + 2km




Zadatak 17(b)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin (g + g) =—1.

Rjesenje. Imamo

sin (g+%> =-1

N g—&—%:—g—l—%ﬂrzanekikez

s

2+2k7r




Zadatak 17(b)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

o(3+5) -

Rjesenje. Imamo

L o/X T
Sln(§+g>:_1

- . —g+2k7r
+g:—§+2k7rza neki k € Z

2
:—§+2k7rza neki k € Z

4

N X N X

=




Zadatak 17(b)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin (g + g) =—1.

Rjesenje. Imamo

sin (i%—E) =-1

2 x6 T T —5 +2km
2
& g:—g%—kazanekikGZ
o x:—4—7r—|—4k7rzanekik€Z

3




Zadatak 17(b)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin (g + g) =—1.

Rjesenje. Imamo

sin (g+%> =-1

—Z 4+ 2km
o g—&—%:—g—l—%ﬂrzanekikez ’
2
& g:—g%—kazanekikGZ
o x:—%r—i—4k7rzanekik€Z

4
e XE{—;—{—‘”WT:/(GZ}.




Zadatak 17(c)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin4dx +sinx = 0.



Zadatak 17(c)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sindx +sinx = 0.
Rjesenje. Koriste¢i da je za sve x,y € R

sinx+siny:2sinx—;y -cosX;y,




Zadatak 17(c)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sindx +sinx = 0.
Rjesenje. Koriste¢i da je za sve x,y € R

sinx+siny:2sinx—;y -cosX;y,

dobivamo

sin(4x) +sinx =0 <« 2sin gx - cos %x =0



Zadatak 17(c)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sindx +sinx = 0.
Rjesenje. Koriste¢i da je za sve x,y € R

sinx+siny:2sinx—;y -cosX;y,

dobivamo

sin(4x) +sinx =0 <« 2sin gx - cos %x =0

5 - 3
& sinEX:O ili cosix:O



Zadatak 17(c)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sindx +sinx = 0.
Rjesenje. Koriste¢i da je za sve x,y € R

sinx+siny:2sinx—;y -cosX;y,

dobivamo

sin(4x) +sinx =0 <« 2sin gx - cos %x =0

5
& sinEX:O

ili  cos gx =0




Zadatak 17(c)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sindx +sinx = 0.
Rjesenje. Koriste¢i da je za sve x,y € R

sinx+siny:2sinx—;y -cosX;y,

dobivamo

(2k+ 1)

sin(4x) +sinx =0 <« 2sin gx - cos %x =0

5
& sin§x:0

ili  cos gx =0

2k



Zadatak 17(c)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe
sindx +sinx = 0.
Rjesenje. Koriste¢i da je za sve x,y € R

— 2k + 1w 2km
sinx+siny:2sinx—;y-cosxzy,( )

dobivamo

sin(4x) +sinx =0 <« 2sin gx-cos gx:O
5 - 3
< osin §X =0 ii cos=x=0

& —x =k il



Zadatak 17(c)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin4dx +sinx = 0.

Rjesenje. Koriste¢i da je za sve x,y € R

— 2k 4+ 1)
sinx+siny:2sinx—;y-cosxzy,( oY

dobivamo
. ) .5 3
sin(4x) +sinx =0 <« 2sin Ex-cosax:o
5 - 3
< osin EXZO i cos—x=20

& —x =k il



Zadatak 17(c)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin4dx +sinx = 0.

Rjesenje. Koriste¢i da je za sve x,y € R

— 2k 4+ 1)
sinx+siny:2sinx—;y-cosxzy,( oY

dobivamo

5 3 3%+ 2kn
sin(4x) +sinx =0 <« 2sin SX CoS X = 0

& singx:o ili cos§x:0

5 3
o EX:kT(‘ ili Ex:g+k7rzanekikEZ



Zadatak 17(c)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin4dx +sinx = 0.

Rjesenje. Koriste¢i da je za sve x,y € R

— 2% + )
sinx+siny:2sinx+y -cosX y’( Y
2 2
dobivamo
5 3 %+ 2kn
sin(4x) +sinx=0 <« 2sin§x-cos§x:0
5 - 3
& sinEX:O ili cosix:O
5 3
o EX:kT(‘ ili Ex:g+k7rzanekikEZ

2k 2k
o x:—ﬂ ili x:z—i—TﬂzanekikeZ

5 3



Zadatak 17(c)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin4dx +sinx = 0.

Rjesenje. Koriste¢i da je za sve x,y € R

— 2k + 1)
sinx+siny:2sinx—;y-cosxzy,( )

dobivamo
5 3 %+ 2kn
sin(4x) +sinx =0 <« 2sin SX CoS X = 0
5 - 3
< osin 5)(20 ili  cos §X:0
5 3
o EX:kT(‘ ili Ex:g+k7rzanekikEZ
2k 2k
o x:Tﬂ ili x:g—i—TﬂzanekikeZ

2km T 2kmw
— ke’ —+—k€EZ;.
R S T



Zadatak 17(d)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin® x + 3sinx - cos x + 2cos® x = 0.



Zadatak 17(d)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin® x + 3sinx - cos x + 2cos® x = 0.

Rjesenje. Dijeljenjem jednadzbe sa cos? x
(nakon provjere da cosx = 0 ne daje rje-
Senje) dobivamo ekvivalentnu jednadzbu

tg?x+3tgx+2=0



Zadatak 17(d)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin® x + 3sinx - cos x + 2cos® x = 0.

Rjesenje. Dijeljenjem jednadzbe sa cos? x
(nakon provjere da cosx = 0 ne daje rje-
Senje) dobivamo ekvivalentnu jednadzbu

tg?x+3tgx+2=0

& (supst. t =tgx) < t2+43t+2=0



Zadatak 17(d)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin® x + 3sinx - cos x + 2cos® x = 0.

Rjesenje. Dijeljenjem jednadzbe sa cos? x
(nakon provjere da cosx = 0 ne daje rje-
Senje) dobivamo ekvivalentnu jednadzbu
tg?x+3tgx+2=0

& (supst. t =tgx) < t2+43t+2=0
< (t+1)(t+2)=0



Zadatak 17(d)
Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin® x + 3sinx - cos x + 2cos® x = 0.

Rjesenje. Dijeljenjem jednadzbe sa cos? x
(nakon provjere da cosx = 0 ne daje rje-
Senje) dobivamo ekvivalentnu jednadzbu
tg?x+3tgx+2=0

& (supst. t =tgx) < t2+43t+2=0
< (t+1)(t+2)=0

& t=-1 i t=-2




Zadatak 17(d)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin® x + 3sinx - cos x + 2cos® x = 0.

Rjesenje. Dijeljenjem jednadzbe sa cos? x
(nakon provjere da cosx = 0 ne daje rje-
Senje) dobivamo ekvivalentnu jednadzbu

tg?x+3tgx+2=0

& (supst. t=tgx) < t243t+2=0
(t+1)(t+2)=0

t=—-1 ili t=-2

tgx=-1 ili tgx=-2

t o0



Zadatak 17(d)

Odredite sva rjesenja (u R) jednadzbe

sin® x + 3sinx - cos x + 2cos® x = 0.
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