


Eksponencijalna funkcija

De�nicija. Eksponencijalna funkcija s bazom a ∈ 〈0, 1〉 ∪ 〈1,+∞〉 je
funkcija

f (x) := ax .

; f : R→ R.
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Logaritamska funkcija
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Funkcija f (x) := ax nije bijekcija. Ali funkcija f1 : R→ 〈0,+∞〉,

f1(x) := ax ,

jest bijekcija. Njenu inverznu funkciju

loga := f −11 : 〈0,+∞〉 → R

zovemo logaritamskom funkcijom s bazom a.
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Logaritamska funkcija

Dakle, za svaki y > 0 vrijedi

aloga y = y .

Drugim rije£ima, loga y je eksponent x ∈ R za koji je

ax = y .

Za naj£e²¢e kori²tene logaritamske baze, a = 10 i a = e ≈ 2.7181828,
koristimo posebne oznake:

log := log10,

ln := loge .
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Svojstva eksponencijalne i logaritamske funkcije

Za sve a, b ∈ 〈0, 1〉 ∪ 〈1,+∞〉 i x , y ∈ R vrijedi:

ax+y = ax · ay

(ax)y = axy

(ab)x = ax · bx

loga (ax) = x .

Za sve a, b ∈ 〈0, 1〉 ∪ 〈1,+∞〉, x , y ∈ 〈0,+∞〉, M ∈ R i N ∈ R \ {0}
vrijedi:

aloga x = x

loga(xy) = loga x + loga y

loga
x
y = loga x − loga y

loga x
M = M loga x

loga x = logb x
logb a

logaN x = 1
N loga x .
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log
2⇔ x = log2 3 ili x = log2 5.

Dakle, jedina su rje²enja zadane jednadºbe log2 3 i log2 5.
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Zadatak 13(e)

Odredite sva rje²enja (u R) jednadºbe
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9x−2 · 22x−1 = 8 ⇔ 9x · 9−2 ·
(
22
)x · 2−1 = 8

·2·92⇔ 36x = 16 · 92

⇔ 36x = 42 · 92

⇔ 36x = 362

log
36⇔ x = 2.

Dakle, jedino je rje²enje zadane jednadºbe 2.
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Zadatak 13(f)

Odredite sva rje²enja (u R) jednadºbe

3x+1 − 4 · 3x−1 = 45.
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3x+1 − 4 · 3x−1 = 45 ⇔ 3 · 3x − 4 · 3−1 · 3x = 45

⇔
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3− 4

3

)
· 3x = 45

⇔ 5

3
· 3x = 45

· 3
5⇔ 3x = 27

log
3⇔ x = log3 27 = 3.

Dakle, jedino je rje²enje zadane jednadºbe 3.
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Zadatak 14(a)

Odredite sva rje²enja (u R) jednadºbe

ln(x − 1) + ln(x − 2) = 2 ln(x − 3). (1)

Rje²enje.

Da bi lijeva i desna strana u (1) bile de�nirane, x mora

zadovoljavati uvjete:


x − 1 > 0

x − 2 > 0

x − 3 > 0

⇔ x > 3.

Imamo ln(x − 1) + ln(x − 2) = 2 ln(x − 3)

⇒ ln ((x − 1)(x − 2)) = ln
(
(x − 3)2

)
eˆ⇒ (x − 1)(x − 2) = (x − 3)2

⇔ x2 − 3x + 2 = x2 − 6x + 9

⇔ 3x = 7

⇔ x =
7

3
7

⇒ zadana jednadºba nema rje²enja.
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Zadatak 14(b)

Odredite sva rje²enja (u R) jednadºbe

log x + log(x − 3) = 1. (2)

Rje²enje. Da bi lijeva i desna strana u (2) bile de�nirane, x mora

zadovoljavati uvjete:

{
x > 0

x − 3 > 0
⇔ x > 3.

Imamo log x + log(x − 3) = 1

⇒ log (x(x − 3)) = 1

10ˆ⇒ x(x − 3) = 10

⇒ x2 − 3x − 10 = 0

⇒ (x − 5)(x + 2) = 0

⇒ x = 5

X

ili x = −2

7

⇒ jedino je rje²enje zadane jednadºbe 5.
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Zadatak 14(c)

Odredite sva rje²enja (u R) jednadºbe

(log(100x))2 + (log(10x))2 = 14 + log
1

x
.

Rje²enje. (log(100x))2 + (log(10x))2 = 14 + log
1

x

⇔ (log 100 + log x)2 + (log 10 + log x)2 = 14 + log
(
x−1

)
⇔ (2 + log x)2 + (1 + log x)2 = 14− log x

⇔ 2(log x)2 + 7 log x − 9 = 0

⇔ (supstitucija t = log x) ⇔ 2t2 + 7t − 9 = 0

⇔ t =
−7±

√
49 + 72

4
=
−7± 11

4

⇔ t = −9

2
ili t = 1

⇔ log x = −9

2
ili log x = 1

10ˆ⇔ x = 10−
9

2 ili x = 10.
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Zadatak 14(d)

Odredite sva rje²enja (u R) jednadºbe

log3 log8 log2 x = log3 2− 1.

Rje²enje. Imamo

log3 log8 log2 x = log3 2− 1

3ˆ⇔ log8 log2 x = 3log3 2−1 = 3log3 2 · 3−1 = 2 · 1
3

=
2

3
8ˆ⇔ log2 x = 8

2

3 =
(
23
) 2
3 = 23·

2

3 = 22 = 4

2ˆ⇔ x = 24 = 16.

Dakle, jedino je rje²enje zadane jednadºbe 16.
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Zadatak 14(e)

Odredite sva rje²enja (u R) jednadºbe

log4 x + log8 x = 5.

Rje²enje. Sjetimo se da vrijedi

logaN x =
1

N
loga x (3)

za sve a ∈ 〈0, 1〉 ∪ 〈1,+∞〉 , N ∈ R \ {0} i x ∈ 〈0,+∞〉, pa imamo

log4 x + log8 x = 5 ⇔ log22 x + log23 x = 5

(3)⇔ 1

2
log2 x +

1

3
log2 x = 5

⇔ 5

6
log2 x = 5

⇔ log2 x = 6

2ˆ⇔ x = 26 = 64.

Dakle, jedino je rje²enje zadane jednadºbe 64.
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Strogo rastu¢e funkcije i rje²avanje nejednadºbi

De�nicija. Kaºemo da je funkcija f : D ⊆ R→ R strogo rastu¢a ako za

sve x1, x2 ∈ D vrijedi

x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2).

PR.: Sljede¢e su funkcije strogo rastu¢e:

f (x) := ax + b, gdje su a ∈ 〈0,+∞〉 i b ∈ R.

f (x) := ax , gdje je a ∈ 〈1,+∞〉
f (x) := loga x , gdje je a ∈ 〈1,+∞〉.

Lako se vidi da, ako je funkcija f : D ⊆ R→ R strogo rastu¢a, tada za sve

x1, x2 ∈ D vrijede ekvivalencije:

x1 < x2 ⇔ f (x1) < f (x2)

x1 ≤ x2 ⇔ f (x1) ≤ f (x2)

x1 > x2 ⇔ f (x1) > f (x2)

x1 ≥ x2 ⇔ f (x1) ≥ f (x2).

Drugim rije£ima: ako na lijevu i desnu stranu neke nejednadºbe djelujemo
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Primjer 1

Rije²imo nejednadºbu

2x + 1 ≥ 3. (4)

Djelovanjem na njenu lijevu i desnu stranu (strogo rastu¢om) funkcijom

f (x) := x − 1, dobivamo ekvivalentnu nejednadºbu

2x ≥ 2.

Djelovanjem na njenu lijevu i desnu stranu (strogo rastu¢om) funkcijom

g(x) := 1
2x dobivamo ekvivalentnu nejednadºbu

x ≥ 1.

Dakle, rje²enje nejednadºbe (4) je [1,+∞〉.
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Primjer 2

Rije²imo nejednadºbu

ex < 3. (5)

Djelovanjem na njenu lijevu i desnu stranu (strogo rastu¢om) funkcijom

f (x) := ln x , dobivamo ekvivalentnu nejednadºbu

x < ln 3.

Dakle, rje²enje nejednadºbe (5) je 〈−∞, ln 3〉.
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Strogo padaju¢e funkcije i rje²avanje nejednadºbi

De�nicija. Kaºemo da je funkcija f : D ⊆ R→ R strogo padaju¢a ako za

sve x1, x2 ∈ D vrijedi

x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2).

PR.: Sljede¢e su funkcije strogo padaju¢e:

f (x) := ax + b, gdje su a ∈ 〈−∞, 0〉 i b ∈ R.

f (x) := ax , gdje je a ∈ 〈0, 1〉
f (x) := loga x , gdje je a ∈ 〈0, 1〉.

Lako se vidi da, ako je funkcija f : D ⊆ R→ R strogo padaju¢a, tada za sve

x1, x2 ∈ D vrijede ekvivalencije:

x1 < x2 ⇔ f (x1) > f (x2)
x1 ≤ x2 ⇔ f (x1) ≥ f (x2)
x1 > x2 ⇔ f (x1) < f (x2)
x1 ≥ x2 ⇔ f (x1) ≤ f (x2).

Drugim rije£ima: ako na lijevu i desnu stranu neke nejednadºbe djelujemo

strogo padaju¢om funkcijom i pritom okrenemo znak nejednakosti, dobit

¢emo ekvivalentnu nejednadºbu.
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Primjer 3

Rije²imo nejednadºbu (
7

10

)x

≤ π. (6)

Djelovanjem na njenu lijevu i desnu stranu (strogo padaju¢om) funkcijom

f (x) := log 7

10

x i pritom okrenemo znak nejednakosti, dobivamo

ekvivalentnu nejednadºbu

x ≥ log 7

10

π.

Dakle, rje²enje nejednadºbe (6) je
[
log 7

10

π,+∞
〉
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Zadatak 15

Rije²ite nejednadºbu

(log2 x)2 ≥ 1.

Rje²enje. Za svaki x ∈ 〈0,+∞〉 imamo

(log2 x)2 ≥ 1 ⇔ (supstitucija t = log2 x) ⇔ t2 ≥ 1

⇔ t2 − 1 ≥ 0

sami⇔ t ∈ 〈−∞,−1] ∪ [1,+∞〉
⇔ log2 x ≤ −1 ili log2 x ≥ 1

⇔ (djelujemo strogo rastu¢om funkcijom f (x) := 2x)

⇔ x ≤ 2−1 ili x ≥ 21

⇔ x ≤ 1

2
ili x ≥ 2.

Dakle, rje²enje zadane nejednadºbe je
〈
0, 12
]
∪ [2,+∞〉.
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⇔ log2 x ≤ −1 ili log2 x ≥ 1

⇔ (djelujemo strogo rastu¢om funkcijom f (x) := 2x)

⇔ x ≤ 2−1 ili x ≥ 21

⇔ x ≤ 1

2
ili x ≥ 2.

Dakle, rje²enje zadane nejednadºbe je
〈
0, 12
]
∪ [2,+∞〉.
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