


Racionalne funkcije

De�nicija. Neka su p i q polinomi, pri £emu q 6= 0. Funkciju

f (x) :=
p(x)

q(x)

zovemo racionalnom funkcijom.

Primijetimo: f : {x ∈ R : q(x) 6= 0} → R.

PR.: g(x) := x2+2x+3
x+3

, h(x) := 2x+3
x3−7x+2

, i(x) := x2 + 1.

De�nicija. Ako je p = 0 ili deg p < deg q, kaºemo da je f prava racionalna

funkcija.

Teorem. Svaka racionalna funkcija f (x) = p(x)
q(x) moºe se zapisati u obliku

f = polinom + prava racionalna funkcija.

Do prikaza iz teorema do�emo (ako je deg p ≥ deg q) dijeljenjem

polinoma p sa q s ostatkom.



Primjer 1

Zapi²imo racionalnu funkciju

x2 + 2x + 3

x + 3

kao sumu polinoma i prave racionalne funkcije.

Podijelimo brojnik i nazivnik s ostatkom:

( +2x + 3) : () =

Dakle,
x2 + 2x + 3

x + 3
= x − 1 +

6

x + 3
.
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Zadatak 8(a)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2.

Rje²enje. Imamo

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2

·(x + 1)⇒ x3 + 1 =
(
x2 − 2

)
(x + 1)

x3 + 1 = x3 + x2 − 2x − 2

x2 − 2x − 3 = 0

(x − 3)(x + 1) = 0

x = 3

X

ili x = −1

7.

Pouka. Nulto£ke izraza kojim mnoºimo jednadºbu mogu postati �laºna

rje²enja�.



Zadatak 8(a)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2.

Rje²enje. Imamo

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2

·(x + 1)⇒ x3 + 1 =
(
x2 − 2

)
(x + 1)

x3 + 1 = x3 + x2 − 2x − 2

x2 − 2x − 3 = 0

(x − 3)(x + 1) = 0

x = 3

X

ili x = −1

7.

Pouka. Nulto£ke izraza kojim mnoºimo jednadºbu mogu postati �laºna

rje²enja�.



Zadatak 8(a)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2.
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(
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Zadatak 8(a)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2.
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x3 + 1

x + 1
= x2 − 2

·(x + 1)⇒ x3 + 1 =
(
x2 − 2

)
(x + 1)

⇒ x3 + 1 = x3 + x2 − 2x − 2

⇒ x2 − 2x − 3 = 0

(x − 3)(x + 1) = 0

x = 3

X

ili x = −1

7.

Pouka. Nulto£ke izraza kojim mnoºimo jednadºbu mogu postati �laºna

rje²enja�.



Zadatak 8(a)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2.

Rje²enje. Imamo

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2

·(x + 1)⇒ x3 + 1 =
(
x2 − 2

)
(x + 1)

⇒ x3 + 1 = x3 + x2 − 2x − 2

⇒ x2 − 2x − 3 = 0

⇒ (x − 3)(x + 1) = 0

x = 3

X

ili x = −1

7.

Pouka. Nulto£ke izraza kojim mnoºimo jednadºbu mogu postati �laºna

rje²enja�.



Zadatak 8(a)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2.

Rje²enje. Imamo

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2

·(x + 1)⇒ x3 + 1 =
(
x2 − 2

)
(x + 1)

⇒ x3 + 1 = x3 + x2 − 2x − 2

⇒ x2 − 2x − 3 = 0

⇒ (x − 3)(x + 1) = 0

⇒ x = 3

X

ili x = −1

7.

Pouka. Nulto£ke izraza kojim mnoºimo jednadºbu mogu postati �laºna

rje²enja�.



Zadatak 8(a)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2.

Rje²enje. Imamo

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2

·(x + 1)⇒ x3 + 1 =
(
x2 − 2

)
(x + 1)

⇒ x3 + 1 = x3 + x2 − 2x − 2

⇒ x2 − 2x − 3 = 0

⇒ (x − 3)(x + 1) = 0

⇒ x = 3 X ili x = −1

7.

Pouka. Nulto£ke izraza kojim mnoºimo jednadºbu mogu postati �laºna

rje²enja�.



Zadatak 8(a)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2.

Rje²enje. Imamo

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2

·(x + 1)⇒ x3 + 1 =
(
x2 − 2

)
(x + 1)

⇒ x3 + 1 = x3 + x2 − 2x − 2

⇒ x2 − 2x − 3 = 0

⇒ (x − 3)(x + 1) = 0

⇒ x = 3 X ili x = −1 7.

Pouka. Nulto£ke izraza kojim mnoºimo jednadºbu mogu postati �laºna

rje²enja�.



Zadatak 8(a)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2.

Rje²enje. Imamo

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2

·(x + 1)⇒ x3 + 1 =
(
x2 − 2

)
(x + 1)

⇒ x3 + 1 = x3 + x2 − 2x − 2

⇒ x2 − 2x − 3 = 0

⇒ (x − 3)(x + 1) = 0

⇔ x = 3 X ili x = −1 7.

Pouka. Nulto£ke izraza kojim mnoºimo jednadºbu mogu postati �laºna

rje²enja�.



Zadatak 8(a)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2.

Rje²enje. Imamo

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2

·(x + 1)⇒ x3 + 1 =
(
x2 − 2

)
(x + 1)

⇒ x3 + 1 = x3 + x2 − 2x − 2

⇒ x2 − 2x − 3 = 0

⇔ (x − 3)(x + 1) = 0

⇔ x = 3 X ili x = −1 7.

Pouka. Nulto£ke izraza kojim mnoºimo jednadºbu mogu postati �laºna

rje²enja�.



Zadatak 8(a)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2.

Rje²enje. Imamo

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2

·(x + 1)⇒ x3 + 1 =
(
x2 − 2

)
(x + 1)

⇒ x3 + 1 = x3 + x2 − 2x − 2

⇔ x2 − 2x − 3 = 0

⇔ (x − 3)(x + 1) = 0

⇔ x = 3 X ili x = −1 7.

Pouka. Nulto£ke izraza kojim mnoºimo jednadºbu mogu postati �laºna

rje²enja�.



Zadatak 8(a)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2.

Rje²enje. Imamo

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2

·(x + 1)⇒ x3 + 1 =
(
x2 − 2

)
(x + 1)

⇔ x3 + 1 = x3 + x2 − 2x − 2

⇔ x2 − 2x − 3 = 0

⇔ (x − 3)(x + 1) = 0

⇔ x = 3 X ili x = −1 7.

Pouka. Nulto£ke izraza kojim mnoºimo jednadºbu mogu postati �laºna

rje²enja�.



Zadatak 8(a)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2.

Rje²enje. Imamo

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2

·(x + 1)⇒: x3 + 1 =
(
x2 − 2

)
(x + 1)

⇔ x3 + 1 = x3 + x2 − 2x − 2

⇔ x2 − 2x − 3 = 0

⇔ (x − 3)(x + 1) = 0

⇔ x = 3 X ili x = −1 7.

Pouka. Nulto£ke izraza kojim mnoºimo jednadºbu mogu postati �laºna

rje²enja�.



Zadatak 8(a)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2.

Rje²enje. Imamo

x3 + 1

x + 1
= x2 − 2

·(x + 1)⇒: x3 + 1 =
(
x2 − 2

)
(x + 1)

⇔ x3 + 1 = x3 + x2 − 2x − 2

⇔ x2 − 2x − 3 = 0

⇔ (x − 3)(x + 1) = 0

⇔ x = 3 X ili x = −1 7.

Pouka. Nulto£ke izraza kojim mnoºimo jednadºbu mogu postati �laºna

rje²enja�.



Zadatak 8(b)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x + 1

x4 + x
=

x + 3

x3 + 1
.

Rje²enje. Imamo

x + 1

x (x3 + 1)
=

x + 3

x3 + 1

·x(x3 + 1)⇒ x + 1 = x(x + 3)

(
Mogu¢a laºna rje²enja: x = 0,

x ∈ C za koje je x3 = −1.

)

⇔ x2 + 2x − 1 = 0

⇔ x =
−2±

√
4 + 4

2
=
−2±

√
4 · 2

2
=
−2± 2

√
2

2
= −1±

√
2.X

Dakle, rje²enja zadane jednadºbe su brojevi −1±
√
2.



Zadatak 8(b)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x + 1

x4 + x
=

x + 3

x3 + 1
.

Rje²enje. Imamo

x + 1

x (x3 + 1)
=

x + 3

x3 + 1

·x(x3 + 1)⇒ x + 1 = x(x + 3)

(
Mogu¢a laºna rje²enja: x = 0,

x ∈ C za koje je x3 = −1.

)

⇔ x2 + 2x − 1 = 0

⇔ x =
−2±

√
4 + 4

2
=
−2±

√
4 · 2

2
=
−2± 2

√
2

2
= −1±

√
2.X

Dakle, rje²enja zadane jednadºbe su brojevi −1±
√
2.



Zadatak 8(b)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x + 1

x4 + x
=

x + 3

x3 + 1
.

Rje²enje. Imamo

x + 1

x (x3 + 1)
=

x + 3

x3 + 1

·x(x3 + 1)⇒ x + 1 = x(x + 3)

(
Mogu¢a laºna rje²enja: x = 0,

x ∈ C za koje je x3 = −1.

)

⇔ x2 + 2x − 1 = 0

⇔ x =
−2±

√
4 + 4

2
=
−2±

√
4 · 2

2
=
−2± 2

√
2

2
= −1±

√
2.X

Dakle, rje²enja zadane jednadºbe su brojevi −1±
√
2.



Zadatak 8(b)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x + 1

x4 + x
=

x + 3

x3 + 1
.

Rje²enje. Imamo

x + 1

x (x3 + 1)
=

x + 3

x3 + 1

·x(x3 + 1)⇒ x + 1 = x(x + 3)

(
Mogu¢a laºna rje²enja: x = 0,

x ∈ C za koje je x3 = −1.

)

⇔ x2 + 2x − 1 = 0

⇔ x =
−2±

√
4 + 4

2
=
−2±

√
4 · 2

2
=
−2± 2

√
2

2
= −1±

√
2.X

Dakle, rje²enja zadane jednadºbe su brojevi −1±
√
2.



Zadatak 8(b)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x + 1

x4 + x
=

x + 3

x3 + 1
.

Rje²enje. Imamo

x + 1

x (x3 + 1)
=

x + 3

x3 + 1

·x(x3 + 1)⇒ x + 1 = x(x + 3)

(
Mogu¢a laºna rje²enja: x = 0,

x ∈ C za koje je x3 = −1.

)

⇔ x2 + 2x − 1 = 0

⇔ x =
−2±

√
4 + 4

2
=
−2±

√
4 · 2

2
=
−2± 2

√
2

2
= −1±

√
2.X

Dakle, rje²enja zadane jednadºbe su brojevi −1±
√
2.



Zadatak 8(b)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x + 1
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x + 3

x3 + 1
.

Rje²enje. Imamo

x + 1

x (x3 + 1)
=

x + 3

x3 + 1

·x(x3 + 1)⇒ x + 1 = x(x + 3)

(
Mogu¢a laºna rje²enja: x = 0,

x ∈ C za koje je x3 = −1.

)

⇔ x2 + 2x − 1 = 0

⇔ x =
−2±

√
4 + 4

2
=
−2±

√
4 · 2

2
=
−2± 2

√
2

2
= −1±

√
2.

X

Dakle, rje²enja zadane jednadºbe su brojevi −1±
√
2.



Zadatak 8(b)
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(
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⇔ x =
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√
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=
−2±
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=
−2± 2

√
2
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√
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√
2.



Zadatak 8(b)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x + 1

x4 + x
=

x + 3

x3 + 1
.

Rje²enje. Imamo

x + 1

x (x3 + 1)
=

x + 3

x3 + 1

·x(x3 + 1)⇒ x + 1 = x(x + 3)

(
Mogu¢a laºna rje²enja: x = 0,

x ∈ C za koje je x3 = −1.

)

⇔ x2 + 2x − 1 = 0

⇔ x =
−2±

√
4 + 4

2
=
−2±

√
4 · 2

2
=
−2± 2

√
2

2
= −1±

√
2.X

Dakle, rje²enja zadane jednadºbe su brojevi −1±
√
2.



Zadatak 8(c)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x − 1

(x − 1)2
= 0.

Rje²enje. Imamo

x − 1

(x − 1)2
= 0

·(x−1)2⇒ x − 1 = 0 ⇔ x = 1 7.

Dakle, zadana jednadºba nema rje²enja.



Zadatak 8(c)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x − 1

(x − 1)2
= 0.

Rje²enje. Imamo

x − 1

(x − 1)2
= 0

·(x−1)2⇒ x − 1 = 0

⇔ x = 1 7.

Dakle, zadana jednadºba nema rje²enja.



Zadatak 8(c)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x − 1

(x − 1)2
= 0.

Rje²enje. Imamo

x − 1

(x − 1)2
= 0

·(x−1)2⇒ x − 1 = 0 ⇔ x = 1

7.

Dakle, zadana jednadºba nema rje²enja.



Zadatak 8(c)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x − 1

(x − 1)2
= 0.

Rje²enje. Imamo

x − 1

(x − 1)2
= 0

·(x−1)2⇒ x − 1 = 0 ⇔ x = 1 7.

Dakle, zadana jednadºba nema rje²enja.



Zadatak 8(c)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

x − 1

(x − 1)2
= 0.

Rje²enje. Imamo

x − 1

(x − 1)2
= 0

·(x−1)2⇒ x − 1 = 0 ⇔ x = 1 7.

Dakle, zadana jednadºba nema rje²enja.



Zadatak 8(d)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

(x − 1)2

x − 1
= 0.

Rje²enje.

Imamo

⇒ x − 1 = 0 ⇔ x = 1 7.

Dakle, zadana jednadºba nema rje²enja.

Pouka. Nulto£ke izraza koje kratimo mogu postati �laºna rje²enja�.



Zadatak 8(d)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

(x − 1)2

x − 1
= 0.

Rje²enje. Imamo

(x − 1)2

x − 1
= 0

⇒ x − 1 = 0 ⇔ x = 1 7.

Dakle, zadana jednadºba nema rje²enja.

Pouka. Nulto£ke izraza koje kratimo mogu postati �laºna rje²enja�.



Zadatak 8(d)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

(x − 1)2

x − 1
= 0.

Rje²enje. Imamo

(x − 1)�2

���x − 1
= 0 ⇒ x − 1 = 0

⇔ x = 1 7.

Dakle, zadana jednadºba nema rje²enja.

Pouka. Nulto£ke izraza koje kratimo mogu postati �laºna rje²enja�.



Zadatak 8(d)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

(x − 1)2

x − 1
= 0.

Rje²enje. Imamo

(x − 1)�2

���x − 1
= 0 ⇒ x − 1 = 0 ⇔ x = 1

7.

Dakle, zadana jednadºba nema rje²enja.

Pouka. Nulto£ke izraza koje kratimo mogu postati �laºna rje²enja�.



Zadatak 8(d)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

(x − 1)2

x − 1
= 0.

Rje²enje. Imamo

(x − 1)�2

���x − 1
= 0 ⇒ x − 1 = 0 ⇔ x = 1 7.

Dakle, zadana jednadºba nema rje²enja.

Pouka. Nulto£ke izraza koje kratimo mogu postati �laºna rje²enja�.



Zadatak 8(d)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

(x − 1)2

x − 1
= 0.

Rje²enje. Imamo

(x − 1)�2

���x − 1
= 0 ⇒ x − 1 = 0 ⇔ x = 1 7.

Dakle, zadana jednadºba nema rje²enja.

Pouka. Nulto£ke izraza koje kratimo mogu postati �laºna rje²enja�.



Zadatak 8(d)

Odredite sva rje²enja u C jednadºbe

(x − 1)2

x − 1
= 0.

Rje²enje. Imamo

(x − 1)�2

���x − 1
= 0 ⇒ x − 1 = 0 ⇔ x = 1 7.

Dakle, zadana jednadºba nema rje²enja.

Pouka. Nulto£ke izraza koje kratimo mogu postati �laºna rje²enja�.



Zadatak 9(a)

Rije²ite nejednadºbu
1

x
< 0.

Rje²enje. Za x = 0, 1
x nije de�nirano. 7

Za x > 0, 1
x > 0. 7

Za x < 0, 1
x < 0. X

⇒ Rje²enje: x < 0, tj. x ∈ 〈−∞, 0〉.



Zadatak 9(a)

Rije²ite nejednadºbu
1

x
< 0.

Rje²enje. Za x = 0, 1
x nije de�nirano. 7

Za x > 0, 1
x > 0. 7

Za x < 0, 1
x < 0. X

⇒ Rje²enje: x < 0, tj. x ∈ 〈−∞, 0〉.



Zadatak 9(a)

Rije²ite nejednadºbu
1

x
< 0.

Rje²enje. Za x = 0, 1
x nije de�nirano. 7

Za x > 0, 1
x > 0. 7

Za x < 0, 1
x < 0. X

⇒ Rje²enje: x < 0, tj. x ∈ 〈−∞, 0〉.



Zadatak 9(a)

Rije²ite nejednadºbu
1

x
< 0.

Rje²enje. Za x = 0, 1
x nije de�nirano. 7

Za x > 0, 1
x > 0. 7

Za x < 0, 1
x < 0. X

⇒ Rje²enje: x < 0, tj. x ∈ 〈−∞, 0〉.



Zadatak 9(a)

Rije²ite nejednadºbu
1

x
< 0.

Rje²enje. Za x = 0, 1
x nije de�nirano. 7

Za x > 0, 1
x > 0. 7

Za x < 0, 1
x < 0. X

⇒ Rje²enje: x < 0, tj. x ∈ 〈−∞, 0〉.



Zadatak 9(b)

Rije²ite nejednadºbu
1

x2
> 0.

Rje²enje. Za x = 0, 1
x2

nije de�nirano. 7

Za x 6= 0, 1
x2

> 0. X

⇒ Rje²enje: x ∈ R \ {0}.



Zadatak 9(b)

Rije²ite nejednadºbu
1

x2
> 0.

Rje²enje. Za x = 0, 1
x2

nije de�nirano. 7

Za x 6= 0, 1
x2

> 0. X

⇒ Rje²enje: x ∈ R \ {0}.



Zadatak 9(b)

Rije²ite nejednadºbu
1

x2
> 0.

Rje²enje. Za x = 0, 1
x2

nije de�nirano. 7

Za x 6= 0, 1
x2

> 0. X

⇒ Rje²enje: x ∈ R \ {0}.



Zadatak 9(b)

Rije²ite nejednadºbu
1

x2
> 0.

Rje²enje. Za x = 0, 1
x2

nije de�nirano. 7

Za x 6= 0, 1
x2

> 0. X

⇒ Rje²enje: x ∈ R \ {0}.



Zadatak 9(c)

Rije²ite nejednadºbu
1

(x + 1)(x − 4)
≤ 1.

Rje²enje.
1

(x + 1)(x − 4)
− 1 ≤ 0 ⇔ 1− (x + 1)(x − 4)

(x + 1)(x − 4)
≤ 0

⇔ −x2 + 3x + 5

(x + 1)(x − 4)
≤ 0

·(−1)⇔ x2 − 3x − 5

(x + 1)(x − 4)
≥ 0.

Primijetimo: nulto£ke brojnika (3+
√
29

2
≈ 4.19 i 3−

√
29

2
≈ −1.19) jesu

rje²enja, a nulto£ke nazivnika (−1 i 4) nisu.

−∞ 3−
√
29

2 −1 4
3+
√
29

2 +∞
x2 − 3x − 5

x + 1

x − 4

+ − − − +

− − + + +

− − − + +

+ − + − ++ + +

⇒ Rje²enje: x ∈
〈
−∞, 3−

√
29

2

]
∪ 〈−1, 4〉 ∪

[
3+
√
29

2
,+∞

〉
.



Zadatak 9(c)

Rije²ite nejednadºbu
1
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Napomena. f je neparna (f (−x) = −f (x)) pa joj je graf

centralnosimetri£an s obzirom na ishodi²te.
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Recept za crtanje grafa funkcije f (x) = ax+b
cx+d

Pretp. a, b, c , d ∈ R, pri £emu c 6= 0.

1) (Ako a 6= 0, npr. dijeljenjem polinoma s ostatkom) zapi²emo f u obliku

f (x) = y0 +
A

x − x0
sa A, x0, y0 ∈ R.

2) A > 0
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y

x = x0

y = y0

x0

y0

Γf

A < 0

x

y x = x0

y = y0

x0

y0

Γf

Pravac y = y0 je horizontalna asimptota funkcije f .
Pravac x = x0 je vertikalna asimptota funkcije f .
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Zadana je funkcija

h(x) :=
−2x + 5

x − 3
.

Odredite prirodno podru£je de�nicije funkcije h.

Rje²enje. Dh = R \ {3}.
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Zadatak 10(c)

Zadana je funkcija h(x) :=
−2x + 5

x − 3
. Rije²ite nejednadºbu

−3 <
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x − 3
< 0.

Rje²enje.
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A = (xA, yA) =?
yA = 0;

A ∈ Γh ⇒ h(xA) = yA
⇒ −2xA+5

xA−3 = 0

⇒ xA = 5
2
.

B = (xB , yB) =?
yB = −3;
B ∈ Γh ⇒ h(xB) = yB
⇒ −2xB+5

xB−3 = −3
⇒ −2xB + 5 = −3(xB − 3)
⇒ xB = 4.

⇒ Rje²enje: x ∈
〈
−∞, 5

2

〉
∪ 〈4,+∞〉.
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