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Weylova algebra S(g*)tS(g)
Weylova algebra
~ (X1,...,%n,01,...,0ny/l, gdje je [ ideal
generiran s doXg — Xg0o — 0ap, a, B € {1,..., N}
prsten Diff(R") {Z, oPI(X)0; | K e N, py pollnoml}
poludirektni (smash) produkt S(g*)#S(g), zag = ToV = V
S(g*) =~ k[V*] = Kk[Xx1,...,Xn], S(g) = U(g) = k[?1,...,0n]
Poludirektni produkt S(g*)#S(g) je S(g*) ® S(g) uz mnozenje
» D - gtE = > (D) » 9)4D2)E, gdje je D » f = Df
» koprodukt A(D) = >} D4 ®D(2 DeU( ), je definiran s
A(D)(f®g) =D(f-g) = Z D1y 2)9 (Leibnizovo pravilo)
Dualne Hopfove algebre S(g*) ~ k[V*] i S(g) = U(g)
» produkt dualan koproduktu, jedinica kojedinici itd.
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Deformacija Weylove algebre

Deformacija \~~ nekomutativne koordinate

> prvo Diff(R")°P = (S(g*)5(g))P = S(g)iS(a”)
(geometrijski: algebra dif. operatora koji djeluju nalijevo s <)

» sada S(g) = k[X1,...,Xn], S(g*) = k[01,...,0n]

» deformacija: g nekomutativna Liejeva algebra generirana S
X1,..., X, modulo ideal J generiran s [X,, Xg] — >, C a5 Xos
a,Bef{l,....,n}

» S(g) se deformira kao algebra u U(g), S(g*) se deformira
kao koalgebra u neku Hopfovu algebru dualnu U(g)

Meljanac, Skoda, Stojié, Lie algebra type noncommutative
phase spaces are Hopf algebroids, Lett. Math. Phys. 107:3,
475-503 (2017)

U(g)#S(g*) Zasto je to OK? Usporedba s t-deformacijama.
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Problemi pri deformaciji Weylove algebre
Problem s beskona¢nom dimenzionalno$¢u od S(g) i U(g):
» koprodukt A: S(g*) — S(g*) ® S(g*) se deformira u
koprodukt S(g*) — S(g*) ®S(g*)
Jedno moguce rieSenje:
» koprodukt A: 5(g*) — S(g*) & S(g*) i poludirektni produkt
U(g)4S(g*) definiran iz djelovanja S(g*) < U(g)
Problem: kombiniranje ® i ®

> treba nam djelovanje deformiranih dif. operatora
S(g*) » U(g) za koje ne postoje aksiomi

» ne postoji definicija 'upotpunjenog’ Hopfovog algebroida
Rjesenje ad hoc:
» djelovanje bez aksioma... koordinate...

» nestabilna definicija 'upotpunjenog’ Hopfovog algebroida...



Uvobp KATEGORIJA indproVect HOPFOV ALGEBROID I SKALARNO PROSIREN]JE HEISENBERGOVA UDVOJENJA PRIMJERI

0O00@0 000000000 00000 00000 00000
! !

Yetter-Drinfeldova modulna algebra i Hopfov algebroid
Algebra formalnih diferencijalnih operatora na okolini jedinice
Liejeve grupe G:

Diff*(G, e) = J*(G, e)fU(g") = U(g")*tU(g")

Diff*(G, e) = J*(G, e)**tU(g") = U(g")*1U(g")
Nekomutativni fazni prostor je suprotna algebra od Diff* (G, e):
(U(g")£5(g%))°P = 5(g*)°tU(g") = Diff*(G, e)

S(g*) = J*(G, e) = U(g")*

"Upotpunjeno’ Heisenbergovo udvojenje U(g)*fU(g)?

Teorem. (Lu)
» Ako je A konacno-dimenzionalna Hopfova algebra, onda je
Heisenbergovo udvojenje A*{A Hopfov algebroid nad A.

Teorem. (Brzezinski, Militaru) Skalarno proSirenje.
» Ako je A nad H pleteniCasto-komutativna Yetter-Drinfeldova
modulna algebra, onda je H4A Hopfov algebroid nad A.
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ldeja za rjeSenje — tema disertacije

1. Kategorija
» nova kategorija koja sadrzi vektorske prostore s filtracijama
i vektorske prostore s kofiltracijama, te U(g)*£U(g)
» mora imati tenzorski produkt & koji se svodi na ® kod
filtracija i ® kod kofiltracija
» mora imati koujednacitelje i oni moraju komutirati s
tenzorskim produktom da bi postojala definicija ®4
2. Definicija unutarnjeg Hopfovog algebroida
» na temelju definicije unutarnjeg bialgebroida Gabi B6hm
3. Teorem o unutarnjem skalarnom prosirenju
» simetri¢na definicija, antipod antiizomorfizam, geometrija

4. Dokaz da je U(g) nad U(g)* unutarnja
pleteniCasto-komutativnha YD-modulna algebra

5. Sto se jo§ moze doznati opéenitije o A*#A i HiA za dualne
beskonacno-dimenzionalne H i A?

10/39
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KATEGORIJA indproVect
(indVect, ®, k

\

(indproVect, &, k)

(proVect, ®, k

(Vect, ®, k

2. KATEGORIJA indproVect
Zahtjevi, intuicija i strategija
Kategorije indVect i proVect
Dualne potkategorije Grothendieckovih kategorija
Kategorija indproVect
Tenzorski produkt, formalne sume i formalne baze
Komutiranje tenzorskog produkta s koujednaciteljima
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Zahtjevi, intuicija i strategija

Vektorski prostori sa strukturom i tenzorski produkii
1. A, B filtrirani’ vektorski prostori = A® B = C%Irinm An® Bny
H, K ’kofiltrirani’ vektorski prostori = HQ K = |Ln;l H, ® K;
2. Filtriraju¢e komponente A, — A su potprostori, dualnost =
kofiltriraju¢e komponente H — Hy su kvocijenti
3. A kon-dim-filtrirani, H kon-dim-kofiltrirani = AQH = A® H
= pokuSajmos AQ H = co’I7im Iilr(n An® Hi = coll7im A QH
= ‘filtrirano-kofiltrirani’ vektorski prostori V = co,I7im Iilr(n 774

4. Nadamo se da je to simetricna monoidalna kategorija.

5. Nadamo se da postoje koujednacitelji i da tenzorski
produkt ® komutira s njima.

Nagzivi kategorija: indVect, proVect i indproVect.

12/39
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Zahtjevi, intuicija i strategija
Morfizmi koji poStuju strukturu

6. Mnozenje A® A — A, komnozenje H — H® H i djelovanje
»: H® A — A su morfizmi u toj kategoriji.

7. Aksiom djelovanja:
HOYH ®A->HRA—-AI HOY(H®RA) - HRA— A
postaju HORHR®A - HRA — A.
8. Kod 'djelovanja’ kofiltrirane algebre H na filtrirani prostor A,
(Saeng @ 851857 -057) » $155% 5
rezultat je uvijek kona¢na suma
Slaeng 8a (01052 - 05" > X852 %0
iako na element djeluje beskonacna suma ¢lan po clan.

= Beskonacnost je kontrolirana medudjelovanjem filtracija
i kofiltracija. Formalizacija: morfizmi u indproVect.

13/39
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Objekti kategorija ind Vect i proVect

Definicija. Funktor V: | — V je Xy-filtracija ako je | mala
usmjerena kategorija kofinalnosti najvise Rg i vezni morfizmi su
monomorfizmi.

Definicija. Funktor V: I°P — V je Rg-kofiltracija ako je | mala
usmjerena kategorija kofinalnosti najviSe Rq i vezni morfizmi su
epimorfizmi.

» prirodna poopcenja standardnih pojmova filtracije i
padajuce filtracije (ekvivalentno kofiltracije)

» objekti kategorija Indy ) odnosno Prog, V
» ZasSto Ny? Zasto monomorfizmi i epimorfizmi?

Definicija. Filtrirani (odnosno Kofiltrirani) vektorski prostor je
vektorski prostor V zajedno s Ny-filtracijom (odnosno
No-kofiltracijom) V u Vect takvom da je V =~ colim V (odnosno
V >~ lim V) u Vect.

14/39
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Morfizmi kategorija ind Vect i proVect

Definicija. Morfizam filtriranih vektorskih prostora iz

V >~ colim V u W =~ colim W je svako linearno preslikavanje
f: V- Wtakvo da je

(vie )@ e )@ Vi W(for) =) o fy).

Definicija. Morfizam kofiltriranih vektorskih prostora iz

V>limVuW ~IlimW je svako linearno preslikavanje
f: V- W takvo daje

(Vje J)Fie h3fj: Vi > W))(fiom! =n/V of).

v s w v s w
] o] Lo
vi—w, i w,
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Dualne potkategorije Grothendieckovih kategorija

Teoremi.
» Kategorija indVect ekvivalentna je kategoriji strogih
ind-objekata kofinalnosti najvise Rg u kategoriji Vect,

indVect = Indy Vect.

» Kategorija proVect ekvivalentna je kategoriji strogih
pro-objekata kofinalnosti najvise RXq u kategoriji Vect,

proVect = Prog Vect.

» Kategorije indVect i proVect su dualne.

«~ Teoremi ne vrijede ako:
» nisu injekcije A, — A kod filtracija i surjekcije H — Hj kod
kofiltracija.
» nije kofinalnost najvise Ry. Mozda vrijede bez tog
ogranicenja ako umijesto Vect uzmemo VectFin.
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Kategorija indproVect

Definicija. Filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor je vektorski
prostor V zajedno s Ry-filtracijom V u proVect takvom da je
V =~ colim V u Vect.

<~ Dobra je: Propozicija. mono u proVect = injekcija u Vect.

Definicija. Morfizam filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora je
svako linearno preslikavanje f: V — W takvo da

(Vie I)(3j e J)(3fj: Vi > W uproVect)(fo.r) = L/W o fi).
Teorem. (Potkategorija Grothendieckove kategorije.)

» Kategorija indproVect ekvivalentna je kategoriji strogih
ind-pro-objekata kofinalnosti najvise R u kategoriji Vect,

indproVect = Indy Prof Vect.

«~ Poslije dublji razlozi toga: Teorem. proVect ima kolimese i
Teorem. Filtrirani kolimes u proVect je kolimes u Vect.
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Tenzorski produkt, formalne sume i formalne baze

Tenzorski produkt je lako definirati podizuéi ga
» U indVect s filtracija: V@ W = colim V@ W
» U proVect s kofiltracija: VW =IlimV e W
» u indproVect s filtracija kofiltracija: V& W = colim V& W.

Prednosti nad ind-pro-objektima: konkretne kategorije.
) Formalne sume u proVect. &2 Formalne baze u proVect.

Propozicije.

» Kategorije (indVectFin, ®, k) i (proVectFin, ®, k) su dualne.
» Morfizmi u proVect = oni koji distribuiraju po formalnim
sumama.

» Ako je {D,}, filtrirana baza od V u indVectFin -~ dualni
funkcionali {e,}. Cine formalnu bazu od V* u proVectFin.

Primjeri. U(g)*U(g), Heisenbergova udvojenja Hopfovih
algebri filtriranih kona¢no-dimezionalnim komponentama, ...

18/39
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Komutiranje tenzorskog produkta s koujednaciteljima

Propozicija 1. (Koujednacitelj u proVect.)
» Kategorija proVect ima koujednacitelje. Koujednacitelji u
(proVect, ®, k) komutiraju s tenzorskim produktom.

Propozicija 2. (Potpuni potprostori i kvocijenti u proVect.)

» Potprostor je potpun ako i samo ako sadrzi vrijednosti svih
formalnih suma. Kvocijent po potpunom potprostoru je objekt u
proVect i kvocijentno preslikavanje je morfizam u proVect.

Propozicija 3. (Koprodukt u proVect.)

» Kategorija proVect ima koprodukte. Opis koprodukta u
proVect.

Skica dokaza. Postojanje: koristi ekvivalenciju s kategorijom
kofiltracija ProiOVect. Opis: koristi pojam formalnih suma i
propozicije o vezi upotpunjenja (i potpunosti) vektorskog
prostora s formalnim sumama, te gornji opis kofiltracije.
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Teorem 4. (Filtrirani kolimes u proVect.)
» Kategorija proVect ima kolimese. Opis filtriranog kolimesa u
proVect.

Skica dokaza. Slozen dokaz. ...

Teorem 5. (Postojanje koujednacitelja u indproVect.)
» U kategoriji indproVect postoje koujednacitelji.
Skica dokaza. Koristi: postojanje kolimesa u proVect,

kvocijentna preslikavanja po potpunim potprostorima u proVect,
potpunost jezgri preslikavanja u proVect, ...

Teorem 6. (Komutiranje koujednaditelja s ® u indproVect.)

» Koujednaditelji u (indproVect, ®, k) komutiraju s tenzorskim
produktom.

Skica dokaza. Slozen dokaz. ... Koristi: pojam i svojstva
formalnih suma, opis filtriranog kolimesa u proVect, ...

Ovo omogucuje definiciju tenzorskog produkta nad bazom.
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UNUTARN]JI HOPFOV ALGEBROID I
SKALARNO PROSIRENJE

—.Q
GxuG 3 > G <
-

M

VN

Fun(G xy G) = Fun(G) ®punmy Fun(G) = H @4 H

e 0
HROAH < H

> A

VN
PNEN

T

3. UNUTARN]JI HOPFOV ALGEBROID I SKALARNO PROSIRENJE
Hopfovi algebroidi, motivacija i definicija
Unutarniji bialgebroid Gabrielle Bohm
Definicija unutarnjeg Hopfovog algebroida
Skalarna prosirenja Lu, Brzezinskog i Militaru
Teorem o unutarnjem skalarnom prosirenju

21/39



Uvobp KATEGORIJA indproVect ~ HOPFOV ALGEBROID I SKALARNO PROSIRENJE HEISENBERGOVA UDVOJENJA PRIMJERI

00000 000000000 @0000 00000 00000
!

Hopfovi algebroidi, motivacija i definicija

Funkcije na grupi G = (komutativna) Hopfova algebra H,
funkcije na grupoidu G = (komutativni) Hopfov algebroid #.
Opcenite Hopfove algebre i Hopfovi algebroidi = funkcije na
prostorima s nekomutativnim koordinatama (sa strukturom
‘grupe’ ili ‘'grupoida’) = kvantna grupa, kvantni grupoid.
Kompleksnije je:
» Koprodukt A: H — H® H postaje koprodukt
A:H — H®aH. AKo A nije komutativha, H ®4 H nije
algebra — problem s definicijom multiplikativnosti
koprodukta... Takeuchijev produkt.
» Jedinica n: k — H postaje lijeva jedinica «: A — H i desna
jedinica B: A — H.
» Puno su kompleksniji aksiomi: lijevi bialgebroid, desni
bialgebroid i antipod. Lu, Day & Street, ... , Gabi B6hm.

22/39



UvoD  KATEGORIJA indproVect ~HOPFOV ALGEBROID I SKALARNO PROSIRENJE ~ HEISENBERGOVA UDVOJENJA  PRIMJERI
00000 000000000 00000 00000 00000
: :

Unutarnji bialgebroid Gabrielle Bohm

Moderna definicija Hopfovog algebroida: Gabriella Bohm,

Handbook of Algebra.
bialgebra H nad k (lijevi) bialgebroid H nad A
w: H®H— H w:HOH —-H
n:k—H a:A—->H, B: AP > H
A:H—-H®H AH—->HI[H
e: H—k e:H—A
Hopfova algebra nad k Hopfov algebroid H nad A
(Hnua 777A7€) He = (Hvu’abﬁbAL’EL)
zajedno s Hr = (H,u,aR, Br, AR, €R)
S: HP - H S:HP > H

U simetricnoj monoidalnoj kategoriji s koujednaciteljima koji
komutiraju s monoidalnim produktom Gabriella B6hm definira
unutarnji bialgebroid. Komplikacija: Takeuchijev produkt —
zamijenjen je s djelovanjima p i . Nema elemenata — dijagrami.
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Definicija unutarnjeg Hopfovog algebroida

Razraditi Gabinu definiciju unutarnjeg lijevog bialgebroida i
desnog bialgebroida, pomocu djelovanja p i .

(H®L H) @ (H® H) -3 (H®, H)

H®H®H) —" s He (H®, H)

I
lA@id i A
\l/

(HeLH)® (H® H) —— (H®. H)

Definicija. Unutarnji Hopfov algebroid (#,, HRr, S) u simetricnoj
monoidalnoj kategoriji s koujednadciteljima koji komutiraju s
monoidalnim produktom.

Sljedeca svojstva koprodukata A, i Ar su potrebna za dobru
definiranost.

Propozicija. A; je morfizam R-bimodula gHg. Analogno za Ag.
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Skalarna prosSirenja Lu, Brzezinskog i Militaru

Teorem. (Lu) Kvantni transformacijski grupoid.

» Ako je A pleteniCasto-komutativna modulna algebra nad
Drinfeldovim udvojenjem D(H) kona¢no-dimenzionalne
Hopfove algebre H, onda je HiA Hopfov algebroid nad A.

O dokazu. Luina definicija Hopfovog algebroida. Konacna
dimenzionalnost. Koristi kanonske elemente: {as} baza za A,
{xs} dualna baza za A*, B(a) = 3, xS~ "(Xs) ® asaa.

Teorem. (Brzezinski, Militaru) Skalarno proSirenje.

» Ako je A pleteni¢asto-komutativna YD-modulna algebra nad
Hopfovom algebrom H, onda je HfA Hopfov algebroid nad A.
O dokazu. Luina definicija Hopfovog algebroida. Propust u
dokazu: nije dokazano da je antipod antihomomorfizam. Nije
jasno da li se dokaz moze popraviti ako antipod S: A% — A
nije bijektivan.
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Teorem o unutarnjem skalarnom prosSirenju

Teorem. (Unutarnje skalarno proSirenje u indproVect.)

» Ako je A pletenicasto-komutativna YD-modulna algebra nad
Hopfovom algebrom H s bijektivnim antipodom, onda je H5A
Hopfov algebroid nad A.

Skica dokaza. Geometrija: za U(gF)* = J*(G,e)® =: Hje
H{U(g") = U(gh)tH = Diff“(G, e).

» M, = L#H je lijepi lijevi bialgebroid nad L, U(gh)tH,
Hpr = H4R je lijepi desni bialgebroid nad R, H{U(g"),

» izomorfizam algebri ¢: H; — Hpg, formula je odredena iz
geometrijskog primjera,

» antipod S: ‘H — H je antihomomorfizam (nadopuna
dokaza od B-M: tesko, koristeci izomorfizam &: lagano).

Apstrakina Sweedlerova notacija. Dokaz zapravo vrijedi za

opcéenite monoidalne kategorije s potrebnim svojstvima.
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HEISENBERGOVA UDVOJENJA FILTRIRANTH
HOPFOVIH ALGEBRI I POOPCENJA

Prou¢avamo sparivanja AQ H — k koja su nedegenerirana u
varijabli u H, dakle po kojima je H — A*. Pitanje je:

Kada je A nad H pleteni¢asto-komutativna YD-modulna algebra
u indproVect, pa onda i HfA Hopfov algebroid nad A?

Je li U(g) nad U(g)* pleteniCasto-komutativha YD-modulna
algebra u indproVect?

4. HEISENBERGOVA UDVOJENJA FILTRIRANIH HOPFOVIH
ALGEBRI I POOPCENJA
Kanonski elementi i reprezentacije
Teorem o Yetter-Drinfeldovoj modulnoj algebri
Teorem s kanonskim elementima za A iz ind VectFin
Teorem s anihilatorima za A iz indVect i H iz proVect
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Kanonski elementi i reprezentacije
> Djelovanje H&® A na A (zdesna).
S1: H® A — Hom(A, A)
Sy (Z)\ hy®ay): b— Z)\<b7 hy>ay
Kanonski element K takav da Sy o K = iduom(a 4)-
K: Hom(A,A) —> A*® A

}C(Qf’) = Za eaﬁﬁb(xa)
73 Djelovanje H§A na A (zdesna).
Ti: H®A— Hom(A, A)

TiXahm®ay): b—2,\(b«hy)ay
Kanonski element £ takav da je 71 o £ = idHom(a,4)-
L: Hom(A A) - A*® A
L(#) =X, 5855 (€a)iXad(X5)
Za L(¢) Hopfova algebra A mora imati bijektivan antipod S.
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Teorem o Yetter-Drinfeldovoj modulnoj algebri

Teorem 1. (O Yetter-Drinfeldovoj modulnoj algebri.)
» Neka su A i H u Hopfovom sparivanju u indproVect koje je
nedegenerirano u varijabli u H. Neka je 7> injekcija,

To: HOH® A — Hom(A® A, A)

T2 @ ®ay): b@b — 3, (b« hy) (b « hy)ay
Tada je A nad H pleteniCasto-komutativna YD-modulna algebra
uz sparivanjem definirano djelovanje ako i samo ako postoji
p: A—> H® Atakav da je x <« p(a) = ax.

Skica dokaza. Tada je 7; takoder injekcija. Djelovanjem lijeve i
desne strane jednakosti aksioma na proizvoljan element od
A® A odnosno A dokazujemo tu jednakost. Za dokaz da je p
kodjelovanje koristimo 72, a za dokaz YD uvjetaidaje A
algebra koristimo 77. Npr. YD uvjetje u HR A,

2 hey(@< hay) -1y ® (@« hay)o) = 2 a-11hq) @ (ap) « hez))-
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00000

K(¢) = X €a ® ¢(Xa)
L(¢) = X5 €55 " (€a) ® Xad(X5)
Za ¢4: X — ax znamo x < L(¢a) = ax. Ozn. Lu(a) := L(¢a)-
Da li je Tz injekcija i kada je Lu(A) < A*{A?

Teorem 2. (Heisenbergovo udvojenje od A iz ind VectFin.)

» Neka je A iz indVectFin s bijektivnim antipodom. Tada je A
nad A* pleteniCasto-komutativnha YD-modulna algebra uz
sparivanjem definirano djelovanje ako i samo ako su
adjungirane orbite od A konacno-dimenzionalne.

Skica dokaza. Znamo &; o K = id i 77 o £ = id. Propozicije.
» Sp injekcija = Sy i S» su injekcije. Slicno su S1 i Ss injekcije.

Teorem s kanonskim elementima za A iz indVectFin

»S10L: ¢pa— adg-1(y 2a da: x — ax. Slijedi da je S bijekcija.

L, M su bijekcije pa su 77 i T» injekcije. 1z ad uvjet s orbitama.
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Teorem s kanonskim elementima za A iz indVectFin

Teorem 3. (Za Aiz indVectFin i H iz proVect.)

» Neka je A iz indVectFin s bijektivnim antipodom i H iz proVect
u Hopfovom sparivanju u indproVect koje je nedegenerirano u
varijabli u H. Tada je A nad H pleteni¢asto-komutativna
YD-modulna algebra (uz sparivanjem inducirano djelovanje)
ako i samo ako je Lu(A) < HtA.

Primjena. Ako je Lu(A) < A*tA, postoji najmanja Hopfova
podalgebra A™" < A* koja sadrzi sve potrebne funkcionale
takve da je Lu(A) € A™"$A. Tada teorem vrijedi za sve H za
koje je A™N < H.
» Za U(g) smo eksplicitno odredili tu minimalnu podalgebru.
Primjeri U(g)™"2U(g), U(g)°#U(g), U(g)*1U(g).
» Za Uy (sl2) nismo eksplicitno, ali mozda je moguce uz bolje
znanje o g-binomnim koeficijentima. Uy(slz)*tUq(sl2)
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Teorem s anihilatorima za A iz indVect i H iz proVect

Teorem 4. (Za Aiz indVect i H iz proVect.)

» Neka su A iz indVect i H iz proVect u Hopfovom sparivanju u
indproVect koje je nedegenerirano u varijabli u H. Neka A4
ima svojstvo Ap(a) —a®1e A, 1®Azaac Ayi Ay = k. Tada
je Anad H pleteni¢asto-komutativha YD-modulna algebra (uz
sparivanjem inducirano djelovanje) ako i samo ako postoji

p: A— HtAtakav daje x <« p(a) = ax.

Skica dokaza. Treba dokazati da je 7; injekcija bez kanonskih
elemenata. Zate HO H® Ap, t # 0, neka je (k, /) minimalan
takav da postoji d € A, & A za koji je So(t)(d) # 0.

n n n n T>
ARQAROHRHR A, 72 > Am
I
|
¥
n . . A ) n (T2~S2)
Ac®A & H/Anih(A) & H/ Anih(A) @ A, 27224 A,
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U(g)™"4U(g) — U(9)°#U(g) — U(g)"tU(9)

P
~
~
-
-
-
-
-
-~
k-

N

O™M(G)£U(g) U()t5(g%) Uq(sl2)*§Uq(sl2)

5. PRIMJERI

Heisenbergovo udvojenje U(g)*tU(g)

Nekomutativni fazni prostor U(g)#5(g*)

Minimalno skalarno proSirenje U(g)™"4U(g)

Reducirano Heisenbergovo udvojenje U(g)°tU(g)
Minimalna algebra O™"(G)#U(g) diferencijalnih operatora
Algebra O(Aut(g))fU(g)

Heisenbergovo udvojenje Ug(slz)*1Uq(sl2) za q korijen iz 1
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Heisenbergovo udvojenje U(g)*tU(g)
Propozicija. Adjungirane orbite su kona¢no-dimenzionalne.

Sada po Teoremu 2 & Teoremu o skalarnom prosSirenju:
U(g)*#U(g) je Hopfov algebroid nad U(g) u indproVect.

To je algebra formalnih diferencijalnih operatora na okolini
jedinice Liejeve grupe G:

U(g")*1U(s") = J*(G, e)*°tU(g") = Diff*(G, e)
HtU(gP) ~ U(gh)tH =~ Diff*(G, e)

Neka je Xi,..., X, bazaod gt, te nekasu Yq,..., Y, u g takvi
daje (Ya)e = (Xa)e. Tadaje L = U(gh), R = U(g") i imamo

aL(Xa) = Xu aFr’(Ya) = Ya
BLXa) = Yo +35Cl5  Br(Ya) = Xa = X5 0at Vs
S(X,) = Yo, S(f) = Sf
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Nekomutativni fazni prostor U(g)#5(g*)
To je algebra suprotna algebri Diff” (G, e):
U(g")15(s*) = (S(g*)4U(s"))P = Diff*(G, e)°®
U(gH)5(s*) = S(g*)4U(a")

Neka je Xi,...,X, baza od gt, te neka su J1, ..., y, u g takvi
daje (Ja)e = (X.)e- To su nekomutativne koordinate, a

S(g*) = K[[?1,- .., n]]
ima koprodukt dualan produktu na U(gh) = L. Uz U(g") = R,
ar(Xa) = Xa ar(Ya) = Yo
BL(%e) = Jo = o %6108 BaJa) = %a — X Cly
S(f’@) = Xa S(éa) = _éa
Oa > X5 = 0ops Ja» X5 =X5%  Oayas = Oay - - Oug + def.
Matrica O = expC, gdje je C§ = 3., C5,0°.
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Primjeri U(g)™"tU(g) i U(g)°#U(g)
Propozicija. Najmanja Hopfova podalgebra U(g)™n < U(g)*
takva da je Lu(U(g)) = U(g)™"4U(g) generirana je s Ug, Ug,
a,fe{l,...,n}ivrijedi:
X, UstG = 65 = X, Usug
AUS) =X, Us @UE,  AUZ) = X, UF QU
G(Z/{g)_z 0 = e_(ug)
Sug) =ug, SwUg) =ug
X, Ug) = g
Doy CoUSUT = 2, Uy Cg'y’ 2ir Cor L_{g Z’_{; =2 L_{g Cgv

Generatori su dobiveni racunajuci Lu(Xj), ..., Lu(Xy):
Lu(Xo) = Y, USXs ... U =expCp---expCly, (Cr)% = C§,ex,.
Slijedi: U(g)™"1U(g) < U(g)°#U(g) — U(g)*tU(g) su HA.
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Algebre O™"(G)$U(g) i O(Aut(g)):U(g)

Sve formule za komponente matrica i, U vrijede za
komponente matrica © = Ad, O = O~ 1.

G 24 GL(g) 0(G) «+—2L 0(GL(g))
\\\ r\\\\
Aut(g) O(Aut(g))

Propozicija. Algebre O™"(G)#U(g) i O(Aut(g))tU(g) su
Hopfovi algebroidi nad U(g).
Skica dokaza. Potpuno algebarski iz generatora i relacija.

U(g)*#U(g) ¢------- O(G)fU(g) Lu(Xa) = Y5 Ot Xs

AN T~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~

J
U(g)™"U(g) «—— O™"(G)§U(g) «——— O(Aut(g))#U(g)
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Primjer U,(slo)*tUq4(slo) za g korijen iz jedinice
q q
Propozicija. Adjungirane orbite su kona¢no-dimenzionalne.
Skica dokaza. lzracuna se
ad/K(EnFmKr) _ q72n+2mEnFmKr
ad/E(EnFmKr) _ q—2—2n+2m(q2r _ 1)En+1FmKr—1_|_

+7_(1q__2;+,21';: " (g 2m — 1) ENFM-1KT ¢
+q—1—2n+2m+2r (qzm _ 1)E”Fm_1 Kr_z

(g—q71)?
ad’E(E”K’) _ q—2—2n(q2r _ 1)En+1 Kr—1

Kombinatorikom s eksponentima koristeéi g¢ = 1 dobije se da
je adenpmyr(E"FMK™) = 0 ¢imje M > (n+ 1)eiili

N > me + (n+ 1)€?, gdje je e najmaniji takav da je g¢ = 1.
Napomena. Ako q nije korijen iz jedinice, tvrdnja ne vrijedi.
MozZda tvrdnja vrijedi opCenitije za Uq(slp).
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