2 Nizovi i redovi kompleksnih funkcija

2.1 Nizovi i redovi kompleksnih brojeva

Definicija. Niz (z,)nen € C je konvergentan ako postoji z € C takav da vrijedi
(Ve > 0)(3n. € N) takav da (Vn € N)(n = n. = |2, — 2| < ¢).

Broj z zove se limes niza (z,)nen. PiSemo

z = lim z,.
n—0o0

Broj zy € C je gomiliste niza (z,)nen ako se u svakoj okolini broja zy nalazi beskona¢no
mnogo clanova tog niza.
Napomena.

1. Ako je zp gomiliste niza (2, )nen, onda postoji podniz (z,, )ken tog niza koji konver-
gira prema zj.

2. Niz (zn)nen, 2n = apn + ib,, n € N, konvergira prema broju z = a + ib ako i samo

ako je lim a, =ai lim b, = 0.
n—oo n—oo

Definicija. Niz (2,)nen je Cauchyjev ako vrijedi

(Ve > 0)(3n. € N) takav da (Vn,m € N)(n,m > n. = |z, — 2m| < €).

Napomena. Svaki konvergentan niz je Cauchyjev. U prostoru C vrijedi i obrat te
tvrdnje.

Definicija. Red )" 7, z, kompleksnih brojeva konvergira ako konvergira niz parcijalnih
suma (S, )nen u C, gdje je n-ta parcijalna suma po definiciji S, = 21 +...+2,, zan € N.

Broj S = lim, ., S, tada zovemo suma reda 220:1

S = i Zn.
n=1

Zp 1 piSemo

Napomena.

1. Ako red ) z, konvergira, onda je lim z, = 0. To je dakle nuzan uvjet za konver-
n=1
genciju reda.

2. Red > z, uC konvergira ako i samo ako je pripadajuéi niz parcijalnih suma (.S, ),en

n=1
Cauchyjev, a to je ako i samo ako vrijedi

(Ve > 0)(3ng EN)(Vn,mGN)(n>m>n0:> ‘ zn:zk‘ <5>.
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n=1

n=1

3. Zared ) z, kazemo da konvergira apsolutno ako konvergira red nenegativnih bro-

Kriteriji konvergencije.

oo
jeva > |z,|. Svaki apsolutno konvergentan red je konvergentan. Obrat ne vrijedi!
Za red koji konvergira, ali ne konvergira apsolutno, kazemo da konvergira uvjetno.

¢ D’ALEMBERTOV KRITERIJ

Zn
o Ako je p :=limsup| =
ne

“n

| < 1, onda red konvergira apsolutno.

o CAUCHYJEV KRITERIJ

Zn . - .

o Ako postoji p := lim ]—H], tada red konvergira apsolutno za p < 11 divergira
n— n

za p > 1. Za p = 1 ovaj kriterij ne daje odluku.

o Neka je p := limsup {/|z,|. Tada za p < 1 red konvergira apsolutno, a za
neN

p > 1 red divergira. Za p = 1 nema odluke.

¢ KRITERIJ USPOREDBE

n=1

o0
o Ako je > a, konvergentan red nenegativnih brojeva i ako vrijedi |z,| < a,, za

sve n > ng, onda red Y z, konvergira apsolutno.
n=1
Zadatak 2.1.1.

o0

Ispitajte konvergenciju redova:
2" .
(a) E prk gdje je z € C

n=1

[e.9]

(b) Zz”, gdjejez € C, |z <1
n=1

n
n=1

Napomena.

o0 o0

Red Y7 | 2z, uz 2, = @, +iy,, n € N, konvergira ako i samo ako konver-
giraju redovi ) >°  x, 1 Y ", y,. U tom slucaju za njihove sume vrijedi

[e.9]

Zzn = an—i—iZyn.
n=1 n=1 n=1



Zadacéa 2.1.

1. Ispitajte konvergenciju sljede¢ih redova.

= 1
(2) Z n+1)?

—~

(b) f} o

© i
DS
(e) i i

* 2. Dokazite sljedecu tvrdnju.

Ako red Y| 2, konvergira u C i vrijedi |arg z,| < o < 5 za svaki n € N, onda
red konvergira apsolutno.

2.2 Redovi potencija

Definicija. Red oblika

o0
Z an(z — 29)"
n=0

zove se red potencija oko tocke zy. Kazemo da taj red konvergira u tocki z; € C ako red

o0
> an(zn - 20)"
n=0

konvergira u C.

Teorem. (Cauchy-Hadamard) Neka je zadan red potencija Y~ a,(z — 29)" 1 neka
je

1
ri=
lim sup {/|a,|
neN
pri ¢emu dogovorno uzimamo
r =0, ako je limsup {/|a,| = +o0,

neN

r =400, ako je limsup {/|a,| = 0.
neN

Tada vrijedi sljedece.



1. Red > an(z — )" konvergira apsolutno na krugu K (zo,r).
2. Red "7 an(z — 29)" divergira za svaki z € C za koji je |z — zo| > r.

Broj r zove se radijus konvergencije, a K (zy, 1) krug konvergencije reda -, an(z—20)™.

Zadatak 2.2.1. Odredite radijus konvergencije sljede¢ih redova.

(b) i 2nzn!
n=0

Ponekad je radijus konvergencije reda lakse racunati po sljedecoj formuli, ako taj limes
postoji:
aTL

r = lim
n—oo

An1

Zadatak 2.2.2. Odredite radijus konvergencije reda

Teorem. Pretpostavimo da red potencija >~ a,(z — zp)" ima radijus konvergencije
r > 0. Tada je funkcija f: K(zp,r) — C definirana s

f(z):= Z an(z — 29)"
n=0
holomorfna na K (zp,7) i njena derivacija je
f'(z) = Z nay(z — 2)" L.
n=1

Radijus konvergencije funkcije f’ takoder je jednak r.

Zadatak 2.2.3. Odredite podrucje kovergencije i sumu sljede¢ih redova.



Zadacéa 2.2.

1. Odredite polumjer konvergencije sljede¢ih redova.

(a) Z cos(in)z"

2. Neka je R polumjer konvergencije reda >~ | ¢,2". Odredite polumjer konvergencije
redova:

(a) chzk”, gdje k e N
n=1

o

(b) > (2" = ey 2"

n=1
o0

(c) Z nFe, 2"
n=1

* 3. Neka je (a,)nen padajuéi niz pozitivnih realnih brojeva sa svojstvom lim,, ., a, = 0.
Dokazite da red Y7 | a,2" konvergira u svim tockama z € C za koje je |z| < 1
osim mozda u tocki z = 1.

2.3 Integral kompleksne funkcije

Definicija. Neka je v = ( +1in: [a,b] — C po dijelovima gladak put, v* = v([a,b]) C C
njegova slika i f = u + iv: v* — C neprekidna funkcija. Integral funkcije f duZ puta
definiramo sa

[rei= | A d.

/Ff(z) dz

kompleksne funkcije duz orijentirane po dijelovima glatke krivulje I' definira se kao inte-

Integral

gral fv f(2) dz po proizvoljnom po dijelovima glatkom putu ~ koji parametrizira orijen-
tiranu krivulju T'.



Zadatak 2.3.1. Izracunajte integrale [, [z|dz 1 [ |2| dz po krivuljama na slici. Na slici
je krivulja I' duzina i krivulja ¥ polukruznica, obje su u zatvaracu gornje poluravnine,
krajnje su im tocke —1 i 1 i usmjerene su od —1 prema 1.

Cauchyjeva integralna formula. Neka je (2 C C otvoren skup, f: 2 — C derivabilna
funkcija, I' C €2 pozitivno orijentirana kontura ¢ije je unutrasnje podrucje sadrzano u {2
i neka tocka zy pripada tom unutrasnjem podrucju. Tada je

1 z
L (NN

2mi Jr 2 — 29

f(20)

Kontura je slika jednostavno zatvorenog po dijelovima glatkog puta. Put v: [a,b] — C
je jednostavno zatvoren ako je y(a) = v(b) (tj. zatvoren je) i v|qp je injekcija (tj. kao
krivulja nema samopresjeka).

Teorem. Neka je f: 2 — C holomorfna funkcija, v nulhomotopan u €2 jednostavno
zatvoren po dijelovima gladak put te zy tocka iz unutrasnjosti krivulje v*. Tada vrijedi:

F () = L / @)

2mi )., (z — zo)"t1

Pomoc¢u ovog teorema mozemo integrale racunati preko derivacija.

Zadatak 2.3.2. Izracunajte sljedece integrale po zadanim krivuljama u pozitivhom
smjeru.

) /z|=2 (ZCO—S j)3 e

z
(b) /Z_2|:2 g dz

(c) / 26—1 dz, gdje je T neka kontura koja okruzuje tocke —11 1
r <" —

Zadaca 2.3.

1. Izracunajte sljedece integrale po zadanim krivuljama u pozitivnom smjeru.

(a) Ll Zigz dz
() /|Z_1 e* cos(mz) &

224+ 22

dz
<C> /|z5 22 + 16

2. Izracunajte:

(a) /ez dz, gdje je I' parabola y = 2% koja spaja tocke 21 =01 29 = 1 414
r
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(b) /ez dz, gdje je I' dio pravca od z; = 0 do tocke zo =1+
r

(c) /(22 + 27Z) dz, gdje je I' luk kruZnice parametriziran s z = ¢, ¢ € [0, 7]
r

(d) /z sin z dz, gdje je I' dio pravca od z; = 0 do tocke zo = 1+
r

2.4 Taylorov red

Taylorov teorem. Neka je funkcija f holomorfna na krugu K(zo,7). Tada za svaki
z € K(zo,7) vrijedi

f(z) = an(z = 2)",

gdje su koeficijenti a,,, n > 0, dani formulama

1 1 f(z)
_ (n) _
an = — 20) = — | ——————dz,
n!f (20) 270 /r (z — zo)nt!
pri ¢emu je I' pozitivno orijentirana kruznica oko 2, radijusa manjeg of r.
Red Y07 an(z — 20)™ zove se Taylorov red funkcije f u tocki zo.

Zadatak 2.4.1. Razvijte u Taylorov red u okolini tocke zj sljedece funkcije.

(4) £(2) = g5 20 =0
) f2) = 0=
(©) F:) = g 0 =0

Umnozak redova. Neka je f(z) =Y ;2 arz" 1 g(z) = > byz™. Tada je

0 = () (S bme) = S enst

gdje su koeficijenti
Cn = aobp + ar1bp_1 + ...+ an_1by + azby, n € NU{0}.

Maclaurinov red je drugi naziv za Taylorov red u tocki 0.
Zadatak 2.4.2. Razvijte u Maclaurinov red funkciju f zadanu sa f(z) = e*sin 2.
Zadatak 2.4.3. Razvijte u Maclaurinov red:

(a) !

1424224 23

z

(b) (224 1)(22 —4)
(c) In(2* — 3z +2)




Napomena. U dijelu (a) prethodnog zadatka funkcija f(z) = je holomorfna
1-

1
na K(0,1) i na tom krugu se podudara s funkcijom g(z) = =% pa se i njen Taylorov red

na tom krugu podudara s Taylorovim redom funkcije g. VrlJedl

Ln(z129) = Ln 2y + Ln 2.

No, ne vrijedi opéenito In(z122) = In z; +1n z5. Naprimjer, za z; = 2z = i( 1414) imamo

2
2 3r 3
(%(—1+i)) ln1+zf :if,

In(z122) = In(—i) = In1 + i (—g) - —ig ”: @377 = In(z1) + In(z).

In(z;) =In(22) = In

U dijelu (c) taj problem mozemo izbjeéi tako da promatramo samo one z € C za koje
je|z| < 1. Naime, zanjihje 1—z € K(1,1)12—2z € K(2,1) pajearg(l—z)+arg(2—z2) €
(—m,m) i onda vrijedi

In((1-2)2—2)=In(|1 —z|-|2—2z|) +iarg((1 —2)(2 — 2))
=In|l—2z|4+In|2—z|+iarg(l — z) +iarg(2 — 2)
=In(l—-2)+1In(2-=2)

Zbog toga je Taylorov red funkcije f(z) = In(2? — 32 +2) upravo onaj red koji smo dobili.

U dijelu (b) funkcija je holomorfna na K (0, 1) i nije definirana u tockama i i —i pa je
radijus konvergencije pridruzenog Taylorovog reda jednak 1.

Zadatak 2.4.4. Razvijte u Maclaurinov red funkciju f zadanu sa f(z) = /z + 4. Pri-
tom za vrijednost funkcije uzmite glavnu vrijednost drugog korijena,

B argz . . argz>
—V]Z](COS 5 tisin——).

Zadacda 2.4.

1. Razvijte u Maclaurinov red sljedec¢e funkcije.

z—2
(a) f(z) = P
1
(b) f(z) = TESE
(c) f(z) =sin

(d) f(z) = sin* 2z + cos* 2
2. Razvijte u Taylorov red oko tocke zj sljedece funkcije.
(a) f(z) =
(b) f(z) =
) f(2)
) f(z) =

+2
z) =arctgz, zg =0

(c
(d

z In3—2z, zg=-1



2.5 Laurentov red
Teorem. (Laurent) Neka je funkcija f holomorfna na kruznom vijencu
V(zo,r,R)={2€C|r<|z—2|<R}.

Tada za svaki z € V (zo, 7, R) vrijedi

gdje su koeficijenti a,,, n € Z, dani sa

1 f(z)
U= omi /1"0 (z — zp)"t! 4z,

pri ¢emu je I'y pozitivno orijentirana kruznica oko zy proizvoljnog radijusa p za koji je
r < p < R. Taj red zove se Laurentov red funkcije f oko tocke z.
Suma Laurentovog reda jednaka je zbroju suma redova

[o.¢] —00
E an(z — 29)" i E an(z — 2)",
n=0 n=-—1

pri ¢emu je (po definiciji) suma reda > > | a,(z — 20)" jednaka lim >, " | ax(z — 20)".
n—oo

Napomena.

(i) Laurentov teorem vrijedi i u slucaju kad umjesto kruznog vijenca V' (2o, r, R) imamo
probuseni krug

K*(20, R) := K (20, R) \ {20},
na koji mozemo gledati kao na degenerirani vijenac s unutarnjim radijusom r = 0.

(ii) Red tog oblika sa svojstvom da je njegova suma za svaki z € V(zg,7, R) jednaka
f(2) je jedinstven: ako za svaki z € V(zp,r, R) vrijedi

“+00
g an(z — z)" g bn(z — 20)",

n=—oo n=—oo
onda je a, = b, za sve n € Z.

(iii) Ako je funkcija f holomorfna na krugu K(zo,r), onda u Laurentovom razvoju te
funkcije oko tocke zy nema negativnih potencija. To je direktna posljedica tvrdnje

pod (ii).

Zadatak 2.5.1. Razvijte u Laurentov red funkciju f(z) = na podrucju
z
(a) £(0,1)

(b) C\ K(0,1)



1
Zadatak 2.5.2. Razvijte u Laurentov red funkciju f(z) = m oko tocke
z—1)(z —

zo = 0 na podrucju
(a) K(0,1)
(b) V(0,1,2)

(c) C\ K(0,2)

Napomena. Da smo trazili razvoj funkcije f u Laurentov red na V(0,a,b) gdje je
1 < a < b <2 dobili bismo red kao u (b) zbog V(0,a,b) C V(0,1,2) i jedinstvenosti
Laurentovog reda. Da smo trazili razvoj na C\ K(0,¢) gdje je ¢ > 2, dobili bismo

Laurentov red kao u (c), a da smo trazili razvoj na K(0,d) gdje je d < 1, Laurentov red
kao u (a).

U prethodnom zadatku smo vidjeli da ista funkcija moze imati dva razlicita Laurentova
reda na disjunktnim podrucjima.

1

Zadatak 2.5.3. Razvijte funkciju f(z) = (z=1)(z-2)
zZ — z =

u Laurentov red oko tocke zg
u podrucju D, ako je

(a) Z():—l,%ED

(b) 20 = 1, % eD

z4+1

Zadatak 2.5.4. Razvijte u Laurentov red funkciju f(2) = —;
z

D koje sadrzi tocku —i.

oko tocke 7 u podrucju

Zadatak 2.5.5. Razvijte u Laurentov red u okolini tocke 0 funkciju f zadanu sa

(a) f(2) = z%>

z4+1
—)

(b) f(z) =z*sin (7

Zadatak 2.5.6. Odredite koje se od sljedec¢ih funkcija daju razviti u Laurentov red u
okolini tocke 0.

(a) f(2) = sin -
(0) 7(2) = ——
(© f()= =

10



Zadatak 2.5.7. Razvijte sljede¢e funkcije u Laurentov red u okolini zadane tocke i
odredite podrucje konvergencije dobivenog reda.

1
2—10k01

(a) f(z) = #*sin
: 1
(b) f(2) =sinz- sin — oko 0

(¢) f(z) =e™** oko 0

Zadacéa 2.5.

oko tocke zy u zadanom podrucju

1. Razvijte u Laurentov red funkciju f(z) =
D, ako je

22

(a) 20=1,D={2€C|0<|z—1]| <2}
(b) zo=2,D={z€C|1<|z—2| <3}
(c) 0=1+4,0€D

2. Razvijte u Laurentov red funkciju f oko tocke zy u zadanom podrucju D, ako je

1
(a> f(Z):Z(Z—l)(Z—Q)
1

,20=0,-3€D

,2=0,3€D

2.6 Singulariteti
Definicija. Neka je €2 C C otvoren skup i f: {2 — C funkcija. Kazemo da je tocka
20 € Int T = 0\ 90

singularitet funkcije f, ili da funkcija f ima u tocki zy singularitet, ako funkcija f uopce
nije definirana u toj tocki ili nije holomorfna u toj tocki. Za singularitet z, funkcije f
kazemo da je izoliran ako je f holomorfna na nekom probusenom krugu K*(zp, R) oko

tocke zg.
Primjer.
(i) Funkcija f(z) = = ima u tocki 1 singularitet i to izoliran jer je funkcija holomorfna
na C\ {1}.
(ii) Tocka 0 je singularitet funkcije f(z) = si;l jer funkcija f nije definirana u tocki 0,
ali taj singularitet nije izoliran. Naime, za svaki k € Z je sin 4+ = 0, tj. u svim

km

tockama oblika #, k € Z, funkcija nije definirana. Budud¢i da je 0 gomiliste tog
skupa singulariteta {% | k € Z}, svaki krug oko 0 sadrzi neki singularitet razlicit

od 0, pa prema tome 0 nije izoliran singularitet.

11



Ovisno o tome kakav je limes funkcije f u izoliranom singularitetu zp, odnosno kakav
je oblik Laurentovog reda funkcije f u okolini tocke zy, izolirani singularitet zy pripada
jednoj od sljedece tri skupine.

1. Uklonjivi singulariteti. Izolirani singularitet zq je uklonjiv singularitet ako postoji

limes lim f(z) uC. U tom slucaju, ako dodamo u domenu funkcije f tocku zj i definiramo
Z—Z0

Fz0) = lim f(2),
220

tocka zg prestaje biti singularitet, tj. tako prosirena funkcija f holomorfna je u zy. Tocka

zo je uklonjiv singularitet ako i samo ako Laurentov red funkcije f oko tocke z; nema

negativnih potencija.

Primjer. Funkcija f(z) = =53% je holomorfna svuda osim u tocki 0, gdje nije defini-
rana. Vrijedi
o 2n
cosz = Z(—l)”(2 i z € C,
n=0
pa imamo
1 e 22n22n 1 o 22nz2n
S (-2 ) =5 )t
/) 22 ( Z( ) (2n)! 22 Z( ) (2n)!
n=0 n=1
- 2% 2
= —)ntt 22— 224
;( Ok 37

Dakle, 0 je uklonjivi singularitet funkcije f i definiramo li f(0) := 2, uklonili smo ga.
Funkcija

17czc;82z7 2 7é 0
2, z=0

je holomorfna na C.
Do toga smo mogli do¢i i na sljedec¢i nacin.

lim ——— = lim = 2lim
2—0 22 z=0 z z—0

1 — cos2z . 2sin? 2z 5 (sinz>2
z

2. Polovi. Za izolirani singularitet zy funkcije f kazemo da je pol ako u Laurentovom
razvoju funkcije f oko tocke zy imamo barem jedan i ukupno konacno mnogo ¢lanova s
negativnim potencijama. To je ekvivalentno tvrdnji

lim |f(2)| = oo.

Z—20

Red pola je red najvece potencije od % koja se u tom Laurentovom razvoju pojavljuje
0
s koeficijentom razlic¢itim od 0.

12



Primjer.

(i) Funkcija f(z) = Slz% ima u tocki zp = 0 pol drugog reda jer je

(ii) Funkcija f(2) = ﬁ ima u tocki zg = 0 izolirani singularitet. Kako je hm

2n+1 o0 Z2n—2 1 1 1

1 oo
- S N I I
32% @n+ 1)l z%( Vo~ 2 s tEee t

x|

sin z

00, tocka 0 je pol funkcije f. Kojeg je reda taj pol? Vrijedi sljedece:

Ako je zy pol funkcije f reda m, onda je zy uklonjiv singularitet funkcije
2+ (2 — 29)™f(2) i nije uklonjiv singularitet funkcije 2z — (z — 2)™ ' f(2).

Dakle trazimo najmanji m € N takav da je 0 uklonjiv singularitet funkcije z —

o+ Kako je
sinz 1 23 2P 22 2
:_( S ): _Z 4z 7
z z 31 5l 31 5l
to je ‘
sin z
lim =1
z—0 Zz
iz cega slijedi
. z
lim — =1,
z—081n z

- ima u 0 uklonjiv singularitet. Dakle, funkcija f(2) =

ima u 0 pol reda 1.

1

sin z

3. Bitni singulariteti. Za izolirani singularitet zy kazemo da je bitan singularitet ako u

Laurentovom razvoju funkcije f oko tocke zy ima beskona¢no mnogo ¢lanova s negativnim

potencijama, a to vrijedi ako i samo ako: ne postoji limes lim f(z) u C i |f(z)| ne tez
Z—20

beskonacnosti kad z — z.

Primjer.
oo

1 /1\" 1 1
f)y=cr=> —(=) =1+-+...+ +...
nl \ z z nlzn

n=0

Tocka zy = 0 je bitan singularitet funkcije f(z) = ex.

Zadatak 2.6.1. Odredite singularitete i ispitajte njihov karakter za funkcije

() 1) =
) ()=
© S = =
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Zadatak 2.6.2. Odredite singularitete i ispitajte njihov karakter za funkcije

z—2
(a) f(z) = PO
() J() = — 5=
(© () = 3

Zadatak 2.6.3. Neka je zy pol (odnosno bitan singularitet) funkcije f i neka je funkcija
g holomorfna u zy te g(z9) # 0. Dokazite da je tada zy pol (odnosno bitan singularitet)
funkcije z — f(2)g(2).

Zadatak 2.6.4. Odredite singularitete i njihov karakter za funkcije

() f(z2) = #"ctg

Dodatni zadaci 2.

1. Dokazite da ne postoji cijela funkcija f takva da je

U{zecCl ™) =0} =R

TEX-irala: Martina Stoji¢ stojic@math.hr http://web.math.hr/~stojic Svibanj 2019.
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