1 Kompleksni brojevi i funkcije

1.1 Kompleksni brojevi

Kompleksan broj z poistovjeéujemo s uredenim parom (x,y) realnih brojeva, pri ¢emu
broj x nazivamo realni dio, a broj y imaginarni dio kompleksnog broja z.

r=Rez, y=Imz

Ureden par oblika (x,0) poistovjecen je s realnim brojem x, a par (0, 1) nazivamo imagi-
narna jedinica i oznacavamo s i. Skup kompleksnih brojeva oznacavamo s C.

Svaki se kompleksan broj z moze napisati u obliku z = x+iy, gdje su x i y realni brojevi.

Takav prikaz je jedinstven i zove se algebarski (ili standardni) prikaz kompleksnog broja z.

Vrijedi

21+ 20 = (21 + 22) +i(y1 +y2)

21 - 20 = (2122 — YY) + X1y + T2y1)
za 21 = T + iy1, 22 = Ta + Y.

Broj z := x — iy zovemo (kompleksno) konjugiranim brojem broja z = x + iy. Vrijedi

Zadatak 1.1.1.

()

Odredite realni i imaginarni dio sljede¢ih kompleksnih brojeva:
1

1—1
o (17)

(c) (1 - z’\/§>3

Zadatak 1.1.2. Odredite sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi z = 22.

Modul ili apsolutna vrijednost kompleksnog broja z = x + 1y je realan nenegativan broj

2] = V2 2= /a2 + g2



Zadatak 1.1.3. Neka je |z1] =1, |22] = 11 2129 # —1. Dokazite da je tada

21+ 29
1+ Z1%92

realan broj.

Svaki se kompleksan broj z moze prikazati u obliku
z =r(cos ¢ + isin @),

gdje je » modul tog kompleksnog broja. Kut ¢ zovemo argument kompleksnog broja z.
Ovaj prikaz zove se trigonometrijski prikaz kompleksnog broja z. Vrijedi

r=ld= Ve, tgo=2 zax£0,
za z = x + 1y. Dogovorno uzimamo ovdje da je
arg z :== ¢ € [0, 2m).
Oznacimo skup argumenata kompleksnog broja z sa
Arg z .= {argz + 2k7 | k € Z},

te uvedimo oznaku
'’ := cos ¢ + isin ¢.
Eksponencijalni oblik kompleksnog broja z je
z = e,

gdje jer =|z| i ¢ € Argz.

Zadatak 1.1.4. Prikazite u trigonometrijskom obliku sljede¢e kompleksne brojeve:
(a) V3+i
(b) 1+ 12
(c) —sing —idcosg
(d) 1+cosa+isina, zal<a <7
Vrijedi

21
|2120] = |21]]22],

De Moivreova formula.
(cos ¢ + isin )" = cosng + isinng
Potenciju kompleksnog broja z = re’® ra¢unamo po formuli

2" = "™ = " (cosng + isinng).
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Kompleksan broj z = r(cos ¢ +isin ¢) ima n razlic¢itih kompleksnih n-tih korijena i oni

su dani sa
2k 2k
V7= {L/F(cosu—i—isinm_—ﬁ) L k=0,1,....,n—1.
n n
Zadatak 1.1.5. Izracunajte
(1+ 1)

(1—iv3)9
Zadatak 1.1.6. Odredite sve vrijednosti korijena
() YT
(b) V16

i prikazite ih u kompleksnoj ravnini.

Zadacéa 1.1.

1. Prikazite sljede¢e brojeve u trigonometrijskom obliku:

(a) —v2
(b) —1 + 2i

3T

(c) cosa —isina, zam <a <3

2. Izracunajte:
(a) (2+21)7
(b) (14 cosZ +isin %)6

3. Izracunajte:

(a) /(1 —aV3)
(b) v/ —8+8V/3i

2km

=5 +isin %TW’ k=0,1,...,n—1svin-ti korijeni jedinice. Dokazite

* 4. Neka su zj, = cos
da vrijedi

(z—z2)(z—2)(z—zp)=14z+2"+... +2"L

*5. Ako je |a| = |b| = |¢| =7 za a,b,c € C, dokazite da vrijedi

ab 4+ bc + ca
a+b+c

* 6. Ako vrijedi |z| = 1, pokazite da se broj z moze prikazati u obliku & pri ¢emu je

t—i
teR.



1.2 Geometrija kompleksne ravnine
Zadatak 1.2.1. Odredite i skicirajte skup tocaka z u kompleksnoj ravnini za koje vrijedi
(a) Im 22 > 2

(b) postoji ¢ € Arg(z + 1 — 1) takav da je —3 < ¢ < 3T

Zadatak 1.2.2. Koje su krivulje odredene sljede¢im jednadzbama?

Zadatak 1.2.3. Neka za kompleksni broj a i realni broj 8 vrijedi 8 < |a|>. Dokazite

da tada jednadzba
|2]> —az—az+B=0

predstavlja kruznicu. Odredite joj srediste i polumjer.

Zadaéa 1.2.

1. Odredite podskup kompleksne ravnine odreden sljede¢im (ne)jednakostima.

(a) |z =1] <[z -1
(b) |z —3|—]z+3i]=5
(c)d<|z—1]+]z+1] <8

2. Koje su krivulje u kompleksnoj ravnini odredene sljede¢im jednadzbama?

) 2(t)
b) z(t) = z0 + (21 — 20)t, t €[0,1], gdje je 29,21 € C
(c) 2(t) = Re™, t € [0, 7], gdjeje R>0
(d) z(t) =t +it?, te|0,00)
(e) z(t) =t+1%, tell,o0)
* 3. Neka su zi,...,z, vrhovi pravilnog n-terokuta upisanog jedini¢noj kruznici S' =

{z € C| |z|] = 1}, te z bilo koja tocka te kruznice. Dokazite da tada vrijedi

n
Z |z — z|* = 2n.
k=1

* 4. Neka je 21 + 22 + 23 = 01 |21] = |22| = |23] = 1. Dokazite da su tada tocke z1, 22, 23
vrhovi jednakostrani¢nog trokuta upisanog u jedini¢nu kruznicu.
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1.3 Derivacija kompleksne funkcije

Definicija. Neka je (2 C C otvoren skup. Funkcija f: Q@ — C je neprekidna u tock:
2o € 2 ako (Ve > 0)(30 > 0) takav da

(VzeQ)(Jz— 20| <0 =|f(2) = f(20)] <e).

Vrijedi sljedece. Funkcija f je neprekidna u tocki zy = xg + iy € ) ako i samo ako je
funkcija f shvacena kao funkcija f: Q C R? — R? neprekidna u tocki (xg, o).

Definicija. Za funkciju f: Q — C, gdje je {2 C C otvoren skup, kazemo da je derivabilna
u tocki zp € €1, ako postoji limes

i 1) = 1)

Z—20 Z — ZO

e C.

U tom slucaju limes oznacavamo s f’(zp) i zovemo derivacija funkcije f u tocki zy. Za
funkciju f kazemo da je derivabilna ako je derivabilna u svim tockama svoje domene (2.

Mozemo pisati f = u + v, tj. f(2) = u(z) +iv(z), z € Q, gdje su u,v: Q — R realne
funkcije shvac¢ene kao funkcije jedne kompleksne ili dvije realne varijable.

Primjer 1. f(z)=2" 2 € C, gdje jen € N.

lim 2" — 2 _ bm (z— 20+ 20)" — 28

z—=z0 2 — 2 220 zZ — 20
= lim (=20 + ()= 20 0+ () - 2+ 2 )
= Zh_glo ((2 —zo)" " + (T)(Z —20)" P2+ (n:lg) (2 — 20)25 2 + (nil) 23—1)
- zlig'lo (" )z =nz!

Dakle, limes postoji za svaki 2z € C, tj. funkcija f je derivabilna i piSemo

f'(20) = nzy 1.

Napomena. Diferencijabilnost funkcija u,v: 2 — R u tocki (x9,%0) € R? ne povlaci
derivabilnost funkcije f = u + 1w: 2 — C u tocki 2o = x¢ + iyp.

Primjer 2. f(z) =z, z€C.
Zapisimo prvo z — 2o u trigonometrijskom obliku, z — zg = |z — zo|(cos ¢ + isin @).
Zatim racunamo

z—2 |z —zl(cos¢ —ising) cos¢—ising cos¢—ising

z—2y |z— z|(cosd+ising) cos¢+ising cos¢ —ising

i 2
ey

= cos(—2¢) + isin(—2¢) = cos2¢ — isin 2¢
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Ne postoji lim (cos2¢ — isin2¢), ¢ € Arg(z — z9). Dakle, konjugiranje z — Z nije
Z—20
derivabilna funkcija iako su joj i realni i imaginarni dio kao realne funkcije realnih varijabli
diferencijabilne funkcije:

u(z,y) =z
U(Ivy) =Y

Sto funkcije u i v moraju zadovoljavati da bi f = u + iv bila derivabilna funkcija?

Teorem. (Cauchy-Riemannov teorem) Kompleksna funkcija f = u+iv: Q — C
je derivabilna u tocki zg = xg + iyp € 2 ako i samo ako su funkcije u i v diferencijabilne
u (2o, yo) i zadovoljavaju Cauchy-Riemannove uvjete:

axu(ﬂﬂt),yo) = ayv(xo,yo),
ayu<x05 yo) = _a:CU(:UOa yo)-
Ako je funkcija f derivabilna u zg = xg + iy € §2 onda je
f(z0) = Ozul(xo, yo) + 10,0 (0, o).
Sli¢no,
f/(zo) = azU(UCO, 3/0) - z'@yu(xo, yo)
f’(zo) = 53/0(!30, yo) - Z6@/“(9507 yo)
f'(z0) = Oyv(x0, Yyo) + i0,v(z0, Yo).

Korolar. Ako je funkcija f = u + iv: 2 — C derivabilna, a realne funkcije u i v
su diferencijabilne klase C?, onda su u i v harmonicke funkcije, tj. obje zadovoljavaju
Laplaceovu diferencijalnu jednadzbu

Pu  Pu

@+a—y2—0.

Za funkciju f(z) =z, z € C imamo u(z,y) = z, v(z,y) = —y, pa je
&ﬂl(l’,y) = 17 (?yv(x,y) = _17

iz Cega proizlazi da f nije derivabilna niti u jednoj tocki z = x + iy € C.

Zadatak 1.3.1. U kojim tockama su sljedece funkcije derivabilne?

(b) f(x +iy) = e*(cosy + isiny)

(c) f(z) = |z



Napomena. Neka je 2 C C otvoren skup. Ako su funkcije f,g: Q@ — C derivabilne,
onda su i funkcije f + g, f - g te % (na otvorenom skupu gdje je g # 0) derivabilne.

Zadatak 1.3.2. Koje su od sljede¢ih funkcija harmonijske?

(a) u(z,y) =" +y

(b) u(z,y) = —2e"cosy
(c) u(z,y) =sinwchy —y?
(d) u(z,y) =a®—y* -2

Zadatak 1.3.3. Odredite funkciju v tako da kompleksna funkcija f = uw + v kojoj je
realni dio
u(w,y) = 2° = 3y’ +y

bude derivabilna, ako takva postoji.
Opéenito vrijedi sljedece. Neka je Q@ C C podrucje (tj. otvoren i povezan skup). Ako

je zadan realni dio u derivabilne funkcije f = u + v, onda se njen imaginarni dio v moze
dobiti formulom

T Yy
ou ou
v(z,y) =/—a—y(x,y)dwr/%(wo,y)dwa
o Yo

Obratno, ako je zadan imaginarni dio v, realni dio u moze se dobiti formulom

ov

x Yy
ov
u(z,y) I/a—y(:ﬂ,y)d%+ —%(fco,y)derC-

Yo

Ovdje je (xo,70) € 21 C € R je neka konstanta.

Zadaca 1.3.

1. Odredite u kojim su tockama sljedece funkcije derivabilne.

(a) f(z) =2"%

(b) f(z) =2*(=+1)

(c) f(z) =2z

(d) f(z)=zImz

(e) f(z+iy) =%y

() fle+iy) = a* + iy

2. Moze li funkcija u(z,y) = In(z? + y?) biti realni dio neke derivabilne kompleksne
funkcije? Ako moze, odredite tu funkciju.
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3. Moze li funkcija v(z,y) = e*siny + y? biti imaginarni dio neke derivabilne kom-
pleksne funkcije? Ako moze, odredite tu funkciju.

4. Odredite derivabilnu funkciju f kojoj je imaginarni dio v(z,y) = 222 — 2y + z ako
takva postoji.

* 5. Neka je u harmonijska funkcija.

(a) Je li tada nuzno u? harmonijska funkcija? Dokazite da jest ili opovrgnite
protuprimjerom.

(b) Za koje funkcije ¥ je 1 o u harmonijska funkcija?

1.4 Elementarne funkcije

S jednom od elementarnih funkcija ve¢ smo se susreli, to je n-TA POTENCIJA. Funkcija

f: 2+ 2" za n € N derivabilna je na C i njezina derivacija je f': z + nz""1.

EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA definirana je formulom

" =e" e =¢e(cosy +isiny), z=x+iy.

Vrijedi sljedece.

o Ako je z € R, onda se vrijednost funkcije z — e* podudara s vrijednosti realne
funkcije x — e* realne varijable x.

o Ako je z € iR, onda je e* = € = cosy + isiny € S*.
o Funkcija z — e* je periodicna, s periodom 2mi. Zaista, vrijedi
e = e HiWH2m) — 0% (cos(y + 2) 4 i sin(y 4 27)) = e%(cosy + isiny) = €

o Vrijedi e*! - e®2 = 1122 za z;, 29 € C. Zaista, uz z; = x1 + iy;, 29 = To + 1Yo,

21

et - e® = e"(cosy; +isinyy) - €72(cos Yz + i sin yo)
= e"172((cos yy cos Yy — sinyy sin o) + i(cos Yy sin ya + sinyy cos )
= "2 (cos(yr + yo) + isin(yr + o))
— elz1tz2)+i(yi+y2)
_ pntm

Zadatak 1.4.1. Dokazite da je eksponencijalna funkcija derivabilna.
Zadatak 1.4.2. Rijesite jednadzbe:
(a) e4+i=0

(b) €® =cosmz, r € R



TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

) eiz — e el® + efiz
sin z = - , Ccos 2 =
21 2
Sin 2 COS 2
tgz = , ctgz = —
COS 2 S1n 2z

Dakle, imamo

: N . »
. , 612 —e (74 ZeZZ _|__ e 1z e'LZ _|_ e 1z
(sinz) = = = = cos z

2 2 2
, ei? + e~ 1% / ie% — je—i% el — iz .
(cosz) = = =— , = —sinz
2 2 21
1
tgz) = tgz) = —
(tg2) cos? 2’ (ctg 2) sin? z

HIPERBOLICKE FUNKCIJE

shz:e_e , chz:€+6
sh z chz
thz = —, cthz = —
chz sh z

LOGARITAMSKA FUNKCIJA. Kod realnih funkcija realne varijable logaritamska funk-
cija je inverzna eksponencijalnoj funkciji. Kompleksna eksponencijalna funkcija je pe-
riodi¢na, pa nije bijekcija. Medutim, eksponencijalna funkcija je injektivna na svakoj
horizontalnoj pruzi Sirine 27 pa restrikcija eksponencijalne funkcije na svaku takvu prugu
ima svoju inverznu funkciju. Za z € C definiramo

Inz={weCle’=z}.
Zaw =u+ v iz e = z slijedi ] = e = |z|, to jest
u=1In|z|.

Nadalje,
arg e’ = arg(e“(cosv + isinv)) = v = arg 2.

Za z # 0 vrijedi
Ln z=In|z|+iArgz = {In|z| +i(arg z + 2k7) | k € Z}.

Za k € Z stavimo
Ing 2z :=In|z| + i(arg z + 2km).

Ta se funkcija naziva k-ta grana logaritamske funkcije. Posebno, za k& = 0 dobivamo
glavnu vrigednost logaritamske funkcije i oznacavamo je sa

Inz:=In|z| +iargz.
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Vrijedi
Inz={lnz+i2kr | ke Z}.

Glavna grana logaritamske funkcije preslikava skup
C, :=C\{(z,0): 2 <0}

na prugu {(z,y) : —7 < y < 7}, ako se dogovorimo da uzimamo argz € (—m,7|.
Prouc¢imo funkciju
arg: C, — (—m,m).

Oznacimo z = = + 1y, arg z = ¢. Vrijedi

tggb:yzax;é(),
x

Ctggbzgzay#O.
)

Znamo koje su kodomene pripadnih arkus funkcija,

arctg:R%(—g,g), arcctg: R — (0, 7).

za ¢ € (=5,5), to jest x > 0, je ¢ = arctg ¥,

za ¢ € (0,7), to jest y > 0, je ¢ = arcctg 7,

aza ¢ € (—m,0), tojest y <0, je ¢ = arcctg ¥ — .
Mozemo zbog toga definirati

arctg ¥, x > 0 (desna poluravnina)
argz = { arcctg i, y > 0 (gornja poluravnina)

arcctg ¥ —m, y <0 (donja poluravnina)

Na desnoj poluravnini vrijedi
1 2 2 ~ Y
Inz = §1n(x +y°) +iarctg =,
x

pa je

T
[L’Q + y2 = 8y?]<$,y), ayu(xay) = L — —@vv(x,y),

to jest zadovoljeni su Cauchy-Riemannovi uvjeti. Vrijedi

(In2) T .y z 1
nz = — 1 = — = —,
$2+y2 I2+y2 |Z|2 =

Slicno se pokaze da je funkcija derivabilna na gornjoj i na donjoj poluravnini, dakle
derivabilna je na cijelom C;.
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Za svaki kut ¢ € R postoji pripadna kompleksna logaritamska funkcija s otvorenog
skupa
Cy,=C\{re”|reR, r >0}

na otvoren skup
U$+2W:{x+iy|x,y€]R, p<y<o+2r}
={re? |reR, r>0, ¢ <9 <+ 27}

i ona je zadana sa
Ing z = In 2| +iarg, 2z, z € Cy,

gdje smo s arg, z oznacili jedinstveni kut iz [¢, ¢ + 27) takav da je z = |z[e" >8>,

Zadatak 1.4.3. Rijesite jednadzbe:

Zadatak 1.4.4. Funkcijom f(z) = e* preslikajte sljedece skupove:
(a) {z+iyeC|0<z <400, 0<y<Z}

(b) {z+iyeC|—-co<z<0, 0<y<2n}

Zadatak 1.4.5. Funkcijom f(z) = In z preslikajte skup

G:{ZEC\1<|2]<67O<argz<g}.

OPCA POTENCLIA. Neka je a € C\ {0}. Opéa potencija z — z* definira se formulom

Za — eaan’

a opca eksponencijalna funkcija z — a® formulom

az — eana.

Uoc¢imo da su 2% i a® po ovoj definiciji skupovi, a njihove glavne vrijednosti su redom

alnz i zlna

vrijednosti e e

Zadatak 1.4.6. Izracunajte:

o (5

(b) (—1)¥?
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ARKUS (CIKLOMETRIJSKE) FUNKCIJE. Za z € C definiramo

Arcsinz :={w € C|sinw =2}  Arccosz :={w € C|cosw = z}

Arctgz :={w e C|tgw =z} Arcctgz :={w e C | ctgw = z}
Vrijedi sljedece,

eiw_efiw ] ]
w € Arcsinz < z:sinw:T & 2 _ 2 —1=0 <
1

S —iz)’+22-1=0 & " =iz+ V122
U ovoj formuli /1 — 22 oznacava dvije vrijednosti drugog korijena, zbog toga ne pisemo
predznake +. Pri racunanju korijena treba uzeti u obzir obje njegove vrijednosti. Dakle,
vrijedi
Arcsinz = —iLn(iz + V1 — 22).
Sli¢no se dobije
Arccosz = —iln(z + V22— 1)

14
Arctgz = —%Ln R

1—1z
Z—1
zZ4+1

Arcctgz = %Ln

Zadatak 1.4.7. Izracunajte:
(a) Arccosi

(b) Arctg:

Zadaéa 1.4.

1. Izracunajte

3. Funkcijom f(z) = e* preslikajte skup
G={z+iyeC|0<z<l, O0<y<m}.
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4. Odredite i skicirajte domenu funkcije f(z) = In(2? + 2z).
* 5. Dokazite ili opovrgnite sljedeé¢u tvrdnju:
Neka je z,w, = € C;. Tada je In(Z) =Inz — Inw.

E2
w

Dodatni zadaci 1.

1. Neka je €2 C C podrucje i neka je f: 2 — C derivabilna funkcija. Dokazite sljedece
tvrdnje.
(a) Ako je slika od f sadrzana u R C C, onda je f konstantna funkcija.

(b) Ako je funkcija g: Q — C definirana s g(z) = f(z), z € Q derivabilna na €,
onda je f konstantna funkcija.

(c) Ako je z +— |f(z)| konstantna funkcija, onda je f konstantna funkcija.
2. Dokazite ili opovrgnite:

(a) Ako je funkcija f definirana na disku K(0,1) takva da je funkcija f2 = f- f
derivabilna na K(0,1), onda je i funkcija f derivabilna na K(0,1).

(b) Ako je funkcija f kao funkcija dvije realne varijable klase C* na K(0,1) i ako je
funkcija f? derivabilna na K (0, 1), onda je i funkcija f derivabilna na K (0, 1).

TEX-irala: Martina Stoji¢c stojic@math.hr http://web.math.hr/~stojic Ozujak 2019.
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