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Slika 1: Alexanderova sfera



Predgovor

Alexanderov polinom je invarijanta uzlova koju je 1923. godine otkrio J. W.
Alexander, i sve do otkri¢a Jonesovog polinoma 1984. godine bio je jedina
takva invarijanta uzlova. U svome radu Topological Invariants of Knots and
Links 1928. godine Alexander je dao jednostavan na¢in racunanja polinoma
iz dijagrama uzla, no Alexanderov polinom zapravo proistjece iz homologije
beskonacnog ciklickog natkrivanja vanjstine uzla.

Mi ¢emo u ovom radu razviti teoriju od osnova teorije uzlova, koristeci
se metodama teorije trodimenzionalnih mnogostrukosti i algebarske topolo-
gije, da bismo na kraju definirali Alexanderov polinom. Ova tema predstav-
lja plodno tlo za putovanje kroz razne lijepe teme topologije: susrest ¢emo
se s homoloskom teorijom, natkrivaju¢im prostorima, klasifikacijom ploha i
problemom smjestenja jednodimenzionalnih i dvodimenzionalnih mnogostru-
kosti u prostor S3.

U prvom poglavlju dat ¢emo osnove teorije uzlova i opisati kombinatorni
pristup proucavanju uzlova; uzlovi su povijesno bili proucavani kombinatorno
pomocu dijagrama na samom pocetku razvoja teorije uzlova.

Zatim ¢emo u drugom poglavlju izracunati homologiju vanjstine uzla u
prostoru S® te spomenuti fundamentalnu grupu komplementa uzla i neke
vazne potpune invarijante uzlova.

Trece poglavlje daje Seifertove plohe, koje su orijentabilne plohe razapete
uzlom u S?, i invarijantu uzlova koja potjec¢e od roda plohe. Spletni broj
uzlova, koji mjeri koliko se puta jedan uzao omata oko drugoga, u svakom od
prva tri poglavlja bit ¢e definiran sukladno s temom tog poglavlja; na kraju
treceg poglavlja sve te definicije zaokruzit ¢emo u jednu.

U cetvrtom poglavlju vanjstinu uzla prerezat ¢emo po Seifertovoj plohi,
uzeti prebrojivo mnogo kopija rezultata tog rezanja i zalijepiti ih jednu za
drugom da bismo dobili beskonaéno ciklicko natkrivanje vanjstine uzla.

Peto poglavlje opisuje homologiju plohe i komplementa plohe smjestene
u S3; iz toga ée proizacéi Seifertova forma i Seifertova matrica koja é¢e nam
kasnije omoguc¢iti da opisemo prvu homolosku grupu beskonac¢nog ciklickog
prostora natkrivanja.



Sesto poglavlje bavi se homologijom prostora natkrivanja: grupa tran-
sformacija natkrivanja djelovat ¢e na natkrivajuc¢i prostor i njegovu prvu
homolosku grupu, i tako od nje uéiniti modul nad prstenom Laurentovih po-
linoma s cjelobrojnim koeficijentima. Taj modul zove se Alexanderov modul,
a Alexanderov polinom je generator njegovog prvog elementarnog ideala.

Zahvalila bih prof.dr.sc. Simi Ungaru, voditelju ovog rada, na velikom
strpljenju, korisnim savjetima i uputama, i odabiru ovako lijepe teme teorije
topoloskih prostora.

Martina Stoji¢
20. sijecnja 2010.



Poglavlje 1

Osnove

U ovom poglavlju dat ¢emo elementarni uvod u teoriju uzlova. Susrest ¢emo
se s razlicitim definicijama uzlova i ekvivalencije uzlova, dijagramom uzla
i Reidemeisterovim potezima, invarijantama i povezanom sumom uzlova.
Spletni broj, invarijanta uzlova s kojom ¢emo se cesto susretati u ovom radu,
ovdje ¢e biti definirana pomoc¢u dijagrama, a kasnije ¢emo je definirati i
proucavati metodama trodimenzionalnih mnogostrukosti i algebarske topo-
logije. Povezana suma uzlova skupu uzlova daje strukturu monoida, i svaki
uzao posjeduje jedinstvenu faktorizaciju na proste uzlove.

1.1 Uzao i ekvivalencije uzlova

Uzao (engl. knot) moguce je definirati na vise nacina. Jednostavno ga odre-
diti kao smjestenje kruznice u prostor S? ili R?, ili kao podskup homeomor-
fan kruznici, ostavlja mogucénost pojave divljih uzlova koje je izrazito tesko
proucavati. Zato se dodaje uvjet da je uzao gladak ili po dijelovima linearan.
Opéenito, te dvije teorije uzlova daju iste rezultate, uz drugacije metode.

Slika 1.1: Divlji uzao



1.1 Uzao 1 ekvivalencije uzlova

Ekvivalenciju uzlova takoder je moguce zadati na viSe nacina: kombina-
torna ekvivalencija pomocu dijagrama uzla K, ekvivalencija pomoc¢u home-
omorfizma para (5%, K) ili ¢ak izotopije para (S®, K)—svaka pruza svoje
metode, a daju takoder jednake teorije.

1.1.1 Definicija linka i ekvivalencije linkova

Definicija 1.1 Link s m komponenti je podskup prostora S® ili R?, koji
se sastoji od m disjunktnih po dijelovima linearnih jednostavno zatvorenih
krivulja. Link s jednom komponentom zove se uzao.

Po dijelovima linearna krivulja je svaka koja se sastoji od konatno mnogo
ravnih segmenata, ravnih u linearnoj afinoj strukturi prostora R3, samog ili
kao podskupa prostora S?, ili drugacije, ravnih u nekom od simpleksa koji
¢ine triangulaciju od S2. Uzlove bismo mogli definirati kao homeomorfne
slike kruznice S* u S3, ali tako, bez konac¢nosti broja dijelova i linearnosti,
ne bismo izbjegli pojavu divljih uzlova. Ovako ¢emo svejedno zamisljati i
crtati uzlove kao da se sastoje od velikog broja malih segmenata, toliko malih
da ih golim okom ne vidimo. Po dijelovima linearna struktura primjenjivat
¢e se na sve §to ¢emo koristiti, ali ¢e se spominjati Sto je manje moguce.
[Rourke-Sanderson, Hempel]

Definicija 1.2 Linkovi Ly i Ly su ekvivalentni ako postoji po dijelovima
linearni homeomorfizam h: S — S® koji ¢uva orijentaciju prostora S3 i
prevodi Ly u Lo.

Ovdje po dijelovima linearan znac¢i da nakon neke podjele simpleksa u
svakoj kopiji S na manje simplekse, h preslikava simplekse u simplekse li-
nearno (vrhove u vrhove i unutar svakog simpleksa linearno s obzirom na
vrhove). Kompozicija takvih homeomorfizama je takoder po dijelovima li-
nearan homeomorfizam jer su sve triangulacije od S* kompatibilne. Dakle,
ekvivalentnost linkova je relacija ekvivalencije medu linkovima. Cesto ¢emo
umjesto klase ekvivalencije linkova jednostavno govoriti link. Ako su linkovi
orijentirani i komponente su oznacene, moze se zahtijevati od homeomorfizma
h da cuva i ta svojstva.

Osnovni teorem po dijelovima linearne topologije kaze da je takav h izo-
topan identiteti. To znaci da postoji familija {h;: S* — S° |t € [0,1]} takva
da je hg = 1, hy = h i preslikavanje (z,t) — (hi(x),t) je po dijelovima linea-
ran homeomorfizam prostora S* x [0, 1] na samog sebe. Zbog toga mozemo
zamisljati da cijeli prostor S® neprekidno transformiramo koristeéi familiju
homeomorfizama h; kroz vrijeme ¢, da bismo pomaknuli link L; u link L,.



1.1 Uzao 1 ekvivalencije uzlova

Dokaz da ekvivalencije uzlova pomoéu homeomorfizma i pomocu izotopije
daju iste klase uzlova dat ¢emo u sljede¢em odjeljku.

Teorem 1.1 Neka je D™ n-dimenzionalna po dijelovima linearna kugla. Tada
je svaki po dijelovima linearni homeomorfizam h: D™ — D™ po dijelovima
linearno izotopan identiteti.

RS

Slika 1.2: Bachelor’s unknoting

Kad bismo definirali ekvivalentnost izotopijom, ali se ogranic¢ili samo na
izotopiju smjestenja kruznica u S%, a ne cijelog prostora, ne bismo izbjegli
mogucénost da zapetljani dio uzla postane sve manji i manji dok sva zapetlja-
nost ne nestane u tocki, a tada bi teorija uzlova bila trivijalna.

1.1.2 Ekvivalentnost definicija ekvivalencije uzlova

Dovoljno je pokazati da je svaki homeomorfizam sfere S® na samu sebe izoto-
pan identiteti. Za pocetak, svaki homeomorfizam moguce je prosiriti s ruba
kugle na cijelu kuglu, i zato su svaka dva homeomorfizma kugle izotopna.

Lema 1.1 Svaki PL homeomorfizam OD™ — 0D™ moguce je prosiriti do PL
homeomorfizma D™ — D™.

Dokaz. Ovo je jasno jer se homeomorfizam jednostavno moze proSiriti radi-
jalno izmedu ruba i sredista kugle D". [J

Lema 1.2 Svaka dva PL homeomorfizma D™ — D™ koja se podudaraju na
rubu 0D"™ su PL izotopna.

Dokaz. Ovo je posljedica prethodne leme primjenjene na kuglu D" x I. [J

Teorem 1.2 Svaki PL homeomorfizam D™ — D™ koji cuva orijentaciju je
PL izotopan identiteti.



1.1 Uzao 1 ekvivalencije uzlova

Dokaz. Matematickom indukcijom. Jasno je da tvrdnja vrijedi za homeomor-
fizam D° — D°. Lako je pokazati da, ako tvrdnja vrijedi za svaki homeomor-
fizam S™ — S", tvrdnja vrijedi i za svaki homeomorfizam D! — D+l
Teze je dokazati da, ako tvrdnja vrijedi za svaki homeomorfizam D" — D",
vrijedi i za svaki homeomorfizam S™ — S™. To ¢emo pokazati u sljedece
dvije leme.

Lema 1.3 Pretpostavimo da je svaki PL homeomorfizam S™ — S™ koji
cuva orijentaciju PL izotopan identiteti. Tada je i svaki PL homeomorfi-
zam D" — D" koji cuva orijentaciju PL izotopan identiteti.

Dokaz. Neka je f: D" — D! dani automorfizam kugle koji ¢uva orijen-
taciju. Promotrimo prostor D"*! x I i homeomorfizam

h: D"t x I — D" x I,

takav da (i) h na D" x {0} djeluje kao f, a na D" x {1} kao identiteta, i (ii)
h na cijevi D" x I djeluje kao izotopija izmedu restrikcija homeomorfizma
f i identitete na D™, Time je h definiran na rubu kugle D" x I, po
prethodnoj lemi moguée ga je progiriti na cijeli D" x I, éime dobivamo
trazenu izotopiju identitete i homeomorfizma f. [

Lema 1.4 Pretpostavimo da je svaki PL homeomorfizam D" — D" koji
cuva orijentaciju PL izotopan identiteti. Tada je i svaki PL homeomorfizam
S™ — S™ koji ¢uva orijentaciju PL izotopan identiteti.

Dokaz. Ako postoji D™ C S™ takav da je homeomorfizam na njemu iden-
titeta, tada je on identiteta i na rubu dD", a buduéi da je zatvorenje od
S"™ — D" takoder D" s istim rubom, moguce je homeomorfizam na tom os-
tatku izotopijom dovesti do identitete. Opéenito, komplement kugle u S® ne
mora biti kugla, primjer je poznata Alexanderova sfera; no ako je n-kugla u
n-sferi po dijelovima linearna, njen rub je nuzno lokalno plosnat pa vrijedi
poopceni Schonfliesov teorem. Ako ne postoji takav D™ C S™, onda treba
pokazati da postoji homeomorfizam izotopan pocetnom koji je identiteta na
nekom D™ C S".

To je malo zapetljanije i sastoji se u tome da svaku tocku u nutrini sim-
pleksa linearnom izotopijom mozemo dovesti u bilo koju drugu tocku tog
simpleksa tako da izvan simpleksa sve tocke ostanu na mjestu. To vrijedi i
za dva simpleksa koji dijele (n — 1)-stranu. Zato svaku tocku u S™ mozemo
dovesti u bilo koju drugu jer postoji niz simpleksa koji povezuju te dvije
tocke i koji se sijeku u (n — 1)-stranama. Kada to u¢inimo s jednom tockom,
dalje napravimo isto s drugom tockom koju smo odabrali u simplicijalnoj
okolini prve, tako da nakon premjestanja zajedno ¢ine 1-simpleks koji ostaje
fiksan, i dalje sve dok ne stvorimo n-simpleks koji ostaje fiksan. Precizan
dokaz moze se naéi u [Burde-Zieschang, str.6]. O



1.1 Uzao 1 ekvivalencije uzlova

1.1.3 Invarijante uzlova

Osnovni problem teorije uzlova je za dana dva uzla moci reé¢i da li su ekviva-
lentni ili nisu. Obi¢no se svakom uzlu pridruzi neka vrijednost koja ne ovisi o
reprezentantu njegove klase; takvo pridruzivanje zove se invarijanta uzlova.
Ako se vrijednosti invarijante za dva uzla razlikuju, jasno je da ti uzlovi
nisu ekvivalentni. No ako se vrijednosti podudaraju, ne mozemo znati jesu
li uzlovi ekvivalentni ili nisu. Jedino u slucaju kad bismo pronasli potpunu
mvarijantu uzlova, tj. takvu da potpuno razlikuje uzlove, i uz to pronasli iz-
vediv nacin racunanja te invarijante, mogli bismo raspoznati uzlove. No, cak
i kad ne postoji izvediv nacin rac¢unanja, potpune invarijante je zanimljivo
proucavati jer time proucavamo sam skup uzlova.

Slika 1.3: Uzlovi trolist i osmica

Kroz povijest se postavilo mnogo pitanja o invarijantama; jedno od njih
je da li je uopce moguce pronaci takvu invarijantu ili je to izvan dosega
izracunljivosti. Sre¢om (zapravo iskustvom, trudom i pameéu), 1961. godine
W. Haken je dokazao da to jest moguce, ali njegov algoritam stoji samo
kao dokaz egzistencije jer je u stvarnosti neprimjenjiv. Dokaz se odnosi
na izracunljivost usporedbe kompaktnih trodimenzionalnih mnogostrukosti,
komplemenata okolina uzlova.

Ako su dva linka ekvivalentna, njihovi su komplementi u S® homeomor-
fne 3-mnogostrukosti. Zato je moguce pokusati razlikovati linkove tako da se
njihovim komplementima pridruzi neka topoloska invarijanta. Ta invarijanta
moze biti fundamentalna grupa ili grupa homologije, prostor natkrivanja, i
sve §to se moze iz njih izvesti. Dokazano je da su dva uzla s homeomofnim ori-
jentiranim komplementima nuzno ekvivalentna pa je orijentirani komplement
uzla potpuna invarijanta uzlova— teorija uzlova uze je vezana s teorijom tro-
dimenzionalnih mnogostrukosti no §to se ¢ini na prvi pogled [Gordon-Luecke].
recimo, svaka 3-mnogostrukost moze se dobiti Dehnovom kirurgijom na za-
tvorenju komplementa okoline uzla.



1.2 Dijagram uzla i@ Reidemeisterovi potezi

1.2 Dijagram uzla i Reidemeisterovi potezi

K. Reidemeister je 1926. godine dao elementarni uvod u teoriju uzlova sta-
vljajuci naglasak na kombinatorni aspekt problema, koji je takoder osnovno
glediste njegove knjige Knotentheorie, prve monografije o teoriji uzlova, na-
pisane 1932. godine. On je uveo ekvivalenciju linkova kona¢nim brojem tran-
sformacija koje ¢emo sada opisati.

Najjednostavnija transformacija linka L unutar njegove klase ekvivalen-
cije jest na¢i neki trokut u R? koji sije¢e L u jednoj svojoj stranici, i zamijeniti
tu stranicu u linku drugim dvjema stranicama trokuta. Taj potez zove se
delta-potez, ili A-potez (engl. A-move) [Reidemeister].

Slika 1.4: A-potez

1.2.1 Delta-potez i ekvivalencija linkova

Moze se pokazati da su dva linka ekvivalentna ako i samo ako su povezani
konacnim brojem takvih transformacija i njihovih inverza. Ovaj rezultat
ne¢emo dokazivati, jer dokaz bi previse zadirao u tehnike PL topologije. U
radu ¢emo ga koristiti samo da prikazemo kako se na dijagramima moze
zadati invarijanta uzlova.

Ekvivalenciju linkova mogli bismo zadati na tri razli¢ita i ekvivalentna
nacina: ekvivalencija postojanjem homeomorfizma koji ¢uva orijentaciju, ek-
vivalencija postojanjem izotopije homeomorfizama i ekvivalencija kona¢nim
brojem delta-poteza [Burde-Zieschang).

1.2.2 Regularni polozaj i dijagram uzla

Koristeéi takve (proizvoljno male) A-poteze, link L mozemo lako pomaknu-
ti u poloZzaj regularan s obzirom na standardnu projekciju p: R® — R2
Ovdje regularnost polozaja znaci: (i) da se projekcijom svaki segment linka
L preslikava u segment u R?, zatim (ii) da se projekcije svaka dva segmenta



1.2 Dijagram uzla i@ Reidemeisterovi potezi

sijeku u najvise jednoj tocki, koja za disjunktne segmente nije rubna tocka,
i (iii) da nijedna tocka projekcije ne pripada projekcijama tri segmenta.

Slika regularne projekcije linka L u R?, zajedno s informacijama o relativ-
nim visinama dvije praslike svake presjecne tocke, zove se dijagram linka L.
Relativnu visinu ¢emo u dijagramu oznacavati malim prekidom u projekciji
onog segmenta koji je ispod drugog u okolini presjecne tocke, a presjecnu
tocku zvat ¢emo prijelazom (engl. crossing). Jasno je da su dva linka koji
posjeduju isti dijagram nuzno ekvivalentna.

1.2.3 Kombinatorna ekvivalencija

Dva ekvivalentna linka povezana su konac¢nim brojem transformacija kao sto
je u prethodnom odjeljku spomenuto. Te transformacije mogu se odabrati
tako da se pripadajuéi trokuti projiciraju regularno na R?. Tada su njihove
projekcije takoder trokuti pa mozemo promatrati kako izotopija linka utjece
na dijagram linka. Nakon podjele na dovoljno male transformacije, mozemo
pretpostaviti da projicirani trokut sijece dijagram linka na nekoliko jedno-
stavnih nacina.

)}O Hi\ '//ﬁ/" ’\,<,/

Slika 1.5: Reidemeisterovi potezi

Svaka dva dijagrama ekvivalentnih linkova povezana su konac¢nim slije-
dom Reidemeisterovih poteza i homeomorfizama ravnine koji ¢uvaju orijen-
taciju (i informaciju o karakterima prijelaza). Postoje tri osnovna tipa Reide-
meisterovih poteza, prikazani su na slici. Svaki potez mijenja malu okolinu
prijelaza tako da zamijeni jednu konfiguraciju dijelova linka drugom; potez
tipa I stvara ili uklanja petlju u dijagramu, potezi II i III ¢uvaju parnost
broja prijelaza.

Vaznost Reidemeisterovog otkri¢a povijesno je velika jer su na pocetku
uzlovi bili prouc¢avani ve¢inom preko dijagrama—ono je omogucilo da provje-
ra je li pridruzivanje invarijantno obzirom na Reidemeisterove poteze dokaze
ili opovrgne da je to pridruzivanje invarijanta uzlova.



1.4 Povezana suma uzlova

1.3 Simetrije uzlova i orijentacija

Veé¢ smo spomenuli da linkovi mogu biti orijentirani; za prostore S% i R3
uvijek ¢emo pretpostavljati da su orijentirani. Link s n komponenti mozemo
orijentirati na 2" nacina i ta orijentacija moze biti na dijagramu oznacena
pomocu strelica.

Ako je K orijentirani uzao, definiramo obrnuti uzao od K (engl. reverse),
uz oznaku r K, kao uzao koji je jednak uzlu K kao skupu, ali ima suprotnu
orijentaciju. Mogli bismo definirati i obrnuti link, no moramo biti oprezni,
jedini nacin da to dosljedno uc¢inimo je da kazemo da je obrnuti link od
L jednak linku L kao skupu, ali da je svaka komponenta od r L suprotno
orijentirana od pripadajuce komponente od L.

Slika 1.6: Uzao 935

Ako je L link u S? i p: S? — S2 po dijelovima linearan homeomorfizam
koji obrée orijentaciju prostora S, onda za link p(L) kazemo da je zrcalni link
linka L (engl. obverse, reflection). Klasa ekvivalencije zrcalnog linka ne ovisi
o odabiru homeomorfizma p, zato mozemo jednoznacno zadati zrcalni link od
L i p(L) éemo oznaéiti s L. Ako S® podrazumijevamo kao R? U oo mozemo
recimo uzeti za p preslikavanje (z,y,z) — (z,y,—2). Iz tog preslikavanja
je vidljivo da je dijagram linka L jednak dijagramu linka L uz sve prijelaze
izmijenjene.

Za neke uzlove ¢e K i K biti ekvivalentni, za neke neée. Jednako vrijedi
i za uzlove K i r K. Postoje orijentirani uzlovi za koje su K, r K, K i r K
cetiri razli¢ita uzla. Najjednostavniji takav uzao je uzao 93, prikazan na slici.

1.4 Povezana suma uzlova

Definicija 1.3 Za uzao kaZemo da je trivijalan (engl. unknot) ako je rub po
dijelovima linearnog diska D? smjestenog u S3.

Svaki takav uzao mozemo prevesti u rub 2-simpleksa (trokuta) smjestenog
u 53 delta potezima po triangulaciji diska, §to znaéi da trivijalni uzao po-
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1.4 Povezana suma uzlova

sjeduje dijagram bez prijelaza. Uzao koji posjeduje dijagram bez prijelaza je
jasno trivijalan.

Dva uzla J i K mozemo dodati jedan drugome i formirati povezanu sumu
(engl. connected sum) uzlova J i K, u oznaci J + K. Intuitivno, povezano
zbrajanje uzlova sastoji se u vezanju jednog i zatim drugog uzla na uze i
spajanjem krajeva uzeta. Precizno, uzmimo da su uzlovi J i K unutar dvije
disjunktne kopije sfere S3, zatim uklonimo iz svake sfere S® (malu) kuglu
B3 ¢iji je presjek s uzlom K odnosno J nezapetljan luk (tj. par kugla-luk
(B3, B3N K) je po dijelovima linearno homeomorfan kugli s istaknutim di-
jametrom, (D? %) x I), i zatim poistovjetimo nastale rubne sfere i njihove
presjeke s uzlovima tako da se orijentacije slazu.

S5 @(T/@

Slika 1.7: Povezana suma uzlova

Osnovni rezultati PL topologije kazu da je kugla koja sijece uzao u ne-
zapetljanom luku bitno jedinstvena pa je povezana suma orijentiranih uz-
lova (do na ekvivalenciju) dobro definirana. Trivijalni uzao je neutralni ele-
ment za ovo zbrajanje, Sto skup uzlova ¢ini monoidom. Niti jedan uzao
nema inverz Sto nazalost ne¢emo dokazivati, a dokazuje se metodama teorije
3-dimenzionalnih mnogostrukosti koristeci aditivnost roda uzla — invarijante
koju ¢éemo susresti kasnije. Lijep dokaz moze se pronadi u [Lickorish, str. 17].

Definicija 1.4 KazZemo da je uzao K prost (engl. prime) ako nije trivijalan
1 ako iz K = J + L sliedi da je uzao J ili L trivijalan.

Cini se da bi bilo bolje takav uzao nazvati ireducibilnim, ali ovaj naziv
opravdan je povijes¢u i time da se svaki uzao na jedinstven nacin moze prika-
zati kao suma prostih uzlova. Teorem o faktorizaciji uzlova takoder nazalost
ne¢emo dokazivati. Lijep dokaz moze se naé¢i u [Lickorish, str.19]. Dakle,
netrivijalni uzao K je prost ako nije suma dva netrivijalna uzla, tj. ako ne
postoji sfera S? smjestena u prostor S3 takva da (i) S? sijece K transverzalno
u dvije tocke, i (ii) zatvorenja dviju komponenti od S* — S? su netrivijalni
kugla-luk parovi.



1.5 Tablice uzlova

1.5 Tablice uzlova

Jednostavne uzlove mozemo zadati crtanjem dijagrama. Najmanji broj pri-
jelaza potrebnih za dijagram uzla K zove se prijelazni broj c¢(K) uzla K
(engl. crossing number). Na slici se nalazi tablica svih prostih uzlova ¢iji
prijelazni broj je najvise 8; ukljucujudi i trivijalni uzao, postoji 36 takvih do
na zrcaljenje i orijentaciju.

SBORDRY

59 Gala)

815 816 Birlna—)  8yzl(a) 810 Sap 891

Slika 1.8: Tablica uzlova

Tradicionalno, trivijalni uzao i zrcalni uzlovi nisu prikazani, i orijentacija
uzlova nije uzeta u obzir. Tako svaki uzao u tablici predstavlja moguce jos tri
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1.6 Spletni broj i dijagram linka

orijentirana uzla u S3, dobivena zrcaljenjem, obrtanjem orijentacije i kompo-
zicijom te dvije operacije. Notacija 85 jednostavno znaci da je to dogovorno
peti uzao medu uzlovima s prijelaznim brojem jednakim broju 8. Pocetak
tablice slijedi notaciju koju su odabrali u devetnaestom stoljec¢u P. G. Tait i
C. N. Little kad su ru¢no stvarali ono §to je Tait smatrao moguc¢om tablicom
elemenata. Naime, Tait je, zamijetivsi otpornost kolutova dima u prostoru,
smatrao da su atomi mozda slicni vrtlozi etera i da bi svojstva razlicitih
atoma mogla biti objasnjena njihovom razlicitom zapetljanoséu u prostoru
[Nash].

1.6 Spletni broj i dijagram linka

Dijagrami uzlova vrlo su korisni u proucavanju uzlova, osobito uz Reideme-
isterove poteze. K tome, dijagrami su pogodni za racunanje vrijednosti in-
varijanti. Ipak, definicija invarijanti pomocu dijagrama cesto skriva pravu
topolosku strukturu u pozadini tog pridruzivanja— topologiju smjestenja
kruznica u prostor S3. Takve su recimo invarijante Jonesov polinom i Ka-
uffmanova zagrada. Drugim rije¢ima, ponekad je pomocu dijagrama lako
dokazati da neko pridruzivanje jest invarijanta, a da uopce nije topoloski
jasno zasto to jest tako.

1.6.1 Spletni broj

Spletni broj (engl. linking number) koji mjeri koliko puta se jedna orijenti-
rana jednostavno zatvorena krivulja omata oko druge, s kojim ¢emo se ¢esto
susretati u ovom radu, moze se definirati i pomocu dijagrama linka.

X X

Slika 1.9: Pozitivan i negativan prijelaz

Prijelaz u dijagramu orijentiranog linka zovemo pozitivnim odnosno nega-
tivnim prijelazom ako jedan segment uzla (engl. strand) prelazi drugi seg-
ment po pravilu desne ruke odnosno lijeve ruke. Ova definicija zapravo ovisi
o orijentaciji prostora, nas prostor S® dogovorno je orijentiran po pravilu
desne ruke, tj. ima desnu bazu. Pozitivnom odnosno negativnom prijelazu
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1.6 Spletni broj i dijagram linka

dodjeljujemo predznak +1 odnosno —1. Zamijetimo da, ako uzlu obrnemo
orijentaciju, predznaci prijelaza se ne mijenjaju. Jednako vrijedi i za linkove
ako obrnemo orijentaciju svih komponenti.

Definicija 1.5 Neka je L orijentirani link s dvije komponente J i K. Spletni
broj lko(J, K) je polovica sume predznaka prijelazd u dijagramu linka gdje
jedna komponenta prelazi preko druge komponente.

Slika 1.10: Spletni broj iz dijagrama

Koristec¢i Reidemeisterov teorem lako je provjeriti da je spletni broj dobro
definiran. Ako su dva linka ekvivalentna, postoji konacan niz Reidemeiste-
rovih poteza koji prevodi dijagram jednog linka u dijagram drugog. Reide-
meisterovi potezi II i III ne mijenjaju vrijednost spletnog broja, a potez I
stvara ili uklanja prijelaz koji ne utjece na spletni broj. Spletni broj je dakle
invarijanta dvokomponentnih linkova. Jasno je da je spletni broj simetric¢an:

Iko(J, K) = lko (K, J).

Pridruzivanje lky mozemo gledati kao pridruzivanje lko(J, K) paru disjun-
ktnih uzlova J i K, i kao pridruzivanje lko(L) linku L = J U K. Ovisno o
tome mozemo ga proSiriti na sljedece nacine.

Za orijentirani link s vise od dvije komponente mozemo definirati ukupni
spletni broj kao sumu spletnih brojeva svake kombinacije dvije razlicite kom-
ponente linka L. Tako mozemo prosiriti invarijantu na skup svih orijentiranih
linkova,

Iko(L) = ) Tko(K;, K;).
i<j

Za disjunktne orijentirane linkove L i M mozemo definirati spletni broj
kao sumu spletnih brojeva medu njihovim komponentama,

lko(L, M) = "Tko(Li, M;).
.3
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1.6 Spletni broj i dijagram linka

Nismo oznacili ovaj dijagramatski spletni broj bez razloga s lky. Definicija
spletnog broja pomoc¢u dijagrama vrlo je upotrebljiva, no spletni broj je
zapravo usko povezan s prvom grupom homologije komplementa uzla. Zato
¢emo, sve dok ne dokazemo ekvivalenciju razli¢itih definicija, dijagramatski
spletni broj oznacavati s lkg, a onaj koji slijedi s lk. Sada dakle napustamo
ovu definiciju, ekvivalentnost te definicije i onih koje slijede (a bit ¢ée ih
ukupno tri) dokazat é¢emo kad ¢emo se baviti Seifertovim plohama.
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Poglavlje 2

Homologija komplementa linka

Istrazivanje komplementa uzla bilo je od velike vaznosti jos od pocetaka te-
orije uzlova. H. Tietze je 1908. godine prvi dokazao da netrivijalni uzlovi
postoje tako Sto je izracunao fundamentalnu grupu komplementa trolista.
On je postavio hipotezu da su dva uzla ekvivalentna ako i samo ako su
homeomorfnih komplemenata. C. M. Gordon i J. Luecke su 1988. godine
dokazali da je ta hipoteza to¢na. Homologija komplementa uzla nije se po-
kazala plodnom za razlikovanje uzlova, no fundamentalna grupa jest; u ovom
poglavlju razvit ¢emo neke homoloske metode koje ¢e nam kasnije posluziti
da prou¢imo fundamentalnu grupu komplementa uzla.

2.1 Grupa uzla

Fundamentalna grupa komplementa uzla, grupa uzla, vrlo je bitna invarijanta
uzlova— od ranih pocetaka koristena je u proucavanju uzlova. W. Wirtinger
je 1905. godine dao jednostavnu metodu koja iz dijagrama uzla iznosi prezen-
taciju grupe uzla, Wirtingerovu prezentaciju. M. W. Dehn je 1910. godine
definirao grupu uzla, i koristeéi implicitno periferni sistem, o kojem ¢emo
govoriti kasnije, 1914. godine dokazao da lijevi i desni trolist nisu ekvivalentni.

R. Fox je 1952. godine uveo pojam perifernog sistema i pokazao da peri-
ferni sistem moze razlikovati neke uzlove koje sama grupa uzlova ne moze.
Dehnova lema i Teorem o petlji i sferi (engl. Dehn Lemma, Loop and Sphere
Theorem), koje je dokazao C. D. Papakyriakopoulos 1957. godine, omoguéili
su da F. Waldhausen 1968. godine pokaze da periferni sustav odreduje kom-
plement uzla i zato je potpuna invarijanta uzlova. Rezultati vezani uz Wir-
tingerovu prezentaciju i periferni sistem mogu se naé¢i u [Burde-Zieschang,
str. 32].

14



2.2 Puni torus i regularna okolina uzla

2.2 Puni torus i regularna okolina uzla

Zatvorena okolina kruznice smjeStene u S® je pun torus. Mi éemo Eesto
umjesto komplementa uzla proucavati komplement njegove otvorene oko-
line—prednost je u tome Sto je komplement otvorene okoline, za razliku
od komplementa uzla, kompaktna mnogostrukost.

2.2.1 Meridijani i paralele

Na rubu punog torusa N postoje dvije bitne krivulje, meridijan p i paralela
A, koje se sijeku u jednoj tocki i ¢ije klase generiraju prvu homolosku grupu
torusa ON,

H{(ON) =2 Z ®Z.

U torusu S' x S' kao zasebnom prostoru, te dvije krivulje su opéenito
zamjenjive, no u rubu punog torusa bitno se razlikuju. Svaki automorfizam
punog torusa N (koji ¢uva orijentaciju) nuzno prevodi klasu [u] € Hy(ON)
u istu klasu, za razliku od klase [A] koju moze prevesti u bilo koju klasu
[A] + k[u]. Takav homeomorfizam mozemo zamisliti tako da u mislima pre-
rezemo puni torus po disku razapetom meridijanom, zakrenemo ga (engl.
twist) oko njegove osi k puta, i opet zalijepimo. Zato je na rubu punog
torusa, do na homolognost i orijentaciju, meridijan g moguce jednoznaéno
zadati, a paralelu A\ nije.

Slika 2.1: Puni torus

Bitna krivulja u N koja razapinje disk u punom torusu N zove se me-
ridijan punog torusa N, a sve bitne krivulje A u N takve da je, uz neku
orijentaciju, [A] =1 u Hy(N) = Z paralele punog torusa N.

Birajuéi generatore slobodne abelove grupe H;(ON), klasa [u] istice se
kao jedini nedjeljivi element grupe H;(ON) koji je trivijalan u Hy(NV):

(] =0¢€ Hi(N) i [u]je nedjeljiva u H(ON),
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2.2 Puni torus i regularna okolina uzla

dok su sve klase [A] + k[u] u Hi(ON) automorfizmima punog torusa N
medusobno zamjenjive, i imaju sljedeca svojstva:

A+ k[p]=1€ Hi(N) 1 [N+ klu] je nedjeljiva u Hy(ON).

2.2.2 Torus smjeSten u prostor S°

Smjestimo sada puni torus N standardno u S®. Zatvorenje njegovog kom-
plementa S® — N takoder je pun torus standardno smjesten u S*, nazovimo
ga X. Prostor S® sada je unija dva puna torusa N i X ¢iji presjek je torus
XNN = 90X = ON. Meridijan punog torusa X jedna je od paralela punog to-
rusa N, zato je sada moguce i medu paralelama punog torusa N jedinstveno
(do na homolognost i orijentaciju u H;(ON)) odabrati jednu. Odaberimo
paralelu punog torusa /N koja je meridijan punog torusa X, tu krivulju zvat
¢emo paralela punog torusa N standardno smjestenog u S°.

- L

/,--'

(2

E S

solid torus inside outside both sides

Slika 2.2: Torus smjesten u prostor S®

Ako puni torus N nije standardno smjesten u S®, zatvorenje njegovog
komplementa ne mora biti pun torus. No, ipak, sustav (u, \) meridijana i
paralele moze se do na orijentaciju i homolognost u N jedinstveno zadati,
Sto ¢emo uskoro pokazati.

2.2.3 Regularna okolina uzla

Uzao K je kruznica po dijelovima linearno smjestena u S® dakle potkompleks
od S3. Njegova reqularna okolina N je simplicijalna okolina od K u drugoj iz-
vedenoj (engl. derived) subdiviziji kompleksa S3, ona je jedinstvena do na po
dijelovima linearnu izotopiju kompleksa S3. Stovise, za svake dvije regularne
okoline potkompleksa K, moze se postic¢i i da izotopija koja prevodi jednu
okolinu u drugu ostavlja na miru potkompleks K i S? izvan neke okoline od
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2.3 Homologija komplementa uzla

K. Regularna okolina uzla je zatvorena trodimenzionalna podmnogostrukost
kompleksa S3, ona je pun torus, i uzao je njen deformacijski retrakt. Klasi¢na
literatura o PL topologiji i regularnim okolinama je [Rourke - Sanderson)].

bueollar / '

Hubular
V\e«'rlkhmrhwﬁ

Slika 2.3: Regularna okolina uzla

2.3 Homologija komplementa uzla

Neka je K uzao u S? s regularnom okolinom, punim torusom N. Vangstina X
uzla K je zatvorenje od S®— N, ona je kompaktna povezana 3-mnogostrukost
¢iji rub 0X je torus. Vanjstina X jednakog je homotopskog tipa kao kom-
plement S3 — K uzla, i vrijedi XN N =0X =0N i X UN = S3.

2.3.1 Homologija vanjStine uzla

Teorem 2.1 Neka je K orijentirani uzao u (orijentiranoj) S®, N njegova
reqularna okolina i neka je X njegova vanjstina, zatvorenje od S® — N. Tada
je grupa Hi(X) prirodno izomorfna grupi Z i generirana je klasom jednos-
tavno zatvorene krivulje u uw ON, takve da razapinje disk D u N koji sijece K
u tocno jednoj tocki, i to s pozitivnom orijentacijom. K tome, druga i treca
homoloska grupa vanjstine uzla su Ho(X) =0 i H3(X) = 0.

Dokaz. Koristit ¢emo Mayer-Vietorisov dugi egzaktni niz koji daje odnos
homologija dvaju prostora s homologijama njihove unije i presjeka. Buduéi da
smo pretpostavili da su svi linkovi kruznice po dijelovima linearno smjestene
u S3, pretpostavit éemo da su X i N potkompleksi neke triangulacije od S3
i koristiti simplicijalnu homologiju. Slijedi Mayer-Vietorisov niz za vanjstinu
X i okolinu N, dva puna torusa koji imaju zajednicki rub, torus X N N.
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2.3 Homologija komplementa uzla

— H(XNN) — H(X)®H(N) — H(S* —

Grupe H3(X) i H3(N) su trivijalne jer se svaka kompaktna povezana tri-
angulirana 3-mnogostrukost s nepraznim rubom sklapa na neki svoj
2-dimenzionalni potkompleks i zato ima trivijalnu 3-dimenzionalnu homo-
logiju. Homologije torusa, punog torusa i 3-sfere su poznate, pa dobivamo
sljeded¢i dugi egzaktni niz u kojem je samo homologija vanjstine X nepoznata:

— 0 — 4
— Z —  HyX) — 0
— Z97Z — HhX)eZ — 0 —

Grupe H3(S®) i Ho(X N N) obje su kopije grupe Z, no da bismo nesto
zakljucili o grupi Hy(X') moramo znati kakvo je to preslikavanje Z — Z medu
njima:

Z Z 0

Sjetimo se da dugi egzaktni Mayer-Vietorisov niz homologija proizlazi iz
kratkog egzaktog niza pripadajuc¢ih lancanih kompleksa. Prvo preslikavanje
u nizu je a: x +— (z,—z), a drugo 8: (z,y) — = + y.

0 — C3(XNN) — C3(X)®C5(N) — C5(5*) — 0

1 ) l

Ciklus z € (3(S?) cija klasa je generator od H3(S®) suma je svih
3-simpleksa prostora S3, koherentno orijentiranih: 9z = 0. Ciklus 2 moze
se prikazati kao z = x + y, gdje je x € C3(X) suma svih 3-simpleksa u
X, iy € C3(N) suma svih 3-simpleksa u N. Slijedi da je d(z +y) = 0 i
B(z,y) = z.

Rub od (z,y) je (0x,0y) € Cy(X) B Co(N); Oz je suma svih 2-simpleksa
u X, i dy suma svih 2-simpleksa u N. Vrijedi jednakost 0z = —0y i oba
ruba su jednaka sumi svih 2-simpleksa u X N N, koherentno orijentiranih.
Dakle, (0x, dy) jednak je (Ox, —0x), i to je slika po homomorfizmu « ciklusa
Jxr = —3dy, a to je upravo ciklus ¢ija je klasa generator grupe Hy(X N N).

Generator grupe H3(S3) = Z preslikava se dakle u generator grupe
Ho(X N N) 2 Z pa slijedi da je preslikavanje H3(S%) — Ho(X N N) izomor-
fizam grupa cijelih brojeva. Zbog toga iz gornjeg egzaktnog niza homoloskih
grupa zakljucujemo da je Hy(X) = 0.

Pogledajmo sada drugi egzaktni niz koji slijedi iz Mayer-Vietorisovog niza.
Zbog egzaktnosti srednje preslikavanje je izomorfizam pa je H1(X) 2 Z iz

18
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YASY/ Z

Pokazali smo da je prva homoloska grupa H;(X) vanjstine uzla izomorfna
grupi Z, preostaje joS pokazati da je taj izomorfizam prirodan. Neka je
i krivulja u ON kao u iskazu teorema. Krivulja p je dakle jednostavno
zatvorena krivulja u 0N koja razapinje disk u N koji sijece uzao K u jednoj
tocki s pozitivnom orijentacijom. Dokazat ¢emo da je krivulja s tim svoj-
stvima do na homolognost jedinstvena u H;(X) i da je klasa [u] generator
grupe H;(X).

Neka su i i A redom neki meridijan i paralela punog torusa /N. Njihove
homoloske klase, [fi] i [A], generatori su grupe Hy(X NN) = Z@®Z. Meridijan
i1 je bitna krivulja u ON koja razapinje disk u N —ona je do na orijentaciju
i homolognost u N jedinstvena i vrijedi [] = 0 u Hy(N).

Preslikavanje o, u prethodnom egzaktnom nizu je izomorfizam pa su slike
generatora grupe Hy (X N N) generatori grupe Hy (X )@ Hy(N). Izomorfizam
a, djeluje ovako:

A= (14,0) 1 A= (AL [=A):

Iz toga odmah slijedi da [\] generira Hy(N) i [fi] generira Hy(X). Kri-
vulja p razapinje disk u N koji sijece K u tocno jednoj tocki pa je nuzno
bitna u ON. Zato mora vrijediti da je [u] = £[i] u grupi Hy(ON). Krivulja
i je zbog toga jedinstvena do na homolognost u H(X), i klasa [u] generira
Hy(X). O

Neka je X vanjstina uzla K, i neka su A i orijentirane jednostavno
zatvorene krivulje u 0X kao u prethodnom teoremu. Klasa [;\] u Hy(X)
jednaka je k[u| za neki cijeli broj k. Odaberimo umjesto paralele A para-
lelu A takvu da je [A] = [5\ — ku|. Takva paralela A\ jedinstvena je do na
orijentaciju i homolognost u N, i vrijedi da je [A\] = 0 u H;(X). Sada jos
preostaje odabrati orijentaciju od £[A] —odaberimo onu paralelu A takvu da
je homologna s K u N i time je i generator za H;(/N) prirodno jedinstveno
odreden.

2.3.2 Istaknuti reper i spletni broj

Rub okoline uzla u S® dakle posjeduje dvije krivulje, p i A, koje predstavljaju
generatore grupa Hy(X) i H;(N) redom, i ¢ine te grupe prirodno izomorfnim
grupi Z.

Definicija 2.1 Neka je K orijentirani uzao u (orijentiranoj) S s reqular-
nom okolinom punim torusom N. Meridijan p uzla K je bitna jednostavno
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2.3 Homologija komplementa uzla

zatvorena krivulja w ON koja razapinge disk u N. Paralela A uzla K je jed-
nostavno zatvorena krivulja w ON takva da je homologna s K u okolini N 1
nul-homologna u vanjstini X uzla K.

Homologne krivulje u torusu nuzno su i homotopne jer H;(ON) je abelova
grupa pa je H;(ON) prirodno izomorfna s w1 (ON). Ako su k tome i jedno-
stavno zatvorene i disjunktne, homologne krivulje u rubu torusa nuzno su
i izotopne. Meridijan i paralela uzla zato su jedinstvene do na izotopiju
prostora S® i time je prethodna definicija opravdana.

Meridijan i paralela uzla ¢ine istaknuti sustav krivulja na ON u S® — par
(i, A) zato zovemo istaknutim reperom uzla K. Opcenito, fundamentalna
grupa komplementa uzla nije dovoljna da bi razlikovala uzlove, ali ako se
njoj doda i informacija o homotopskoj klasi meridijana i paralele uzla, do-
bije se potpuna invarijanta uzlova. Ta trojka (m1(S® — K), [u],[\]) naziva
se periferni sistem wuzla (engl. peripheral system); elementi [u] i [A] grupe
71(S? — K) odredeni su do na konjugaciju. To je potpuna invarijanta uzlova.
[Burde-Zieschang, str. 40]

Orijentiranoj jednostavno zatvorenoj krivulji J u komplementu uzla K
na prirodan na¢in pridruzen je broj k € Z za koji je [J] = k[u] u H,(S® — K).

Slika 2.4: Istaknuti reper uzla

Definicija 2.2 Neka su J 1 K disjunktne orijentirane jednostavno zatvorene
krivulje u S3. Spletni broj 1k(J, K) krivulja J i K jednak je onom broju k € Z
za koji vrigedi [J] = klu] € H (S® — K), gdje je [u] prirodan generator grupe
H\(S® - K)~7Z.
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2.4 Homologija komplementa linka

Mozemo to krace pisati i ovako:
k(J,K) = [J] u H(S® - K).

Propozicija 2.1 Neka je K orijentirani uzao u S® i X njegova vanjstina.
Neka je p meridijan uzla K. Ako je C orijentirana jednostavno zatvorena
krivulja w X, njena homoloska klasa [C] uw H1(X) jednaka je

[C] =1k(C,K)[u] € H(S* - K). O

2.4 Homologija komplementa linka

Na slican nacin mozemo izracunati grupe homologije komplementa linka u
prostoru S%. Regularna okolina N orijentiranog linka L s n komponenti
je disjunktna unija n punih torusa. Vangstina X linka L je zatvorenje od
S3 — N. Rub 0X = ON = X N N je disjunktna unija n torusa.

2.4.1 Homologija vanjstine linka

Vanjstina X linka L jednakog je homotopskog tipa kao komplement S% — L
linka L, inkluzija X < S® — L je homotopska ekvivalencija pa su homologije
vanjstine X i komplementa S® — L prirodno izomorfne.

Teorem 2.2 Neka je L orijentirani link s n komponenti u S3, N njegova re-
gularna okolina, i neka je X njegova vanjstina, zatvorenje od S — N. Tada
je prva homoloska grupa Hy(X) vangstine X prirodno izomorfna direktnoj
sumi @, Z i generirana je homoloskim klasama meridijand pu, . . ., pt, indi-
vidualnih komponenti linka L. Druga i tre¢a homoloska grupa vanjstine X
redom su jednake Ho(X) = €D, Z i H3(X) = 0.

Dokaz. Neka su Ny, ..., N, redom regularne okoline individualnih kom-
ponenti Ly, ..., N, linka L. Regularna okolina /N sastoji se od n disjunktnih
punih torusa smjestenih u S®. Njen rub ON = 9X disjunktna je unija torusa,

XﬁN:Ué)Ni.

Jednako kao u dokazu prethodnog teorema zakljué¢ujemo da su Hz(X) i
H3(N) trivijalne grupe i iz Mayer-Vietorisovog niza dobivamo dva egzaktna
niza za par N i X. Prvi egzaktni niz je:

0 — H3(S%) — Hy(XNN) —s Hy(X)® Hy(N) —> 0.
Z L 0
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2.4 Homologija komplementa linka

Ovdje na slican nac¢in kao u teoremu o homologiji vanjstine uzla zakljucujemo
da se generator od Hj(S?) preslikava u (+1,...,+1) € €, Z i zato je grupa
H,(X) izomorfna sa @, , Z. Drugi egzaktni niz je:

0 — Hi(XNN) — H(X)®H(N) — 0.
PZ D7
2n n

Buduéi da je u ovom nizu srednje pridruzivanje izomorfizam, vrijedi da
je grupa H;(X) izomorfna grupi @, Z. Sada jos treba pokazati da je taj
izomorfizam prirodan.

Grupa H;(X N N) prirodno je izomorfna grupi @, (Z @ Z), gdje je svaki
sumand H;(ON;) = Z & Z generiran klasama meridijana yu; i paralele \; pri-
padajuce komponente L;. Grupa H;(N) na isti na¢in prirodno je izomorfna
grupi @, Z, gdje je svaki sumand H;(N;) = Z generiran klasom paralele
A; pripadaju¢e komponente L;. Sli¢no kao u teoremu o homologiji vanjstine
uzla, zakljucujemo da je grupa H;(X) prirodno izomorfna grupi €, Z i ge-

nerirana klasama meridijana pq, . . ., i, individualnih komponenti Ly, ..., L,
linka L. [J

Dakle, jedinstveno su odredeni meridijani py, ..., p, i paralele Ay, ..., A\,
linka L s komponentama L, ..., L,. Meridijan y; razapinje disk u regularnoj

okolini NN; komponente L;, i zato je [p;] = 0 u grupi Hy(S® — L) za i # j.
Paralela \; homologna je komponenti L; u regularnoj okolini N;, i zato je
[Ai] = [Li] u grupi Hy(S® — L;) zai # j.

2.4.2 Spletni broj

Mogli bismo rec¢i da paralele Ay,..., A, linka L na neki na¢in predstavljaju
u S® — L komponente Ly, ..., L, u L. Za meridijane p,, ..., i, mogli bismo
reéi da u komplementu S® — L predstavljaju bazu dualnu bazi predstavljenoj
sLy,...,L,ulL.

Propozicija 2.2 Neka je L orijentirani link u S® s n komponenti L1, ..., Ly,
i C oryjentirana jednostavno zatvorena krivulja u komplementu linka L. Neka
SU fby, - . ., p Tedom meridijant individualnih komponenti linka L. Tada je
klasa [C] u H,(S® — L) jednaka

(€] = Z Ik(C, Li)[w] € Hi(S® — L).

Dokaz. Klasa [C] u H1(S® — L) jednaka je >, k;[u;] za neke k; € Z. Vrijedi
da je klasa [p;] = 0 u grupi Hi(S® — L;) za j # i, i vrijedi da su ciklusi
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2.4 Homologija komplementa linka

homologni u S* — L homologni i u S — L; za svaki i. Iz toga slijedi da je
klasa [C] u H{(S® — L;) jednaka k;[u;]. S druge strane, znamo da je

[C] = 1k(C, L)1) € Hi(S* — L;).
1z toga slijedi k; = 1k(C, L;) $to smo i trebali pokazati. O

Za jednostavno zatvorenu orijentiranu krivulju C' u komplementu orijen-
tiranog linka L, definiramo spletni broj uzla C'i linka L sa

k(C,L) = > 1k(C, L).

Zapisimo sada ukratko homologiju komplementa orijentiranog linka L s
n komponenti u S3,

7 za k =0,
Z k=1
Hu(S? — (LU oL~ D ane=
D, Z zak=2,
0 inace.
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Poglavlje 3

Seifertove plohe

U ovom poglavlju pokazat ¢emo da je svaki link u S® rub neke orijentabilne
plohe smjestene u S3. Te plohe ¢ée nam omoguéiti da definiramo neke inva-
rijante uzlova—u ovom poglavlju rod uzla, a kasnije i Alexanderov polinom
uzla i mnoge druge.

3.1 Klasifikacija ploha

Na povezanu plohu mozemo dodati rucku (engl. tubing) tako da iz plohe uklo-
nimo interijere dva diska D?, i na rubove homeomorfne S! koji su nastali time
zalijepimo rubove cijevi S! x I. Ako je ploha orijentabilna, pazimo pri tome
da rubove poistovjetimo postujuci orijentabilnost plohe. Svaka zatvorena
povezana orijentabilna ploha homeomorfna je, za neki g, sferi s g dodanih
rucki, M,. Broj rucki g je rod (engl. genus) plohe M,.

O & S0

Slika 3.1: Klasifikacija ploha

Kompaktna povezana orijentabilna ploha s nepraznim rubom homeomor-
fna je, za neke ¢ i n, plohi M, ,, sferi s g dodanih rucki i uklonjenim inte-
rijerima n diskova. Rod te plohe je takoder g, n je broj komponenti njenog
ruba.
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3.2 Definicija i konstrukcija Seifertove plohe

Teorem 3.1 Duije povezane orijentabilne kompaktne plohe su homeomorfne
ako i samo ako su istog roda i tmaju isti broj komponenti ruba. [

FEulerova karakteristika plohe F' jednaka je v — e + t, gdje je v broj vrhova,
e broj bridova i ¢t broj trokuta u nekoj triangulaciji plohe F'. Eulerova ka-
rakteristika ne ovisi o triangulaciji plohe F'.

Propozicija 3.1 Eulerova karakteristika plohe M, ,, je
X(My,) =2—2g —n.

Dokaz. Sferu s g rucki i n komponenti ruba dobit ¢emo tako da iz sfere S?
uklonimo interijere 2g + n diskova i zatim zalijepimo rubove ¢ cijevi na 2g
kruznica u rubu nastale plohe. Zato je

X(Myn) =x(S%) = (29 +n) + gx(S' xI) =2gx(S") =2—29 —n. O

Ako ploha nije povezana, njen rod jednak je sumi rodova njenih komponenti.
Istim postupkom kojim dodajemo rucku na povezanu plohu, mozemo pomocéu
cijevi povezati dvije plohe (engl. piping).

3.2 Definicija i konstrukcija Seifertove plohe

Prvi konstruktivni dokaz da svaki uzao razapinje neku orijentabilnu plohu
dao je H. Seifert — konstrukcija polazi od dijagrama uzla i jednostavna je —
dokazi egzistencije koji su predhodili tome bili su puno kompleksniji. Seifert
je 1934. godine definirao rod uzla, invarijantu koja zauzima srediSnje mjesto
u teoriji uzlova, o kojoj ¢emo takoder u ovom poglavlju govoriti.

3.2.1 Definicija Seifertove plohe

Definicija 3.1 Neka je L orijentirani link v S3. Za plohu F kazemo da
je Seifertova ploha linka L ako je F' povezana orijentirana kompaktna ploha
smjestena u S® ¢iji je orijentirani rub link L.

Zamijetimo da ovdje takoder nije bitno uzimamo li link kao podskup
od S3 ili kao klasu ekvivalentnih podskupova od S® —homeomorfizam koji
prevodi jedan link u drugi nosi s linkom i njegovu Seifertovu plohu.

Naravno da je svaka povezana kompaktna orijentirana ploha s rubom,
smjeStena u S®, Seifertova ploha nekog orijentiranog linka u S®. No nije
odmah jasno da svaki link posjeduje takvu plohu. Pogledajmo najprije kako
mozemo konstruirati neke plohe razapete odredenim linkom L u S3.
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3.2 Definicija i konstrukcija Seifertove plohe

Osjenc¢ajmo naizmjence podruéja na koja projekcija linka L dijeli S? kao
sto su osjenc¢ana polja na Sahovskoj ploci (engl. checkboard coloring). Iz
Jordanovog teorema (indukcijom po broju presjeka zatvorene krivulje) slijedi
da to mozemo uvijek uciniti.

Slika 3.2: Plohe razapete trolistom

Tamna podruéja uzmimo kao diskove u S? spojene malim napola zakre-
nutim trakama u okolini prijelaza; trake naravno nisu sadrzane u S?. Time
smo dobili plohu ¢iji rub je link L.

Neki dijagrami ovako ¢e dati orijentabilnu plohu, neki nece. Medu razlic¢itim
dijagramima jednog linka, mogu neke pripadajuce plohe biti orijentabilne, a
druge ne. Na slici se nalaze dvije plohe za trolist (engl. trefoil knot) — jedna
jest, a druga nije orijentabilna. Postoji jo§ jedna ploha koju mozemo dobiti
iz istog dijagrama na S? uzevsi svijetla podruéja, no niti ona ne mora biti
orijentabilna. Na slici koja slijedi nalaze se svijetla i tamna ploha za osmicu
(engl. figure-eight knot).

Slika 3.3: Svijetla i tamna ploha razapeta osmicom

Potrebna je op¢a metoda konstrukcije koja ¢e uvijek dati orijentabilnu
plohu. Takva je sljedeca, Seifertova metoda.
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3.2 Definicija i konstrukcija Seifertove plohe

3.2.2 Konstrukcija Seifertove plohe

Teorem 3.2 Svaki orijentirani link v S* posjeduje Seifertovu plohu.

Dokaz. Seifertov algoritam. Neka je D orijentirani dijagram orijentiranog
linka L, i neka je D dijagram koji je jednak D svugdje osim u malim okoli-
nama prijelaza gdje je izmijenjen kao Sto je prikazano na slici.

\/‘ \_/
Slika 3.4: Uklanjanje prijelaza

Zamijetimo da su time uklonjeni svi prijelazi dijagrama, i da je uklanja-
nje prijelaza (engl. smoothing) uskladeno s orijentacijom linka; dijagram D
zato je disjunktna unija orijentiranih jednostavno zatvorenih krivulja u
S? = R? U {0}, koje ¢emo zvati Seifertovim kruznicama dijagrama D.
Mozemo pretpostaviti da niti jedna od tih krivulja ne sadrzi tocku oo pa
promotrimo njihov polozaj u R? C S2. Svaka od tih krivulja separira R? na,
dva dijela, unutrasnji dio homeomorfan krugu i vanjski neomedeni dio. Sferu
S? separira na dio koji ne sadrzi tocku oo i dio koji je sadrzi.

Sada ¢emo konstruirati plohu. Uzet ¢emo disjunktnu uniju diskova, po
jedan za svaku Seifertovu kruznicu, i postaviti ih iznad R? tako da je projek-
cija ruba svakog diska njemu pripadajuca Seifertova kruznica. Diskove ¢ije
su Seifertove kruznice jedna unutar druge postavit ¢emo na razlicite visine.
Preciznije, postavimo disk na visinu k 4 1 ako je njegova Seifertova kruznica
unutar tocno k Seifertovih kruznica. Jednostavno rec¢eno, ako bismo pogle-
dali tako postavljene neprozirne diskove odozgo, svaki rub bio bi vidljiv i
vidjeli bismo upravo dijagram D. Povezimo sada diskove malim napola zavr-
nutim trakama u skladu s prijelazima na dijagramu D, kao Sto je prikazano
na slici.

Slika 3.5: Dodavanje traka
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3.8 Rod uzla

Svaki disk naslijedio je orijentaciju pripadajuce Seifertove kruznice i doda-
vanje traka postuje tu orijentaciju pa time nastaje orijentirana ploha i njen
rub je ocito link L. Ako ploha nije povezana, njene komponente povezimo
dodavanjem dugih uskih cijevi postujuci orijentaciju plohe. [J

3.2.3 Primjeri Seifertovih ploha

Svaki link je rub raznih Seifertovih ploha. Seifertove plohe smatramo razlici-
tima ako ne moZemo prevesti jednu u drugu homeomorfizmom prostora S3.
Jasno, ako su plohe razlic¢itog roda, moraju biti razli¢ite, no postoje i razlicite
Seifertove plohe istog ruba i istog roda.

Dvije takve plohe mozemo zamisliti ako pogledamo sljedeé¢u sliku. Lijevo
na slici nalazi se ploha c¢iji je rub uzao i dvije male kruznice. Na te dvije
kruznice mozemo zalijepiti rub cijevi na dva razli¢ita nacina i tako dobiti
dvije razlicite plohe istog roda i razapete istim uzlom. U prvom sluc¢aju cijev
¢emo smjestiti tako da slijedi zapetljani dio plohe, u drugom tako da proguta

zapetljani dio.
L/
(

Slika 3.6: Seifertove plohe istog roda i ruba

3.3 Rod uzla

Najmanji broj g za koji postoji Seifertova ploha roda g za dani uzao inva-
rijanta je uzlova. Taj broj, za odredeni uzao K, zvat ¢emo rodom uzla K.

Definicija 3.2 Rod g(K) uzla K je

g(K) = min{g(F) : F je Seifertova ploha za K}.
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3.8 Rod uzla

Slika 3.7: Seifertove plohe i rod linka

Zamijetimo da je uzao K trivijalan ako i samo ako je g(K) = 0. Isto tako,
ako uzao ima Seifertovu plohu roda 1, a zna se da nije trivijalan, njegov rod
je g(K) = 1. Opcenito je vrlo tesko odrediti rod uzla.

Definicija roda lako se moze prosiriti i na linkove s proizvoljnim brojem
komponenti. Rod ne ovisi o orijentaciji uzla pa ne¢emo zahtijevati niti da
ovisi o orijentaciji linka. Tako je recimo link na sljedecoj slici roda 0 jer je
uz odabir orijentacije na desnoj slici njegova Seifertova ploha vijenac.

Pogledajmo sada kako iz dijagrama uzla mozemo izracunati rod plohe.
Oznacimo sa s broj Seifertovih kruznica, a s ¢ broj prijelaza u dijagramu
uzla. Seifertovu plohu dobit ¢emo iz disjunktne unije s diskova i ¢ traka
lijepljenjem. Eulerova karakteristika diska i trake je 1 pa zajedno doprinose
s + ¢ Eulerovoj karakteristici Seifertove plohe. Poistovjeé¢ivanjem 2¢ segme-
nata na rubovima diskova s jednako toliko segmenata na rubovima traka,
oduzet ¢emo 2¢ od prethodne sume jer je Eulerova karakteristika segmenta
takoder 1. Time dobivamo broj s — c.

Dakle, Eulerova karakteristika Seifertove plohe konstruirane iz dijagrama
sa s Seifertovih kruznica i ¢ prijelaza jednaka je

X(F)=s—c.

Iz jednakosti x (F') = 1 —2g(F) slijedi da je rod Seifertove plohe izvedene
iz dijagrama sa s Seifertovih kruznica i ¢ prijelaza:

g(F):%(c—sH).

Propozicija 3.2 Neka je K uzao u S® i neka je D neki njegov dijagram.
Neka je s broj Seifertovih kruznica i ¢ broj prijelaza u dijagramu D. Tada za
rod uzla K vrijedi sljedeca nejednakost:

g(K)S%(c—s—i—l). O
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3.4 Seifertova ploha i spletni broj

3.4 Seifertova ploha i spletni broj

U prethodna dva poglavlja definirali smo spletni broj na dva razli¢ita na¢ina —
u svakom u skladu sa specificnim pogledom u tom poglavlju na odnos uzlova
u prostoru. U prvom poglavlju, spletni broj definiran je pomoc¢u dijagrama
linka, a u drugom pomoé¢u homologije komplementa uzla. U ovom poglavlju
karakterizirat ¢emo spletni broj pomocu presjecnog broja i Seifertovih ploha,
i dokazati da su sve definicije ekvivalentne.

3.4.1 Presjecni broj

Definicija 3.3 Neka je J orijentirana krivulja u S® i F orijentirana ploha
u S3. Presjecni broj J - F' krivulje J s plohom F je razlika broja pozitivnih i
broja negativnih presjeka krivulje J s plohom F'.

Neka je F Seifertova ploha linka L u S®. Ploha F — K jeu S® — K
orijentirana i ima otvorenu okolinu koju separira na dva otvorena skupa N+t
i N-. Notacija je odabrana tako da je NT s pozitivne, a N~ s negativne
strane plohe F. Presjecni broj dobit ¢emo takoder ako od broja presjeka

gdje J prolazi lokalno iz N~ u N* oduzmemo broj presjeka gdje J prolazi
lokalno iz Nt u N—.

Slika 3.8: Otvorena okolina plohe bez ruba

Ve¢ smo se susreli s presjecnim brojem kad smo definirali meridijan uzla K.
Za predstavnika generatora prve homologke grupe H;(S® — K) komplementa
uzla K, bili smo odabrali krivulju p koja je rub orijentiranog diska D takvog
da je presjecni broj K - D jednak 1. Mozemo dakle za meridijan p pisati:

K-D=1=Ik(uK)=[u € H(S* - K).

Presjecni broj i prva homoloska grupa komplementa uzla usko su pove-
zani. Da bismo to pokazali, najprije definirajmo presjecni broj malo opcenitije:

Definicija 3.4 Neka suc =3 c, 1-lanac i D =} ; Dg 2-lanac u opéem
polozaju u S3. Presjeéni broj c- D lanaca ¢ i D jednak je

C'D:ZCQ-Dg,
.f

30



3.4 Seifertova ploha i spletni broj

gdje je presjecni broj c - Dg 1-simpleksa c, @ 2-simpleksa Dg jednak +1,
ili —1, ile O ovisno o tome da li je njihov presjek redom pozitivan, ili negati-
van, ili se uopce ne sijeku.

Presjecni broj je oc¢ito bilinearan gdje je dobro definiran. No posjeduje i
odredenu simetriju. Recimo, presjeéni broj meridijana p i Seifertove plohe F'
uzla K jednak je takoder 1. Vrijedi dakle jednakost:

OD-F=p-F=1=D-K=D-0F.

Propozicija 3.3 Neka su C i D 2-lanci v opéem poloZaju u prostoru S3.
Tada vrijedi:
oC-D=C-0D.

Dokaz. Jednakost slijedi direktno iz definicije presjecnog broja jer jednakost
vrijedi za svaka dva 2-simpleksa u opéem polozaju u S®. Dovoljno je nacrtati
dva trokuta u opéem polozaju, tj. tako da se svaki 1-simpleks i 2-simpleks
sijeku u interijerima oba ili se uopce ne sijeku. [

Propozicija 3.4 Neka je J oryentirana jednostavno zatvorena krivulja u
komplementu S® — L orijentiranog linka L. Neka su F i F' dvije Seifertove
plohe za L. Tada vrijedi:

J-F=J F|,

3. presjecni broj uzla J sa Seifertovom plohom uzla K ne ovisi o odabiru
Seifertove plohe F uzla K.

Dokaz. Krivulja J je 1-ciklus u prostoru S® ¢ija je prva homologka grupa
trivijalna. Zbog toga je svaki 1-ciklus ujedno i 1-rub pa za 1-ciklus J postoji
neki 2-lanac D u S® takav da je 9D = J. Sada iz prethodne propozicije lako
slijedi

J-F=0D-F=D-0F=D-K,
iz Cega se jasno vidi da je J - F' = J - F’ zbog OF = 0F' = K. O

Propozicija 3.5 Neka je J orijentirana jednostavno zatvorena krivulja u
komplementu S® — L orijentiranog linka L. Neka je J' neki 1-ciklus u S® — L
homologan 1-ciklusu J, i neka je F neka Seifertova ploha za L. Presjecni
broj J-F' jednak je tada presjecnom broju J'-F, tj. presjecni broj J-F krivulje
J sa Seifertovom plohom F ne ovisi o reprezentantu klase [J] uw Hy(S® — L).

Dokaz. Uzmimo da je J' neki drugi 1-ciklus koji reprezentira klasu [J]. Ciklus
J' i krivulja J homologni su u prostoru S® — L pa je J — J' rub nekog
2-lanca D u S® — L. Iz toga odmabh slijedi da je D - L = 0 jer se lanci D i L
uopée ne sijeku. Dakle, (J —J')-F=0D-F=D-0F =0. 0O
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3.4 Seifertova ploha i spletni broj

3.4.2 Spletni broj

Ukratko, u prethodnom odjeljku pokazali smo:

Teorem 3.3 Neka je L orijentirani link u S®, F Seifertova ploha za L i C
jednostavno zatvorena orijentirana krivulja u S® — L. Tada:

(i) Presjecni broj C - F ne ovisi o reprezentantu klase [C| € H,(S® — L), i
(ii) Presjecni broj C' - F ne ovisi o odabiru Seifertove plohe F za link L. O

Sada mozemo pokazati u kakvom odnosu su spletni broj dva uzla i pre-
sjecni broj uzla i Seifertove plohe.

Teorem 3.4 Neka je L orijentirani link v S3, F Seifertova ploha za L i C
jednostavno zatvorena orijentirana krivulja u S® — L. Spletni broj 1k(C, L)
jednak je presjecnom broju C'- F krivulje C' sa Seifertovom plohom F' linka L.

Dokaz. Grupa H;(S® — L) generirana je klasama meridijana jy, . . ., ft,, indi-
vidualnih komponenti linka L. Klasa krivulje C' u H;(S® — L) jednaka je
> kilps] za neke cijele brojeve k;. Slijedi da je presjecni broj krivulje C' i
plohe F jednak C' - F'= (3", kip;) - F =Y . ki(pi - F') = >, ki. Znamo da je
k; = 1k(C, L;) pa vrijedi:

C-F=) Ik L)=1k(CL). O

Korolar 3.1 Spletni broj je simetrican, tj. za J i K, dvije disjunktne ori-
jentirane jednostavno zatvorene krivulje u S®, vrijedi:

k(J,K) =1k(K,J). O

3.4.3 Ekvivalentnost definicija spletnog broja

Uzevsi dijagram uzla, uzao mozemo rekonstruirati na razne nacine; jedan
od nacina je konstrukcija Seifertove plohe. Uzmimo sada dijagram dvokom-
ponentnog linka L s komponentama J i K. Mozemo pretpostaviti da u
dijagramu J sijece K samo u Seifertovim kruznicama dijagrama uzla K.

Izracunajmo razliku broja pozitivnih i broja negativnih prijelaza gdje J
prolazi ispod K, ozna¢imo tu sumu s lk_(J, K). Razliku broja pozitivnih i
negativnih prijelaza u kojima J prolazi iznad K oznac¢imo sukladno tome s
Ik, (J, K). Vrijedi da je

Ik_(J, K) + 1ky (J, K) = 21k(J, K).
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3.4 Seifertova ploha i spletni broj

Sada ¢emo iz dijagrama rekonstruirati link J U K. Uzao K ¢emo rekons-
truirati tako da konstruiramo Seifertovu plohu F' za K, a uzao J tako da
sijece plohu F' samo lokalno blizu ruba Seifertovog diska kad u dijagramu
prolazi ispod K, a inace je uvijek iznad Seifertove plohe za K. To mozemo
posti¢i ako uzmemo da je, osim u malim okolinama prijelaza gdje J prolazi
ispod K, J iznad Seifertovog kruga ako je u dijagramu unutar pripadajuce
Seifertove kruznice.

ey
-/
/

Slika 3.9: Presjek uzla sa Seifertovim diskom

Iz ove konstrukcije, recimo pogledom na Seifertove kruznice dijagrama
uzla K i dijagram uzla J, lako se vidi da je presjecni broj J - F' upravo
prethodno izracunati lk_(J, K). Analognom konstrukcijom sa zamijenjenim
ulogama J i K dobivamo da je presjecni broj Seifertove plohe za J i uzla
K jednak lk_(K,J) = lk,(J, K). Zbog jednakosti ta dva presjecna broja,
slijedi da je

Ik (J,K) =1k, (J, K).

Zbog toga imamo:
lko(J,K) =1k (J,K) =1k, (J,K)=J-F=1k(J, K)=1[J] € H(S* - K).

Time smo pokazali ekvivalentnost definicija spletnog broja— pomocu di-
jagrama, homologije komplementa uzla, ili presjecnog broja uzla sa Seiferto-
vom plohom —spletni broj je omniprezentan. ©
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Poglavlje 4

Beskonacno ciklicko natkrivanje

Opcenito, uzevsi prezentacije dviju grupa, ne postoji algoritam koji bi dao
odgovor na pitanje jesu li te dvije grupe izomorfne. Umjesto usporedivanja
tih grupa, pokazalo se plodnim istraziti neke podgrupe fundamentalne grupe
uzla. Abelizacija grupe uzla je prva homoloska grupa vanjstine uzla—ona
je uvijek ciklicka grupa cijelih brojeva pa nam ne govori mnogo. No prva
komutatorska podgrupa grupe uzla, zajedno s djelovanjem prve homoloske
grupe na njoj, invarijanta je uzlova koja je vrlo lijepo povezana s geome-
trijskim svojstvima i topologijom komplementa uzla, i daje lijepe rezultate.
Te grupe su u izravnom odnosu s ciklickim natkrivanjima vanjstine linka, o
kojima ¢emo u ovom poglavlju govoriti.

4.1 Natkrivajuéi prostori

Prezentacija prve komutatorske podgrupe fundamentalne grupe uzla dana je
ve¢ 1932. godine u Reidemeisterovoj monografiji Knotentheorie, ali samo u
algebarskoj verziji. L. P. Neuwirth je 1960. godine prvi ué¢inio veliki korak
u geometrijskom smjeru tako da je istrazio beskonacno ciklicko natkrivanje
vanjstine uzla, koriste¢i nove metode omogucene Dehnovom lemom i Teore-
mom o petlji. Sada ¢emo, za pocetak, iznijeti teoriju natkrivajucih prostora,
a kasnije ¢emo opisati i istraziti ciklicka natkrivanja vanjstine uzla.

4.1.1 Definicija natkrivanja prostora

Kazemo da je preslikavanje p: X — X natkrivajuée preslikavanje ako postoji
otvoren pokriva¢ prostora X takav da za svaki element U tog pokrivaca:

(i) praslika p~(U) je disjunktna unija {U,} otvorenih podskupova od X, i
(i) p svaki otvoreni skup U, homeomorfno preslikava na otvoren skup U.
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4.1 Natkrivajuci prostori

Bazni prostor X ovdje bit ¢e putevima povezan, lokalno putevima pove-
zan, i takav da svaka tocka prostora X ima okolinu U takvu da je homomor-
fizam 71 (U) — m1(X) induciran inkluzijom trivijalan (tj. X je semilokalno
jednostavno povezan prostor). Ti uvjeti su trivijalno zadovoljeni za povezane
po dijelovima linearne mnogostrukosti pa ovdje ne donose bitno ogranicenje.

Prostor X zajedno s natkrivajuéim preslikavanjem p: X — X zovemo
natkrivanjem prostora X, sam prostor X natkrivajucim prostorom, a dis-
kretni skup p~'(x) vlaknom tocke x € X. Prirodno je pri proucavanju nat-
krivanja uzimati da je prostor natkrivanja X takoder povezan, buduéi da
je restrikcija natkrivaju¢eg preslikavanja na svaku komponentu povezanosti
natkrivajuéeg prostora, takoder natkrivajucée preslikavanje. [Hatcher, Licko-

rish|

4.1.2 Svojstva podizanja preslikavanja

Kazemo da je preslikavanje f Y — X podizange ili natkrivanje preslikavanja
f:Y = X akojepo f = f, tj. ako je sljedeéi dijagram komutativan:

X

S
Y — X

Dva podizanja preslikavanja f: Y — X poklapaju se u svim ili u nijednoj
tocki ¢im je Y povezan prostor —zato kazemo da natkrivanja imaju svojstvo
jedinstvenosti podizanja preslikavanja. Natkrivanja imaju i svojstvo podizanja
puteva—za proizvoljni put v: I — X i proizvoljnu tocku € p~1(y(0))
vlakna pocetne tocke tog puta, postoji podizanje 7: I — X takvo da je
7(0) = &, kao u sljede¢em komutativnom dijagramu:

(X,7)
S
(1, %) — (X, p(2))

Posljedica egzistencije i jedinstvenosti podizanja puteva je ekvipotentnost
svih vlakana natkrivanja. Kazemo da natkrivanje ima k slojeva, ili da je
k-slojno, ako je kardinalitet vlakna jednak prirodnom broju k.

Iz svojstva podizanja puteva lako se izvodi i svojstvo podizanja homoto-
pija— ako je fo podizanje preslikavanja f: Y — X i ako je f;, t € I homoto-
pija, tada postoji homotopija f;, t € I takva da je f; podizanje preslikavanja
fi za svaki t € I. Podizanje homotopije puteva je homotopija podizanja pu-
teva pa, uz odabrane bazne tocke z € X i 7 € p~!(z), odmah slijedi da je
homomorfizam

pe: (X, Z) = m (X, x)
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4.1 Natkrivajuci prostori

induciran preslikavanjem p injekcija. Zato je grupa 7T1(X , ) prirodno izomor-
fna podgrupi od 71 (X, z) koja odgovara svim petljama u X koje se podizu
u petlje u natkrivajuéem prostoru X.

Jos je potrebno vidjeti kada postoji podizanje proizvoljnog preslikavanja
f:Y — X. Neka su ai g dva puta u X s jednakim pocetnim i krajnjim
tockama, i neka su & i 8 njihova podizanja u X s istom pocetnom tockom .
Tada su njihove krajnje tocke i u prostoru natkrivanja jednake, (1) = 3 (1),
ako i samo ako je B

@871 € pom (X, 7).

To svojstvo zove se princip monodromije.

Teorem 4.1 Neka je p: X — X natkrivanje prostora X. Podizanje presli-
kavanja f:Y — X postoji ako i samo ako je

f*ﬂ-l(Y7 y) C p*ﬂ-l(Xa j))

uz odabrane bazne tocke takve da je f(y) = p().

Drugim rije¢ima, komutativni dijagram preslikavanja s pocetka odjeljka pos-
toji ako i samo ako je moguc i na nivou fundamentalnih grupa. Ako je k tome
prostor Y takoder povezan, dva natkrivanja preslikavanja f poklapaju se u
svim tockama ili u nijednoj tocki—podizanje je uz odabranu baznu tocku
jedinstveno.

4.1.3 Natkrivanja prostora X i podgrupe od m;(X)

Teorem 4.2 Svaki prostor X posjeduje jednostavno povezano natkrivanje.

Jednostavno povezano natkrivanje prostora X konstruira se tako da se na
skupu homotopskih klasa puteva u X odabere prirodna topologija. To nat-
krivanje zove se univerzalno natkrivanje prostora X jer ono natkriva svako
natkrivanje prostora X —fundamentalna grupa tog natkrivaju¢eg prostora
je trivijalna. Slijedi klasifikacija natkrivanja danog prostora X.

Teorem 4.3 Za svaku podgrupu H fundamentalne grupe m (X, x) prostora
X postogi natkrivanje p: X — X 1 bazna tocka T € p Y(z) takvi da je
p.m(X,2) = H.

Ako su 7 i 7’ dvije tocke vlakna tocke z € X, tada su njima odgovarajuce
grupe p,m (X, ¥) i p.m (X, ¥') medusobno konjugirane podgrupe od (X, z).
Jos i vise, sve podgrupe od (X, z) koje su konjugirane podgrupi p,m (X, T)
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4.1 Natkrivajuci prostori

mogu se dobiti odabirom neke druge tocke vlakna tocke x za baznu tocku
prostora natkrivanja X.

Kazemo da su dva natkrivanja p: X 5 Xig: X = X ekvivalentna ako
postoji homeomorfizam h: X = X takav da je g o h = p. Ekvivalentna
natkrivanja smatramo jednakima. Iz teorema o postojanju natkrivanja pre-
slikavanja proizlazi da su natkrivanja ekvivalentna ako i samo ako su im grupe
natkrivanja jednake, tj. ako i samo ako je

~ A

P« (X) = @7 (X)

Dakle, svakom natkrivanju X prostora (X, z), uz odabranu baznu tocku & €
-1 ! . . . . . . >~

p~'(z) C X, pridruzena je njegova grupa natkrivanja p,m (X, 2) < m (X, x)

i to pridruzivanje je bijekcija,

podgrupe od 71 (X, z) +— punktirana natkrivanja (X, Z) prostora X.
Ako zanemarimo bazne tocke, imamo sljedece bijektivno pridruzivanje:

klase konjugiranih podgrupa od m1(X) «— natkrivanja prostora X.

4.1.4 Transformacije natkrivanja i regularna
natkrivanja

Automorfizam 7: X — X zovemo transformacijom natkrivanja p: X — X
ako je poT = p. Zbog jedinstvenosti podizanja preslikavanja, transformacija
natkrivanja potpuno je odredena odabirom tocke 7(%) € p~'(x). Transfor-
macija natkrivanja nema fiksnih tocaka ako nije identiteta.

Kazemo da je natkrivanje f( prostora X reqularno natkrivanje ako je nje-

gova grupa natkrivanja p.mi(X) normalna podgrupa od 7 (X). Regularnost
natkrivanja ne ovisi o odabiru baznih tocaka za X i X.

Propozicija 4.1 Natkrivanje X prostora X je regularno ako i samo ako za
svake dvije tocke T i ¥’ vlakna p~'(x) tocke x € X postoji transformacija
natkrivanja koja prevodi T u T'.

Svakoj petlji @ u prostoru X prirodno je pridruzena jedinstvena transfor-
macija 7, regularnog natkrivanja X takva da je 7(&(0)) = &(1). Ocito,
transformacija 7, ne ovisi o reprezentantu klase [a] € m1(X). Ako je 5 neka

druga petlja u X, lako je vidjeti da vrijedi

Ta O T3 = Tag-
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4.1 Natkrivajuci prostori

Zato mozemo reéi da je za regularno natkrivanje X sljedeéi niz egzaktan:
{1} — m(X) — m(X) — G(X) — {1},

gdje smo s G(X' ) oznacili grupu transformacija natkrivanja X. Drugacije
receno, ako je natkrivanje X regularno, postoji prirodni izomorfizam

Wl(X)/P*Wl(X) = G(X)-

Posebno, grupa transformacija univerzalnog natkrivanja prostora X prirodno
je izomorfna fundamentalnoj grupi prostora X. Opcenito, uvijek mozemo
re¢i da grupa m(X) djeluje prirodno na prostor natkrivanja X kao grupa
automorfizama.

4.1.5 Abelova natkrivanja i prva komutatorska
podgrupa od m1(X)

Kazemo da je natkrivanje X prostora X abelovo natkrivanje ako je regu-
larno i njegova grupa transformacija G(f( ) je abelova grupa. Buduéi da je
onda 71 (X)/p,m(X) abelova grupa, odmah slijedi da grupa p,m (X) mora
sadrzavati prvu komutatorsku podgrupu od m(X):

m(X) < pomi(X).

Natkrivanje X ¢ija je grupa p.m (X ) jednaka prvoj komutatorskoj podgrupi
fundamentalne grupe (X)) zove se univerzalno abelovo natkrivanje prosto-
ra X. Razlog takvog naziva je $to je takvo natkrivanje X abelovo natkri-
vanje svih abelovih natkrivanja prostora X. Grupa transformacija tog nat-
krivanja je abelizacija grupe m(X), a to je nista drugo do prva homoloska
grupa H;(X) prostora X.

Propozicija 4.2 Svaki prostor X ima uniwverzalno abelovo natkrivanje X,
3. postoji natkrivange p: X — X takvo da je

pom(X) =m(X) i G(X) = H(X).

Preslikavanje koje abelovom natkrivanju X pridruzuje podgrupu od m (X)
koja sadrzi komutatorsku podgrupu 7 (X)’, bijektivno je preslikavanje. Takve
podgrupe od 7 (X) ¢ine skup prirodno izomorfan skupu podgrupa kvocijenta
m1(X)/m (X)'. Zato za abelova natkrivanja imamo prirodno bijektivno pri-
druzivanje:

podgrupe od H;(X) <> abelova natkrivanja prostora X.
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4.2 Ciklicka natkrivanja vangstine linka

U slucaju da je prostor X vanjstina nekog uzla K, natkrivanje ¢ija je
grupa transformacija izomorfna grupi H;(X) = Z univerzalno je abelovo
natkrivanje. Jedino je takvo pa se takoder zove beskonacno ciklicko natkri-
vangje vanjstine uzla K i oznacava s X.. Sva ostala abelova natkrivanja
vanjstine uzla su konacna ciklicka natkrivanja; njihove grupe transformacija
izomorfne su grupama Zj.

Teorem 4.4 Za svaki k € N postoji jedinstveno natkrivanje X vanjstine
uzla K takvo da je G(Xy) = Zy. Takvo natkrivanje zove se k-slojno ciklicko
natkrivanje vanjstine uzla K.

Dokaz. Razlog toga je stoje Hy(X) = Zim (X)) < p.mi(Xi)— ako oznacimo
grupu nekog takvog natkrivanja s H, odmah vidimo da postoji samo jedna
podgrupa H od m(X) koja bi mogla sudjelovati u ovakvom surjektivnom
preslikavanju:

7= G(Xo) 2 m(X)/m(X) — m(X)/H = G(X,) = Zy.

To je naravno podgrupa p,m;(Xy). Jedinstvenost proizlazi iz ¢injenice da je
jezgra svakog epimorfizma Z — Z; uvijek podgrupa kZ < Z. [

Dakle, abelovo natkrivanje vanjstine uzla odredeno je grupom transformacija
tog natkrivanja. Konac¢nom ciklickom natkrivanju X odgovara kao grupa
natkrivanja jezgra jedinstvenog preslikavanja

m(X) —Z — Z.

Homoloske grupe abelovih natkrivanja vanjstine linka nazivaju se pone-
kad abelovim invarijantama linka. Primjer konacnih i beskonaé¢nih ciklickih
natkrivanja mozemo lako vidjeti kod natkrivanja kruznice. Njena fundamen-
talna grupa veé jest abelova, tj. H(S') = m1(S') = Z, i sva njena abelova
natkrivanja takoder su konac¢na i beskonacna ciklicka natkrivanja.

4.2 Ciklicka natkrivanja vanjstine linka

Svakom elementu prve homoloske grupe H;(X) vanjstine uzla K pridruzena
je jedinstvena transformacija univerzalnog abelovog natkrivanja prostora X,
i to pridruzivanje je bijekcija. Petlja v u X se podize u petlju u X ako i samo
ako je lk(, K) = 0, a to je ekvivalentno tome da je 7 - F' = 0 za proizvoljnu
Seifertovu plohu F uzla K. Zato je prirodno pokusati konstruirati abelova
natkrivanja rezanjem prostora X po Seifertovoj plohi i zatim lijepljenjem
takvih prostora.
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4.2 Cliklicka natkrivanja vanjstine linka

Pokazali smo da postoje prirodna bijektivna pridruzivanja koja vezu alge-
bru i topologiju prostora natkrivanja: svakom elementu prve homoloske grupe
prostora X odgovara neka tocka vlakna bazne tocke prostora X, a njoj pak
odgovara neka transformacija natkrivaju¢eg prostora. Sve te grupe su abeli-
zacija fundamentalne grupe vanjstine uzla,

(X)) — H{(X) «— p Hz) +— G(X).

4.2.1 Rezanje po plohi

Neka je I Seifertova ploha orijentiranog linka L u S%, 0F = L. Neka je N
regularna okolina linka L, disjunktna unija n punih torusa smjestenih u S%.
Neka je X vanjstina linka L, zatvorenje od S® — N.

Slika 4.1: Okolina Seifertove plohe u vanjstini uzla

Tada je FF N X ploha F' s uklonjenom otvorenom regularnom okolinom
svog ruba— ona se bitno ne razlikuje od F' pa ¢emo ju odsada oznacavatis F'.
Ta ploha je pravilno smjestena u X, tj. 0F = 0X N F. Ona je i orijentabilna
pa ima regularnu okolinu F' x [—1,1] u X gdje je F poistovjeéena s F' x {0},
a notacija odabrana tako da meridijan svake komponente linka L ulazi u
okolinu plohe na negativnoj strani F' x {—1} i izlazi na pozitivnoj F' x {1}.
Takoder, vrijedi da je F' x [-1,1]N0X = 0F x [—1,1].

Slika 4.2: Rastavljanje okoline plohe na dijelove

Ozna¢imo F x [—1,0] s U7, i F x [0,1] s U*. Oznac¢imo s M zatvo-
renje od X — U, gdje je U unija U~ i UT. Uzmimo sada disjunktnu uniju
prostora U™, U~ i M. Postoji prirodno kvocijentno preslikavanje ¢ induci-
rano inkluzijama,

¢ UTUMUU — X.
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4.2 Cliklicka natkrivanja vanjstine linka

Sada poistovjetimo z € M s =zt € Ut ako je q(z) = q(z7), i poistovje-
timoy € M s y~ € U™ ako je q(y) = q(y~). Ta poistovjetivanja zapravo
su ponovno lijepljenje U' i U~ na rubovima s M, propustili smo zalijepiti
jedino U~ s U™. Trodimenzionalna mnogostrukost nastala time zove se re-
zultat rezanja prostora X po plohi F'; oznacit ¢emo ju s Y.

Slika 4.3: Lijepljenjem dijelova dobivamo rezultat rezanja po plohi

Seifertova ploha F ne separira S® (jer je povezana i postoji krivulja koja
ju sijece samo jedanput) pa je Y povezana mnogostrukost. Postoji prirodno
kvocijentno preslikavanje r: Y — X. Praslika plohe F' sastoji se od disjun-
ktne unije dviju ploha homeomorfnih plohi F'; nazvat ¢emo ih Ft* i F~,
notaciju éemo odabrati u skladu s notacijom za U™ i U~. Restrikcija kvoci-
jentnog preslikavanja r na Y — (F U F~) je homeomorfizam na svoju sliku
X — F, a restrikcija preslikavanja r na F* U F~ je dvoslojno (nepovezano)
natkrivanje plohe F'.

Kad bismo zalijepili F* i F~, dobili bismo opet prostor X.

Slika 4.4: Lijepljenjem rezultata rezanja dobili bismo pocetni prostor

4.2.2 Konstrukcija prostora X, i X

Neka je sada, kao u prethodnom odjeljku, Y rezultat rezanja vanjstine X
linka L po plohi F. Neka je r: Y — X prirodno kvocijentno preslikavanje.
Oznac¢imo s ¢ prirodni homeomorfizam ¢: F~ — F7T; vrijedi da je r¢ = r
na plohi F'~. Iz konstrukcije je jasno da ¢ obrce orijentaciju i da lijepljenjem
prostora Y po ¢ dobivamo opet prostor X.

41



4.2 Ciklicka natkrivanja vangstine linka

Uzmimo sada Y;, ¢ € Z, disjunktnu uniju prebrojivo mnogo kopija pros-
tora Y. Oznacimo s h;: Y — Y, pripadajuée homeomorfizme. Zalijepimo
zatim, za svaki ¢, prostore Y; i Y;;; tako da poistovjetimo plohu F;~ s plo-
hom F}; restrikcijom homeomorfizma h,;1¢h; * na F; . Tako nastali prostor
ozna¢imo s X.

Slika 4.5: Konstrukcija beskona¢nog ciklickog natkrivanja

Prostor X, je povezana 3-mnogostrukost koja je natkrivanje prostora X
uz preslikavanje p: X, — X definirano sa

ply, = rhit.
Na slican nacin mogli bismo konstruirati i natkrivanje s kona¢no mnogo
slojeva. Uzmimo disjunktnu uniju prostora Yj, ..., Yy 1 i zalijepimo, na jed-
nak nacin kao prije, V; s Y41 za1 =0,...,k —2, a Y, zalijepimo s Yj

i zatvorimo krug. Oznacimo s X, prostor nastao iz k kopija prostora Y lijep-
ljenjem na ovaj nacin. Prostor X je povezana kompaktna 3-mnogostrukost
koja je k-slojno natkrivanje prostora X.

Vidjeli smo ve¢ da homologija komplementa linka ne govori gotovo nista
o linku i ne moze nikako posluziti za raspoznavanje uzlova, no to ne znaci
da homologija ne moze biti upotrijebljena u tu svrhu. Homologije razlicitih
prostora natkrivanja vanjstine uzla, tj. abelove invarijante uzla, mogu vrlo
dobro posluziti raspoznavanju uzlova.

4.2.3 Grupa H{(X,) je A-modul

Na prostoru natkrivanja X, postoji prirodni homeomorfizam ¢: X, — X
definiran sa

tyi - hprlhi_l.

Mozemo ga gledati kao translaciju prostora X, ”za jedan korak prema gore”
(ili "nadesno”, gledajuéi prikaz na slici) jer za svaki i prevodi Y; u Y.
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4.2 Ciklicka natkrivanja vangstine linka

Zbog toga beskonacna ciklicka grupa (t) generirana s ¢ djeluje na prostor
X kao grupa homeomorfizama.

Homeomorfizam t: X, — X inducira na prvoj homoloskoj grupi auto-
morfizam t,: Hy(Xs) — Hi1(Xs). Zbog toga mozemo reéi da (t) djeluje i
na prvu homologku grupu H;(X,) kao grupa automorfizama (t.). Prsten
Z prirodno djeluje na svaku abelovu grupu pa grupni prsten Z(t) djeluje na
Hy(Xs)—zato je Hi(Xw) Z(t)-modul.

Grupni prsten Z(t) sastoji se od formalnih Z-linearnih kombinacija eleme-
nata iz (t) s formalnim zbrajanjem, i mnozenjem izvedenim iz mnoZenja na
(t) i zakona distributivnosti. Zato je Z(t) prsten Laurentovih polinoma u jed-
noj varijabli s cjelobrojnim koeficijentima; taj prsten, koji se inace oznacava
s Z[t, 7], oznacit ¢emo krace s A. Dakle, prva homoloska grupa H;(X..)
beskonaé¢nog ciklickog prostora natkrivanja je A-modul.

Slika 4.6: Djelovanje prstena A na natkrivajuci prostor

Grupa (t) homeomorfizama prostora natkrivanja je zapravo grupa tran-
sformacija natkrivanja p: X, — X. Homeomorfizam t je trasformacija nat-
krivanja jer je p o t = p: Xo, — X zbog pt|y. , = rh; *h;h; Y §to je jednako
rh; Y, = ply,_1. Natkrivanje p: X, — X je regularno, i ¢ generira njegovu
grupu transformacija.

Na prostoru natkrivanja X, takoder postoji prirodni homeomorfizam
tp: X — X definiran sa ti|y, = hi+1h;1 gdje pod Yy i hy zapravo podrazu-
mijevamo Yy i hg. Na taj homeomorfizam pak mozemo gledati kao rotaciju
prostora Xj za jedan korak u pozitivnom smjeru. Naravno, u ovom slucaju
vrijedi da je t¥ = 1, tj. grupa Z; djeluje kao grupa homeomorfizama na pros-
tor natkrivanja Xy, a time i na prvu homolosku grupu H;(X}). Zato mozemo
reéi da je Hy(X}) modul nad Zy.

Prostore natkrivanja X, i X vanjstine linka konstruirali smo koristeci
neku Seifertovu plohu linka pa bi se moglo ¢initi da oni i ovise o odabiru te
plohe, no to nije tako. Intuitivno, razlog tome je sto, iako je rezultat rezanja
prostora X ovisan o plohi F', nakon lijepljenja prestaje biti bitno koja je to
ploha bila jer je lokalno oko svake kopije plohe F' u X, sve isto kao oko plohe
F u X. Sada ¢emo to i dokazati.
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4.2 Ciklicka natkrivanja vangstine linka

4.2.4 Natkrivanje X i A-modul H;(X,) ne ovise o F

Prostori natkrivanja prostora X u posebnom su odnosu s fundamentalnom
grupom 71 (X)) —uzmimo zato da je spletni broj definiran i za petlje u X:

Ik(y, K) = [y] € Hi(S® - K),
Ik(v, L) = Zlk(% L;).

Zamijetimo prvo da, nakon Sto je odabrana Seifertova ploha za link L,
sve sto dalje proizlazi iz konstrukcije X, jedinstveno je odredeno: prostor
Y kao rezultat rezanja prostora X po F', zatim lijepljenje kopija Y; prostora
Y, prostor natkrivanja X, i transformacija t. No, ve¢ s linkom L sve je
jedinstveno odredeno, Sto ¢emo sada pokazati.

Teorem 4.5 Natkrivanje p: Xoo — X wvangstine orijentiranog linka L ne
ovisi o odabiru Seifertove plohe F koristene u konstrukciji natkrivajuceg pros-
tora Xo. Uz to, djelovanje beskonacne ciklicke grupe na prostor X i time
na grupu Hy(X) takoder ne ovisi o odabiru Seifertove plohe F.

Dokaz. Uzmimo da je bazna tocka prostora X odabrana u skupu X — F', i
da je za baznu tocku prostora natkrivanja X, odabrana ona tocka vlakna
koja je u prostoru Y. Oznac¢imo je s b.

Neka je a: [0,1] — X proizvoljna petlja u X i neka je &: [0,1] — X
njeno podizanje u X,. Pri svakom presjeku petlje a s plohom F'| & lokalno
prelazi iz jedne kopije prostora Y u drugu. Ovisno o tome prolazi li « lokalno
iz U~ u U" ili obratno, put & za neki ¢ prelazi iz U; u U;;; ili obratno. S
druge strane, pri svakom prijelazu puta & iz jedne kopije prostora Y u drugu,
petlja « sijece plohu F. Zbog svega toga, krajnja tocka &(1) puta & nadi ¢ée
se u prostoru Y ako i samo ako je a- F' =k,

al)eYy e a - F=Ek.

Petlja a podiéi ¢e se zato u petlju u X, ako i samo ako je njen presjecni
broj s plohom F' jednak a- F' = 0,

@] € m(Xw) & a- F=0.
Presjecni broj a - F' = lk(a, L) ne ovisi o odabiru Seifertove plohe F' linka
L pa niti grupa p,m(Xs) < m1(X) ne ovisi o plohi F. Iz teorema o je-

dinstvenosti natkrivanja slijedi da je natkrivanje p: Xo, — X jedinstveno do
na ekvivalentnost natkrivanja. Preciznije, ako je p: X, — X natkrivanje

44



4.2 Ciklicka natkrivanja vangstine linka

konstruirano koriste¢i neku drugu Seifertovu plohu linka L, onda postoji ho-
meomorfizam h: Xoo — X takav da prevodi baznu tocku b u baznu tocku
bi vrijedi

poh=np.

Preostaje pokazati da je toh = hot, _gdje smo s ¢ odnosno t oznacili
transformacue natkrivanja X, odnosno X kao u konstrukciji. Neka je

7:[0,1] = X put u prostoru X, od bazne tocke b do tocke t(b). Tocka t(b)
je u kopiji Y7 C X. Neka je petlja v = p o ¥ spustanje puta 4 u prostor X.
Slijedi da je lk(v, L) = 1. S druge strane, neka je 4: [0,1] — X, podizanje
petlje v u prostor Xoo. Spletni broj lk(v, L) jednak je 1 pa je 4 put od bazne
tocke b do tocke £(b).

Buducdi da je ho~ takoder podizanje petlje v u X, iz jedinstvenosti podi-
zanja puteva slijedi da je h o4 = 4. Sada slijedi ht(b) = f(l;),
tj. ht(h~1(b)) = i(b). Transformacija natkrivanja jedinstveno je odredena
time kamo preslikava baznu tocku prostora natkrivanja pa vrijedi da su tran-
sformacije ht h~' i t prostora natkrivanja Xoo jednake. Iz toga odmah slijedi

jednakost
toh="hot. O

Prethodni teorem pokazuje da je natkrivanje p: X, — X zajedno s dje-
lovanjem homeomorfizma ¢ invarijanta linka L. Zato se natkrivanje X, zove
beskonacno ciklicko natkrivanje vangstine linka L. A-modul Hy(X) je ta-
koder invarijanta linka L i zove se Alezanderov modul linka L. Slicno vrijedi
i za k-slojna natkrivanja X, vanjstine linka L.

Teorem 4.6 k-slojno natkrivanje p: X, — X wvanjstine linka L ne ovisi o
Seifertovoj plohi F koristenoj u konstrukciji. Djelovanje konacne ciklicke
grupe Zy, na prostor natkrivanja X, takoder ne ovisi o odabiru plohe F'.

Dokaz. Na slican nacin kao u dokazu prethodnog teorema vidimo da se petlja
a u prostoru X podize u petlju u prostoru Xj ako i samo ako je presjecni
broj a - F' djeljiv s k,

@] € Hi(Xy) ©a-F=0 mod k.

Presjecni broj a - F' = lk(«, L) ne ovisi o odabiru plohe F', pa zaklju¢ujemo
da grupa tog natkrivanja ne ovisi o odabiru plohe F'i da je natkrivanje Xy
jedinstveno do na ekvivalentnost natkrivanja. Djelovanje transformacije t
takoder je jedinstveno odredeno, slicnim zakljucivanjem kao u prethodnom
teoremu, jer mora vrijediti da je lk(o, L) =1 < t(a(0)) = &(1). O

Natkrivanje Xy za k € N zove se k-to konacno ciklicko natkrivanje vang-
stine linka L ili k-slojno ciklicko natkrivanje linka L. Homologija prostora
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4.2 Ciklicka natkrivanja vangstine linka

natkrivanja Xj s djelovanjem ciklicke grupe Z; takoder je invarijanta linka
L. Time smo ve¢ konstruirali prebrojivo mnogo zanimljivih invarijanti linka
L. Zamijetimo da je beskonac¢no ciklicko natkrivanje X, natkrivanje sva-
kog konac¢nog ciklickog natkrivanja vanjstine linka L. U sljedecem odjeljku
pokazat Ce se zaSto ova natkrivanja zovemo ciklickim natkrivanjima.

4.2.5 Abelova natkrivanja vanjstine linka

Natkrivanja X, 1 Xy, za k € Z, sva su abelova natkrivanja vanjstine uzla—
svako je jedinstveno ¢im je odredena grupa transformacija Z ili Z;. No to
ne vrijedi i za linkove. Univerzalno abelovo natkrivanje linka nije ciklicko —
grupa transformacija tog natkrivanja je Hq(S® — L) = @, Z. To je razlog
zasto smo u prethodnom odjeljku jedinstvenost natkrivanja dokazali geomet-
rijski iako se za uzlove moze pokazati i algebarski. Ciklicka natkrivanja X,
odnosno X}, vanjstine linka L odgovaraju podgrupama fundamentalne grupe
m1(X) koje su jezgre redom sljedecih preslikavanja:

mX) — Pz — 1z, i

m(X) — Pz — 2 — Z.

Prvo preslikavanje u nizovima je abelizacija w1 (X) — H;(X), a drugo pres-
likavanje je (K1,...,k,) — Y. ki, tj. pridruzivanje lk: H,(X) — Z.

4.2.6 Generatori slobodnog A-modula @, H,(Y;)

Neka je {e;} skup predstavnika elemenata baze prve homologke grupe
H,(X — F) prostora X — F; tada je on takoder skup predstavnika baze
za grupu Hi(Yp). Ta baza podize se ili spusta u bazu za prostor Y} tran-
sformacijom t* —baza za H;(Y};) zato je {[t*(e;)]}. Prva homologka grupa
disjunktne unije prostora Y; zbog toga je slobodna abelova grupa s bazom
{[th(e;)] | k € Z,i € {1,...,n}}. Kao A-modul ta grupa je slobodan modul
generiran s {[e;]}. Pitanje je sto se dogada kad prostore Y; zalijepimo da
dobijemo prostor X,,. Na to pitanje odgovorit ¢e poglavlja koja slijede.
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Poglavlje 5

Seifertova forma

Pokazali smo ve¢ da inkluzija X — F < X, gdje je X vanjstina i F' Seifertova
ploha linka L, inducira trivijalni homomorfizam H;(X —F) — H;(X). Petlja
u X — F' je petlja u X koja ne sijece plohu F'; ona je nul-homologna u X.
U ovom poglavlju istrazit ¢emo homologiju plohe F'i prostora X — F'. Na
temelju toga konstruirat ¢emo bilinearnu formu koja ¢e posluziti proucavanju
homologije ciklickih natkrivanja vanjstine linka L.

5.1 Homologija ploha

Kompaktne povezane plohe Mg, s nepraznim rubom opisali smo ranije kao
sfere s ruckama i uklonjenim interijerima diskova, no takve plohe moguce
je i drugacije prikazati. Ploha M,, s g rucki i n # 0 komponenti ruba
homeomorfna je plohi koja se sastoji od jednog diska na ¢iji rub je pri¢vrséeno
2g traka u parovima i n — 1 usamljenih traka kao na slici (engl. disc-band
surface). Detaljni opis moze se na¢i u [Moise].

O NY)

DUO

Slika 5.1: Disk ploha s trakama
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5.2 Homologija komplementa plohe

Lako se moze provjeriti da takva ploha zaista jest M, ,,. Ima n komponenti
ruba, orijentabilna je i kompaktna, i njena Eulerova karakteristika je

X(D*) 4+ (29 +n—1)x(I xI)—22g9+n—1)x(I)=2—2g —n.

Krivulje koje ¢e predstavljati elemente baze grupe H;(M,,,) mozemo oda-
brati tako da (i) svaka krivulja prolazi jednom pripadajuéom trakom, (ii)
svake dvije krivulje se sijeku u jednoj ili nijednoj tocki, i (iii) krivulje se si-
jeku samo ako pripadaju dvjema susjednim trakama koje ¢ine par. Grupa
Hi(My,,) izomorfna je direktnoj sumi €P,,,, ;Z i generirana je klasama
tih jednostavno zatvorenih orijentiranih krivulja. To takoder nije tesko pro-
vjeriti jer deformacijski retrakt te plohe ocito je \/, gin1 St i deformacijska
retrakcija prevodi svaku krivulju f; u zasebnu kruznicu od \/, gin12 L

)
| |

Slika 5.2: Zavrnute trake plohe

Slijedi razmatranje $to se dogada kad tu plohu smjestimo u S®, moguée
sa zavrnutim i medusobno zapetljanim trakama.

5.2 Homologija komplementa plohe

Teorem 5.1 Neka je F' povezana kompaktna orijentirana ploha s nepraznim
rubom po dijelovima linearno smjestena u S3. Tada su homoloske grupe
H,(S?—F) i Hi(F) medusobno izomorfne i postoji jedinstvena nesingularna
bilinearna forma

B: H\(S*—F)x H(F) = 7Z

takva da je B([c], [d]) = lk(¢,d) za svake dvije orijentirane jednostavno zatvo-
rene krivulje c u S* — F id u F.

Dokaz. Ploha F sada je smjeStena u S3. Njena prva homoloska grupa je
Hi(F) = @,,,, 1 Z generirana klasama 2g +n — 1 jednostavno zatvorenih
orijentiranih krivulja f;, gdje je ¢g rod plohe i n broj komponenti linka L.
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Neka je V njena regularna okolina u S®. V je tada tijelo s 2g+n — 1 rucki
(engl. handlebody) smjesteno u S3. Ploha F je deformacijski retrakt svoje
regularne okoline, inkluzija F' — V' je homotopska ekvivalencija, i homoloske
grupe plohe i njene regularne okoline medusobno su prirodno izomorfne.

Rub 9V tijela s ruckama V je sfera s ruckama, zatvorena povezana ploha
smjestena u S® roda 2¢g +n — 1; prva homologka grupa te plohe izomorfna je
grupi (B, 1, 1Z) & (DB, 1 Z). Generatori [f]] i [e;] te grupe mogu biti
odabrani tako da (i) svaka f/ je jednostavno zatvorena krivulja, (ii) svaki e;
je rub malog diska u V' koji sijece f! u jednoj tocki, i (iii) inkluzija OV C V
inducira na homologijama preslikavanje koje [f/] prevodi u [f;] i svaki [e]
naravno u nulu. K tome, (iv) orijentacije krivulja {e;} mogu biti odabrane
tako da je lk(e;, f;) = 0y

To je standardna homologija inkuzije plohe F' u pripadajuce tijelo s
ruckama V' i ona ne ovisi o smjestenju £ i V u S3.

Slika 5.3: SmjeStenje tijela s ru¢kama u S3

Nas zanima homologija prostora S—F'; ona ovisi o smjestenju. Neka je W
zatvorenje komplementa regularne okoline plohe F', tj. zatvorenje od S® — V.
Inkluzija W < S — F je takoder homotopska ekvivalencija i homologije
tih dvaju prostora medusobno su prirodno izomorfne. Vrijedi da je presjek
W NV =0W = 0V homeomorfan plohi My, ,_;. Pogledajmo dio Mayer-
Vietorisovog niza za V U W:

02 Hy(S?) — H(0V) — H(V)® H (W) — H (S 20.
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Bududi da su prva i zadnja grupa u nizu trivijalne, preslikavanje u sredini
inducirano inkluzijama ruba 0V = OW u prostore V i W je izomorfizam.
Zato je Hy(W) izomorfna grupi @2%7171 Z. Njena slobodna baza je skup
{[ei]} zato sto (i) slike elemenata slobodne baze {[e;]} U{[f/]} grupe H1(0V)
generiraju grupu Hy (V') @ H (W), i (ii) svaki [e;] jednak je 0 u grupi Hy (V).
To vrijedi i za grupu H(S® — F) = H;(W).

Definirajmo sada bilinearnu formu 3: H;(S® — F) x H,(F) — Z sa

B(lel, [f5]) = k(es, f;) = 64

i prosirimo ju po bilinearnosti. Jasno je da je forma s tim svojstvima jedins-
tvena i nesingularna. Preostaje dokazati da je ([c], [d]) = lk(c,d) za svake
dvije jednostavno zatvorene orijentirane krivulje cu S® — Fidu F.

Vec smo se susreli s presjecnim brojem — za dva disjunktna uzla C'i K,
pokazali smo da C' - D ne ovisi niti o odabiru plohe D takve da je 0D = K
niti o reprezentantu klase [C] € H{(S® — K). Takoder, pokazali smo da je
svejedno koji od ta dva uzla razapinje plohu D i da vrijedi da je C'- D jednak
spletnom broju lk(C, K'). Opéenito, svakom paru disjunktnih 1-lanaca C'i K
u S3 moZe se na taj nacin pridruziti broj C' - D, gdje je D neki 2-lanac u S®
takav da je 0D = K.

Nase krivulje ¢ i d takoder su disjunktne, kao Sto su bilo koji 1-lanac u F'
i 1-lanac u S — F'. Zato prethodno opisano pridruzivanje inducira bilinearnu
formu § na Hy(S* — F) x Hy(F). Ta forma poklapa se s formom 3 na bazi i
bududi da je § jedina takva bilinearna forma, ona mora biti jednaka B . Zato
za formu [ vrijedi sto i za formu B—za proizvoljne disjunktne jednostavno
zatvorene orijentirane krivulje c i d, vrijednost 5([c], [d]) jednaka je lk(c, d). O

Naglasimo da bilinearna forma /S ne ovisi o odabiru baza za H(F') i
H,(S? — F) jer je jedinstvena bilinearna forma za koju je 3([c], [d]) = lk(c, d)
i ta vrijednost ne ovisi o bazama. Dalje, baze koristene u teoremu su dualne
baze u smislu da je S([e;], [fj]) = 0i5. Za svaku bazu grupe H;(F') postoji
jedinstvena B-dualna baza za H;(S® — F'). Opcenito, za podskup A C S3
bilinearna forma

link: Hy(S® — A) x Hi(A) = Z

takva da je link([c], [d]) = lk(c,d) za svake dvije jednostavno zatvorene ori-
jentirane krivulje c u S®— A i d u A, zove se spletno sparivanje (engl. linking

pairing).
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5.8 Seifertova forma

5.3 Seifertova forma

Za orijentiranu jednostavno zatvorenu krivulju C' u komplementu S3 — F
Seifertove plohe linka L vrijedi da je

ZlkC’fz e ZB ) [e;] € Hi(S® — F),

gdje su {[e;]} i {[fj]} medusobno dualne baze za H,(S* — F) i H,(F).

Konstruirali smo u prethodnom poglavlju beskonacno ciklicko natkrivanje
X vanjstine orijentiranog linka L i pokazali da je prva homoloska grupa
H,(X ) modul nad Z[t, t~'] — Alexanderov modul linka L.

5.3.1 Seifertova forma

Vec¢ smo pokazali da Seifertova ploha F' kao ploha u X ima regularnu okolinu
F x [-1,1], gdje je F poistovjeéena s F' x {0} i notacija odabrana tako da
meridijan svake komponente linka L ulazi u okolinu plohe na negativnoj strani
F x {—1} i izlazi na pozitivnoj F' x {1}. Preciznije, postoji homeomorfizam
h: F x[-1,1] — X takav da je (i) h(z,0) = x za sve tocke x plohe F| i
(ii) h(F x [-1,1]) NOX = h(OF x [—1,1]). Neka su st i s~ dva smjestenja
F — S3 — F definirana sa

st(x) = h(z, £1).

Za jednostavno zatvorenu orijentiranu krivulju ¢ u F oznacit ¢emo s ¢ od-
nosno ¢~ slike od ¢ po preslikavanjima st odnosno s~. Te krivulje mogli
bismo zvati podizanjem odnosno spustanjem krivulje ¢ s plohe F' u komple-
ment X — F. Upravo te operacije pomoc¢i ¢e nam da prouc¢imo homologiju
ciklickih natkrivanja vanjstine linka. Bilinearna forma /3 prikazuje homolosku
klasu krivulje ¢ u S® — F u bazi za H,(S®— F). Nadimo sada bilinearnu formu
koja ¢e za krivulju d u F' prikazivati homoloske klase krivulja d™ i d~ u bazi
za Hi(S® — F).

Definicija 5.1 Seifertovoj plohi F' orijentiranog linka L pridruZena je Se-
ifertova forma, bilinearna forma

a: Hl(F) X Hl(F) — 7
definirana sa a(x,y) = B(s; (x),y).
Po prethodnom teoremu forma « jest bilinearna i dobro je definirana.
Ako su a i b dvije orijentirane jednostavno zatvorene krivulje u F', tada je

a([a], [b]) = Ik(a™,b). Translacijom po drugoj koordinati okoline F' x [—1,1]
vidimo da je «([al, [b]) takoder jednak lk(a,b™). Dakle,

a([a], [b]) = Ik(a™, b) = lk(a, b*).
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5.3.2 Seifertova matrica

U odnosu na bazu {[f;]} za H,(F) i njoj f-dualnu bazu {[e;]} za H,(S* — F)
kao ranije, Seifertova forma « reprezentirana je Seifertovom matricom A,
gdje je

Ay = a((fi]. (1) = k(f7, £5) = Ik(fi, 1)
Odmah slijedi da su podizanja i spustanja predstavnika elemenata baze za
Hy(F) u grupi H,(S® — F) predstavnici redom sljedec¢ih elemenata:

Zm 76 ] = ZA” e;], i
=Y k(£ ) [eg] = Zlk Fin £5) les] = ZAﬂ e) =) Ajles]
j J

Seifertova forma i matrica nisu invarijante linkova jer ovise o plohi F.
Seifertova matrica k tome ovisi o odabiru slobodne baze za H,(F'). No ipak,
Seifertova matrica ima neka zanimljiva svojstva koja ne ovise o odabiru baze
za grupu H;(F).

5.3.3 Seifertova matrica i presjecni broj

Propozicija 5.1 Neka je A Seifertova matrica obzirom na neku Seifertovu
plohu F linka L i u odnosu na neke proizvoljne baze za H,(S® — F) i Hy(F).
Tada vrijedi da je

det(A — A7) = {:I:l ako je L uzao,

0 mace.

Seifertova ploha je orijentirana 2-mnogostrukost — zato svaka dva ciklusa
u opéem polozaju u F' imaju presjecni broj. Za dva 1-ciklusa j i k u plohi
oznacit ¢emo njihov presjecni broj s j - k jednako kao i ranije. Presjecni broj
Jo - kg dva 1-simpleksa u plohi jednak je +1 odnosno —1 ako baza (j,, ks)
jest odnosno nije sukladna s orijentacijom plohe F', ili 0 ako se j, i kg ne
sijeku. Zato vrijedi da je
j-k=—-k-j.

Na slici je vidljiv presjecni broj j, - kg u plohi koja je s ove strane orijentirana
pozitivno; 1-simpleks j, prikazan je kao zakrivljeni segment i 1-simpleks &
kao ravni.

Neka su sada j i k jednostavno zatvorene orijentirane krivulje u plohi F'.
Ploha J = j x [—1, 1] u okolini F' x [—1, 1] sijece krivulju k& upravo tamo gdje
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5.8 Seifertova forma

L)

+ -

Slika 5.4: Presjecni broj krivulja u plohi

krivulja j sijece krivulju k. Uzmimo da je ploha J orijentirana tako da je
njen rub jednak 5t — j7. Lako je vidjeti da je onda

J-k=7-k
Neka su Dt i D~ 2-lanci u S? takvi da je DT = j* i 9D~ = j~. Tada je
0J =0(D" — D).
Presjecni broj 2-lanca Dt — D~ s krivuljom k jednak je
(D" =D )-k=D"-k—D - k=1k(j* k) -1k, k).
No znamo da je jednak i presjecnom broju plohe J s krivuljom k. Zato je
jok=J k=1 k) —1k(j k).

Dokaz propozicije 5.1. Neka je B Seifertova matrica u odnosu na ranije
opisanu prirodnu bazu {[f;]} za H;(F). Krivulje f; su odabrane tako da je
presjecni broj fo;—1 - foj = =1 za j = 1,...,9, tj. za trake u parovima, a
inace je uvijek 0. Zato se matrica B — B” sastoji na dijagonali od g blokova
oblika ( % §) i moguée jedne nul-matrice. Determinanta te matrice jednaka
je +1 ili —1 ovisno o parnosti roda plohe F' ako je L uzao, ili je jednaka 0
ako je L link s vise komponenti. Obje matrice A i B predstavljaju Seifertovu
formu « pa su determinante det(A — A7) i det(B — B™) jednake i tvrdnja je
dokazana. [J

S druge strane, svaka matrica A koja se moze prikazati kao umnozak
PV P7, gdje je P neka unimodularna matrica i V' matrica koja se sastoji na
dijagonali od blokova oblika ( % §) i moguée jedne nul-matrice, Seifertova je
matrica nekog linka L. Matrica P odgovara naravno promjeni baze za Hq(F')
neke plohe F'. Svaka cjelobrojna matrica A takva da je det(A — A7) = £1
Seifertova je matrica nekog uzla K. Dokaz tih karakterizacija Seifertovih
matrica je konstruktivan i moze se pronaéi u [Kawauchi, str. 62].
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5.3.4 Primjeri Seifertovih matrica

Primjer 5.1 Seifertova ploha trolista prikazana je na slici zajedno s krivu-
ljama koje predstavljaju generatore njene prve homoloske grupe.

% o

Slika 5.5: Seifertova ploha trolista

Na slici je vidljivo sto ¢e se dogoditi ako podignemo ili spustimo krivulje
s plohe. Recimo, ako spustimo desnu krivulju, njen spletni broj s prvom bit
¢e 0. Ako je pak podignemo, spletni broj bit ¢e 1. Ako podignemo lijevu
krivulju, ona ¢e sa svojim originalom imati spletni broj —1, jednako kao i
desna krivulja sa svojim. Dakle, Seifertova matrica ove plohe uz odabrane
krivulje kao na slici jednaka je

S(3)) = (‘01 _11) .

Primjer 5.2 Pogledajmo sada Seifertovu plohu osmice:

3 B

Slika 5.6: Seifertova ploha osmice
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5.8 Seifertova forma

Na prvi pogled jednaka je Seifertovoj plohi trolista, ali ako pogledamo
pazljivije, vidjet ¢emo da je bitno drugacije smjestena u S3. Sliéno kao u
proslom primjeru dobivamo da je Seifertova matrica osmice, uz odabranu
ovu Seifertovu plohu i krivulje, jednaka

S(4y) = (é _11) .

5.3.5 Neki generatori i relatori grupe H;(X)

Uzmimo sada da su {f;} krivulje u Y5 NY; i predstavnici elemenata baze
za Hy(Yp NY7). Takoder, uzmimo da su {e;} krivulje u Yy i predstavnici
elemenata baze za H(Y)).

Tada, za svaki k € Z, klase krivulja {t*(e;)} ¢ine bazu za H,(Y}) i klase
krivulja {t*(f;)} ¢ine bazu za H;(Y;NY}11) . Prva homoloska grupa disjunk-
tne unije prostora Y} zato je slobodna abelova grupa s bazom ¢iji su elementi
klase krivulja {t*(e;): k € Z, i € {1,...,2g +n — 1}}. Pitanje je §to se
dogada kad zalijepimo prostore Y, da bismo dobili prostor X,.

Postoji prirodno preslikavanje Hq(|J, Yi) = H1(Xo) inducirano inkluzi-
jama Y, — X. Kad bi to preslikavanje bilo surjekcija, mogli bismo reci da
klase krivulja {t*(e;)} generiraju cijelu grupu H,(X.). No u to ne mozemo
jo$ biti sigurni. Recimo, kod konacnog ciklickog natkrivanja Xj lijeplje-
njem prostora pojavljuje se petlja ¢iju klasu nije moguce izraziti pomocu
postoje¢ih—to je petlja koja obilazi sve prostore jedanput, petlja koja je
podizanje petlje kpu.

Ono §to ipak sada moZemo reéi jest da medu klasama krivulja t*(e;) u
natkrivajuéem prostoru X, sigurno vrijede neke relacije. U prostoru X,
krivulja t*(f;) se podiZze u prostor Yy i, a spusta u prostor Yy, i zato su
njihove klase jednake:

[t5(f;)~ ZA” [t (e;)]

tk fz ZAT tk—f—l

Podizanje krivulje t*(f;) u prostor Yi+1 homologno je u X, spustanju
iste krivulje t*(f;) u prostor Yy, tj. vrijedi

[t (f)7] = [t"(f)T] € Hi(Xw),

i zato mora za svaki k € Z vrijediti relacija:

Z Ayt (e;)] Z AT (e))], to jest
J
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5.8 Seifertova forma

5 " (tAT = A)ijle;] = 0 € Hi(Xo0).

Time smo pronasli neke elemente jezgre, no ne mozemo jo§ biti sigurni
generiraju li ti elementi cijelu jezgru preslikavanja Hy(J, Yi) = H1(Xwo)-

U sljede¢em poglavlju pokazat ¢emo da to preslikavanje jest surjekcija i
da su ti elementi (relatori) dovoljni da opisu jezgru. Pokazat ¢emo dakle
da generatori {t*[(e;)]} uz relatore {t* 3. (tA” — A);jle;]} cine prezentaciju
grupe H;(X). Gledajuéi H;(Xo) kao A-modul, to je ekvivalentno tome
da generatori {[e;]} uz relatore {>_; (tA™ — A);;le;]} prezentiraju A-modul
Hi(Xo0).
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Poglavlje 6

Alexanderov polinom

U ovom poglavlju istrazit ¢emo prvu homolosku grupu beskonacnog ciklickog
natkrivanja vanjstine uzla. Pokazat ¢e se da, uz djelovanje grupe transforma-
cija tog natkrivanja, ta grupa postaje modul nad prstenom Laurentovih poli-
noma s cjelobrojnim koeficijentima — Alexanderov modul uzla. J. W. Alexan-
der je 1928. godine opisao jednostavan nacin racunanja polinoma iz dijagrama
uzla i pokazao da je to pridruzivanje invarijanta uzlova [Alexander|. H. Seifert
je 1934. godine istrazio topolosku pozadinu tog pridruzivanja, homologiju be-
skonacnog ciklickog natkrivanja vanjstine uzla— njemu pripada zasluga i za
druge invarijante proistekle iz kona¢nih ciklickih natkrivanja vanjstine uzla.

6.1 Prezentacija modula

Neka je M modul nad komutativnim prstenom R. Pretpostavit ¢emo da R
posjeduje jedinicu 1 i da je lx = x za svaki x € M. R-modul je slobodan
ako se svaki njegov element moze na jedinstven nacin izraziti kao linearna
kombinacija elemenata baze; modul €, R je kanonski primjer slobodnog
R-modula.

Konacna prezentacija modula M je egzaktni niz

FE- 2% Mo,

gdje su F i F slobodni R-moduli kona¢nih baza. Ako baze za E i F' ozna¢imo
sa {e1, e, ...,em} 1 {f1, fo, ..., fu}, preslikavanje a: F' — E mozemo reprezen-
tirati m X n matricom A. Slike elemenata baze {f1, fa, ..., fu} ¢ine stupce
matrice A, tj.

afi) = Z Ajie;.
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6.2 Prezentacija Alexanderovog modula

Matrica A zove se prezentacijska matrica modula M. Preslikavanje ¢ je
surjekcija pa slijedi da je M = E/Im«; zato ey, e, . .., e, mozemo gledati
kao generatore za M, a slike od f1, fo, ..., f, ili stupce matrice A kao relatore.
Ako je naprimjer modul generiran elementima e; uz relatore ), Bjje;,
njegova prezentacijska matrica je B”, matrica transponirana matrici B.

6.2 Prezentacija Alexanderovog modula

U ovom odjeljku pokazat ¢emo ono o cemu smo govorili u prethodnom poglav-
lju—skup generatora {[e;]} uz skup relatora {_, (tA™ — A);j[e;]} prezentira
A-modul Hy(X).

Teorem 6.1 Neka je ' Seifertova ploha za orijentirani link L v S® i neka je
A matrica, u odnosu na neku bazu od Hy(F'), pripadajuce Seifertove forme.
Tada je tA — AT matrica koja prezentira A-modul Hy(Xo).

Dokaz. Prikazimo X kao uniju prostora Y’ iY”, gdjeje Y’ = J, Yoiy11Y" =
(U, Y2i. Svaki od tih prostora je disjunktna unija prebrojivo mnogo kopija
prostora Y injihov presjek je disjunktna unija prebrojivo mnogo kopija plohe
F. Istrazit ¢emo sada homologiju prostora X, koriste¢i Mayer-Vietorisov niz
za Xoo = Y'UY". Taj dugi egzaktni niz homologkih grupa slijedi iz kratkog
egzaktnog niza lancanih kompleksa, koji u ovom slucaju izgleda ovako:

0 — C(Y'NY") 2% CY) @O (Y") 2% Ou(X.) — 0.

Transformacija t prostora natkrivanja preslikava Y’ u Y” i obratno pa
lan¢ane grupe C,(Y”') i C,(Y") tih individualnih prostora nisu A-moduli,
no C,(Y') @ C,(Y") = @, C,.(Y;) ipak jest takav modul. Lancane grupe
C,(Y'NY") =@, Cr(Yii NY;) i Cp(Xs) su A-moduli pa su sve grupe u
gornjem nizu A-moduli.

Preslikavanja «,, i 3, trebamo definirati tako da budu homomorfizmi mo-
dula i da gornji niz bude kratki egzaktni niz lancanih kompleksa— definirat
¢emo ih ovako: fB,(a,b) = a + b, i za lanac x € C,(Y;_1 NY;) neka je
an(z) = (—z,2) € Co(Yi1) & Co(Y;). Odmah slijedi da su oy, i 8, ho-
momorfizmi modula i da je Ima,, = Ker ,,. Kratki egzaktni niz lancanih
kompleksa na uobicajen nacin daje sljede¢i dugi egzaktni niz homoloskih
modula:

— H(Y'NY") 2 H (Y e H(Y") 25 H(Xw)
— Ho(Y'NY") =% Ho(Y') @ Ho(Y").
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2

N, N, N, N,

Slika 6.1: Beskonac¢no ciklicko natkrivanje

Seifertova ploha F' je po definiciji povezana pa je Ho(F) = Z. Presjek Y'NY"
je prebrojiva disjunktna unija kopija plohe F', gdje je, za svaki ¢ € Z, F;
slika restrikcije homeomorfizma t na F;. Zato se Ho(Y’NY") sastoji od jedne
kopije grupe Z za svaku potenciju od t, i kao A-modul moze biti poistovje¢ena
s A®Hy(F), gdje je s 1®1 poistovjeéen generator grupe Hy(YpoNY7). Tenzorski
produkt ovdje je tenzorski produkt dvaju Z-modula. Grupa Hy(Y")® Hy(Y")
je direktna suma prebrojivo mnogo kopija grupe Hy(Y') = Z pa moze biti kao
A-modul poistovjeéena s A @ Hy(Y), gdje je s 1 ® 1 poistovjeéen generator
grupe Hy(Yp). Oba modula izomorfna su A-modulu A ® Z = A.

Preslikavanje a, prevodi generator grupe Hyo(Y'NY”), koji je predstavljen
0-simpleksom u Yy MY, u

a(lel)=t®l-11.

Slijedi da je aw. sa Ho(Y' NY") injekcija pa B, sa H1(Y') ® H,(Y") mora

biti surjekcija:
s H(Y'NY") 2 H(Y)e H(Y") 2 Hi(X.) — 0.

Primijenimo sada na H; jednako zakljucivanje: grupa Hy(Y’ NY") pois-
tovjeéena je s A @ Hi(F) tako da je s 1 ® = poistovjeéen x € Hi(Yy N Y),
i grupa Hy(Y') & Hi(Y") poistovjeéena je s A ® H1(Y) tako da jes 1 ® y
poistovjeéen y € Hy(Yp). Tada, kao A-modul, H;(Y'NY") je slobodni modul
s bazom {1®[f;]} 1 Hi(Y") ® H1(Y") slobodni modul s bazom {1® [e;]}, gdje
su {f;} jednostavno zatvorene krivulje u YyNY; i {e;} jednostavno zatvorene
krivulje u Yy kao ranije. Sada definicija preslikavanja o daje

a(1@[f]) =Y (k(ff, f)tele] —k(f, f;) @ e]),

%
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6.2 Prezentacija Alexanderovog modula
sto uz definiciju Seifertove matrice A;; = 1k(f;, f;) = k(fi, f;“) daje

(1@ [f}]) =D _(tA; — Ay) @ [ed],

%

gdje je A Seifertova matrica u odnosu na dane baze. Zato je u odnosu na baze
slobodnih A-modula, {1 ® [f;]} i {1 ® [e;]}, preslikavanje «, reprezentirano
matricom tA — A7, a zato Sto je [ surjekcija, ta matrica je prezentacijska
matrica A-modula Hy(X). O

Ako pogledamo preslikavanje aw.: Hi (Y’ NY") — H(Y') @ H (Y") zami-
jetit ¢emo da je ono takoder injekcija:

CY*(Z @) =) (tA—A7); ® el

Y]
Zato je sljedeci kratki niz egzaktan:
0— H1<Y/ N Y”) — Hl(Y/) D H1<Y”> — Hl(Xoo) — 0.

Cinjenica da je preslikavanje §, surjekcija govori nam da generatora ima
dovoljno, a c¢injenica da je preslikavaje a, injekcija da nema nepotrebnih
relatora, tj. da su relatori nezavisni. Dakle, to je optimalna prezentacija.

6.2.1 Prezentacija abelove grupe H;(X})

Ni jedno ni drugo nece se dogoditi ako je natkrivanje konacno ciklicko —
preslikavanje @, H;(Y;) — H;(X}) nece biti surjekcija niti preslikavanje
@ H,(Y;NY;11) = @;H(Y;) injekcija. To znaci da preslikavanjem (3, ne¢emo
dobiti sve generatore, a preslikavanjem a, ¢emo dobiti i nepotrebne relatore
[Rolfsen, Lickorish].

Modul H;(X}) bit ée jednak Z-modulu M @ Z, gdje je M modul prezenti-
ran matricom za a,, a generator modula Z predstavljen petljom koja obilazi
jedanput sve kopije prostora Y. Preslikavanje a, nije injekcija pa takoder
u prezentaciji modula M imamo nepotrebnih relatora. Pokazimo sve to na
primjeru za dvoslojno ciklicko natkrivanje X.

Teorem 6.2 Neka je Xo ciklicko dvoslojno natkrivanje vanjstine X linka
L i neka je A Seifertova matrica za L obzirom na neku Seifertovu plohu
linka L. Tada je torzijski dio M grupe Hi(Xs) kao abelova grupa prezentiran
matricom (4 _“4.). Grupa H,(X) jednaka je M @ Z.
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Dokaz. Dugi egzaktni Mayer-Vietorisov niz za par Yj, Y] je

— H(YonY) 25 H(Yo) @ Hi(Y:) 25 H(X.)

— Hy(YonY)) 25 Hy(Yy) ® Hy(Y?) Py
YASY/ 7.® 7

Grupa Hy(Yy NY7) jednaka je direktnoj sumi prvih homoloskih grupa
dvije kopije Fy i F} Seifertove plohe F'—one su povezane pa je to Z & Z.
Preslikavanje «, preslikava (1,0) — (—1,1) i (0,1) — (1,—1). Jezgra tog
preslikavanja generirana je s (1,1) € Ho(Fy) @ Ho(F1) = Ho(Yo NY1). Zato
je sljedeéi niz egzaktan:

H, (Yo N Y1) 25 Hy(Yo) @ Hy (Y1) 25 H (Xy) 25 Z — 0,

gdje je Z ciklicka podgrupa grupe Hy(Yy NY7) generirana elementom (1, —1)
u Ho(YoNY7). Predstavnici elemenata slobodne baze grupe H(Yy) N Hi(Y7)
su krivulje {f;} U {f;}, a grupe H,(Yy) © H1(Y1) krivulje {e;} U {ej}. Sada
kao i ranije imamo za preslikavanje a, i Seifertovu matricu A:

Lf5] = Ajilel] — ATiled],

[f] = Ajile:] — A[el].

Prethodni egzaktni niz kaze da H;(X3) mozemo rastaviti kao Im 8, & Z,
gdje je Z generiran petljom v koja sijece svaku Seifertovu plohu jedanput.
To je tako jer ako uzmemo da je neki meridijan g linka L petlja iz bazne
tocke p € F' i petlju v kao podizanje petlje 2u, tada se 1-lanac v € C1(Xs)
preslikava po d u pg — p1 € Co(Yo NY1), gdje su py € Fy i py € F} podizanja
bazne tocke p € F.

(63
po—p1 — (p1—Po,Po— 1)
Prezentacijska matrica abelove grupe H;(X3) jednaka je prezentacijakoj ma-

trici abelove grupe Im 3, uz dodan jedan red nula za petlju v. Prezentacijska

matrica za Im ., uzevsi u obzir kako se preslikavaju [f;] i [f7], je

—A" A
(4 4) -
Vidjeli smo sada da Im S, nije cijela grupa H;(X3) nego samo njen torzij-
ski dio— kod konacnih ciklickih natkrivanja pojavljuje se petlja koja obilazi
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jedanput sve kopije prostora Y. Slika te petlje 7, koja je podizanje petlje ku
u ciklickom natkrivanju Xy, invarijantna je na sve transformacije natkriva-
nja. Njena klasa [y] € H;(X}) takoder je invarijantna na sve transformacije
natkrivanja Xj.

Neka je {e,¢Y, ... ,egg, e ,6159_1} baza za disjunktnu uniju pros-
tora Yy, ..., Ys_1. Mozemo je krace zapisati vektorski {e°, e!, ... e*~!}. Tada
relacije mozemo pisati ovako:

AT =elA, . AT = VA,
Time je prezentacijska matrica torzijskog dijela T' grupe Hy(Xy) = T & Z
sljedeceg oblika:

—A" A
A AT

A A7

Pogledajmo sada jos kako kod konac¢nih natkrivanja na ovaj nacin do-
bivamo previse relatora, tj. relatore koji nisu nezavisni. Ako je Seifertova
matrica A invertibilna, moZemo sve generatore izraziti pomoéu generatora e’
na sljedeéi nacin:

eO(ATA—l)k — 60,

pa je prezentacijska matrica torzijskog dijela abelove grupe H;(X}) jednaka
(ATA~Y)* — I Ako matrica A nije inveritibilna, ozna¢imo s I' matricu
A(AT — A), tada je I'* — (I' — I)* prezentacijska matrica torzijskog dijela
abelove grupe H;(X%). [Rolfsen]

6.3 Elementarni ideali

Teorem 6.3 Svake dvije prezentacijske matrice, A i Ay, modula M razlikuju

se za konacan niz sljedecih transformacija © njihovih inverza:
(i) permutacija redova ili stupaca;
(i) zamjena matrice A matricom (4 9) ;
(iii) dodavanje novog stupca koji je nul-stupac matrici A;
)

(iv) dodavangje skalarnog visekratnika nekog reda (odn. stupca) matrice A
drugom redu (odn. stupcu) matrice A.
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Dokaz. Pretpostavimo da matrice A i A; pripadaju, u odnosu na neke baze,
preslikavanjima « i a; u sljede¢im prezentacijama:

F % E 2 M — 0
by 1B 71
b1

R =% B 5 M O — 0

Slobodna baza modula E i surjektivnost preslikavanja ¢; omogucuju kons-
trukciju preslikavanja §: E — E; takvog da je ¢18 = ¢ (za svaki e; odabere-
mo neki z; € F takav da je ¢1(x;) = ¢(e;) i definiramo S: e; — x;). Sli¢no
tome, F' je slobodan modul i nizovi su pri £ i E; egzaktni pa mozemo defi-
nirati preslikavanje v: F' — Fj takvo da je fa = aqy (definiramo v: f; — y;
za bilo koji y; € Fy takav da je a;(y;) = Ba(f;)). Sada vidimo da je dani
dijagram komutativan. Ako su onda preslikavanja (3 i 7 reprezentirana ma-
tricama B i C' u odnosu na dane baze, vrijedi da je BA = A;C. Na potpuno
simetrican nacin mozemo definirati preslikavanja 3 i ;, s matricama By i C}
takvima da je B1A; = AC,. Ako ekvivalenciju matrica po konaé¢nom broju
transformacija navedenih u iskazu teorema ozna¢imo s ~ , imamo:

A B N e
A~ (0 I ) po (ii), (iii)
A B BA o
~ (0 ]1 ;11 1) po (iii), (iv)
A By 0 -
~ (0 ]1 A1) po (iv), jer ACy = By A,

(A B0 BB o (i), (iv)
0O I A B P » V)

Zasvaki e € F vrijedi da je ¢f515(e) = ¢(e) jer vrijede jednakosti ¢1 8 = ¢
i ¢f81 = ¢1. Zatim vrijedi da je ¢(818 — 1) = 0 pa je, zbog egzaktnosti niza
pri F, slika preslikavanja (8;8 — 1 sadrzana u slici preslikavanja a. Zato Sto
je E slobodan modul, mozemo definirati preslikavanje §: £ — F takvo da
je ad = 18 — 1 (jednostavno za svaki e; odaberemo neki y; € F' takav da je
a(y;) = (618 — 1)(e;) i definiramo 0: e; — y;). Ako sada  reprezentiramo
matricom D, imamo AD = B1B — I, tj. BB = AD + [. Zato vrijedi

A B, 0 BB A B 0 I (i)
0 I A B 0 I A, B po {1v).
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Potpuno simetriénim zaklju¢ivanjem mozemo krenuti od matrice A; pa
vidimo da vrijedi

A B 0 I A B 0 I
/1“’<o I A B) - (o I A zi) ~ A O

Prezentacijska matrica nije invarijanta modula, ali bilo koja vrijednost
koju mozemo izvesti iz nje koja ostaje nepromijenjena ovim transformaci-
jama, bit ¢e invarijanta modula.

Definicija 6.1 Neka je M modul nad komutativnim prstenom R (s jedini-
com) koji posjeduje m X n prezentacijsku matricu A. Ideal prstena R koji je
generiran svim (m —r + 1) X (m —r + 1) minorama matrice A zove se r-ti
elementarni ideal &, modula M .

Elementarni ideali modula dobro su definirani jer ne ovise o odabiru pre-
zentacije modula. Razlog toga to je Sto svaka transformacija prezentacijske
matrice ne mijenja ideal generiran skupom determinanti njenih minora. Iz
Laplaceovog razvoja determinante odmah vidimo da je €. C &..1. Zar <0
ili » < m — n minore su ve¢e od matrice pa definiramo £. =0, aza r > m
su premale i definiramo &, = R. Sada imamo rastuéi niz ideala u R:

CO0CEC C&yCRC

za neke prirodne brojeve ki j. Ako je n = m, matrica A je kvadratna matrica
pa je prvi ideal &; glavni ideal prstena R i generiran je vrijednoséu det A.

Primjer 6.1 Konacna abelova grupa G ima prirodnu strukturu Z-modula i
njen prvi ideal &; je ideal prstena Z generiran s |G|, redom grupe G.

Primjer 6.2 Prezentacija torzijskog dijela prve homoloske grupe Hi(X5)
dvoslojnog ciklickog prostora natkrivanja Xy je A + A7, gdje je A neka Se-
ifertova matrica uzla. Prezentacijska matrica je

AT A T
(4 A)air

Apsolutna vrijednost det(A 4+ A7), tj. generator elementarnog ideala &,
red je grupe H;(Xy)—ta invarijanta zove se determinanta uzla.

Primjer 6.3 Prezentacijska matrica torzijskog dijela prve homoloske grupe
H,(X3) troslojnog ciklickog prostora natkrivanja X3 je

A+ AT AT
A A+AT)"
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Primjer 6.4 Uzevsi neku Seifertovu matricu uzla, iz prezentacijske matrice
je lako, kao sto je ve¢ opisano, izraziti u X, generatore prvih homoloskih
grupa prostora Y7, ..., Yy pomocu generatora prve homoloske grupe prostora
Yy. Ovdje dajemo neke abelove invarijante trolista, mnogi drugi primjeri
mogu se pronaci u [Rolfsen].

H\(X3)=Z3®Z

& =37
E =17
Hl(X3) =10 Bl BL
& =47
E =27
E =17

Hi(Xs)=A/(—-t+1)
E = —t+ 1A
E=A

6.4 Alexanderovi ideali i polinomi

Definicija 6.2 r-ti Alexanderov ideal orijentiranog linka L je r-ti elemen-
tarni ideal A-modula Hy(X ). r-ti Alexanderov polinom linka L je generator
najmangeg glavnog ideala koji sadrzi r-ti Alexanderov ideal. Prvi Alexanderov
polinom zove se Alexanderov polinom i oznacava se s Ap(t).

Generator glavnog ideala jedinstven je do na mnozenje invertibilnim ele-
mentom prstena A —zato je Alexanderov polinom, definiran na ovaj nacin,
jedinstven do na mnoZenje elementima oblika 4t*". Modul H;(X,,) posje-
duje kvadratnu prezentacijsku matricu pa je njegov prvi elementarni ideal &
uvijek glavni ideal i Alexanderov polinom jednak je

Ap(t) =det(tA— A7),

gdje je A Seifertova matrica za link L i znak = oznacava jednakost do na
mnozenje invertibilnim elementom prstena A, tj. elementima oblika +¢*".

6.4.1 Primjeri Alexanderovih polinoma uzlova

Primjer 6.5 Jedna od Seifertovih ploha trivijalnog uzla je disk D?. Kada
prerezemo vanjstinu uzla po toj plohi, uklonili smo iz S3 kuglu D? x [—1, 1];
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6.4 Alexanderovi ideali © polinomi

zatvorenje onoga $to ostane takoder je kugla homeomorfna kugli D? x [—1, 1].
Prostor X, nastao lijepljenjem prebrojivo mnogo takvih po D? x {—1} i
D? x {1} homeomorfan je prostoru D? x R— njegova prva homoloska grupa
zato je trivijalna. Trivijalni modul mozemo prezentirati jedinicnom matricom
dimenzija 1 x 1 pa je Alexanderov polinom trivijalnog uzla jednak Ao = 1.

Primjer 6.6 Neka je K, uzao kao na slici s ukupno 2n—1 prijelaza u donjem
dijelu dijagrama. Broj 2n —1 bit ¢e pozitivan ako je zakretanje u pozitivnom
smjeru kao na slici, tj. ako su prijelazi u donjem dijelu dijagrama pozitivni,
a bit ¢e negativan ako je zakretanje u suprotnom smjeru, tj. prijelazi su
negativni.

Slika 6.2: Zavrnuti uzao K,

Lako je vidjeti Seifertova plohu F' za taj uzao; generatori prve homoloske
grupe te plohe reprezentirani su dvjema krivuljama oznacenim na slici. Sje-
timo se da je Seiferova matrica A dana s A;; = 1k(f;, f;"), gdje je f; krivulja
fj podignuta s plohe F' u pozitivni dio okoline te plohe; za uzao K, Seifertova

matrica jednaka je (1, 2). Slijedi da je

L (t—1 1
tA-4 _(—t n(t—1)>’

pa je Alexanderov polinom uzla K,, jednak Ag, = n(t*—2t+1)+t. Zamije-
timo da je K trivijalni uzao; ova formula za K, daje polinom Ay, =t sto se
slaze s racunom u prethodnom primjeru. Uzao K je trolist 3; i Alexanderov
polinom trolista je t> —t+1. Sliéno tome, K je uzao 5, i njegov Alexanderov
polinom je 2t% — 3t + 2.

Primjer 6.7 Neka su p, ¢ i r neparni cijeli brojevi i neka je P(p, q,7) uzao s
p, q i r zakretanja redom kao na slici. Ovdje takoder pozitivnost tih brojeva
znaci da je zakretanje takvo da su prijelazi pozitivni, a negativnost negativni.
Ovakav uzao zove se perec (engl. pretzel knot).
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Slika 6.3: Perec P(p,q,r)

Lako je vidjeti na slici Seifertovu plohu i predstavnike generatora njene
prve homoloske grupe. Seifertova matrica ovog uzla jednaka je

. <p+q q+1),
g—1 q+r

i zato je Alexanderov polinom uzla P(p,q,r) jednak

Ap(pgr) = det(tA — A7) = %((pq +qr+rp)(t = 1)* + 7 4+ 2t + 1),

Ako su p, ¢ i r brojevi takvi da je pg + qr + rp = —1, recimo za uzao
P(=3,5,7), tada je Apgpqr = t, Sto je Alexanderov polinom trivijalnog
uzla. Uzao P(—3,5,7) jest poznat kao uzao s jediniénim Alexanderovim
polinomom. Drugim invarijantama, recimo Jonesovim polinomom, moze se
pokazati da nije trivijalan — Alexanderov polinom dakle ne moze pokazati da
neki uzao jest trivijalan, tj. ne razlikuje trivijalni uzao od svih ostalih uzlova.

Uzao P(3,3,—3), oznaten s 944 u tablici uzlova, i uzao 61, koji izgleda
kao uzao na slici iz prethodnog primjera uz n = 3 i gornja dva prijelaza
izmijenjena, posjeduju jednake Alexanderove polinome. Prvi elementarni
ideal Alexanderovog modula oba uzla generiran je s —2t> + 5t — 2. No, po
drugom elementarnom idealu se razlikuju. Drugi elementarni ideal za uzao
946 generiran je s (t — 2) i (2t — 1); on nije cijeli prsten A jer evaluacija
ut = —1 daje surjekciju A — Z koja preslikava taj ideal u 3Z. Drugi
elementarni ideal za uzao 67 jest cijeli prsten A. Postoje dakle netrivijalni
uzlovi jednakih Alexanderovih polinoma, i takoder je moguce da elementarni
ideali razlikuju uzlove koje Alexanderov polinom ne razlikuje.
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6.5 Svojstva Alexanderovog polinoma

Teorem 6.4 (i) Za svaki orijentirani link L vrijedi Ap(t) = Arp(t™1).
(i) Za svaki (orijentirani) uzao K vrijedi Ap(1) = £1.
Obje tvrdnje analogno vrijede i za r-te Alexanderove polinome.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je A Seifertova matrica za link L dimenzija
n x n. Tvrdnja slijedi iz sljedec¢ih jednakosti:

Ap(t) =det(tA — A7) = det(tA” — A) = (=t)"det(t A — A7) = Ap(t™).

(ii) Neka je A Seifertova matrica uzla K konstruirana obzirom na standardnu
bazu od 2g orijentiranih krivulja {f;} na Seifertovoj plohi F' roda g. Jedna-
kost A (1) = £ det(A — A7) i svojstvo Seifertove matrice A

(A= ATy =1k(f7, f;) = k(f;", f;) = fi - fis

daju kao u propoziciji o svojstvima Seifertovih matrica da je Ag(1) = £1.
Opcenito, za link s vise od jedne komponente Ak (1) jednak je 0. O

Korolar 6.1 Alezanderov polinom, za svaki uzao K, dopusta oblik
Ag(t) =ag+a(t™ +t) +as(t™+1t)+---
gdje su a; cijeli brojevi i ag je neparan broj.

Dokaz. Zapisimo Aleksanderov polinom uzla K bez negativnih potencija
varijable t, A (t) = bg + byt + - - - + b,t"™, tako da su by, b, # 0. 1z jednakosti
pa je by = +b,_i, s izborom predznaka jednakim za svaki k. Budud¢i da
je Ag(1l) = +£1, vrijedi da n nikako ne moze biti neparan broj i zatim, iz
parnosti broja n, slijedi da je by = b, za svaki k i da je by,/» neparan broj.
Zato je moguce Alexanderov polinom zapisati u obliku navedenom u tvrdnji
teorema. [

Ovaj korolar takoder pokazuje da, unato¢ neodredenosti Alexanderovog
polinoma, on se ipak na jedinstven nac¢in moze zapisati kao polinom s po-
zitivnim slobodnim ¢lanom $to ne bi vrijedilo da koeficijenti ne posjeduju
simetriju by = b,,_x. 1z istog razloga na jedinstven nacin ga mozemo zapisati
kao polinom sa svojstvom Ag(1) = 1 i netrivijalnim slobodnim ¢lanom.
Conwayeva normalizacija je pak zapis Alexanderovog polinoma u obliku

Ag(t)=ag+a(t™ +1) Fax(t>+t)+..., gdjeje Ag(1) = 1.
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Propozicija 6.1 Neka je L orijentirani link. Tada L i v L, njemu zrcalni
link i obrnuti link, imaju isti Alexanderov polinom kao L do na mnoZenje
invertibilnim elementom prstena A.

Dokaz. Neka je F' neka Seifertova ploha za L, i neka je A Seifertova
matrica u odnosu na tu plohu. Promjenom orijentacije svih komponenti
linka mijenja se orijentacija plohe F' pa se zamjenjuju pozitivna i negativna
strana plohe. Zbog toga, uz isti odabir jednostavno zatvorenih krivulja na F
koje predstavljaju bazu za H;(F'), Seifertova matrica A za link L mijenja se
u matricu A7 za link r L. Zrcaljenjem linka mijenjaju se predznaci spletnih
brojeva pa je Seifertova matrica za L jednaka —A. O

Propozicija 6.2 Neka su K i J orijentirant uzlovi, tada je
Ak (t) = Dx(t) A, ().

Dokaz. Ako su B i C' Seifertove matrice orijentiranih uzlova J i K, matrica
(6‘ 9) je Seifertova matrica uzla J + K. O

Raspon Laurentovog polinoma je razlika izmedu najveceg i najmanjeg eks-
ponenta potencija uz koje su koeficijenti polinoma razlic¢iti od nule. Tako je

stupnju tog polinoma.
Propozicija 6.3 Neka je K uzao i g(K) njegov rod. Tada vrijedi
2g(K) > raspon Ag(t).

Dokaz. Neka je F' Seifertova ploha minimalnog roda za uzao K. Tada
je matrica A — A” dimenzija 2g X 2g pa stupanj polinoma det(tA — A7) nije
veéi od 2¢g. [

Prethodni rezultat moze se smatrati jednom od primjena Alexanderovog
polinoma. Moguce ga je proSiriti na linkove s proizvoljnim brojem kompo-
nenti. Ako link L s n komponenti razapinje povezanu orijentabilnu plohu
roda g, tada je

29 +mn —1 > raspon Ap(t).
Za razliku od uzlova, postoje orijentirani linkovi s dvije ili vise komponenti

¢iji je Alexanderov polinom nul-polinom.

Propozicija 6.4 Ako orijentirani link L razapinje nepovezanu orijentiranu
plohu u prostoru S®, njegov Alexanderov polinom je nul-polinom, tj. A, = 0.
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Dokaz. Pretpostavimo da je F’ nepovezana orijentirana ploha razapeta
orijentiranim linkom L i da su f; predstavnici generatora prve homoloske
grupe plohe F’. Da bismo povezali dvije komponente plohe F’  a rub plohe
ostavili netaknutim, dovoljno je izrezati dva mala diska, svaki u jednoj kom-
ponenti plohe, i spojiti rubove koji su nastali uskim cilindrom, tj. cijevi S*x I.
Diskove mozemo odabrati tako da ne sijeku krivulje f;. Zamijetimo da ge-
neratore prve homoloske grupe nastale plohe mozemo predstaviti krivuljama
{fi} U{f}, gdje je f jednostavno zatvorena krivulja koja obilazi oko cijevi
tocno jedanput i ne sijece predstavnike ostalih klasa.

Krivulja f je meridijan— ona razapinje disk D u prostoru S* takav da
je 0D = DN F—zato je Ik(f, f*) = 01 1k(f, f*) = 0 za svaku krivulju f;.
Povezimo tako komponente plohe F’ i povezanu plohu koja nastane time
oznacimo s F'—ona je Seifertova ploha linka L. Matrica te Seifertove plohe
posjeduje neki stupac i red, jednakog indeksa, ¢iji su elementi nule pa je
determinanta matrice tA — A™ nuzno takoder jednaka nuli.
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