Nelinearni dinamicki sustavi

1 Osnovne definicije

Diskretni dinamicki sustav (X, f) sastoji se od nepraznog skupa X i presli-
kavanja f : X — X. Skup X jo$ se zove i fazni prostor, a preslikavanje f
fazno preslikavanje. Teorija diskretnih dinamickih sustava bavi se proucava-
njem dugoro¢nog ponasanja tocaka skupa X pod djelovanjem iteracija danog
preslikavanja f. Iteracije od f definirane su induktivno: f° = Id (identiteta
na X, Id(z) = z za svaki € X) te za svaki n € Ny, /"™ = fo f". Ako je f
invertibilna, tada je definirano i f=" = (f~1)", za svaki n € N.

Buduéi da vrijedi f**™ = f™ o f™ iteracije ¢ine grupu ako je f inverti-
bilna, odnosno polugrupu ako nije (preciznije, ako f nije invertibilna, iteracije
¢ine monoid s jedinicom [0 = Id).

Neprekidni dinamicki sustav sastoje se od skupa X i jednoparametarske
familije preslikavanja {f* : X — X}, t € R, ili t € R', koja ¢ine jednopara-
metarsku grupu, ili polugrupu, tj. vrijedi f** = ffo f*i f° = Id. Dinamicki
sustav se zove tok ako je t € R, odnosno polutok ako je t € R*. Za tok je
preslikavanje f* invertibilno, jer je f~' = (f*)~'. Primijetimo da za fiksni ¢y.
iteracije ()" = f%" ¢ine diskretni dinami¢ki sustav.

U proucavanju dinamickih sustava uobicajeno je da je skup X opskrbljen
nekom strukturom koja se ¢uva preslikavanjem f. Na primijer, X moze biti
prostor s mjerom, a f preslikavanje koje ¢uva mjeru; ili X moze biti glatka
mnogostrukost, a f diferencijabilno preslikavanje. Budué¢i da ¢emo se ovdje
pretezno baviti diskretnim topoloskim dinamic¢kim sustavima, nama ¢e X

biti topoloski Hausdorffov prostor, a f neprekidno preslikavanje.
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Definicija 1.1. Za x € X, orbita naprijed (ili pozitivna orbita) od x je skup
Of (v) = {f"(x) : n € No}.
Ako je f invertibilna, orbita nazad (ili negativna orbita) od x je skup
Of (z) = {f"(z) : n € No},
a (puna) orbita od z je skup
O(x) = {f"(x) : ne 2.

(Kada god je iz konteksta jasno o kojem se preslikavanju radi, ispustat ¢emo

indeks f i pisati samo npr. O(z).)

Tocka x Cesto se naziva i pocetno stanje, a tocka f"(x), za n € N, bu-
duce stanje (orbite). Na orbitu se moze gledati i kao na niz pa ima smisla

razmatrati npr. podniz orbite ili gomilista orbite.
Definicija 1.2. Toc¢ka x € X zove se

1. fiksna tocka (ili invarijantna tocka, ili ekvilibrij) od f ako je f(x) = x.

Skup svih fiksnih tocaka funkcije f oznacavat ¢emo Fix f.

2. periodicna tocka od f perioda p € N ako je fP(x) = x. Primijetimo
da ako je p period od x, onda je i kp period od x za svaki k € N.
Najmanji period za x zovemo osnowvni period. Skup svih periodi¢nih
tocaka (ne nuzno osnovnog) perioda p funkcije f oznacavat ¢emo Per,, f,
a skup svih periodi¢nih toc¢aka od f sa Per f. Primijetimo da je Per f =
UpeN Per,, f.

3. predperiodiéna tocka (ili zavrino periodicna tocka) od f ako postoji

m € N takav da je f™(z) periodi¢na tocka od f.

Zapodskup A< XineN, f*(A)jeslikaod Aza f a f~"(A) je praslika
od Aza [, tj. f(A) = (/") Y(A) = {x € X : f*(z) € A}. Primijetimo
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da A < f(f"(A)), ali za neinvertibilan dinamicki sustav opcenito A i
F7™(f"(A)) ne moraju biti jednaki.

Podskup A X je f-invarijantan ako je f"(A) € A zasvakine Z. A je
naprijed ili pozitivno f-invarijantan ako je f(A) € A. Tada jei f"(A) < A
za n € Ny. A je nazad ili negativno f-invarijantan ako je f~1(A) € A. Tada
jei f~™(A) € A za n € Ny. Orbite tocaka su invarijantni skupovi.

Preslikavanja mogu imati jako puno fiksnih ili periodi¢nih to¢aka. Na pri-
mijer, za f = Id, svaka tocka je fiksna toc¢ka. Za X =R i f(z) = —z, jedina
fiksna tocka je x = 0, no svaka druga tocka je periodi¢na tocka osnovnog
perioda dva. To su netipi¢ni dinamicki sustavi. Sustavi kojima ¢emo se mi

baviti ne¢e imati intervale fiksnih ili intervale periodi¢nih tocaka.

Primjer 1.3. Rotacija kruznice (ili translacija kruznice).
Razmotrimo jedini¢nu kruznicu S' = [0,1]/., gdje ~ oznafava da su
0 i 1 identificirani. Zbrajanje mod1 ¢ini S' abelovom grupom. Prirodna

udaljenost na [0, 1] inducira udaljenost na S?,

d(z,y) = min{|lz —y[,1 — |z —y[}. (1)

Jedini¢nu kruznicu takoder mozemo opisati kao skup S' = {z € C: |z| = 1}
pri ¢emu je mnozenje kompleksnih brojeva operacija grupe. Ta dva prikaza
su povezana formulom z = 2™ koja je izometrija ako podijelimo duljinu
luka na multiplikativnoj kruznici sa 2.

Za nas je S* topologki prostor s relativnom topologijom kompleksne rav-
nine. Budué¢i da je S! omeden zatvoren podskup kompleksne ravnine, S*
je kompaktan metricki prostor. Medutim, ne¢emo koristiti metriku koju S*
nasljeduje od C (Euklidsku metriku), prakti¢nije je koristiti metriku danu u
(1).

Za a € R oznac¢imo sa R, rotaciju od S* za kut 27a, tj.
R,xr = x + amod1.

(To se moze shvatiti i kao translacija za «.) Familija {R, : o € [0,1)} je

komutativna grupa s kompozicijom kao operacijom grupe, R, o Rg = R,,
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gdje je v = a+ fmod 1. Primijetimo da je R, izometrija, tj. ¢cuva udaljenost
d.

Preslikavanje R, se ponaSa vrlo razli¢ito u ovisnosti da li je a racionalan
ili iracionalan broj. Ako je a = ’5’ racionalan broj, pri cemu supe Zige N
relativno prosti, tada je R? = Id i svaka orbita je periodi¢na s osnovnim
periodom gq.

Ako je « iracionalan broj, svaka orbita naprijed je gust podskup u S
Taj rezultat ze zove Jacobijev teorem. Da bismo to dokazali, pretpostavimo
da je x € S! proizvoljan. PokaZimo prvo da su sve tocke orbite naprijed od
x razli¢ite. Pretpostavimo da je Rlx = Rz za neke m,n € N. Tada je
r+namodl =z + mamodl, tj. (n — m)a € Z, $to daje n = m. Dakle
O™ (x) je beskonacan podskup od S'. Buduéi da je S* kompaktan, niz O (z)
ima gomiliste u S'. Zato za svaki ¢ > 0 postoje m,n takvi da je m < n i
d(RTz, Rlz) < e. Dakle, RI™™ je rotacija za kut < € pa je svaka orbita
naprijed e-gusta u S', tj. udaljenost od bilo koje tocke u ST do O (z) je < e.
Jer je € proizvoljan, dokaz slijedi, tj. svaka orbita naprijed je gust podskup

u St

2 Hiperboli¢nost

Neka je X Hausdorffov topoloski prostor i f : X — X preslikavanje. Neka
je © € X periodi¢na tocka od f perioda p. Tocka y € X je naprijed ili
pozitivno asimptoticna s x ako je lim; .o, fP(y) = x. Stabilni skup od z, u
oznaci W#(x), sastoji se od svih tocaka naprijed asimptoti¢nih s z. Ako je
f invertibilna, tocka y € X je nazad ili negativno asimptoticna s x ako je
lim; . f~%(y) = 2. Skup svih toc¢aka negativno asimptoti¢nih s z zove se
nestabilni skup od x i oznatava W*"(x).

Ako je X metricki prostor s metrikom d, a x € X nije periodi¢na tocka,
svejedno mozemo definirati njoj naprijed asimptoticnu tocku y zahtijevajuci

da d(f'(z), fi(y)) — 0 kada i — oo te analogno, ako je f invertibilna, nazad
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asimptoticnu tocku.
U nastavku ovog poglavlja, neka je f : R — R diferencijabilna funkcija

(reda n, pri éemu je n koliko god nam treba).

Definicija 2.1. Neka je z periodi¢na tocka osnovnog perioda p. Tocka x
je hiperbolicna ako je |(f?)(x)| # 1. Broj (f?)(x) se zove multiplikator

periodi¢ne tocke x.

Propozicija 2.2. Neka je f klase C'. Neka je x hiperbolicna fiksna tocka i
|f'(x)] < 1. Tada postoji otvorena okolina U od x takva da za svakiy € U

vrigedi im;_o. fi(y) = .

Dokaz. Buduéi da je f klase C*, postoji ¢ > 01 a € (0,1) takvi da je
|f'(y)] < a<1zasvakiy e [xr—¢e,x+¢]. Po teoremu srednje vrijednosti
vrijedi |f(y) — x| = [f(y) = f(@)] < aly —z| < |y — x| < e. Dakle f(y) €
|z — e,z + €] i Stovise, f(y) je blize tocki x nego y. Na isti na¢in dobivamo

|fi(y) — x| < a'ly — x| za svaki i € N i zato lim;_,o f'(y) = . O

Primijetimo da analogan rezultat vrijedi za hiperboli¢nu periodi¢nu tocku
x osnovnog perioda p. U tom slucaju postoji otvorena okolina U od x za koju
je fP(U) < U i uvjet u tom slucaju je, naravno, |(f?)'(z)| < 1. Takva okolina

se zove lokalni stabilni skup i oznacava W .

Definicija 2.3. Neka je x hiperboli¢na periodi¢na tocka osnovnog perioda p.
Ako je [(fP)'(z)| < 1, tocka x se zove privlacna periodic¢na tocka, ili atraktor,

ili ponor.

Mozemo razlikovati tri tipa privla¢nih fiksnih toc¢aka: f'(z) = 0, 0 <
fllz)y<1i—-1< f'(z) <0.

Propozicija 2.4. Neka je f klase C*. Neka je x hiperbolicna fiksna tocka i
|f'(z)] > 1. Tada postoji otvorena okolina U od x takva da za svaki y € U,
y # x, postoji k € N takav da f*(y) ¢ U.
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Dokaz. Buduéi da je f klase C*', postoji € > 01 a > 1 takvi da je |f'(y)| >
a > 1 za svaki y € [x —e,x + €]. Po teoremu srednje vrijednosti vrijedi
[f(y) —a[ = f(y) = f(z)| = aly — 2| > |y — x|. Dakle f(y) je dalje od tocke
x nego y. Na isti nacin, do kada god je f'(y) € [x — &,z + €], dobivamo
|7 (y) — x| = a'|fi(y) — z|. Jer je a > 1, postoji k € N takav da f*(y) ¢
[z — e,z +¢]. O

Analogan rezultat vrijedi za hiperboli¢nu periodi¢nu tocku x osnovnog
perioda p i uvjet u tom sluc¢aju je, naravno, |(f?)'(z)| > 1. Takva okolina se

zove lokalni nestabilnt skup i oznacava Wp,..

Definicija 2.5. Neka je x hiperboli¢na periodi¢na to¢ka osnovnog perioda

p. Ako je |(f?)(z)| > 1, tocka x se zove odbojna periodi¢na tocka, ili izvor.

Mozemo razlikovati dva tipa odbojnih fiksnih toc¢aka: f'(z) > 11 f'(z) <
—1.

Primjer 2.6. Kvadratna familija.

Razmotrimo familiju funkcija F, : R — R danu formulom

Fu(z) = pa(l — ),

pri ¢emu je pu > 0 parametar. Tu familiju zovemo kvadratna familija. Na-

brojimo neka jednostavna svojstva kvadratne familije.

(1) F, ima dvije fiksne tocke, 0 1 z, = "T_l < 1. Takoder, F,(1) = 0 i
F,(1/2) = p/4 je maksimum.

(2) Fy(0) = pi Fifx,) =2 — .

(3) Za 0 < p < 1 vrijedi z,, <0, 0 je privlacna fiksna tocka, a z,, je odbojna

fiksna tocka.

(4) Za 1 < p < 3 vrijedi 0 < z,, 0 je odbojna fiksna tocka, a x, je privlacna

fiksna tocka.
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(5)
(6)

Za p1 > 3 i dalje vrijedi 0 < x,, ali su sada i 01 x, odbojne fiksne tocke.

Neka je p > 1. Tada za svaki x € (—o0,0) U (1, 00) vrijedi F}}(z) — —o0

kada n — oo.

Dokaz. Ako je v < 0 vrijedi F,(v) = px(l — ) < z pa je (F}(2))nen,

padajuci niz tocaka. Taj niz ne moze konvergirati nekoj tocki y, jer bi

u tom slucaju vrijedilo y = lim, o Fj(z) = lim, o F; 7 (2) = Fl(y),

sto je u kontradikciji s ¢injenicom da su fiksne tocke nenegativne. Dakle,
Fi(z) — —oo kako smo i tvrdili. Ako je x > 1, vrijedi Fj,(z) < 0 pa

dokaz slijedi kao u prethodnom slucaju. O

Neka je 1 < p < 3. Tada za svaki z € (0,1) vrijedi lim,, ., F} () = @,

Dokaz. Neka je 1 < p < 2. Tada je F,(3) = & < 1iuz, = “T_l <

s, Ako je z € (0,1/2], © # =z, tada je |F,(z) — z,| < |z — x|, tj.

(F7(2))nen, je rastuci niz toCaka za r € (0,7,), odnosno padajudi niz

tocaka za x € (x,,1/2]. Dokaz slijedi analogno dokazu tvrdnje (6). Ako
je © € (1/2,1), tada je F,(z) < 1/2 pa dokaz slijedi kao u prethodnom

slucaju, tj. limy, o F)/(z) = lim, . Fr " (Fu(2)) = 2,

Neka je 2 < p < 3. Tada je F,(3) =4 > 1iz, “;1

sa T, € (0,1/2) jedinstvenu toc¢ku sa svojstvom F,(Z,) = z,. Lakim

. Oznacimo

>

N |—=

racunom se provjeri da je F7(3) > § pa je Fo([Z,,x,]) < [1/2,2,].
Takoder, za x € [1/2,2,) niz (F7"(2))nen, je rastuci, a (F2"7H(x))nen,
je padajui niz tocaka. Zato, za svaki z € [Z,, x,] dokaz slijedi analogno
dokazu tvrdnje (6).

Pretpostavimo da je z € (0,7,). Lako se vidi da je tada F,(z) > z pa
postoji k € N takav da je F¥(x) € [Z,,, z,] te dobivamo lim,, o, F¥ " (z) =

z,. Ako je x € (x,, 1), vrijedi F,(x) € (0,7,) pa dokaz slijedi.

Slucaj p = 2 ostavljamo kao jednostavan zadatak. O
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(8) Neka je p > 4. Tada je maksimum F),(1/2) = /4 > 1 pa postoje tocke
segmenta [ := [0, 1] ¢je prve iteracije vise ne leze u I. Oznacimo skup
svih takvih tocaka s Ay,

Ay={zxel:F,(z)¢I}

Jer za svaki x € Ag vrijedi Fj,(z) > 1, imamo F;(x) < 0 i zato F}(z) —

—o0 kada n — 00. Sve tocke iz I\ Aj ostaju u I nakon prve iteracije F),.

Jasno je da je Ay interval s centrom 1/2 te da je I \ Ay unija dva di-
sjunktna segmenta. Oznac¢imo s Iy onaj lijevo od Ay i s I; onaj desno od
Ap. Primijetimo da F), preslikava oba, Iy i I;, monotono na I i to F}, je
rastuca na I i padajuca na I. Jer je F,(Iy) = F,(I;) = I, postoji par
intervala, jedan u Iy, a drugi u Iy, koje F), preslikava na Ay. Oznacimo
taj skup s Ay,
Ay ={xel:F,(z)e Ap}.

Za svaki x € Ay vrijedi F(z) > 1, Fi(z) < 0 i zato F}(z) — —oo kada
n — oo.

Razmotrimo skup I ~\ (Ag U A;). To je unija 4 disjunktna segmenta,
F,, preslikava svaki od njih monotono ili na Iy ili na I; pa F3 preslikava

svaki od njih na I. Stoviée, Fi je alternirajuce rastuca i padajuca na ta

4 segmenta te F. ima 2 maksimuma. Zato svaki od tih 4 segmenta od

I~ (Ag U Ay) sadrzi podinterval kojeg F; preslikava na Ag. Taj skup

zovemo A,.

Proces nastavljamo induktivno. Neka je

Ap = {xel:Fj(x)e A}
— {zel:Fi(x)el, i<n& F*(z) ¢ I}.

Dakle, A, je skup svih onih to¢aka od I koji napustaju I u to¢no n+1.-0j

iteraciji. A, je unija 2" disjunktnih intervala i za svaki z € A, vrijedi
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F}(z) — —oo kada n — oo te nam ostaje analizirati ponasanje onih

tocaka koje nikada ne napuste I, tj skup

Jer je A, unija 2" disjunktnih intervala (i X"_,2" = 2"*1 — 1) skup
I~ (U, Ai) je unija 2"+ disjunktnih segmenata. FIZL“ preslikava svaki
od tih segmenata monotono na I, alternirajuce raste i pada na tim seg-

mentima i F[}“ ima to¢no 2" maksimuma na I.

Konstrukcija skupa A podsjeca na konstrukciju Cantorovog skupa. Pod-
sjetimo se, podskup segmenta zovemo Cantorov skup ako je zatvoren,

potpuno nepovezan i perfektan.
Propozicija 2.7. Ako je ;1 > 2 ++/5, A je Cantorov skup.

Dokaz. Pretpostavimo da je u > 2 + /5. Tada je |F'(x)| > 1 za svaki
x € Iy u I} pa postoji A > 1 takav da je |[F'(z)| > A za svaki z € A. Po
pravilu ulan¢avanja takoder vrijedi [(F™)'(z)| > A\".

Prvo ¢emo dokazati da A ne sadrZi interval. Pretpostavimo suprotno.
Tada postoje x,y € A, x # y, takvi da [z,y| € A i za svaki z € [z, y] vrijedi
|(F™)(2)] > A™. Izaberimo n takav da je A\"|y — z| > 1. Po teoremu srednje
vrijednosti slijedi da |F"(y) — F™(x)| = A"|y — x| > 1 pa barem jedan od
F™(y) ili F™(x) leziizvan I. No to je u suprotnosti s z,y € A pa je A potpuno
nepovezan.

Dokazimo sada da je A perfektan. Primijetimo prvo da su krajnje tocke od
svih Aj u A, jer se one zavrsno preslikaju u fiksnu tocku 0 pa pod iteracijama
ostaju u I. Pretpostavimo da postoji izolirana toc¢ka = € A. Tada postoji
okolina od z takva da sve tocke te okoline pod iteracijama napuste I. Zato
svaka od tih toc¢aka pripada nekom Ay i to ili postoji niz takvih toc¢aka koje
su krajnje to¢ke Aj-ova koje konvergiraju prema z, ili se sve tocke te okoline
od z preslikaju izvan [ istom iteracijom od F. Prvi sluc¢aj nije mogué, jer

su krajnje tocke Aj-ova sadrzane u A pa x nije izolirana. U drugom slucaju
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mozemo pretpostaviti da F™ preslikava x u 0, a sve tocke iz okoline od x u
negativnu realnu os. No tada F™ ima maksimum u z i vrijedi (F™)'(z) = 0.
Po pravilu ulan¢avanja vrijedi F'(F'(x)) = 0 za neki i < n pa je F'(z) = 1/2.
Iz toga slijedi F"™'(x) ¢ I i zato FV(x) — —oo, §to je u suprotnosti sa
Fr(z) = 0.

Buduéi da je A presjek padajuceg niza segmenata, A je zatvoren. m

Napomena 2.8. Propozicija ustvari vrijedi za sve u > 4, ali je dokaz tehnicki
zahtijevniji.

Definicija 2.9. Skup I' R zove se odbojni (odnosno privliacni) hiperboli¢ni
skup za funkciju f, ako je I' zatvoren, omeden, invarijantan za f i ako postoji

N € N takav da je |(f")'(z)| > 1 (odnosno |(f")(z)] < 1) zasven = N i
rel.

Cantorov skup A za kvadratnu funkciju F), za p > 2 + V5 je odbojni hiper-

boli¢ni skup sa N = 1.

3 Simbolicka dinamika

Definicija 3.1. Skup X5 := {78 = 5081 ... 8, ... : s, € {0, 1}} zove se prostor

nizova dva simbola.

Za dva niza 5 = S051...55... 1 T = tot1...t, ... definiramo udaljenost

medu njima formulom

iz, )= it
7 =0 2Z .

Buduéi da je |s;—t;| ili 0 ili 1, red je dominiran geometrijskim redom Y7~ o- =

2 pa je konvergentan.

Lema 3.2. d je metrika na 3.
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Dokaz. Vrijedi d(8,T) = 0 zasvaki 3,7 € 5,1 d(F, T) = 0 ako i samo

ako s; = t; za sve i € No. Bududi da je |s; — t;] = |t; — | vrijedi (3, T) =
d(T,3). Na kraju, za sve 7,3, ¢ € O vrijedi |r; — ;| < |r; — si| + |si — t4]
sto povlaci d(7, ) < d(7,F) + d(F, T). O

Lema 3.3. Neka su ?,? € Yy, Ako jes; =t; zai = 0,1,...,n, tada
je d(®,F) < 1/2. Obratno, ako je d(3,T) < 1/2", tada je s; = t; za

i=0,1,...,n.

Dokaz. Pretpostavimo da je s; =t; zai=0,1,...,n. Tada je
= |si — O |si — til S 1
( ’ ) Z i Z i Z i on
=0 i=n+1 i1=n+1
S druge strane, ako je s; # t; za neki j < n, tada je d(?,?) > 5 > 5

Zato, ako je d(_s’,?) < 2%, onda je s; = t; za sve i < n.

Definicija 3.4. Preslikavanje o : X9 — X9 definirano sa o(sgsy...8,...) =

S$1...8,... zove se pomak.
Lema 3.5. Pomak o : Y5 — Yo je neprekidno preslikavange.

Dokaz. Neka jee > 0178 = 5081...5;.... Neka je n takav da je 1/2" < e.
Neka je 6 = 1/2"*!. Neka je € = toty...t;... takav da je d(3,T) < 0.

—

Tada po lemi 3.3 imamo s; = t; za i < n+ 1 pa je (6(5)); = (o(t));

za i < n, gdje je (0(5)); i-ta koordinata niza o(8) = 7 = rori...7i. ...

—

Ponovno po lemi 3.3 vrijedi d(o(5),0(t)) < 1/2" < € pa je o neprekidno

preslikavanje u 5. Kako je 5 bila proizvoljna, o je neprekidno na ,. [

Dinamiku pomaka ¢ razumijemo u potpunosti. Na primjer, periodi¢ne

tocke su periodi¢ni nizovi, tj. nizovi oblika
—> 0
S = (S081---Sn-1)" = S081-+-Sn—15081---Sn_1 - -

Preslikavanje o ima 2" periodi¢nih tocaka perioda n i svaka je generirana
jednim od 2" konac¢nih nizova duljine n. Konacan niz nula i jedinica zvati

¢emo rijec. Rije¢ ima duljinu n ako se sastoji od n simbola.
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4 TOPOLOSKA KONJUGACLIA 12

Propozicija 3.6. Skup svih periodicnih tocaka za o, Per(o), je gust podskup
od 22.

Dokaz. Pokazat ¢emo da za svaku tocku 5 = sps1...5, -+ € Xy postoji
niz periodi¢nih tocaka (t—ﬁ)nEN koje konvergiraju prema §. Neka je =
(5081 - --8,)°. Ocigledno je " periodi¢na, po lemi 3.3 d(?,ﬁ) < 1/2" pa

(W)neN konvergira prema 5. O

Predperiodi¢ne tocke takoder je lako karakterizirati, svaki niz oblika

S =5081---Sn-1(SnSnt1 - Snam-1)"
je predperiodic¢na tocka za o.
Propozicija 3.7. Postoji tocka u X9 ¢ija o orbita je qust podskup od Xs.

Dokaz. Konstruirat ¢emo jednu takvu tocku ¢ija orbita je proizvoljno blizu

svakoj toc¢ki u Ys. Neka je

$*=_01 00011011 000001010 .., ... .......,
N AN ~ J ~ J

rije¢i duljine 2 rije¢i duljine 3 sve rijeci duljine n

Dakle, niz 5% sadrzi sve rijeci duljine n sa svaki n € N. Zato za svaki niz
T €Y, ime N postoji k € N takav da se o*(3*) podudara sa * u prvih m

simbola. O

Preslikavanja koja imaju gustu orbitu zovemo topoloski tranzitivna.

4 Topoloska konjugacija

Definicija 4.1. Nekasu f: X — X ig:Y — Y dva preslikavanja. Za fig
kazemo da su topoloski konjugirana ako postoji homeomorfizam h : X — Y

takav da je h o f = g o h. Homeomorfizam h zovemo topoloska konjugacija.
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4 TOPOLOSKA KONJUGACLIA 13

Preslikavanja koja su topoloski konjugirana su ekvivalentna u smislu nji-
hove dinamike. Na primijer, ako su f i g konjugirane preko h i ako je = fiksna
tocka za f, tada je h(x) fiksna tocka za g, jer je h(z) = h(f(z)) = g(h(z)).
Takoder, h preslikava skup periodi¢nih tocaka perioda n za f injektivno na
skup periodi¢nih tocaka perioda n za g. Lako se vidi da h takoder preslikava
predperiodi¢ne toc¢ke (odnosno asimptoti¢ne orbite) od f injektivno na pred-
periodi¢ne totke (odnosno asimptoti¢ne orbite) od g. Stoviée, f je topologki
tranzitivno ako i samo ako je i g.

Nastavljamo proucavati kvadratnu familiju F,(z) = pz(l — x) za p >
2 4+ /5. Zelimo pokazati da su o : Xy — X9 i F), : A — A konjugirani za
> 2++/5. Podsjetimosedaje Ac Iyulilynl = .

Definicija 4.2. Neka je © € A. Itinerer tocke x je niz S(x) = soS1..- 8y - -,

gdje je s, = 0 ako je F['(v) € Iy i 5, = 1 ako je F}}(v) € I,.

Ocigledno je S preslikavanje sa A u >y. Pokazat ¢emo da je S Zeljena

konjugacija.
Teorem 4.3. Za pu > 2 + /5 preslikavanje S : A — 5 je homeomorfizam.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da je S injekcija. Neka su z,y € A, x # y i
pretpostavimo da je S(r) = S(y). Tada za svaki n € Ny, F)}(z) i F}(y) leze
na istoj strani od 1/2. To znaci da je F,, monotona na intervalu izmedu F} ()
i F;‘(y) za svaki n. Zato i sve tocke tog intervala zauvijek ostaju u Iy U Iy,
no to je u suprotnosti s ¢injenicom da je A potpuno nepovezan. Dakle, S je
injekcija.

Pokazimo sada da je S surjekcija. Za segment J < I, neka je F"(J) =
{rel: F}(x)e J}. Primijetimo da je F;'(J) unija dva segmenta od kojih
je jedan podskup od Iy, a drugi od I;. Neka je 3 = s5081...8, "+ € Xo.

Zelimo pokazati da postoji z € A takav da je S(z) = 3. Definiramo

Lsosysn = {rxel:xely, F,(x)el,... ,F;](x) el }
= LynF ' (I,)n-n F(1L,).
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4 TOPOLOSKA KONJUGACLIA 14

Pokazimo da je (Isys,. s, Jnen, ugnijezdeni niz nepraznih segmenata. Primije-
timo da je I,s..5, = Is; N Fjl(fsl...sn)- Pretpostavimo, po indukciji, da je
I, . s, neprazni segment. Tada je FM_I(Isl..,sn) unija dva segmenta od kojih
je jedan podskup od Iy, a drugi od I;. Zato je I, N F;l(fslmsn) neprazni
segment. Primijetimo takoder da vrijedi s, ..s, = Lspsy.sny 0 F, " (Ls,) <

Isys, .5, Pa su segmenti ugnjezdeni. Zato je ﬂoo Isys,..s, Deprazan. Sto-

n=0
vise, za x € ﬂfzo Lsos,..s, viijedi @ € Iy, Fj(z) € I, ..., Flf(x) els,,... pa

je S(z) = s081...5p..., tj. S je surjekcija.
e o)

o0 Lsosi...s, sadrzi jednu tocku pa diam(/ys, .s,) — 0

Jer je S injekcija, )
kada n — oo.

Na kraju pokazimo da je S neprekidna. Nekajex € A, S(x) = sos1... 55 ..
ie>0. Neka je k € N takav da je 1/2F < e. Razmotrimo segmente Iy, ;.
za sve mogude rijeci tot; ...t,. Postoji 2! takvih segmenata, oni su me-
dusobno disjunktni, A je sadrzan u njihovoj uniji i I5,s,. s, je jedan od njih.
Zato postoji § > 0 takav da za svaki y € A za koji je |[x —y| < § vrijedi
y € Igs,..s,- To znadi da se S(z) i S(y) podudaraju u prvih k& + 1 simbola
pa po lemi 3.3 vrijedi d(S(x),S(y)) < 1/2* < ¢, odnosno S je neprekidna.

Sli¢no se vidi da je i S~! neprekidna pa je S homeomorfizam. m
Teorem 4.4. SoF), =008

Dokaz. Tocka x € A dana je jedinstveno sa ugnjezdenim nizom segmenata u
ﬂf:o I5s,..s, danim itinererom S(x). Za Iy, s, = Is N FM_I(ISI) NN

F"(I,,) promotrimo F),(Iss,..s,). Opcenito za dva segmenta I'i J i funkciju
fovrijedi f(I nJ) < f(I)~ f(J) iobrnuta inkluzija ne mora vrijediti. No
ako f(I) o f(J)i f(InJ) = f(J) tada je o¢igledno f(InJ) = f(I)n f(J).

Zato induktivno mozemo pokazati da je
FM(]S()SL..sn) = ]s1 M Fju_l(lsz) ARERNA Fju_n—H(]sT) = ]sl...sn

(primijetimo da je F,(I5,) = I).
Promotrimo sada F, (o Lsesi...sn)- Jer je (Isys,..s. )nen, ugnijezdeni niz

nepraznih segmenata ¢iji je presijek jedna tocka i F), je neprekidna funkcija,

© S.S. 20.10.2021.



5 SCHWARZOVA DERIVACIJA 15

vrijedi

F,

© ©
#( ‘[3051---5n) = ﬂ FIJ(‘[SOSL--Sn) = ﬂ Isl-~~sn'

0 n=0 n=1

~ )8

n

Zato je

SFu(x) = SE(() Ligsrsn) = S([) Lorosn) = 5152 .50+ = 05 ().

n=0 n=1

5 Schwarzova derivacija

Definicija 5.1. Schwarzova derivacija funkcije f u toc¢ki x definira se kao

" (x 3/ f"(x 2
st =L -5 ()
f'e) 2\ f'(x)
Primjer 5.2. Za F,(z) = pz(1—x) vrijedi F}(z) = p(1 —2z), F/(r) = —2u
pa SF,(x) = —%MQ(ffz“)Q = —(1_62I)2 < 0 za svaki z (Cak i za x = 1/2 vrijedi

SF,(z) = —o0).

Propozicija 5.3. Neka je P(x) polinom. Ako su svi korijeni od P'(x) realni
i razliciti, tada je SP < 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je P'(z) = [ (z — a;), gdje su svi a; realni i

razli¢iti. Tada vrijedi
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5 SCHWARZOVA DERIVACIJA 16

Zato vrijedi

SP(x) =
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Propozicija 5.4. Ako su Sf <01 Sg <0, tada je S(f og) < 0.

Dokaz.
(fog)(z) = f(9(x))d (x)
(fog)(z) = f"(g(@)(d @)+ f(g(x))g"(x)

(fog)"@) = ["(g@)d/ @) +2" (g ()5 () + ["(g(x)) (2)g" (2)
1/ (9()g" (2)
= F(g)(d @) + 3" (9@)g (@) (@) + F9(x))g" (@)
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5 SCHWARZOVA DERIVACIJA 17

S(feg)e) = F55 —5

Dakle, ako je Sf < 0, tada je Sf™ < 0 za sve n € N.

Teorem 5.5. Pretpostavimo da je Sf <0 (Sf(x) = —c0 je dopusteno). Ako

f ima n kriticnih tocaka, tada f ima najvise n+2 privlacne periodicne orbite.
Da bismo dokazali taj teorem trebamo sljedece tri leme.

Lema 5.6. Ako je Sf <0, tada f' ne moZe imati pozitivni lokalni minimum

nitt negativni lokalni maksimum.

Dokaz. Pretpostavimo da je y kriti¢na tocka od f’; tj. f”(y) = 0. Buduéi da

je Sf(y) <0, vrijedi ’;:I((yy)) <0, tj. f"(y)1 f'(y) imaju suprotne predznake. To

znadi da je f'(y) pozitivna kada je konkavna i negativna kada je konveksna.

Zato izmedu svake dvije kriti¢ne toc¢ke od f’ graf od f’ sijece x-os. ]

Lema 5.7. Ako f ima konacno mnogo kriticnih tocaka onda i f™ ima ko-

nacno mnogo kriticnih tocaka za svaki m € N.

Dokaz. Pretpostavimo da f ima kona¢no mnogo kriti¢nih tocaka. Tada je
fY(x) konacan skup za svaki z, jer izmedu svake dvije praslike od z pos-

toji najmanje jedna kriti¢na tocka od f. Indukcijom se lako pokaze da je i
f ™) ={y: f™(y) = «} konacan skup.
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5 SCHWARZOVA DERIVACIJA 18

Pretpostavimo da je (f™)(x) = 0, tj. da je x kriti¢na toc¢ka od f™. Tada

vrijedi

—

m—

(™) @) =[] /(fi@) =0

1=

pa je fi(x) kriticna totka od f™ za neki i€ {0,...,m — 1}. Zato je

{z: (f™) (@) =0} = {z: f'(2) = 0} U (Vo : F1(f'(x) = 0}),

pri ¢emu je {z : f'(z) = 0} skup svih kriti¢nih tocaka od f, a U '{z :
f'(f(z)) = 0} skup svih praslika f~ kriti¢nih tocaka od f zai =1,...,m—1.
Buduéi da su oba skupa konac¢na i skup kriti¢nih toc¢aka od f™ je konacan.

O

Lema 5.8. Pretpostavimo da je Sf <0 i da f ima konacno mnogo kriticnih
tocaka. Tada f ima konacno mnogo periodicnih tocaka perioda m za svaki
me N,

Dokaz. Oznacimo g := f™. Tada su periodi¢ne tocke perioda m za f fiksne
toc¢ke od g. Iz propozicije 5.4 slijedi Sg < 0.

Pretpostavimo da ¢ ima beskona¢no mnogo fiksnih tocaka. Tada, po
teoremu srednje vrijednosti, postoji beskona¢no mnogo tocaka za koje je
¢'(z) = 1. Takoder, ne moZe postojati interval takav da za sve tocke tog
intervala vrijedi ¢'(x) = 1, jer bi u tom slucaju za sve tocke tog intervala
vrijedilo ¢"(x) = ¢"(x) = 0, odnosno Sg(z) = 0, suprotno pretpostavci
Sg < 0. Zato izmedu svake tri uzastopne tocke za koje je ¢'(x) = 1, postoji
tocka u kojoj je ¢'(x) < 1. Stovige, po lemi 5.6 ¢’ ne moZe imati pozitivni
lokalni minimum pa izmedu te tri tocke postoje tocke u kojima je ¢'(x) < 0
i posebno, postoji to¢ka u kojoj je ¢'(x) = 0. No iz toga slijedi da ¢g ima
beskona¢no mnogo kriti¢nih to¢aka pa po lemi 5.71 f ima beskona¢no mnogo

kriti¢nih toc¢aka suprotno pretpostavci leme. O

Dokaz teorema 5.5. Pretpostavimo da je x privla¢na periodi¢na toc¢ka od f

perioda m. Neka je W(x) maksimalni interval koji sadrzi x takav da sve
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5 SCHWARZOVA DERIVACIJA 19

tocke od W (x) teze asimptotski prema x pod djelovanjem f™, to jest, W (x)
je maksimalna povezana komponenta skupa {y : f™ (y) — z kada j — oo}
koja sadrzi x. Jasno je da je W (x) otvoren i da f™(W(z)) < W(x).
Pretpostavimo prvo da je x fiksna tocka i W(z) := (I,r), [, € R. Buduéi
da je f(W(z)) € W(z) i W(z) je maksimalan, vrijedi jedna od sljedece tri

moguénosti:
(1) fO) =1 f(r) =r;
2) f(O)y=r, f(r) =1;
(3) f(1) = f(r).

Ako vrijedi (1), po teoremu srednje vrijednosti postoje tocke a,b, | < a <
x < b<r, takve da je f'(a) = f'(b) = 1. Bududi da je x privla¢na, vrijedi
|f'(x)] < 1. Po lemi 5.6 f’ ne moZe imati pozitivni lokalni minimum pa f’
poprima i negativne vrijednosti u (a,b). No tada ocigledno postoji tocka u
(a,b) u kojoj je f' nula, tj. kriti¢na tocka od f je u (a,b).

Ako vrijedi (2), isti zakljucak vrijedi za f2.

Ako vrijedi (3), f o¢igledno ima minimum ili maksimum izmedu [ i r pa
postoji kriti¢na tocka od f u W(z).

U sluc¢aju da su [ ili » beskonac¢no, takav dokaz ne vrijedi, no tada mozemo
imati jos najvise dvije dodatne privlacne fiksne tocke.

Ako je z periodi¢na toc¢ka perioda m, razmotrimo f™ i na isti nacin
dobivamo postojanje kriticne tocke od f™ u W (x). No jedna toc¢ka orbite te
kriti¢ne tocke je kriti¢na tocka za f po pravilu ulancavanja pa dokaz slijedi.

O

Teorem se moze proSiriti i na nehiperboli¢ne periodi¢ne tocke.

Propozicija 5.9. Pretpostavimo da f ima konacno mnogo kriticnih tocaka i
da je Sf < 0. Ako f ima fiksnu tocku x s multiplicitetom +1, tada x priviaci

tocke s najmange jedne strane i ako je W (x) omeden sadrzi kriticnu tocku od

f.
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6 SARKOVSKIJEV TEOREM 20

Dokaz. Pretpostavimo da je f'(z) = 1 (u drugom slu¢aju treba razmotriti
f?). Po lemi 5.8 f ima kona¢no mnogo fiksnih to¢aka. Zato postoji interval
koji sadrzi x i ne sadrzi niti jednu drugu fiksnu toc¢ku. Pretpostavimo da je x
odbojna, tj. da postoji interval (a,b) 3 x takav da za svaki y € (a, z) vrijedi
fly) <y izasvakiye (z,b) vrijedi f(y) > y. Tada f’ ima lokalni minimum
1, §to je u suprotnosti s lemom 5.6. Dakle, ili f(y) > y za y € (a,z), ili
fly) <y zaye (x,b) paje x privlacna s najmanje jedne strane.
Postojanje kriti¢ne tocke od f u W (x) slijedi kao u dokazu teorema 5.5.
O

Iz svega slijedi da periodi¢na tocka s omedenim stabilnim skupom privlaci
kriti¢nu toc¢ku. No ako je stabilan skup neomeden, to ne mora vrijediti kao

Sto se vidi is sljedec¢eg primijera.

Primjer 5.10. Neka je E(z) = ¢*!. Tada je SE = —1 <01z =1 je slabo

privla¢na fiksna tocka s W(z) = (—o0,1) no E nema kriti¢nu tocku.

Korolar 5.11. Funkcija F,(x) = px(l — z) ima najvise jednu priviacnu

periodicnu tocku za svaki ji.

Dokaz. Bududi da je SF, <01 da za |z| dovoljno velik vrijedi [F}(x)] — o0
kada n — o0, ne postoji privlac¢na periodi¢na tocka s neogranicenim stabilnim

skupom. O

Za neki p, F,, nema niti jednu privlacnu periodiénu tocku kao na primijer
za ;1 = 4 (jer se kriti¢na tocka preslika na odbojnu fiksnu tocku), ili za
p > 2+ +/5 (jer iteracije kriti¢ne tocke divergiraju).

6 Sarkovskijev teorem

Lema 6.1. Neka je I < R segment i f neprekidna funkcija. Ako f(I) 21,
tada f ima fiksnu tocku u I.
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6 SARKOVSKIJEV TEOREM 21

Dokaz. Neka je I = [a,b], a < b. Buduéi da su a,b € I < f(I), postoje
Tq,xp € I takvi da je f(z,) = ai f(xp) = b. Zato je x, = a iz, < b pa
neprekidna funkcija x — f(x) — x mijenja predznak izmedu z, i z,. Zbog
neprekidnosti postoji tocka xg izmedu x, i z;, u kojoj je vrijednost te funkcije

nula, $to znadi da je f(xg) = xo. O

Lema 6.2. Neka su I,J < R segmenti i f neprekidna funkcija. Ako f(I) 2
J, tada postoji segment I' € I takav da je f(I') = J.

Dokaz. Neka je J = [a,b],a <bte A={xel: f(x)=a}iB={rel:
f(z) = b}. Buduéi da je f neprekidna, A i B su kompaktni pa oba imaju
minimum i maksimum. Neka je z, = min A i z;, = min B. Buduéi da su A i
B disjunktni, x, # xy.

Pretpostavimo prvo da je x, < z,. Neka je y, = max(A N [z4,xp])-
Budud¢i da je f neprekidna te f(y,) = a, f(xp) = b i ne postoji x € (ya, )
takav da je f(x) € {a,b}, vrijedi f(|ya,zs]) = [a,b]. Dakle, I' = [y,, xp].

Za x, > x;, dokaz je analogan. O

Lema 6.3. Neka su Jy,...,Jpy < R segmenti i f neprekidna funkcija. Ako
f(J;) 2 Jj1 za svaki j € {0,...,k — 1}, tada postoje segmenti I; = J; takvi
da je f(I;) = Jj+1 za svaki j € {0,... k—1}.

Dokaz. Matematickom indukcijom. O]

Neka je (I, f) dinamicki sustav, pri ¢emu je I < R interval i f neprekidna
funkcija. Neka je x periodi¢na tocka od f osnovnog perioda p. Oznadimo
sa x;, ¢+ = 1,...,p, tocke orbite od x, pri ¢emu su indeksirane tako da je
x; < wip1. Neka je I; = [x;,x;01] zasve i € {1,...,p — 1}. Primijetimo da
je f(z;) € O(x) za svaki i pa je [f(z;), f(x;11)] unija uzastopnih intervala

(najmanje jedan) oblika I;.

Definicija 6.4. Ako f(/;) 2 I;, to ¢emo jo§ oznacavati i sa I; — I;.
Markovljev graf periodi¢ne tocke x je usmjereni graf ¢iji su vrhovi intervali

I;, a brid od vrha I; do vrha I; postoji kadgod vrijedi I; — I;.
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Ciklus duline k, k € N, u Markovljevom grafu od z je put oblika Jy, —
Jp— - = J_1 — Jo, gdje su J; vrhovi Markovljevog grafa.
Ciklus je osnovni kadgod nije unija (slijed) jednog kraceg ciklusa nekoliko

puta.

Primjer 6.5. Ciklus Jo — J; — Jo, —» Jy — Jo — J3 — Jy je osnovni iako
je unija dva podciklusa, a ciklus Jy — J; — Jo — Jy — J; — Jo — Jy nije

osnovni, jer je unija dva ista podciklusa.

Lema 6.6 (étefanova lema). Neka je (I, f) dinamicki sustav, gdje je I inter-
val © f neprekidna funkcija te neka je x € I periodicna tocka. Pretpostavimo
da Markovljev graf od x sadrzi osnovni ciklus Jo — J, — -+ — J, 1 — Jy
za nekin € N, n = 2. Tada postoji periodicna tocka y € Jy osnovnog perioda
n takva da je f*(y) € Jp za svaki ke {1,...,n—1}.

Dokaz. 1z leme 6.3 slijedi da za svaki j € {0,...,n — 1} postoji segment
K; < J; takavdaje f(K;) = Kjy1zaje{0,...,n—2}i f(K,—1) = Jo 2 K.
Zato f"(Ky) 2 Ky pa po lemi 6.1 postoji fiksna toc¢ka y € Ky za f™, odnosno
periodi¢na totka od f perioda n. Ocigledno je f7(y) € f/(Ky) = K; € J; za
0 <7 <n-—1. Tvrdimo da, jer je ciklus osnovni, n je osnovni period od .

Pretpostavimo, po kontradikciji, da n nije osnovni period od y, odnosno
da postoji p < n takav da je fP(y) = y.

Pretpostavimo prvo da y nije rubna tocka od Jy. Bududéi da je fP(y) €
Jp vrijedi y € Jy n J,. Takoder, y ¢ 0Jy daje J, = Jy. Bududi da je
P (y) = fYy), vrijedi Jpyi = J; za i = 1,...,n — p $to je u kontradikeiji s
pretpostavkom da je ciklus osnovni.

Pretpostavimo sada da je y € d.Jy. Tada y € O(x), odnosno O(y) = O(x).
Zato je osnovni period od x jednak osnovnom periodu p < n od y. Jer je n
takoder period od y, vrijedi n = pm za neki m e N, m > 2.

Ako je y = xy, vrth Jy = [} = [x1, 23] je jedinstveno odreden. Stovige, za
svaki vrh J; je vrh J;1 jedinstveno odreden (f(J;) moZe biti unija nekoliko

segmenata [;, no [t (z;) € f"*Y(Ky) = K41 € Jip1 pa za Jiyp biramo
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onaj segment [; koji sadrzi K;11). Jer je fP(y) =y = a1, vrijedi J, = Jp i

Jp+i = Ji, Sto je u kontradikciji s pretpostavkom da je ciklus osnovni.
Budué¢i da je svaki ciklus duljine p koji poc¢inje nekim drugim vrhom

I; samo ciklicka permutacija ciklusa duljine p koji poc¢ine vrho I; (i zato

jedinstveno odreden), ista kontradikcija se dobije za svaki y € O(z). O

Definicija 6.7. Sarkovskijev uredaj je uredaj na skupu prirodnih brojeva
dan na sljede¢i nac¢in: 3 >5>7>--->2-3>2-5>2-7>-.->22.3 >
22.5>22.7>...>23.3>28.5>2%.7>...>28>22 %2> 1.

Teorem 6.8 (Sarkovskijev teorem). Neka je f : R — R neprekidna funkcija.
Ako f ima periodicnu tocku osnovnog perioda n, tada f ima @ periodicnu

tocku osnovnog perioda m za svaki m < n.

Dokaz. Pretpostavimo da f ima periodi¢nu toc¢ku x osnovnog perioda n.

1. slucaj. Pretpostavimo prvo da je n > 1 neparan i da f nema pe-
riodiénu to¢ku neparnog perioda manjeg od n (u standardnom uredaju).
Oznac¢imo sa x;, i = 1,...,n, tocke orbite od x pri ¢emu su indeksirane tako
da je z; < x;1. Otigledno je f(z,) < x,. Neka je j najveéi indeks za koji je
f(z;) > z;. Oznacimo [ := [z;,x;11]. Bududi da je f(x;41) < 41, vrijedi
f(zjt1) < z; pa f([1) 2 I, odnosno Iy — I;. Buduéi da period od z nije 2,
ne moze biti f(x;11) = z; 1 f(z;) = z;41 pa f([1) sadrzi najmanje jos jedan
segment oblika [x;, z;,1]; ozna¢imo ga s I. Dakle, I; — I,. Nastavljajuci
biramo I3, I, ... tako da f(I;) 2 I;11. Bududi da je n neparan, ima vise z;
s jedne strane od [; nego s druge strane. Zato se za neke i, z; i f(z;) nalaze
s iste strane od I, a za neke i se x; i f(z;) nalaze s razli¢itih strane od I;.
Zato postoji k takav da su xp i f(xy) s iste strane od I}, a xpq 1 f(Tgs1)
pripadaju suprotnim stranama od I; pa za taj k vrijedi f(Ix) o I;. Dakle
imamo I; —» Iy —» -+ — [, — 1.

Neka je k takav da je [, — I, — --- — [, — [} najkraé¢i put od [y
do I; osim I} — 1. Zelimo pokazati da je & = n — 1. Pretpostavimo

suprotno, tj. & < n — 1. Tada, po Stefanovoj lemi (lema 6.6), jedan od
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ciklusa Iy > I, » -+ > I, > L1ihly > I, > -+ > I}, > I} —> I,
daje fiksnu tocku od f" pri ¢emu je r < n neparan. Ta tocka se nalazi u
nutrini od [y, jer su rubne tocke od I tocke orbite od x koje su periodi¢ne
osnovnog perioda n. Takoder, r > 1, jer je I # I;. No po pretpostavci f
nema periodi¢nu tocku s neparnim periodom manjim od n. Dakle, k =n—1

i gornji najkrac¢i put od I; do I; mozemo zapisati kao na slici 1.

Q2

I
/Inf B N

I, o I3
/ \
In,;g I4
T |
I

Ve

Slika 1:

Buduéi da je n — 1 najmanji broj za koji imamo takav ciklus, ne mozemo
imati brid I; — I, za r > j+ 1. Zato je orbita od x uredena u R kao na slici
2, ili kao na njenoj zrcalnoj slici.

Iz toga slijedi da se ciklus prikazan na slici 1 moze progiriti kao na slici 3.

Dokaz teorema za neparan n slijedi direktno iz dijagrama na slici 3 i
Stefanove leme: periodi veé¢i od n dani su ciklusima oblika [; — I, — --- —
I, — 1, - I, » - — I}, a manji parni periodi dani su ciklusima oblika
Iny— I o> 1y, Iy > Iy s> Iy 3> 19— Ly, .

2. slu¢aj. Pretpostavimo sada da je n paran.

(2a) Prvo ¢emo dokazati da f ima periodi¢nu toc¢ku perioda 2. Ukoliko

se tocke x; 1 f(x;) nalaze na suprotim stranama od I; za neke i, a za neke
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Iyt 1y I I I3 Iy—2

X1 T2 Ti—2 Tj—1 T4 Ti+1 Ti42 Tp—1 Tn

—_ =
\/

Slika 2:

druge i se x; i f(x;) nalaze na istoj strani od Iy, dokaz slijedi kao u prvom
slu¢aju (za neparan n), jer tada postoji ciklus I,, 1 — I,,_o — I,_1. Ako to
nije slucaj, tada se x; i f(x;) nalaze na suprotim stranama od I; za sve i i
vrijedi dijagram na slici 4.

Zato f([z1,2:]) D [Tic1.xa] i f([Ziz1, 2a]) D [21, 2] pa po Stefanovoj
lemi f ima periodi¢nu to¢ku osnovnog perioda 2 u [z1, z;].

(2b) Sada ¢emo dokazati teorem za n = 25, s € N. Neka jem =2', t e N
it<s Nekajeg:=f% = f27". Prisjetimo se, z je periodi¢na tocka od f s

osnovnim periodom n, tj. vrijedi

¥ (x) = 2.

Zato je
(ST @) = =,

odnosno

gQ,S—t+1 (x) — 7

Dakle, g ima periodi¢nu to¢ku parnog osnovnog perioda pa po (2a) ima i

periodi¢nu toc¢ku osnovnog perioda 2, odnosno
9y =y
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In_g I4
T |
I

Slika 3:

za neki y. Zato je

t—1

(f* ) =v,

tj.

") =y
Sto dokazuje teorem za taj slucaj.

(2¢) I na kraju, dokaZimo teorem za n = k-2° k, s € N, k neparan. Neka
je g := f%¥. Tada je
v = f"(2) = ¢"(2)

pa ¢ ima periodi¢nu tocku osnovnog perioda k pri ¢emu je k neparan. Iz
1. slucaja slijedi da ¢ ima i periodi¢nu tocku osnovnog perioda ¢, gdje je ili
¢ > k neparan, ili je ¢ proizvoljan paran broj pa f ima periodi¢nu tocku
osnovnog perioda £ -2°. Iz 1. slu¢aja takoder slijedi da g ima fiksnu toc¢ku pa

iz (2b) slijedi da f ima periodi¢nu toc¢ku osnovnog perioda 2!, ¢ < s. O

Napomena 6.9. (1) Period 3 je najve¢i moguéi period po Sarkovskijevom
uredaju i zato postojanje tocke osnovnog perioda 3 implicira postojanje

periodi¢nih toc¢aka svih ostalih osnovnih perioda.
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I I I
x1 ce Ti—1 Iy LTi41 T Tp—1 Tn
\_/\j\ﬁ/
Slika 4:

(2) Ako f ima periodi¢nu tocku ¢iji osnovni period nije potencija od 2, tada
f ima beskona¢no mnogo periodi¢nih to¢aka. Obratno, ako f ima samo
kona¢no mnogo periodi¢nih toc¢aka, onda svaka ima period koji je poten-

cija od 2.
Obrat éarkovskijevog teorema takoder vrijedi.

Propozicija 6.10. Postoji funkcija koja ima periodicnu tocku osnovnog peri-
oda n 1 nema periodicnu tocku osnovnog perioda veceq od n po garkovskijevom

uredaju.

Dokaz. (1) n neparan. Prvo ¢emo konstruirati funkciju koja ima periodi¢nu
tocku osnovnog perioda 5, a nema periodi¢nu tocku osnovnog perioda 3.
Neka je f :[1,5] — [1,5] definirana na sljedeéi na¢in: f(1) = 3, f(3) = 4,
f4) =2 f(2) =5, f(5) = 11 f je linearna izmedu tih tocaka. O¢ito je 1
periodi¢na tocka osnovnog perioda 5. Graf funkcije f dan je na slici 5.

Pokazat ¢emo da f nema periodi¢nu tocku osnovnog perioda 3. Bududéi
da je

FA([L,2]) = [2.5],

F2(12,3]) = [3.5],
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Slika 5:

fS([47 5]) = [17 4]7
/2 nema fiksnu to¢ku u niti jednom od tih segmenata. No f3([3,4]) = [1, 5]

pa f? ima najmanje jednu fiksnu tocku u segmentu [3,4]. Pokazat ¢emo
da je ta fiksna tocka jedinstvena pa je zato fiksna tocka od f, a ne tocka
osnovnog perioda 3. Primijetimo da je f : [3,4] — [2,4] monotono padajuca,
f:[2,4] — [2,5] je takoder monotono padajuca, kao i f : [2,5] — [L,5].
Zato je f3|[3,4] monotono padajuca pa je fiksna tocka jedinstvena. Dakle, f
nema periodi¢nu tocku osnovnog perioda 3.

Analogno se mogu konstruirati i funkcije koje imaju periodi¢nu tocku
osnovnog perioda n, pri ¢emu je n > 3 neparan, a nemaju periodi¢nu tocku
osnovnog perioda n — 2.

(2) n paran. Neka je [ = [0,1] i f : I — I neprekidna funkcija.
Konstruiramo novu neprekidnu funkciju F : I — [ ¢ije periodi¢ne tocke
imaju periode duplo veée od perioda periodi¢nih toc¢aka od f te ima jednu

dodatnu fiksnu tocku:

fBx)+32, zel

F(x) = { afina,
— %7

=

— Wl Wl
[

—
[E—

8 8
m M
—
W Wl
[

X
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Primijetimo da je F(3) = 5f(1)+ 3, F(3) = 01 F(1) = 5. F preslikava
segment [0, 5] u [2,1] i segment [2,1] na [0, 3]. Takoder, koeficijent smijera
od F|[%’§] je manji od —2 (ne nuzno strogo manji) pa za x € [3, 2] koji nije
fiksna tocka, postoji j takav da je Fi(z) € [0,3] U [2,1]. Zato F nema
53

Pokazat ¢emo prvo da ako je x periodi¢na tocka perioda m za f, tada

periodi¢ne tocke u [z, £] osim fiksne tocke.

je ©/3 periodi¢na tocka perioda 2m za F. Neka je f™(x) = z. Bududi da
je £ e (0,3, vrijedi F(£) = 3f(x) + 2 € [3,1] 1 F?(%) = 3 f(x) € [0,3].

Induktivno se moze dokazati da vrijedi

F2k (%) _ F2 (sz—Q <§)> _ F2 <%fk_1(l‘)) _ %f(fk—l(x)) _ %fk(l‘)
Dakle, . .
() = 3/m@ = g

Pokazimo sada da ako je y periodi¢na tocka za F', tada ili y ili F(y)

1
'3
je to F(y), tada je 3F(y) periodi¢na tocka od f. Neka je F(y) =yim # 1.
35
(dokaz za y € [2,1] je analogan). Tada je f(3y) = 3F*(y). Induktivno se
moze dokazati da je

FFBy) = F(f*'By)) = FBF*2(y)) = 3F*(F*(y)) = 3F*"(y).

Dakle,

pripada segmentu [0, 5] i ako je to y, tada je 3y periodi¢na tocka od f, a ako

Iz toga i prije dokazanog slijedi da y ¢ (5, 2). Pretpostavimo da je y € |0, %]

f2(3y) = 3F™(y) = 3y.

Iz svega toga slijedi da za konstrukciju funkcije koja ima periodi¢nu tocku
osnovnog perioda 10 = 5- 2, a nema periodi¢nu tocku perioda 6 = 3 -2, prvo
treba konstruirati funkciju f koja ima periodi¢nu to¢ku osnovnog perioda
5, a nema periodi¢nu tocku osnovnog perioda 3. Trazena funkcija je njoj
pridruzena funkcija F' koja duplicira periode.

Analogno se mogu konstruirati i funkcije koje imaju periodi¢nu tocku

osnovnog perioda n = k2°, pri ¢emu je k > 3 neparan, i € N, a nemaju
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periodi¢nu tocku osnovnog perioda (k—2)2, ili funkcije koje imaju periodi¢nu
tocku osnovnog perioda 3 - 2¢, a nemaju periodi¢nu tocku osnovnog perioda

k2~ za svaki neparan k. O

7 Podpomak konac¢nog tipa

Prou¢imo kvadratnu funkciju F), za p ~ 3.839 i ozna¢imo zbog jednostav-
nosti F(z) := 3.839...2(1 — x). Funkcija F' ima privlaénu periodi¢nu or-
bitu perioda tri i njene tocke su priblizno a; ~ 0.149888, ay ~ 0.489172,
az ~ 0.959299. Takoder vrijedi (F?)'(a;) = —0.78, tj. [(F?)'(a;)] < 1. Da
su a;, i = 1,2, 3, privla¢ne periodi¢ne tocke moze se dokazati nalazec¢i male
intervale oko toc¢aka a; koje F preslikava unutar sebe, pri ¢emu je apsolutna
vrijednost derivacije od F® na tom intervalu manja od jedan. Po Sarkov-
skijevom teoremu (teorem 6.8) F' ima periodi¢ne tocke svih perioda, a po
teoremu 5.5 niti jedna osim a;, ¢+ = 1,2, 3, nije privlacna. Da bismo vidjeli
gdje se sve te tocke nalaze i koliko ih ima uvest ¢emo podpomak konacnog
tipa

Prvo definiramo pomak na N simbola. Neka je Xy skup svih nizova

prirodnih brojeva izmedu 11 N,
Yy ={% =5051...5;...:85 €N, 5, <N}

Kao na Y, postoji prirodna metrika na > definirana formulom

0

— |Si—ti|
dN(?a t) :Z i )
=0 N

gdje su 3, T € Zy.

Propozicija 7.1. (1) dy je metrika na Xy.

(2) Ako jes;=t; zai=0,1,...k, tada je dy(F, ) < 1/N*.
(3) Ako je dy(F,T) <1/N*, tada je s; =t; zai=0,1,... k.
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Dokaz je analogan dokazima lemi 3.2 i 3.3.

Takoder, kao u sluc¢aju X5, preslikavanje pomaka definirano je sa
0(508182...) = S15253 . ..

i kao u lemi 3.5 moze se pokazati da je o neprekidno preslikavanje. Nas
ustvari zanimaju odredeni podprostori od X y.

Neka je A kvadratna matrica reda N, A = [a;;], pri ¢emu su a;; € {0,1}

za sve i,j = 1,..., N. Definiramo podskup X4 € ¥y na sljedeéi nacin:
Ya={F =s05152... 1 Qy5,,, = 1 Vie Ny}
1

Primjer 7.2. (a) Neka je A = . Buduéi da je ajp = ag; = 0, nizovi u

01
24 ne mogu imati 11 2 kao susjedne elemente. Dakle, >4 sadrzi samo

dva niza 111... 1222....
1

01
ostalo je dozvoljeno. Dakle, >4 sadrzi nizove 111..., 222... te nizove

(b) Neka je A = [ . Bududi da je as; = 0, 1 ne moze slijediti iza 2, sve

tipa 172®, ke N, gdjea* = a...aia® = aaa. . ..
S~—— S~—

k puta o0 puta

(¢) Neka je A = [

jer je age = 0.

11 . . . .
1 O]' Nizovi u 24 ne mogu imati dvije uzastopne dvojke,

Oznacimo sa o4 restrikciju od ¢ na skup X 4. 04 zovemo podpomak ko-

nacnog tipa.
Propozicija 7.3. X4 je zatvoren podskup od X i invarijantan na o 4.

Dokaz. Invarijantnost je oCigledna. Dokazimo da je >4 zatvoren.

Neka je (3)en niz to¢aka u 34 koji konvergira prema ¢ . Pretpostavimo,
po kontradikciji, da T ¢ Y. Tada postoji k € Ny takav da je a4, = 0.
Buduéi da (3");ey konvergira prema 7, postoji m € Ny takav da za sve i > m

—

vrijedi dy (3", T ) < 1/N¥1. Po propoziciji 7.1 to znaci da je tot; ... tge1 =
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i1 i . s —1 .o . .
5081 ... 8,41 za sve 1 = m. Bududi da su " € Xy, vrijedi agy,,, = 1,

kontradikcija. Dakle, > 4 je zatvoren. O]

Vratimo se sada funkciji F(x) = 3.839...2(1 — z). Funkcija F' ima jo$
jednu periodi¢nu orbitu perioda tri i njene tocke su priblizno b; =~ 0.169040,
by ~ 0.539247, b3 ~ 0.953837. Takoder vrijedi (F3)'(b;) ~ 2.66 > 1, i =
1,2,3. Da su b; odbojne periodi¢ne tocke moze se dokazati izra¢unavanjem
malih intervala oko to¢aka b; za koje vrijedi da F® od odgovarajuceg intervala
sadrzi taj interval, pri ¢emu je apsolutna vrijednost derivacije od F® na tom
intervalu veca od jedan.

Neka je W(a;) maksimalni interval to¢aka koje konvergiraju prema q;
pod djelovanjem F3. Iz dokaza teorema 5.5 vidimo da je jedna rubna tocka
od svakog od W(a;) fiksna tocka za F® pa su b; rubne tocke od W(a;).
Oznadimo sa b; totke za koje je F3(b;) = F3(b;) = b; i koje su na suprotnoj
strani od a; u odnosu na b;, i = 1,2, 3. Ozna¢imo A, = (61, bi), Ay = (32, by) i
Az = (bg,gg). Primijetimo da F' preslikava A; monotono na A, i A3 monotono
na A;. Takoder, F' ima kriti¢nu toC¢u u A, pa F' nije monotona u A,. Jer je
max F ~ 0.95975, F(Ay) < As (F(by) = F(by) = b3).

Kako smo u primjeru 2.6 (6) pokazali, F"(x) > —wzaz <0iaz > 1.
Takoder, F"(x) tezi orbiti od a; za x € A;. Zato su sve ostale periodi¢ne tocke
sadrzane u komplementu od U?:l A; u [0,1]. Taj komplement se sastoji od

Cetiri segmenta, oznacimo ih sa Iy, I, I i Is.

Propozicija 7.4. Sve periodicne tocke od F sadrZane su u 11U Iy s iznimkom

fiksne tocke 01 periodicnih tocaka aq, as, az perioda tri.

Dokaz. Primijetimo da je F' monotona na svim I; i vrijedi Iy — Iy u I,
L - I, > L vl I3 — Iy. Dakle, za x € I; U I vrijedi F(x) € I, U 5. Za
x € Iy, x # 0, vrijedi F(z) > x pa postoji n € N takav da F"(z) ¢ Iy. Ako
F"(z) € Ay, z nije periodi¢na tocka. Ako F™(x) € I, tada F""(z) e I, U I

za sve i € N pa ne postoji k € N takav da je F*(x) € Iy, odnosno z nije
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periodi¢na tocka. Na kraju, ako x € I3, tada F'(x) € Iy i x opet nije periodi¢na
tocka. O]

Oznac¢imo sa A skup svih toc¢aka ¢ija cijela orbita lezi u I; U I,. Da bismo
razumijeli dinamiku na A vra¢amo se simboli¢koj dinamici. Analogno defi-
niciji 4.2, definiramo itinerer tocke x € A kao niz 5 = S(x) = s981 ... 85 ...,
gdje je s, = 1 ako je F"(x) € I; i s, = 2 ako je F"(x) € I,. Bududi da je
F(I) = I, u nizu § iza simbola 1 ne moze opet slijediti simbol 1. Pokazat

¢emo da je to jedino ogranic¢enje, odnosno da 8 poprima vrijednosti u X4,
. 0 1

gdje je A = [1 1].

Teorem 7.5. Funkcije F' : A — A je topoloski konjugirana podpomaku ko-

. . o . 01
nacnog tipa o4, pri cemu je A = L1l

Dokaz. Dokaz da je S : A — X4 neprekidna i surjektivna je isti kao u dokazu
teorema 4.3, a da je So F' = 04 0.5 kao u dokazu teorema 4.4. Jedina razlika
je u dokazu da je .S injektivna pa ¢emo se sada fokusirati na taj dio. Razlika
nastaje jer ovdje ne vrijedi da je |F'(z)| > 1 za sve x € I; U I5. No vrijedi
|F'(2)] > v = F'(by) ~ 0.3 za sve z € I U I, jer je F” < 0 i interval (by, by)
koji sadrzi kriti¢nu tocku nije sadrzan u I; U I. Dakle, |F’| je omeden odozdo
na [; u I, strogo pozitivnim brojem.

Pokazat ¢emo sada da postoji A > 1 takav da za svaki x € A vrijedi
|(F3)(x)| > A. Primijetimo prvo da postoje tri segmenta By, By i Bz u I; Ul
takva da je |(F?3)'(z)| < 1 za x iz ta tri segmenta. Dva od njih, By i By, su
simetri¢no smjeSteni u odnosu na 1/2, a treci, Bs, lezi u I. Primijetimo da
je F3(Bs) < (by,by) pa Bs n A = . Takoder, lako se provjeri da za svaki
r € By vrijedi 0.661 < x < 0.683, (F®)(0.661) > 11 (F?3)'(0.683) < —1 te
F3((0.661,0.683)) < (bs,bs). Po simetriji dobivamo F3(B;) < (bs,bs) pa je
BinA=giBynA=.

Sada ¢emo pokazati da je A hiperbolican skup. Neka je K takav da
je 2XK > 1. Neka je N = 3K +2. Zan € N, n > N moZemo pisati
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n=3K+ M)+1i, gdjesu M > 010 < i < 2 nenegativni cijeli brojevi.
Dakle, za x € A vrijedi

(F™) ()] = [(FY (OO0 @) [(FSUT0Y ()] = 12AK0 > 1

pa je A odbojni hiperboli¢ni skup
Sada, kada imamo hiperboli¢nost, ostatak dokaza je slican dokazu te-

orema 4.3. O

Napomena 7.6. Tehnike u gornjem dokazu mozemo primijeniti za dokaz
propozicije 2.7 za 4 < u < 2 + V5.

Iz svega dobivenog slijedi da je jednostavno pronaci periodi¢ne tocke svih

perioda, ¢iju egzistenciju daje éarkovskijev teorem. Periodi¢na tocka osnov-
ioda ku X4 j imj iz (22...21)*. N tojeid

nog perioda k u X4 je, na primjer, niz ( ) aravno, postoje i druge

k—1puta
periodi¢ne tocke perioda k. Pitanje je koliko ih ima.

Propozicija 7.7. card(Pero,) = tr(A¥)

Dokaz. Prisjetimo se, niz 5 € X4 je fiksan za o* ako i samo ako je oblika
S = (8081 -.-8k_1)°. Taj niz pripada prostoru 3, ako i samo ako vrijedi

Usysy sysy ** * Us;_1so = 1 (inace je taj produkt 0). Zato je

E QAsps1Gsysy " " Qsy_ s
80ye-5Sk—1

broj periodi¢nih tocaka perioda k od 4. No ta suma je u stvari trag matrice

AF. o jest vrijedi

tr(AF) = Z Usysy sy sy * * * Usy_y 59 = card(Pergoy).

80,--35k—1
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8 Kaos
Postoji puno definicija kaosa. Na§ pristup ¢e biti topoloski.

Definicija 8.1. Neka je J < R segment. Kazemo da je funkcija f: J — J
topoloski tranzitivna ako za svaki par otvorenih skupova U,V < J postoji
k € N takav da je f*(U) NV # &.

Intuitivno, za topoloski tranzitivnu funkciju postoje tocke koje se pod
iteracijama gibaju od bilo kojeg proizvoljno malog otvorenog skupa do bilo
kojeg drugog proizvoljno malog otvorenog skupa. Stoga, dinamicki sustav ne
moze biti dekomponiran u dva disjunktna otvorena skupa koji su invarijantni
za danu funkciju. Primijetimo da ako preslikavanje ima gustu orbitu, tada je
topoloski tranzitivno. Obrat je takoder to¢an na kompaktnim podskupovima
od R i S bez izoliranih tocaka, ali ga ne¢emo dokazivati (dokaz koristi teorem

o Baireovoj kategoriji).

Definicija 8.2. Neka je J < R segment. Kazemo da je funkcija f: J — J
osjetljiva na pocetne uvjete ako postoji 6 > 0 takav da za svaki x € J i

svaku okolinu U od z postoji y € U i n € N takav da je |f"(x) — f"(y)| > .

Intuitivno, funkcija je osjetljiva na pocetne uvjete ako za svaku tocku
x postoje tocke koje su proizvoljno blizu x i ¢ije se iteracije razdvajaju od
iteracija od x za najmanje 0. Pri tome se ne trebaju separirati od = sve tocke
blizu x, ali mora postojati barem jedna takva tocka u svakoj okolini od .
Ako je funkcija osjetljiva na pocetne uvjete, onda se svaka mala pogreska u

racunu, nastala npr. zaokruzivanjem, iteriranjem moze uvecavati.

Definicija 8.3 (1986., Devaney). Neka je (X, d) metricki prostor. Kazemo
da je preslikavanje f : X — X kaoti¢no na X ako vrijede slijedeca tri uvjeta:

(K1) f je topoloski tranzitivna.

(K2) Skup periodi¢nih to¢aka je gust podskup od X.
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(K3) f je osjetljiva na pocetne uvjete.

Teorem 8.4 (1992., Banks — Brooks — Cairns — Davis — Stacey). Neka je
(X,d) metricki prostor i f : X — X neprekidno preslikavange. Ako je f
topolosk: tranzitivna 1 skup periodicnih tocaka je gust u X, tada je f osjetljiva

na pocetne uvjete.

Dokaz. Pretpostavimo da je f tranzitivna i da je skup periodi¢nih tocaka
gust u X.

Pokazimo prvo da postoji 69 > 0 takav da za svaki z € X postoji peri-
odi¢na tocka ¢ € X ¢ja orbita O(q) je udaljena najmanje dy/2 od z. Izabe-
rimo dvije proizvoljne periodi¢ne tocke ¢; i g s disjunktnim orbitama O(q;)
i O(¢q2). Oznacimo s §y udaljenost izmedu O(q;) i O(g2). Tada je po nejed-
nakosti trokuta svaka tocka x € X udaljena najmanje dg/2 od jedne od dvije
izabrane orbite.

Pokazat ¢emo da je f osjetljiva na pocetne uvjete s konstantom ¢ = Jy/8.
Neka je x € X proizvoljan i neka je W neka okolina od z. Bududéi da je
skup periodi¢nih tocaka gust u X, postoji periodi¢na tocka p u presjeku
U =W n Bs(z) od W ikugle Bs(x) radijusa 0 sa sredistem u z. Oznac¢imo
sa n period od p. Kao §to smo prvo pokazali, postoji periodi¢na tocka g € X
¢ija je orbita O(q) udaljena od x najmanje dy/2 = 49. Neka je

n

V=" Bs(f'(@)).

1=0

V' je neprazan, jer je ¢ € V, i otvoren, jer je konacan presjek otvorenih

skupova. Budué¢i da je f tranzitivna, postoji y € U i k € N takvi da je

ffy)ev.
Neka je j cijeli dio (najvece cijelo) od £ + 1 (j = |£ 4+ 1]). Dakle,

% <j< % + 1 paje 1 < nj—k <n. Po konstrukeiji vrijedi:

fri(y) = [ (M) € NV € Bs(f7 M),
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Primijetimo da je f"(p) = p i po nejednakosti trokuta vrijedi:

d(f™ (p), [ (y)) = d(p, " (y))
= d(x, f"7(q)) — d(f 7 (q), [ (y)) — d(p, x).
Zato, i jer je O(q) udaljena od = najmanje 46, f™(y) € Bs(f“~*(q))ipe

Bs(x), vrijedi
d(f™(p), fM(y)) > 46 — 6 — & = 2.

Ponovnom primjenom nejednakosti trokuta

AP, £ @) + A @), W) = A ). ) > 2

dobivamo da je ili d(f™(z), f*(y)) > 6, ili d(f™(x), f(p)) > 6. U svakom
sluc¢aju pronasli smo tocku u W ¢ija nj-a iteracija je udaljena od f(z) za
vise od 4. O

Propozicija 8.5 (1994., Vellekoop — Berglund). Neka je I < R interval (ne
nuzno konacan) i f : I — I neprekidna topoloski tranzitivna funkcija. Tada

vrijeds:
(1) Skup periodicnih tocaka je gust u I.
(2) [ je osjetljiva ne pocetne uuvjete.
Za dokaz propozicije treba slijede¢a lema.

Lema 8.6. Neka je I < R interval (ne nuzno konacan) i f : I — I nepre-
kidna funkcija. Ako je J < I interval koji ne sadrzi niti jednu periodicnu
tocku od f, z, f(2), f"(z) € J i 0 < m < n, tada je ili z < f™(z) < f(2),
il z > f™(z) > f(2).

Dokaz leme 8.6. Pretpostavimo da je J < I interval koji ne sadrzi niti jednu
periodi¢nu tocku od f i da postoji z € J takav da su f™(z), f"(z) € J,
O<m<niz<f™z) > f*(z).
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Zbog jednostavnosti, definiramo g(z) := f™(z). Dakle, z < ¢g(z). Pokazat
¢emo prvo da to po indukciji povlaci da je z < g(2) < ¢*"1(z2) za svaki k € N,

Pretpostavimo da postoji k& € N takav da je g(z) > ¢*"1(2) i neka je k
najmanji od svih s tim svojstvom. Tada je funkcija ¢*(x) — z neprekidna
i ima pozitivnu vrijednost u z i negativnu vrijednost u ¢g(z) pa postoji y €
(2,9(2)) = J takav da je ¢"(y) —y = 0, odnosno ¢g*(y) = y. No to zni
da je y € J periodi¢na tocka od f s periodom km, Sto je u suprotnosti
s pretpostavkom da J ne sadrzi niti jednu periodi¢nu toc¢ku od f. Dakle,
z<gf(z)zasve ke Npaizak=n—m,tj z < fO™m(2).

Definirajmo sada g(x) := f" " (z) i ozna¢imo v := f™(z). Tada je v >
g(v). Analogno kao u gornjem paragrafu moze se induktivno pokazati da
vrijedi v > g(v) > ¢*"'(v) za sve k € N pa onda i za k + 1 = m, odnosno
vrijedi fO M (f(2)) < f7(2).

Iz svega gore slijedi da je funkcija f("~™™(x) — 2 neprekidna i ima po-
zitivnu vrijednost u tocki z, a negativnu vrijednost u toc¢ki f™(z). No to
implicira da f ima periodi¢nu to¢ku perioda (n — m)m u J, kontradikcija.

Slucaj z > f™(z) < f™(z) dokazuje se analogno. O

Dokaz propozicije 8.5. Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna i topoloski
tranzitivna. Iz teorema 8.4 slijedi da trebamo pokazati samo da je skup
periodi¢nih toc¢aka od f gust u I.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji interval J < [ koji ne sadrzi niti
jednu periodi¢nu tocku od f. Neka je x € J. Jer je J otvoren skup, postoje
intervali U,V < J takvidajexz e Ui U nV = . Jer je f topoloski
tranzitivna, postoji m € N takav da je f™(U) "V # &, tj. postoji y € U
takav da je f™(y) € V. Jer je f neprekidna, postoji interval W < U takav da
je fM(W) c Vizato f"(W)nW = . Jer je W otvoren skup i f topologki
tranzitivna, postoji n > m i z € W takav da je f™(z) € W. No tada imamo
0<m<mn,z [ff"(z)e Wifm™(z)¢ W §to je u kontradikeiji s lemom 8.6. [

Primijetimo da se dokaz ne moze generalizirati na prostore vise dimenzije,

ili na kruznicu, jer lema 8.6 koristi uredaj na R na bitan nacin.
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Definicija 8.7. Neka je X Hausdorffov prostor i f : X — X neprekidno
preslikavanje. Kazemo da je f Hausdorff osjetljivo na pocetne uvjete
ako postoji konac¢an otvoreni pokriva¢ U od X takav da za svaku tocku z € X
i svaki otvoreni podskup V € X koji sadrzi x, z € V, postojive VikeN
takav da je |{f*(z), f*(v)} " U| < 1 za sve U € U, gdje |S| oznacava broj

elemenata skupa S.

Teorem 8.8 (2018., Good — Macias). Neka je (X, d) kompaktni metricki
prostor.  Neprekidno preslikavanje f : X — X je Hausdorff osjetljivo na

pocetne uvjete ako i samo ako je osjetlyivo na pocetne uvjete.
Da bismo dokazali teorem, podsjetimo se Lebesqueovog broja pokrivaca.

Lema 8.9. Neka je U otvoreni pokrivac metrickog prostora (X,d). Ako je X
kompaktan, postoji 6 > 0 takav da za svaki podskup od X dijametra manjeg
od 0, postoji element pokrivaca U koji ga sadrzi. Broj ¢ se zove Lebesgueov

broj pokrivaca U.

Dokaz teorema 8.8. Pretpostavimo da je f osjetljiva na pocetne uvjete s
konstantom 0 > 0. Primijetimo da je {Bg (x) : x € X} otvoreni pokriva¢ od
X. Jer je X kompaktan, postoje x1,...,x, € X takvi da je i = {Bg(:cj) :
j =1,...,n} konac¢an potpokriva¢. Pokazat ¢emo da U zadovoljava defini-
ciju Hausdorffove osjetljivosti na pocetne uvjete za f. Neka je y; € X tocka
1V € X podskup od X koji sadrzi y;, y1 € V. Jer je V otvoren, postoji
e > 0 takav da je B.(y;) € V. Jer je f osjetljiva na pocetne uvjete, postoje
Yo € B.(y1) i k € N takvi da je d(f*(y1), f*(y2)) = 0. Pokazat ¢emo da je za
svakij e {1,....n}, |[{f*(y), fk(yg)}mBg(xm < 1. Pretpostavimo suprotno,
tj. da postoji m € {1,...,n} takav da {f*(y1), ff(ye)} < B (wm). Tada bi
vrijedilo d(f*(y1), f¥(y2)) < d(f*(y1), m) + d(@m, fF(y)) < J, kontradikcija.

Pretpostavimo da je f Hausdorff osjetljiva na pocetne uvjete s konac-
nim pokriva¢em U od X kao u definiciji. Neka je 6 > 0 Lebesgueov broj
za pokriva¢ U. Neka je ;1 € X tocka i ¢ > 0. Buduéi da je f Ha-

usdorff osjetljiva na pocetne uvjete, postoje x5 € B.(x1) i k € N takvi da
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je [{f5(x1), f¥(z2)} n U] < 1 za svaki U € Y. Jer je 6 Lebesgueov broj za U,
vrijedi d(f* (@), f*(z2)) = 6. -

[ na kraju ovog poglavlja razmotrit ¢emo jedan zanimljiv primjer. Presli-
kavanja koja imaju gustu orbitu su topoloski tranzitivna. Na pocetku poglav-
lja smo konstatirali (bez dokaza) da je obrat takoder to¢an na kompaktnim
podskupovima od R i S! bez izoliranih toc¢aka, a sada ¢emo dokazati da obrat

opéenito ne vrijedi.

Propozicija 8.10. Postoji kompaktan Hausdorffov prostor X 1 tranzitivno
preslikavange f : X — X takvo da niti jedna tocka od X nema gustu orbitu

za f. Uz to, skup periodicnih tocaka od f je gust u X pa je f kaoticna.

Da bismo dokazali propoziciju, tj. konstruirali prostor X i preslikavanje

f s trazenim svojstvima, trebaju nam slijedec¢e dvije tvrdnje:

Teorem 8.11 (Tihonovljev teorem). Produkt beskonacno kompakinih pros-

tora je kompaktan (u produktnoj topologiji).

Po definiciji, bazu topologije u produktu X = [ [ .4 X, tvore svi skupovi
oblika Ual Koo X Uan X HaeA\{al,...an} Xas gd‘]e je neNi Uai < Xa’“ L=

1,...,n, su otvoreni skupovi od X,,. Primijetimo da je U,, x --- x U,, X
HaeA\{a1,...an} Xa = ﬂ?zl 7Ta_i1(Uai)'

Lema 8.12. Ako skup A ima kardinalitet veéi od ¢, tada produkt R* nije

separabilan, tj. nema prebrojiv gust podskup.

Dokaz propozicije 8.10. Neka je T : [0,1] — [0, 1] Satorska funkcija s nagi-
bom 2, tj. T(t) = min{2t,2(1 — t)}. Lako se vidi da je T tranzitivna. Neka
je k bilo koji kardinalni broj ve¢i od ¢ (kontinuum). Neka je X = [0, 1]"
s produktnom topologijom i f = [],_, fa, gdje je fo = T za svaki a < &.
Buduéi da je T tranzitivna, lako se vidi da je i f tranzitivna. Prostor X je
Hausdorffov i kompaktan (po Tihonovljevom teoremu), ali nije separabilan

(po lemi 8.12), tj. ne postoji prebrojiv gust podskup od X. Buduéi da je
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svaka orbita prebrojiv skup, ne postoji tocka u X ¢ija orbita za f je gusta u
X.

Pokazimo na kraju da je skup periodi¢nih to¢aka od f gust u X. Neka
je U element baze topologije od X (pa i otvoren skup). Tada postoje n € N
iay,...,a, <k takvi da je U = (i, 7, (I,), pri ¢emu su I,, < [0,1]

otvoreni podskupovi od [0,1]. Buduéi da je skup periodi¢nih to¢aka od T
gust u [0, 1], za svaki i € {1,...,n} postoji periodi¢na tocka t,, od T u I,,.

Neka je (24)a<x tocka od X definirana kao z,, =t,, zaie {l,...,n}ix, =0
za a ¢ {ai,...,a,}, a < k. Tada je (x,)e<x periodi¢na tocka od f i lezi u
skupu U. O

Definicija 8.13. Preslikavanje f : X — X zove se egzaktno ili lokalno
zavrsno surjektivno ako za svaki otvoreni skup U < X postoji n € N
takav da je f"(U) = X.

Jednostavno se vidi da je egzaktno preslikavanje tranzitivno. Primijetimo
da su Satorsko preslikavanje 7' i preslikavanje f iz dokaza propozicije 8.10

ustvari egzaktna.
9 Teorija tijeStenja

Definicija 9.1. Neka je I = [0,1] €« R i f : I — I neprekidna funkcija.
Za funkciju f kazemo da je unimodalna ako je f(0) = f(1) = 0 i postoji

jedinstvena tocka c € (0,1) takva da je flpq rastuca i f|p,:; padajuca.

Funkcije F, kvadratne familije su unimodalne za 0 < p < 4. Primijetimo

da je za unimodalne funkcije orbita toc¢ke ¢ sadrzana u I.

Definicija 9.2. Neka je f : I — [ unimodalna funkcija i x € I tocka.

Itinerer od = za f je niz S(x) = s0$1...5, ... za koji je

0, f'"z)<e
sp =11, f"(x)>c,
C, f'(z)=c
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Definicija 9.3. Neka je f : I — I unimodalna funkcija. Itinerer tocke f(c)
zove se niz tijeStenja i oznacava K(f), tj. K(f) = S(f(c)).

Primjer 9.4. Za sve unimodalne funkcije kvadratne familije vrijedi ¢ = %
Za Fy(z) = 4x(1 — x) vrijedi Fy(c) =11 F™(c) =0 za sve n > 1. Zato je
K(Fy) = 10*.
Za Fy(x) = 2x(1—x) vrijedi Fi'(c) = czasve n € N. Zato je K(F,) = C®.
Za p € (1,2) vrijedi K(F),) = 0%. Za svaki x € [0, ¢) vrijedi S(z) = 0%, a
za svaki x € (¢, 1] vrijedi S(z) = 10®.
Za p € (2,3) vrijedi K(F),) = 1. Za svaki z € [0, ¢) vrijedi

S(x) € {0%,0"1*,0"C1”° : n e N},
a za svaki z € (c, 1] vrijedi
S(z) € {1%,10°,10"1*,10"C'1*,1C1* : n € N}.

Primijetimo da itinerer S(x) totke x € I za unimodalnu funkciju f ima
slijedece svojstvo: Ako je s, = C, onda je s,.; = k; za sve ¢ € N, pri ¢emu je
K(f) = kikaks .. ..

Definicija 9.5. Neka su 5 = sps159... 1 T = totits. .. nizovi. KaZemo da
Sit imaju odstupanje ili neslaganje n ako je s; = ¢, za 0 < i < n i
Sp # by

Neka je 8 = $9s182... niz i n € N. Broj jedinica u pocetnom dijelu

S0 - - - Sp oznatavamo 7,(5).

Neka je f unimodalna funkcija, v € 1178 = S(z) = s¢5152.... Ako je
so = 1l onda je x € (c,1] i f|.q] je padajuca, a ako je sy = 0 onda je z € [0, )
i fl[o,) je rastu¢a. Buduéi da je kompozicija dvije padajuce ili dvije rastuce
funkcije rastuc¢a funkcija, a kompozicija padajuce i rastuce funkcije padajuca
funkcija, lako se vidi da ako je 7,,_1(78") paran, onda postoji ¢ > 0 takav da
je f"|(z=e,w4e) Tastuca, a ako je 7,_1(5") neparan, onda postoji ¢ > 0 takav

da je [|(z—c2+e) Padajuca.
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Definicija 9.6. Definiramo 0 < C' < 1. Neka su 5 i t nizovi. Pretpos-
tavimo da je odstupanje od 3 i ¢ jednako n. Kazemo da je 3 < ¢ ako
jeili 7, 1(°) parani s, < t, ili 7, 1(°S") neparan i s, > t,. Kazemo da je

T <t akojeili =71 T < ¢.

Teorem 9.7. Neka je f : I — I unimodalna funkcija i x,y € I.
(1) Ako je S(z) < S(y), tada je x < y.

(2) Ako je x <y, tada je S(x) < S(y).

Primijetimo da se jednakost u dijelu (2) ne moze izbjeéi, jer postojanje
privla¢ne periodi¢ne tocke obi¢ni implicira postojanje intervala ¢ije sve tocke

imaju isti itinerer.

Dokaz. Dokazat ¢emo dio (1), a dio (2) onda slijedi direktno.

Neka je S(z) = sps152... 1 S(y) = totits. ... Teorem dokazujemo induk-
cijom po n, pri ¢emu je n odstupanje od S(x) i S(y).

Ako je n = 0, tvrdnja slijedi, jerje 0 < C < 1i0<c = % < 1.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za odstupanje n — 1 i dokazimo ju za
odstupanje n.

Pretpostavimo da je S(z) < S(y). Razmotrimo S(f(z)) = siS9s3... i
S(f(y)) = titats.... Opcento mozemo imati tri slucaja: so = C, so = 0 i
so = 1. Ukoliko je sg = C, jer je n > 0 vrijedi tp = C pasuzxz =y = ¢
i S(z) = S(y), $to je u suprotnosti s pretpostavkom S(x) < S(y). Dakle,
imamo dva slucaja: so =01 sg = 1.

Pretpostavimo da je so = 0. Tada je S(f(z)) < S(f(y)), jer se broj jedi-
nica prije odstupanja nije promijenio. Budu¢i da je odstupanje od S(f(x)) i
S(f(y)) jednako n — 1, po pretpostavci indukeij vrijedi f(x) < f(y). Jer je
flio,¢) rastuca, vrijedi z < y.

Ako je so = 1, tada je S(f(y)) < S(f(x)), jer je u sy ...s, jedna jedinica
manje nego u Sosp ... S,. Zato je, po pretpostavci indukeije, f(y) < f(z), no

kako je fl.1) padajuca, vrijedi z <. O
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Definicija 9.8. Neka je f : I — I unimodalna funkcija. Kazemo da je niz s
dopustiv za f ako postoji z € I takav da je S(x) = 8. Skup svih dopustivih

nizova za f oznacCavat ¢emo .

Cilj nam je nac¢i metodu koja daje sve nizove u Xy. Klju¢ metode je niz
tijeStenja.

Bududi da je f(c) maksimum od f, vrijedi f*(z) < f(c) zasve z € i za
sve n € N. Zato za 5 € X vrijedi 0"(5) < K(f) za sve n € N. Dakle, to je
nuzni uvijet koji mora zadovoljavati svaki niz u X;. Taj uvijet nije dovoljan,

Sto mozemo vidjeti iz slijede¢eg primjera:

Primjer 9.9. Za Fy(x) = 4z(1 — z) vrijedi K(F,) = 10°. Jedina praslika
tocke 1 je ¢ pa je jedini niz koji se preslika u 10% niz C'10®. Dakle, nizovi
oblika #7 = 0"10%, n € N, nisu dopustivi iako vrijedi oi(zﬂ) < K(Fy).

Definicija 9.10. Itinerer S(x) zovemo regularan ako je s, # C za sve

TZEN().

Primijetimo da ako ¢ nije periodi¢na tocka za unimodalnu funkciju f,
onda je K(f) regularan, a ako je ¢ periodi¢na osnovnog perioda k, onda
K(f) = (s0...8k-2C)® nije regularan.

Modificirat ¢emo definiciju niza tijestenja tako da K (f) bude regularan i
u sluc¢aju kada je ¢ periodi¢na tocka za f.

Prvo primijetimo da ako je f(c) < ¢, tada je dinamika unimodalne
funkcije f veoma jednostavna, kao Sto smo mogli vidjeti na primjerima

F,za 0 < p < 2. Pretpostavimo da je f(c¢) > c i da je ¢ periodi¢na

za f s osnovnim periodom k. Neka je O(c) = {x¢,..., Tk 1}, pri Gemu je
xg <y <+ <xp1 = f(c). Oznacimo I; = [z;, xi41], i =0,..., k —2. Jer
jec=uwx;zaneki je0,...,k—2, f|;, je monotona za svaki i =0,...,k— 2.

Takoder, postoji € > 0 takav da za I. = [f(c) — ¢, f(c)] vrijedi:
1. IS C [k727
2. Vjef{l,....,k—1},3m; €{0,... .k —3} takav da f/(I.) € L,

© S.S. 20.10.2021.



9 TEORIJA TIJESTENJA 45

3. fR(L.) < Is.

Jer je f*(f(c)) = f(c) veéa krajnja tocka i od f*(1.) 1 od I 5, f* ¢uva ure-
daj na I.. Zato za svaki x € IntI. i S(x) = sg...Sk_18%... vrijedi da je
Tk—1(S(x)) paran. Jer je K(f) = S(f(c)), modificirana definicija niza tijeSte-
nja je K'(f) = (so...sk—1)°. Primijetimo da ako je K(f) = (so...sr2C)%",
tada za K'(f) treba samo simbol C' zamijeniti simbolom s;,_; € {0, 1} tako
da je broj jedinica u rijeci sqg...S,_1; paran. Na taj nac¢in smo dobili niz ti-
jeStenja koji je regularan niz. Analogno, za svaki x € I za koji postoji n € N
takav da je f™"(z) = cizato S(x) = so... 8 1C(Spns1 -+ Snik_1C)*, modi-
ficiramo njegov itinerer da bude S'(z) = sg...$,-1C(Sns1 -+ - Snik—15n1k)",
pri ¢emu je (Sp41---Snak—15nak) = K'(f). Ukoliko je z € I takav da je
S(x) regularan, tada S’(x) = S(x).

U nastavku ¢emo zbog jednostavnosti sve itinerere i nizove tijeStenja oz-
nacavati sa S(z) i K(f), redom, a podrazumijevat ¢emo da je K (f) regularan
i da S(x) ima najvise na jednoj koordinati simbol C tj. da su svi nizovi mo-

dificirani.

Teorem 9.11. Neka je [ : I — I unimodalna funkcija. Ako je © niz za koji
je 0”(?) < K(f), za svaki n € N, tada postoji x € I takav da je S(z) = T,
tj. _t) € Zf.

Da bismo dokazali teorem, trebaju nam slijedece dvije leme:

Lema 9.12. (1) Neka je @ = upuy...Up... i u; # C zai = 0,...,n.
Tada je skup {x € I : s;(x) = w;i = 1,...,n} otvoren u I, gdje je
S(x) = s1(x)se(x) ... sn(x)....

(2) Neka je @ = upuy...Up..., 0 < m < niu, = C. Tada je skup
{rel:sy(x)ef{0,C1}, si(x) =u;i=1,...,n, i # m} otvoren u I.

Dokaz. (1) Neka je y € I takav da je S(y) = W. Za svakii = 0,...,n, neka

je V' najveca otvorena okolina od y za koju f*(V*) ne sadrzi c. Takve okoline
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postoje, jer su u; # C za sve i = 0,...,n. Neka je V = (_, V" Skup V
je neprazan (jer svaki V* sadrzi y) i otvoren (kao konac¢an presjek otvorenih
skupova) te je V' trazeni skup.

(2) Primijetimo da ako postoji y € I takav da je S(y) = @ (tj. dani
skup je neprazan), tada je s;(z) # C zai = 1,...,n, i # m, pa moZemo
definirati skupove V*, i # m, kao u prvom dijelu dokaza. Budué¢i da je
sm(z) € {0,C, 1}, mozemo definirati V™ = I. Tada je skup V = (), V'

trazeni skup koji je neprazan i otvoren. 0

Lema 9.13. Neka su 3 i © dva niza s odstupanjem n € N. Tada je 3§ < t

ako i samo ako je Sq...S, paran.

Dokaz. Bududi da je odstupanje n vrijedi sg...8, 1 =tg...t, 118, # t,.
T <t je ekvivalentno sa slijedecom tvrdnjom: Ili je sg...s,_1 paran i

sp =0,ilije sg...s,_1 neparanis, = 1. U obaslucaja je sq...s, paran. [J

Dokaz teorema 9.11. Ako je T =0%ili ¢ = 10°, tada tvrdnja ocigledno
vrijedi, jer S(0) = 0° 1 S(1) = 10°. Pretpostavimo zato ¢ # 01 ¢ # 10%.
Definiramo Ly = {x € I : S(z) < t}iR = {xel: t < S()} Jerje
0OeL;ile R, L; i R; suneprazni. Dokazat ¢emo da su L; i R; otvoreni u
I, tj. dokazat ¢emo da je L; otvoren, a dokaz za R; je slican.

Neka je z€ L; i S(z2) = 3 = 508182+ < 7. Neka je n € N odstupanje
od §1 ¢, s, # t,. Primijetimo da #; # C za svaki i € N, jer t; = C povladi
ot (T) = K(f), §to je u suprotnosti s pretpostavkom da je o/ () < K(f),
za svaki j € N. Dakle, t,, # C. Pretpostavimo da je ¢, = 1 (dokaz za slucaj
t, = 0 je slican).

Buduéi da je s, # t,, vrijedi ili s, = 0, ili s,, = C. Pretpostavimo prvo
Sp=0.Jers;=t; #Czai=0,....n—11s, # C, polemi9.12 (1) je skup
V={xel:sx)=s; i=0,...,n} otvoren u I i za svaki x € V vrijedi
S(zx) < T. Dakle V € L, pa je L; otvoren.

Pretpostavimo sada da je s, = C. Tada je 0" (3) = s,4 180428043+ =
K(f). Jer je 0" () # K(f), postoji odstupanje n +m € N od ¢"+1(3)
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i 0™ (), tj. Snem # tnim. Primijetimo da je s,.; # C za svaki i € N, jer
je K(f) regularan. Neka je V = {z €1 : s,(x) € {0,C,1}, s;(x) = s;, i =
0,...,n+m, i # n}. Primijetimo prvo da V sadrz z, jer s, moze biti C, i
da je otvoren po lemi 9.12 (2). Jos Zelimo dokazati da je S(z) < t za svaki
reV.

Nekajex € ViS(z) = 5081 .- Sp-1UnSni1 - - - SnemUnimsl - - -, Pri Cemu je
v, € {0,C 1}, Spy1 - Spom = k1 -k uz K(f) = kika. .. 1 vpymyi € {0, 1}
zaieN. Jerje so...5n-1 = to...tn1, C = 8p #ty, =115 < £, iz
leme 9.13 zaklju¢ujemo da je sq...s,_; paran. Zato za v, € {0,C} zaista
vrijedi S(z) < 7. Pretpostavimo sada da je v, = 1. Tada je So. .. Spim_1 =
to . tom1 1 Snim # bnsm. Jerje tnit - - tnsm_ttnimbnimit - = 0" (1) <
K(f) = Sp41-- - Snem—1SntmSnims1 - - - , Opet iz leme 9.13 zaklju¢ujemo da je
Sn41 -« - Snam—1Snam Neparan. Iz toga slijedi da je sgS1 ... Sp_1UnSnst - - - Snim
paran pa je S(x) < 7. Dakle, V € L, pa je L; otvoren.

Sli¢no mozemo dokazati i da je R; otvoren. Jer je L, n R, = (J, postoji
neprazan zatvoren skup u I (moze biti i degeneriran, tj. koji se sastoji od

samo jedne tocke) ¢ije sve tocke imaju itinerer T pa je teorem dokazan. []
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