Metricki prostori

1 Metricki i topoloski prostori

Definicija 1.1. Metrika ili udaljenost na skupu X je svako preslikavanje
d: X x X — R, za koje vrijedi:

(M1) d(z,y) =0,
(M2) d(z,y) = 0 ako i samo ako je x = v,
(M3) d(z,y) = d(y,x) (simetrija),
(M4) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) (nejednakost trokuta).
Metricki prostor je par (X, d) skupa X i metrike d na X.
U svakom metrickom prostoru (X, d) vrijedi nejednakost mnogokuta
d(xg, x,) < d(xo, 1) +d(x1,22) + - -+ d(Tp-1, %), To,Z1,...,2n€ X, (1.1)

koja poopcuje (M4) i dokazuje se indukcijom po n.

Takoder vrijedi nejednakost
|d(z,y) —d(z',y)| < d(z,z") + d(y,y), z, 2" y,y € X. (1.2)
Zaista, prema (|1.1)) vrijedi

d(z,y) < d(z,2") +d(',y) +d(y',y)
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pa zbog (M3) vrijedi

d(z,y) —d(«',y') < d(z,2") + d(y,y').
Zamijenimo li z,y sa 2’,y" dobivamo

d(z',y) < d(@',z) + d(z,y) + d(y.y')
pa opet zbog (M3) vrijedi

d(z',y') — d(z,y) < d(z,2") + d(y, ),
sto dokazuje nejednakost .

Primjeri.

1. n-dimenzionalan euklidski prostor (R",dy), gdje je

n

do(w,y) = [ D@ = )2,

=1

r=(2',.. . 2",y = (y',...,y") € R", euklidska metrika.
2. (Rn7d1)7 nge je dl(x7y) = Z |x2 - yl|
=1

3. (R",dy), gdje je do(z,y) = max{|z’ — ¢'| : i =1,...,n}.

4. Na proizvoljnom skupu X mozemo definirati metriku d formulom

1, z#y,
d(z,y) = {0 vy

Metriku d zovemo diskretna metrika, a prostor (X,d) diskretni

prostor.

5. Prostor B(T) svih omedenih realnih funkcija « : T — R definiranih na
proizvoljnom skupu 7' s metrikom d(z,y) = sup{|z(t) — y(t)| : t € T}.
Za T = N imamo prostor B(N) svih omedenih realnih nizova, a za
T ={1,...,n} prostor B(1,...,n) = (R",dy) (primjer 3).
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6. Neka je (X, d) metricki prostor, Y € X i dy = d|y«y. Tada je (Y, dy)
metricki prostor. Kazemo da je (Y, dy) potprostor prostora (X, d).

U metrickom prostoru (X, d) definira se udaljenost tocke z, € X od

podskupa A < X formulom

d(zo, A) = inf{d(x¢,a) : a € A}.

Skup {d(zg,a) : a € A} omeden je odozdo, jer je d(zg,a) = 0 za svaki a € A.

Zato za svaki A # ¢ infimum postoji pa je d(xg, A) posve odreden realan

broj i vrijedi d(xq, A) = 0.

Primijetimo da iz zg € A slijedi d(z, A) = 0. Obrnuto ne vrijedi: npr. za
X=RiA=R"={zeR:xz >0} vrijedi d(0,R") =0, ali 0 ¢ R".

Za x,ye X i A< X vrijedi nejednakost

|d(z, A) = d(y, A)| < d(z,y). (1.3)

Zaista, za svaki a € A vrijedi
d(z,A) < d(z,a) < d(z,y) + d(y,a)

pa zato vrijedi

d(z,A) —d(z,y) < d(y,a).
Bududi da to vrijedi za svaki a € A, zakljuéujemo da vrijedi

d(z, A) — d(z,y) < d(y, A),
odnosno

d(x, A) —d(y, A) < d(z,y).
Zamjenom z i y i primjenom (M3) dobivamo

d(y, A) —d(x, A) < d(z,y),
Sto dokazuje ([1.3)).
© S.S. 17.01.2022.
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U metrickom prostoru (X, d) definira se takoder udaljenost izmedu dva

podskupa A, B € X formulom
d(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,be B}.

Ocito je d(A,B) > 0. Nadalje, iz A n B # & slijedi d(A,B) = 0.
Obrnuto, iz d(A, B) = 0 ne mora slijediti A n B # ¢J, kao §to npr. pokazuju
skupovi R* i R™ = {z e R: z < 0}.

Kaze se da je skup A iz metrickog prostora (X, d) omeden ako je skup
{d(a,d’) : a,a’ € A} omeden u prostoru R.

Za preslikavanje f : T — X skupa 7' u metricki prostor (X, d) kaze se da
je omedeno ako je f(T) € X omeden skup. Posljedi¢no, za T" = N omedeno
preslikavanje f : N — X je omeden niz.

Ako je (X, d) metricki prostor i A € X omeden, onda postoji realan broj
diam(A) = sup{d(a,d’) : a,a’ € A},

koji se zove dijametar skupa A. Ako je A neomeden, definira se diam(A) =
0.

Pokazat ¢emo da vrijedi formula
diam(A u B) < diam(A) + d(A, B) + diam(B). (1.4)

Pretpostavimo prvo da su a € Aibe B. Po definiciji udaljenosti d(A, B), za

svaki € > 0, postoje tocke a. € A ib. € B takve da je
d(ac,b.) <d(A,B) +e.
Zatoza a€ A, be B isvaki e > 0 vrijedi
d(a,b) <d(a,a.) + d(ac,b.) + d(b.,b) < diam(A) + d(A, B) + diam(B) + ¢

pa je i

d(a,b) < diam(A) + d(A, B) + diam(B).

© S.S. 17.01.2022.
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Primijetimo sada da gornja nejednakost oc¢igledno vrijedi i u slu¢aju a,b e A
i u slucaju a,b € B, sto dokazuje nejednakost ([1.4]).
Iz formule (1.4) lako zaklju¢ujemo da je unija od kona¢no omedenih sku-

pova omeden skup.

Definicija 1.2. Familija S = (S, : « € A) podskupova S, skupa X zove se

pokrivac skupa Y € X ako je Y < U Sa. Ako je S pokrivac¢ od X onda
acA
je X = U S Pokrivac¢ S je konacan ako je skup A konacan, a prebrojiv
acA
ako je A prebrojiv.
Definicija 1.3. Metricki prostor (X,d) je potpuno omeden ako za svaki
e > 0 postoji konac¢an pokriva¢ od X ¢iji su elementi dijametra manjeg od
e. Podskup A € X potpuno je omeden ako je A, shvaéen kao potprostor od

(X, d), potpuno omeden.

Svaki podskup potpuno omedenog prostora i sam je potpuno omeden.

Ako je (X,d) potpuno omeden prostor, onda je (X, d) i omeden, §to je
posljedica formule . Obrat opcenito ne vrijedi, tj. omeden prostor ne
mora biti i potpuno omeden. Npr. ako je (X, d) beskonacan diskretan prostor,
tada je d(z,y) < 1 za svaki x,y € X pa je diam(X) = sup{d(z,y) : x,y €
X} < 1. Medutim, za € = 1 ne postoji kona¢an pokriva¢ od X ¢iji su ¢lanovi
dijametra < 1.

Ako je A < R"™ podskup euklidskog prostora, onda obrat vrijedi, Sto

vidimo iz slijedeceg teorema.

Teorem 1.4. Svaki omedeni podskup A euklidskog prostora R™ potpuno je

omeden.

Dokaz. Jer je A omeden iskup Au{0}, gdje je 0 = (0,...,0) € R", je omeden

pa postoji realan broj a = diam(A u {0}). Oznac¢imo sa I, = [—a,a] < R.

Za svaki x = (z',...,2") € Aizasvakii=1,...,n vrijedi

2] <

=d(z,0) < diam(Au {0}) =a

© S.S. 17.01.2022.
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pa je x € I i posljedi¢cno A < I. Zato je dovoljno dokazati da je za svaki
a > 0 n-dimenzionalna kocka stranice 2a potpuno omeden skup.
Neka je € > 0 proizvoljan i k € N takav da vrijedi k£ > %ﬁ Podijelimo

segment I, = [—a, a] na 2k segmenata

16) =26 -1),%], i=—(k—1),...,-1,0,1,.... k.
k k
Kocke I(iy) x -+ x I(iy), i = —(k —1),...,—1,0,1,...,k, ¢ine konac¢an
pokrivac¢ od I} i vrijedi
diam(I(iy) x - - x I(i)) = %\/ﬁ <c
pa je I!' potpuno omeden skup te je i A potpuno omeden. O

U svakom metrickom prostoru (X, d) moze se definirati kugla sa sredi-

Stem u tocki xp € X radijusa r € R, r > 0, kao skup
K(zg,r) ={x e X : d(xg,x) < r}.

Zary < rovrijedi K(zg,r1) S K(29,72). No moze biti r; < ry, a da je ipak
K(xg,r1) = K(x¢,72). Naime, u npr. diskretnom prostoru je K (zg,7) = {0}
zar <1iK(xgr)=Xzar>l1.

Kugla i njezini podskupovi omedeni su skupovi. Obrnuto, svaki omedeni
skup A € X sadrzan je u nekoj kugli.

Skup A € X potpuno je omeden ako i samo ako za svaki € > 0 postoji u
X konac¢no kugala radijusa € ¢ija unija sadrzi A.

Vaznu klasu podskupova metrickog prostora (X, d) tvore otvoreni skupovi

U < X, koje definiramo pomocu kugala.

Definicija 1.5. Skup U < X iz metrickog prostora (X, d) je otvoren ako je

unija neke familije kugala prostora (X, d).

Teorem 1.6. Skup U < X u metrickom prostoru (X,d) je otvoren ako i

samo ako za svaku tocku xo € U postoji broj r > 0 takav da je K(zg,7) S U.

© S.S. 17.01.2022.
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Dokazimo najprije jednu lemu.

Lema 1.7. Neka je K(yo,$) kugla u metrickom prostoru (X,d) i neka je
xo € K(yo,s). Tada postoji broj r > 0 takav da je K(xo,7) S K(yo,s); takav
je npr. brojr = s — d(yo, o).

Dokaz. Buduéi da je zog € K(yo,s), vrijedi d(yo,z0) < s pa jer = s —
d(yo,l'o) > 0.
Pokazimo sada da za taj r vrijedi K(zg,r)  K(yo,s). Neka je = €

K(xg,r). Tada je d(xg,z) <r = s — d(yo, o) pa vrijedi
d(yo, x) < d(yo, x0) + d(zg, x) < s,

odnosno z € K (o, s). Dakle, K(xq,r) < K(vo, ). O

Dokaz teorema [1.6. Pretpostavimo prvo da je skup U < X otvoren, da je
xo € U proizvoljna tocka u U i dokazimo da postoji broj r > 0 takav da je
K(zg,7) < U.

Zaista, po definiciji otvorenog skupa postoji kugla K(yo,s) < U koja
sadrzi tocku g, 2o € K (yo, ), a po lemi[L.7|postoji r > 0 za koji je K (zo,7) <
K(yo,s) < U.

Dokazimo sada obrat. Pretpostavimo da je U < X skup i da za svaku
tocku x € U postoji broj r, > 0 takav da je K(x,r,) € U i dokazimo da je
U otvoren.

Primijetimo da je

U= J{z} s | K@, r).

zeU zeU
S druge strane, jer je K(z,7,) < U zasvakiz € U, vrijedi |, K(x,7r,) < U.
Dakle, skup U = |, K(2,7;) je unija kugala pa je po definiciji otvoren
skup. O

Teorem 1.8. U metrickom prostoru (X, d) mnoZinaU svih otvorenih skupova

U < X wma slijedeca svojstva:

© S.S. 17.01.2022.
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(T1) Unija svake familije ¢lanova iz U je clan iz U.
(T2) Presjek konacno ¢lanova iz U je élan iz U.
(T3) &, X el.

Dokaz. (T1) Slijedi direktno iz definicije otvorenog skupa kao proizvoljne

unije kugala.

(T2) Dovoljno je dokazati da je presjek dva otvorena skupa opet otvoren
skup. Neka su, dakle, U;,Us; € U otvoreni skupovi. Prema teoremu
dovoljno je dokazati da za svaku tocku zy € Uy n U, postoji kugla
oko xq sadrzana u U; n Uy. Kako su skupovi U; otvoreni i z, € U;,
i = 1,2, po teoremu postoje kugle K (xg,r;) € U;, i = 1,2. Zato za

ro = min{ry,ro} > 0 vrijedi K (zo,79) < Uy n Us, Sto dokazuje tvrdnju.

(T3) Unija prazne familije kugala je prazan skup, a unija svih kugala iz U
je cijeli X pasu ¢J i X otvoreni skupovi.
O

Familija U svih otvorenih skupova metrickog prostora (X, d) zove se to-
poloska struktura ili topologija prostora (X, d).
Teorem je povod da se pojam prostora jos vise poopéi.

Definicija 1.9. Topologki prostor je par (X,U) skupa X i mnoZine U
podskupova od X za koju vrijedi (T1), (T2) i (T3). Mnozina U se zove to-
poloska struktura ili topologija prostora (X,), a njeni ¢lanovi otvoreni

skupovi topologkog prostora (X,U).

Ako je topologiju U topoloskog prostora (X,U) moguce dobiti iz neke me-
trike d na prije opisan nacin, onda kazemo da je topologija i/ metrizabilna,
odnosno da je topoloski prostor (X,U) metrizabilan.

Ako je iz teksta jasno o kojoj se topologiji U radi, onda se ¢esto umjesto

o topoloskom prostoru (X,U) krace govori o topoloskom prostoru X. Sli¢no,

© S.S. 17.01.2022.
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ako je jasno o kojoj se metrici d radi, onda se ¢esto umjesto o metrickom

prostoru (X, d) krace govori o metrickom prostoru X.

Definicija 1.10. Neka je (X,U) topoloski prostor. Baza topologije U je
mnozina B < U otvorenih skupova koja ima svojstvo da se svaki otvoreni

skup U € U moze prikazati kao unija neke familije elemenata iz B.

U svakom metrickom prostoru mnozina svih kugala baza je topologije
toga prostora.

Svaka baza B u topoloskom prostoru X ima ova dva svojstva:
(B1) B je pokriva¢ za X.

(B2) Ako su Uy,Us € B i zg € Uy n Us, onda postoji U € B takav da je
X € U c U1 N UQ.

Zaista, jer je X € U, X je unija neke familije elemenata iz B pa je B pokrivac
od X. Takoder, za Uy,Us € B < U vrijedi Uy n Uy € U pa je U; n Uy unija
neke familije elemenata iz B. Zato za svaki zy € Uy n Us postoji neki U € B

koji sadrzi xg i koji je sadrzan u Uy n Us.

Teorem 1.11. Neka je X proizvoljan skup © B mnozina podskupova od X sa
svojstvima (B1) i (B2). Tada postoji jedna jedina topologija U na X takva
da je B baza topologije U. Elementi topologije U su svi podskupovi od X koji

su unije familija elemenata iz B.

Dokaz. Neka je U mnozina ¢iji su elementi unije svih familija elemenata iz
B. 1z toga direktno slijedi (T1) i & € U, a iz (B1) slijedi X € U, §to dokazuje
(T3).

Dokazimo (T2). Neka su Uy, Uy € U ix9 € UynU,y. Tada postoje Vi, Vo € B
takvi da je zg € V; € U;, i = 1,2. Po (B2) postoji V € B takav da je

zoeVcVinV,c U nU;

pa se skup U; nU, moze prikazati kao unija odredene familije skupova V' € B,

odnosno Uy nUs e U.

© S.S. 17.01.2022.
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Da je U jedina topologija s bazom B slijedi direktno iz definicije baze
topologije. O]

Topologija U na nekom skupu X najcesée se zadaje pomocu baze topo-
logije tako da se zada neka mnozina B podskupova od X, koja zadovoljava
uvjete (B1) i (B2).

Definicija 1.12. Neka su (X, U), (Y, V) topoloski prostorii f : X — Y neko
preslikavanje. Kazemo da je f homeomorfizam ako su ispunjeni slijedeci

uvieti:

(H1) f:X — Y je bijekcija,
(H2) UeU = f(U) eV,
(H3) VeV= f1(V)eU.

Kazemo da su prostori X i Y homeomorfni ako postoji bar jedan home-

omorfizam f: X — Y.

Iz definicije slijedi da je kompozicija homeomorfizama homeomorfizam, da
je za homeomorfizam f i f~! homeomorfizam te da je identiteta 1x : X — X
homeomorfizam. Zbog toga je homeomorfizam prostora relacija ekvivalencije,
koja klasificira topoloske prostore u klase medusobno homeomorfnih prostora.
Svako svojstvo prostora koje je zajednicko svim prostorima iz iste klase zove

se topolosko svojstvo ili topoloska invarijanta.

Definicija 1.13. Neka su d; i dy dvije metrike na istom skupu X. Kazemo
da su metrike d; i dy topoloski ekvivalentne ako se topologija U; prostora
(X, d;) podudara s topologijom Uy prostora (X, ds), Uy = Us.

Primijetimo da je za metricke prostore (X, d;) i (X, dy) identiteta 1x :
X — X homeomorfizam ako i samo ako su metrike d; i dy topoloski ekviva-

lentne.

© S.S. 17.01.2022.
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Neka su dy, ds dvije metrike na skupu X i neka je sa K;(xg,r), i = 1,2,
oznacena kugla {x € X : d;(zo,x) < r} oko zq radijusa r s obzirom na metriku

d;. Tada vrijedi slijedeéi teorem:

Teorem 1.14. Da bi metrike dy i do na skupu X bile topoloski ekvivalentne
nuzno je i dovoljno da svaka kugla Ki(xg,r1) oko proizvoljne tocke xo € X
s obzirom na metriku dy, sadrzi neku kuglu Ks(xg,r2) oko xy s obzirom na

metriku dy 1 obrnuto, tj. da vrijedi
(1) (Vzo e X)(Yry > 0)(3ry > 0)Ky(xq,r2) S Ki(x0,71),
(11) (VYxge X)(Vry > 0)(3ry > 0) Ky (xo, 1) S Ka(xg,12).
Dokaz. O

Neka je (X, d) metricki prostor. Ako je X u metrici d omeden, tj. ako je
diam X € R, onda kazemo da je metrika d omedena. Za svaku metriku d na
skupu X postoji topologki ekvivalentna metrika d’, koja je omedena. Takva

je npr. metrika d’ definirana formulom

: __d(z,y)
d(z,y) = T+ d(z.g) x,y € X.

Definicija 1.15. Neka si d;, dy dvije metrike na istom skupu X. Kazemo da
su metrike d; i dy ekvivalentne (ili uniformno ekvivalentne) ako postoje

brojevi py > 0, ue > 0 tako da vrijedi
(i) (Va,y € X) diz,y) < mdz(z,y),
(11> (vxay € X) dg(l‘,y) < MQdI(xay)‘

Iz teorema slijedi da su svake dvije ekvivalentne metrike i topoloski
ekvivalentne.

Promatrajmo sada dva metri¢ka prostora (X', d’) i (X”,d"). Ima vise
prirodnih nac¢ina da se u direktni produkt X = X’ x X” uvede metrika. Od

posebnog su interesa tri metrike ds, do 1 d;.

© S.S. 17.01.2022.
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Ako je z = (2/,2"), y = (v,y"), onda metrike ds, dy 1 dy definiramo

slijede¢im formulama:

dg(x,y) _ \/d/(ZE,, y/)2 4 d”(l‘”,y”)Q,
dy = max{d'(z',y),d"(z",y")},
di(z,y) = d'(2',y) +d"(2",y").

Aksiomi (M1) - (M4) lako se provjere u sva tri slucaja.
Metrike do, do 1 dy na direktnom produktu X = X’ x X” medusobno su
ekvivalentne pa su pogotovo topoloski ekvivalentne. To se vidi iz slijede¢ih

nejednakosti koje je lako provjeriti:
dOO(x7y) < d2<xay) < \/idoo(l’,y),

doo(x,y) < dl(xay) < 2d00($ay)7
d2(x7y) < d1<fl7,y) < \/§d2(x7y>

Svaka od metrika ds, d, 1 d; definira, dakle, u direktnom produktu X = X' x
X" istu topologiju U pa se kaze da je U topologija direktnog produkta
X = X’ x X" dvaju metrickih prostora.

U sluéaju direktnog produkta X = X! x ... x X™ od n metrickih prostora

(X%, d"),i=1,...,n, metrike do, do, i d; definiraju se analogno:

d2(x7 y) = /\ / Z(dz(xz’ yi))27

dyp = max{d'(z',y") :i=1,...,n},

d1<$7y) = z dl(xl7yl)a
=1
1

gdiesux = (z%,...,2") iy = (y',...,y"). I u ovom slucaju su metrike d,

dy 1 dy ekvivalentne, jer vrijede nejednakosti

doo(xay) < dg(ﬂf,y) < \/ﬁdgo(l',’y),
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doo(a?,y) < dl(‘ray) < nd00<x7y)a
d2(x7y) < dl(may) < \/ﬁdQ(x7y)
Shvatimo li R” kao direktni produkt od n primjeraka prostora R, dobivamo

na R™ metrike do, dy 1 dy koje smo veé vidjeli u primjerima 1, 2 i 3 sa samog

pocetka. Zato vrijedi slijedeci teorem:
Teorem 1.16. Metrike ds, do @ di na R™ su ekvivalentne.
Pomoc¢u metrike do, lako se dokazuje slijedec¢i teorem:

Teorem 1.17. Neka su (X', d'), (X”,d") dva metricka prostora, a X' x X"
neka je ngihov direktni produkt (s metrikama ds, dy ili dv). Tada skupovi
oblika U' x U", gdje je U’ otvoren skup u X' i U” otvoren skup u X", tvore
bazu topologije za X' x X".

Dokaz. Pomocéu metrike dy, pokazat ¢emo da je skup U’ x U” otvoren u
X' x X" ako je U’ otvoren skup u X’ i U” otvoren skup u X”. Zaista,
ako je xg = (z(,xp) € U x U, tj. ;€ U' i z{ € U", onda postoji kugla
K (zf,7") u X’ sadrzana u U’ i kugla K (x(,r") u X” sadrzana u U”. Neka je

r = min{r’, 7"}. Za kuglu K (zo,7) u X u metrici do, vrijedi
K(xo,1) = K(25,7) x K(xg,7) < U x U",

Sto dokazuje tvrdnju te takoder dokazuje da skupovi U’ x U” tvore bazu

topologije prostora X’ x X" jer ve¢ kugle K (xq,r) tvore bazu. O

Ovaj teorem pokazuje kako se definira topologija na direktnom produktu

X' x X" dvaju topologkih prostora (X',U’), (X", U"): promatra se mnoZina
B — Z/{/ % u// — {U/ % U// . Ul Ez/{/7 U// EZ/{”}.

Lako se vidi da mnozina B ima svojstva (B1) i (B2) iz teorema [1.11] B je
pokrivac od X’ x X" jer je U' pokriva¢ od X', a U” je pokriva¢ od X".
Pokazimo da vrijedi (B2). Ako je Uy = Ul x Ul € Bi Uy = Uy x Uy € B,
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onda je U, Uy e U 1 U/, U) e U paje U nUseld iU nU) elU”. Zato
vrijedi

U=UnUy= U nUy) x (U nU)eU xU" =B
pa je (B2) ispunjeno. Dakle, na skupu X’ x X” postoji jedna jedina topologija
U kojoj je B baza.

Primijetiomo da opcenito B nije topologija jer ne ispunjava uvjet (T1).

Definicija 1.18. Neka su (X', U’), (X", U") topologki prostori. Topologki
prostor (X,U) koji se sastoji od skupa X = X’ x X” i jedinstvene topologije
U na X kojoj je

U xU" ={U' xU" U e, U'eU"}

baza, zove se direktni produkt topoloskih prostora X’ i X” i oznacava
se takoder sa X' x X”.

Teorem pokazuje da je topologija direktnog produkta dvaju metri-
zabilnih prostora metrizabilna i da se moze dobiti iz metrika ds, dy i d;.

Definicija [I.18]i teorem jednostavno se prenose i na direktni produkt
od n faktora.

Odnos topologije metri¢kog prostora (X, d) i topologije njegovih potpros-

tora (Y,d), Y < X, opisan je slijede¢im teoremom:

Teorem 1.19. Neka je (Y,d) potprostor metrickog prostora (X,d). Da bi
skup V- <Y bio otvoren u prostoru (Y,d), nuzno je i dovoljno da postoji

skup U < X otvoren u prostoru (X, d), za koji jeU nY =V,

Dokaz. Nuznost. Neka je V' € Y otvoren skup u Y. Dokazat ¢emo da postoji
skup U € X otvoren u X, za kojije U nY =V.
Po teoremu za svaki x € V postoji kugla

Ky (z,ry) ={yeY :d(x,y) <ry}
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u Y takva da je Ky (x,r,) € V. Za kuglu K(x,r,) u X o¢ito vrijedi
K(z,ry) nY = Ky (z,1,).
Skup U = |,y K(x,7;) je otvoren skup u X i vrijedi

UnY = Ky(z,r)=V.

zeV

Dovoljnost. Neka je V' < Y i neka postoji skup U < X otvoren u X za
koji je V =U nY. Dokazat ¢emo da je V otvoren u Y.
Jer je U otvoren u X, za svaki x € V < U postoji kugla K(x,r,) za koju

je v € K(x,r;) € U pa vrijedi
reK(x,r,))nYSUNnY =V.

Zato za svaki z € V vrijedi x € Ky (z,7,) € V pa je po teoremu [1.6] skup V'

otvoren u Y. ]

Teorem pokazuje kako se definira topologija na podskupu ¥ € X

proizvoljnog topoloskog prostora (X,U): promatra se mnozina
UYI{Y(WU:UEZ/{}.
Lako se vidi da Uy ima svojstva (T1), (T2) i (T3) pa je Uy topologija na Y.

Definicija 1.20. Neka je (X,U) topoloski prostor i Y € X podskup od X.
Topoloski prostor (Y, Uy ), gdje je

Uy ={Y nU : U e U},
zove se potprostor prostora X, a Uy relativna topologija na Y.

Teorem pokazuje da je topologija potprostora Y metrizabilnog pros-

tota X metrizabilna i da je inducirana restrikcijom metrike.

Definicija 1.21. Nutrina ili interior Int A skupa A < X u prostoru X je

unija svih otvorenih skupova U < X koji su sadrzani u A.
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Int A je najveéi otvoreni skup u X koji je sadrzan u A, tj. Int A je otvoreni

podskup od A koji sadrzi svaki otvoreni podskup od A.
Teorem 1.22. Nutrina podskupova iz prostora X ima slijedeca svojstva:

(i) Int Ac A,

(17) Int(Int(A)) = Int A,

(111) Int(A n B) = Int A n Int B,

(iv) Int X = X,

(v A B=1IntAC IntB,

(vi) A je otvoren ako i samo ako A = Int A.
Dokaz. [

Teorem 1.23. Neka je A € X podskup metrickog prostora (X,d). Za tocku
xog € X je xg € Int A ako i samo ako je udaljenost d(xy, X ~ A) > 0.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je xq € Int A i dokazimo da je tada d(zg, X ~
A) > 0.

Kako je Int A otvoren skup, prema teoremu za svaki xy € Int A postoji
r > 0 za koji je K(xg,r) < Int A. Zato za svaki x € X ~\ Int A vrijedi
d(xg,x) = r. To pogotovo vrijedi za svaki z € X N A < X \ Int A. Iz toga
slijedi

d(zo, X N A) = inf{d(xp,z) :2e X N A} =7 > 0.

Obrat, pretpostavimo da je xg € X takav da vrijedi d(xg, X N A) =7 >0
i dokazimo da je tada xq € Int A.

Iz pretpostavke slijedi da za svaki y € X ~\ A vrijedi d(y, z0) = r pa tocka
y ne moze pripadati kugli K (xg,7), tj. (X N A) N K(xo,r) = &. Zato vrijedi
K(zo,7) < A pa je x € Int A. O
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Definicija 1.24. Okolina tocke zy € X u prostoru X je svaki skup O € X

sa svojstvom da je zy sadrzan u nutrini od O, xg € Int O.

Teorem 1.25. Mnozina O(zy) svih okolina tocke xy prostora X je neprazan

skup sa slijedecim svojstvima:

(01) O € O(xg) = x9 € O,

(02) O1,05 € O(xg) = O1 " Oy € O(xy),

(03) O € O(xg) & O 20 = Oy € O(xy).

Dokaz. [l

Teorem 1.26. Skup U < X iz prostora X je otvoren ako i samo ako je

okolina svake svoje tocke.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je U otvoren skup. Tada je U = Int U pa je
U okolina za svaku toc¢ku z¢g € U = Int U. Obrnuto, pretpostavimo da je za
svaku tocku xg € U, U okolina od zy. Tada je xg € Int U pa je U < Int U $to
dokazuje da je U otvoren skup. [

Svaka mnozina B(zg) < O(xg) okolina tocke zy € X, koja ima svojstvo
da za svaki O € O(xg) postoji B € B(xq) takav da je B < O, zove se baza
okolina tocke z;.

Primjer baze okolona tocke z( tvore sve otvorene okoline tocke xg, tj. svi
otvoreni skupovi iz X, koji sadrze tocku xg.

U metrickom prostoru (X, d) jednu bazu okolina tocke xy tvori i mnozina
{K (o, %) : n € N} kugala sa sredistem u tocki zq i radijusom %, n € N.
Prema tome, metricki prostori u svakoj tocki xy dopustaju prebrojivu bazu

okolina. To svojstvo zovemo prvi aksiom prebrojivosti.

Definicija 1.27. Kaze se da je skup A € X u prostoru X zatvoren, ako je

X ~ A otvoren.
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Teorem 1.28. Mnozina svih zatvorenih skupova u prostoru X ima slijedeca

svojstva:

(T1)’ Presjek svake familije zatvorenih skupova je zatvoren skup.

(T2)’ Unija konacno zatvorenih skupova je zatvoren skup.

(T3) &, X su zatvoreni skupouvi.

Dokaz. O

Dualno pojmu nutrine Int A mozemo definirati zatvaraé¢ Cl A podskupa
A < X prostora X.

Definicija 1.29. Zatvarac¢ Cl A skupa A € X iz prostora X je presjek svih

zatvorenih skupova koji sadrza A.

Prema (T1)’ Cl A je zatvoren skup i to najmanji zatvoren skup koji sadrzi
A.

Teorem 1.30. Zatvarac podskupova iz prostora X ima slijedeca svojstva:
(1) ClLAD A,

(ii) C1(Cl1A) = Cl A,

(i1i) Cl(Au B) = (ClA) u (C1B),

(iv) C1 = &,
(v) A< B=ClAc CIB,

(vi) A je zatvoren ako i samo ako A = CIlA.

Primijetimo da je razlika U \. F' otvorenog skupa U i zatvorenog skupa F'
uvijek otvoren skup, jer je UN F =U n (X N\ F), a X \ F je otvoren skup.

Dualno F \ U je zatvoren skup.
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U metrickom prostoru (X, d) svaki jednoélan skup {xo}, o € X, je zatvo-
ren skup, jer je skup U = X \ {zo} otvoren, jer za svaki x € U vrijedi = # xg
pajer =d(x,xg) > 01ixg ¢ K(x,7) iz ¢eka slijedi da je K(z,r) < U. 1 svaki
kona¢ni podskup metri¢kog prostora (X, d) je zatvore, jer je unija konacno
zatvorenih skupova zatvoreni skup.

Opéenito, u topoloskom prostoru tocka ne mora biti zatvoren skup. Pros-
tori u kojima je svaka tocka zatvoren skup zovu se Ti-prostori. Metricki

prostori su dakle primjeri T}-prostora.

Teorem 1.31. Neka je X prostor i A < X proizvoljan podskup. Tada je
ClA=X~Int(X N A).

Dokaz. Int(X ~ A) je otvoren skup i vrijedi Int(X ~ A) € X ~ A. Zato
je X N Int(X ~ A) zatvoren skup, vrijedi A € X ~ Int(X \ A) pa je i
ClA < X N Int(X \A).

Obrnuto, Cl A je zatvoren skup i vrijedi A < ClA. Zato je X ~ ClA
otvoren skup, vrijedi X N ClA < X N Apaje X N ClA C Int(X \ A). Iz
toga slijedi C1A 2 X ~ Int(X \ A). O

Teorem 1.32. Neka je A € X proizvoljan podskup metrickog prostora (X, d).
Za tocku xg € X je xg € Cl A ako i samo ako je udaljenost d(xg, A) = 0.

Dokaz. Po teoremu je xp € Cl A ekvivalentno sa x ¢ Int(X \ A), a to
je po teoremu ekvivalentno sa d(zg, X \ (X N A)) = d(z,A) =0. O

Korolar 1.33. Neka je A < R neprazan odozdo omeden skup. Tada je
ag = inf A e Cl A, a ako je skup A jos i zatvoren, onda je inf A = min A € A.
Obrnuto, ag < A 1 ag € Cl A povlaci ag = inf A. Analogno vrijedi za odozgo

omeden skup B € R, sup B ¢ max B.

Teorem 1.34. Neka je A < X podskup prostora X. Tada je xqg € C1A ako i
samo ako svaka okolina U oko xq sijece A, tj. U N A # .
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Dokaz. Pretpostavimo prvo da je xq € Cl A. Zelimo dokazati da svaka okolina
od z sijece A.

Dovoljno je tvrdnju dokazati za otvorene okoline U tocke xg, jer otvorene
okoline ¢ine bazu okolina tocke x(. Pretpostavimo da je U n A = . Tada je
A < X\U pa, jer je X \U zatvoren skup, vrijedi ClA < Cl(X\U) = X\U,
tj. (ClA)nU = ¢, sto je kontradikcija s pretpostavkama xg € Cl Aixg € U.
Dakle U n A # (, kao $to smo i tvrdili.

Obrnuto, pretpostavimo da svaka okolina U od xg sije¢e A i dokazimo da
je xg € Cl A. Kada bi vrijedilo suprotno, tj. zo € X\ Cl A, jerjeU = X~ Cl A
otvoren skup, U bi bila okolina od zy sa svojstvom U n A < U nClA =
(X NClA) n ClA = ¢, §to je u kontradikciji s pretpostavkom da svaka
okolina U od x sijece A. Dakle vrijedi xy € Cl A. m

Definicija 1.35. Neka je A proizvoljan podskup prostora X. Za tocku xg €
X kazemo da je tocka gomilanja ili gomiliste skupa A < X ako svaka
okolina U od zg sijee A \ {xo}. Tocka xy € A je izolirana tocka skupa A,
ako nije gomiliste skupa A, tj. ako postoji okolina U od zy u X za koju je
Un A= {x}.

Skup svih tocaka gomilanja skupa A oznacavat ¢emo sa A’. Sada se

teorem [1.34] moze izraziti formulom C1A = A U A'.

Teorem 1.36. Ako je A podskup Ti-prostora X i xq€ A’ gomiliste skupa A,

onda svaka okolina O tocke xy sadrzi beskonacno tocaka skupa A.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji otvorena okolina Uy od z( koja
sadrzi samo kona¢no mnogo tocaka x1,...,x, € A razli¢itih od zy. Bududi
da je konacan skup {zi,...,z,} zatvoren, skup U; = Uy \ {x1,...,2,} je
otvorena okolina tocke xy koja ne sije¢e skup A \ {xo}, §to je u suprotnosti

s pretpostavkom da je zg € A'. O

Kako je svaki metricki prostor T} prostor vrijedi
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Korolar 1.37. Neka je (X,d) metricki prostor, A = X podskup od X i
xg € A" gomiliste skupa A. Tada svaka okolina O tocke xy sadrzi beskonacno

tocaka skupa A.

Definicija 1.38. Neka je A podskup prostora X. Granica ili fronta skupa
Ac X jeskup FrA = ClA N CI(X \ A).

Primijetimo da je C1 A = A U Fr A za svaki skup A. Nadalje, za otvoreni
skup U je Fr U = (C1U)\ U, a za zatvoreni skup F vrijedi Fr ' = F'\.Int F.

Teorem 1.39. Neka je Y < X potprostor prostora X. Tada vrijedi:

(i) Podskup A <Y je zatvoren uw'Y ako i samo ako postoji skup F = X
zatvoren u X za koji je Y n F' = A.

(i) Skup Oy <Y je okolina tocke y € Y w prostoru Y ako i samo ako
postoji okolina O < X tocke y u prostoru X za koju je Oy = O NY.

(111) Za zatvaraé Cly, odnosno nutrinu Inty, s obzirom na prostor Y wrijedi
jednakost Cly A =Y n ClA, odnosno Inty A =Y nInt(Au (X \Y)).

Dokaz. O

Teorem 1.40. Neka je Y < X otvoren (zatvoren) podskup prostora X. Tada
je svaki otvoren podskup V- <Y (zatvoren podskup F < Y') u prostoru Y

otvoren (zatvoren) i u prostoru X.

Dokaz. Pretpostavimo da je Y otvoren podskup od X. Za podskup V' otvo-
ren u Y postoji skup U otvoren u X tako da je Y n U = V. Kako je V
presjek dva skupa otvorena u X, V je otvoren u X.

Pretpostavimo da je Y zatvoren podskup od X. Za podskup F' zatvoren
u Y postoji skup G zatvoren u X takav da je Y n GG = F'. Kako je F' presjek

dva skupa zatvorena u X, F' je zatvoren u X, O

Definicija 1.41. Kazemo da je skup D < X gust na prostoru X ako je
ClD = X.
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Skup D € X je gust na X ako i samo ako sijece svaki neprazni otvoreni
skup U = X (teorem [1.34).

U metrickom prostoru (X, d) je skup D < X gust na X ako i samo ako
je d(z, D) = 0 za svaki z € X (teorem [1.32).

Definicija 1.42. Kazemo da je prostor X separabilan ako postoji prebrojiv
podskup D < X koji je gust u X.

Teorem 1.43. Euklidsk: prostor R™ je separabilan.
Dokaz. O
Teorem 1.44. Svaki potpuno omeden metricki prostor (X, d) je separabilan.

Dokaz. Neka je X potpuno omeden. Tada za svaki n € N postoji konacan
skup tocaka {z7,... 2] } € X takav da kugle K (z7, %), 1=1,...,r,, tvore
pokriva¢ U,, skupa X. Neka je D = {z]' : i =1,...,r,, n € N}. Skup D je
prebrojiv pa ¢e tvrdnja biti dokazana ako pokazemo da je D gust u X, tj.
da je d(z, D) = 0 za svaki € X. Neka je, dakle, z € X i e > 0. Neka je

n € N takav da je % < e. Jer je U, pokrivac¢ od X, postoji i € {1,...,r,}
takav da je v € K(27, 1), tj. d(z,2}) < + < e. Bududi da je 27 € D vrijedi
d(xz,D) < e. Kako nejednakost vrijedi za svaki ¢ > 0, zaklju¢ujemo da je

d(z, D) = 0 pa je teorem dokazan. O

Teorem 1.45. Metricki prostor (X,d) ima prebrojivu bazu ako i samo ako

je separabilan.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je B = {U, : a € A} prebrojiva baza od X.
Zelimo dokazati da je X separabilan.

Odaberimo za svaki a € A neku toc¢ku x, € U,. Tada je D = {z, : a €
A} € X prebrojiv gust podskup od X pa je X separabilan.

Pretpostavimo sada da je X separabilan. Neka je D prebrojiv gust pod-
skup od X, C1D = X. Zelimo pokazati da X ima prebrojivu bazu.
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Promatrajmo prebrojivu mnozinu kugala B = {K (y, %) cye D, neN}i
pokazimo da je B baza topologije od X.

Neka je x € X 1 U < X otvoren skup koji sadrzi z. Zelimo pokazati da
postoji kugla V' € B takva da je x € V < U. Jer je U otvoren, postoji r > 0
takav da je K(z,r) € U (teorem . Neka je n € N takav da je 2 < 7.
Kako je D gust u X, vrijedi D n K (z, +) # & pa postoji y € D n K(z,+) i
zato je d(z,y) < % Iz toga slijedi

1 2

—<——d —d

~ < —d(zy) <r—dz,y)
pa je

1

re K(y,—) € K(y,r —d(x,y) € K(x,r) < U.

n

Ako izaberemo V = K (y, %) tada je V € B i tvrdnja je dokazana. ]

Korolar 1.46. Ako je metricki prostor (X,d) separabilan, onda je i svaki
potprostor (Y, dy), Y < X, separabilan.

Dokaz. Prema teoremu X ima prebojivu bazu B = {U, : a € A} pa je
By ={Y nU,:ac A} prebrojiva baza za Y pa je Y separabilan. O

2 Konvergencija

Definicija 2.1. Niz u skupu X je svako preslikavanje x : N — X skupa
prirodnih brojeva N u skup X. Vrijednost x(n) € X preslikavanja = na
elementu n € N zove se n-ti ¢lan niza i obi¢no se oznacava sa x, pa se

govori o nizu (Z,,)pen-

Najcesce ¢emo umjesto (z,)nen upotrebljavati krac¢u oznaku (x,), a po-

nekad i duzu oznaku xq, 29, ..., 2y, .. ..

Definicija 2.2. Neka je (x,) niz u prostoru X i neka je zo € X. KaZzemo
da niz (x,) konvergira ili tezi prema x, ako za svaku okolinu O tocke

postoji ng € N takav da n = ny povladi z, € O.
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Ako sa O(xg) ozna¢imo skup svih okolina od xg, taj se uvjet moze zapisati
kao
(VO € O(x0))(Fng e N)(VneN) n=>ny = x,€ 0. (2.1)

Da niz (x,) konvergira prema x(, oznac¢ava se sa (z,) — xo, ili sa lim(z,) =
xo, ili krace lim z,, = xg, ili lim(z,) = xy da se naglasi indeks n. Za toc¢ku z
n

kaze se da je limes ili grani¢éna vrijednost niza (x,,).

Napomena 2.3. Neka je B(x) baza okolina tocke zy u prostoru X. Iz defi-
nicije baze okolina je jasno da ([2.1)) vrijedi ako je ispunjen slijedec¢i formalno

slabiji uvjet
(VO € B(x9))(Fno e N)(VneN) n > ng = =z, €O. (2.2)

Od posebne je vaznosti slucaj kada je B(xg) mnozina svih otvorenih okolina
od xy. Za konvergenciju (x,) — o dovoljno je, dakle, provjeriti uvjet ([2.2)

za svaku otvorenu okolinu tocke xg.

Teorem 2.4. Niz (x,) u metrickom prostoru (X, d) konvergira prema tocki

zo € X ako 1 samo ako
(Ve > 0)(Fng e N)(Vn e N) n = ny = d(zo,2,) <e. (2.3)

Dokaz. Nuznost. Pretpostavimo da (z,) — zo. Neka je ¢ > 0. Bududi da je
K(xg,¢€) okolina tocke xg, iz slijedi da postoji ng € N takav da n > ng
povladi x,, € K(x,¢), tj. d(xg, z,) < &, ¢ime je nuznost dokazana.
Dovoljnost. Pretpostavimo da vrijedi (2.3). Po teoremu za svaku
okolinu O tocke zq postoji kugla K (zg,¢) < O. Po pretpostavci postoji

no € N da za n > ng vrijedi z,, € K(xg,¢) € O, §to dokazuje dovoljnost. [

Napomena 2.5. U metrickom prostoru (X,d) niz (z,) konvergira prema

tocki zg € X ako i samo ako d(x,,xo) — 0 u prostoru R realnih brojeva.

Napomena 2.6. U metrickom prostoru (X,d) svaki je konvergentan niz

omeden.
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Napomena 2.7. Neka su d i d’ topoloski ekvivalentne metrike na skupu X.
Iz definicije konvergencije niza jasno je da konvergencija niza ovisi samo o
topologiji prostora X. Prema tome, niz (x,) konvergira prema tocki zo u

prostoru (X, d) ako i samo ako konvergira prema tocki z u prostoru (X, d’).

Teorem 2.8. Neka je X = X' x X" direktni produkt prostora X' i X”. Niz
(xn) 12 X, x, = (2),2)), konvergira prema tocki xy = (z,x5) € X ako i

samo ako (x)) — xf u X' i (20) — af u X".

Dokaz. Bazu okolina B(x) tocke x( tvore svi skupovi oblika U’ x U” pri ¢emu
je U’ okolina od zj, u X', a U” je okolina od xf, u X”. Prema napomeni [2.3]
() — xo ako i samo ako za svaki skup U’ x U” € B(xg) postoji ng € N takav

dan = ng povladi z,, = (a),27) e U' xU", tj. z), e U' iz € U". No taj uvjet

je ekvivalentan tvrdnji (z),) — zf i (z])) — x{ pa je teorem dokazan. O
Korolar 2.9. U euklidskom prostoru R™ niz (z;), ©; = (z},...,20) € R™,
konvergira prema tocki o = (z,...,25) € R™ ako i samo ako hfn(mf) =z

za svaki j € {1,... ,n}.
Teorem 2.10. Ako u metrickom prostoru (X,d) niz (z,) konvergira prema
tocki xg € X i prema tocki xj € X, tada je xy = xy,.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno da je zy # (. Tada je d(xg, x}) =€ > 0. Iz

e
2
Bududi da (z,) — x i (x,) — z{, po definiciji postoji nyg € N takav

da n > ng povladi z, € K(xo,5) i z, € K(xp,3), to je u kontradikciji s

nejednakosti trokuta zakljucujemo da se kugle K (o, 5) i K(x(, 5) ne sijeku.

¢injenicom da su navedene kugle disjunktne. Dakle x¢ = xf,. O]

Definicija 2.11. Topologki prostor X je Hausdorffov ili T;,-prostor ako
za svaki par razlickitih tocaka xy # x, iz X postoje disjunktne okoline O od

xo 1 O od .

Metricki prostori primjeri su Hausdorffovih prostora.
Svaki Hausdorffov prostor je T prostor, ali obrat ne vrijedi. Da bismo to

pokazali, pretpostavimo prvo da je X Hausdorffov prostor i neka je x¢ € X.
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Tada za svaku tocku x € X \ {xo} postoje disjunktne otvorene okoline U, od
x iV, od xo. Zato je Uy € X N {zo} pa je X N A{zo} = U,ex () Us Otvoren
skup, tj. {zo} je zatvoren skup, odnosno X je T prostor.

Da bismo pokazali da T prostor opéenito nije Hausdorffov prostor, raz-
motrimo slijedec¢i primjer. Neka je X beskonacan skup i U topologija na X
koju tvore komplementi svih konac¢nih podskupova od X i prazan skup, .
Tada je za svaki © € X komplement od {z} u X, X \ {z}, otvoren skup pa je
{x} zatvoren skup, odnosno X je 77 prostor. S druge strane, neka su z,y € X
dvije razlic¢ite tocke od X. Pretpostavimo da je X Hausdorffov prostor i neka
su U, U, disjunktne otvorene okoline od x, y redom. Tada postoje konacni
skupovi K,, K, < X takavida je U, = X N\ K, iU, = X \ K,,. No tada je
npr. U, < K, $to je u kontradikciji s ¢injenicama da je U, beskonacan, a K,
kona¢an skup. Dakle, (X,U) nije Hausdorffov prostor.

Promotrimo sada niz x : N — X koji je injekcija, tj. ¢iji su svi elementi
niza razli¢iti. Tvrdimo da taj niz konvergira prema svakoj tocki zy € X.
Zaista, neka je U < X proizvoljna okolina od zy. Tada je X ~ U konacan
skup i moze sadrzavati najvise kona¢no elemenata niza (z,). Zato postoji

ng € N takav da n > ng povlaéi x,, € U pa (z,) — 0.

Teorem 2.12. Neka je (X, d) metricki prostor i A < X podskup od X. Ako
je (x,) niz u A koji konvergira uw X prema tocki xg € X, onda je xq € CLA.
Obrnuto, ako je xg € Cl1 A, onda postoji niz (x,), x, € A, za koji je limz,, =

Zo-

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je z, € A i lim(z,) = zo € X. Tada
(d(xn,x0)) — 0 pa je inf{d(x,,x¢) : n € N} = 01 zato ja d(z, A) = 0,
odnosno, po teoremu [1.32] vrijedi z € Cl A.

Obrnuto, g € Cl A povlaéi da je d(zg, A) = 0 pa za svaki n € N postoji
neki z,, € A takav da je d(zo, z,) < 1. Kako jelim 1 = 0 vrijedi (d(xo, z,)) —

0 pa (x,) — . O
Korolar 2.13. U metrickom prostoru (X, d) skup A < X je zatvoren ako i

samo ako za svaki niz (z,), x, € A, takav da (x,) — x¢ vrijed Ty € A.
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Dokaz. Neka je A zatvoren skup u X, z, € A1 (x,) — z9. Tada je po
teoremu x9€ Cl1A = A pa je xy € A.

Obrnuto, neka je xp € ClA. Tada po teoremu postoji niz (z,),
x, € A, koji konvergira prema xy. No, jer taj niz konvergira prema xg, po
pretpostavci korolara vrijedi da je zg € A pa je C1A < A, tj. skup A je

zatvoren. N

Korolar 2.14. U metrickom prostoru (X,d) za svaku kuglu K (xo,r) vrijedi
ClK(xg,r) € {z e X : d(zg,z) <1}

Dokaz. Neka je x € C1K (xg,r). Tada po teoremu postoji niz (z,) u
K(xg,r) takav da (x,) — x. Zato vrijedi (d(zo,z,)) — d(x¢,z). Kako je

d(xg,x,) < r za svaki n € N, vrijedi d(x¢,z) < r, $to dokazuje korolar. [

Primijetimo da se opéenito Cl K (g, r) ne podudarasa {z € X : d(xg,z) <
r}. Na primjer, u diskretnom metrickom prostoru X za xy € X vrijedi
ClK(xg,1) = {xo} # X = {x e X : d(x,x9) < 1}.

Primijetimo takoder da teorem ne vrijedi u topoloskim prostorima.
Postoje primjeri gdje je o € Cl A, ali ipak ne postoji niz (z,) u A koji bi

konvergirao prema x.

Definicija 2.15. Neka je z : N — X neki niz u skupu X. Podniz niza
x = (x,) je niz u X dobiven kompozicijom z o n nekog strogo rastuceg
preslikavanja n : N — N i preslikavanja z. k-ti ¢lan podniza x o n je
r(n(k)) = Tng) = Tn,, k€ N.

Primijetimo da je ny <ng < --- <ng < ... pajezasvaki ke Nng > k.

Podniz podniza nekog niza (x,) je opet neki podniz niza (z,), jer je
(xom)ol = xo(nol)iza strogo rastuca preslikavanja n,l : N — N je
preslikavanje n ol : N — N strogo rastuce.

Ako niz (x,) konvergira prema tocki zy, onda i svaki podniz (z,,) ko-
nvergira prema g, jer za svaku okolinu V' tocke x( postoji ky € N takav da

n = ky povlaci x,, € V pa za svaki k > ky iz ny, = k > k slijedi z,,, € V.
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Definicija 2.16. Neka je (x,) niz to¢aka u prostoru X. Tocka xy € X zove
se gomiliste niza (z,) ako za svaku okolinu V' oko zg i svaki n € N postoji

barem jedan n’ € N, n’ > n, takav da je x,, € V.

Primijetimo da je za svaku okolinu V' gomilista x¢ skup {n € N : z,, € V'}
beskonac¢an. Takoder, gomiliste niza (x,) uvijek pripada zatvara¢u skupa
z(N) = {z,, : n € N}, ali ne mora biti gomiliste toga skupa. Npr. za niz
x, = (—=1)" tocke —1 i 1 su gomilista niza (z,), ali nisu gomilista skupa
z(N) = {—1,1}, jer je on konacan i nema gomilista. Uz to gomiliste z
podniza (z,,) ujedno je i gomiliste niza (z,), jer za okolinu V od xy i n =
k € N za koji postoji &' > k takav da je z,,, € V iza n' = ny takoder vrijedi

nW=nyzk>k=nizy=1x,,€V.

Napomena 2.17. Ako je (z,) niz u Hausdorffovom prostoru X ilim z,, = z,

onda je xy jedino gomiliste niza (x,,).

Teorem 2.18. Neka je (X, d) metricki prostor. Tocka xqy je gomiliste niza
(n) w X ako i samo ako postoji podniz (x,,)i niza (x,) koji konvergira prema

Zg-

Dokaz. Pretpostavimo da je (z,,) podniz niza (z,) koji konvergira prema
zo. Zelimo pokazati da je xo gomiliste niza ().

Neka je n € N1V neka okolina od zy. Buduéi da podniz (z,, ) konvergira
prema xg, postoji ko € N takav da za k > k¢ vrijedi z,,, € V. Neka je ke N
takav da je k > n ik = kg. Tada postojin/, n’ =n, >k >nin’ = kg takav
da je z,y € V pa je zy gomiliste niza ().

Obrat. Pretpostavimo da je z, gomiliste niza (z,). Zelimo pokazati da
tada postoji podniz (x,, ) niza (x,) koji konvergira prema x.

Definirat ¢emo induktivno strogo rastuéi niz (ny) takav da je z,, €
K (9, ). Za ny uzmimo bilo koji prirodan broj za koji vrijedi z,,, € K (zo,1).
Pretpostavimo da su brojevi n; < --- < ng veé definirani i da vrijedi

Tn, € K(xo,1), i = 1,..., k. Jer je zo gomiliste niza (z,), za okolinu V =

7

1y - ey . 1
K (o, ;7q) izan = ng, postoji n’ = ngy1 > ny takav da je z,, ,, € K(xo, 157)-
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Na taj na¢in dobivamo podniz (z,, ) koji konvergira prema zy, jer udaljenost

d(2p,, o) < 3 tezi prema 0. O

Teorem 2.19. Neka je (x,) niz tocaka u prostoru X. Skup svih gomilista

niza (x,) zatvoren je podskup od X .

Dokaz. Oznacimo skup svih gomilista niza (x,) sa A. Pretpostavimo da je
yo € C1A. Zelimo pokazati da je yo € A.

Neka je V' proizvoljna okolina od yg. Po teoremu[1.34] postoji barem jedna
tocka zp € An V. Jer je xyp € A gomiliste niza (x,), a V je i okolina tocke
xg, postoji n’ € N, n’ > n, takav da je z,» € V. No to upravo pokazuje da je

Yo gomiliste niza (z,), tj. da je yo € A. O

Definicija 2.20. Neka je na skupu 7" definiran niz (z,) realnih funkcija
x, : T — R i funkcija o : T"— R. Kazemo da niz funkcija (z,) konver-
gira prema funkciji zo u tocki ¢y € T ako niz realnih brojeva (z,(to))
konvergira prema broju xq(t).

Ako je A € T neki podskup i niz funkcija (x,) konvergira prema funkciji
xo u svakoj tocki t € A, onda kazemo da (z,) konvergira po tockama ili

obi¢no prema z; na skupu A.

Ako je lim x,,(t) = xo(t) za svaki t € T, onda kazemo da niz funkcija (x,,)
konvergira obi¢no prema funkciji x.
Obi¢na konvergencija (z,,) — xo na skupu 7" moze se iskazati i na slijedeci

(VteT)(Ve > 0)(Ing e N)(Vne N) n = ng = |x,(t) —xo(t)| <e. (2.4)

Prirodno se postavlja pitanje da li se na skupu R” svih funkcija z : T — R
moze definirati takva topologija U da se konvergencija nizova u prostoru
(RT,U) u smislu podudara sa obi¢nom konvergencijom . Analogno
pitanje postavlja se i za metriku.

Za tocku t € T i otvoreni skup V' < R oznacimo

Ut;V)={reR" :z(t)eV}. (2.5)
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Drugim rije¢ima x € U(t; V') ako i samo ako je x(t) € V. Ozna¢imo takoder
Ulty, ... te; Vi, oo, Vi) = U1 V1) oo n Ul Vi), (2.6)

odnosno
Ulty, .. .t Vi, ..., Vi) ={zeR" :a(t) eV, i=1,...,k}. (2.7)

Neka je B mnozina svih skupova oblika U (t1, ..., tx; Vi, ..., Vi), k € N. Lako
se moZe provjeriti da B zadovoljava uvjete (B1) i (B2) za bazu topologije:

Ako je r € RT  onda je w € U(ty;Vy) zasve t; € T i V) = R pa je uvjet
(B1) ispunjen. Jer vrijedi

Ulty, .. sti; Vi, oo s Vi) nU(81, 085 Why oo, W) =

:U(tl,...,tk,sl,...,sl;Vl,...,Vk,Wl,...,M/l)

i uvjet (B2) je ispunjen. Zato je potpuno odredena topologija U na RT za
koju bazu tvore svi skupovi oblika ([2.7]).

Teorem 2.21. Neka je T neki skup, RT skup svih funkcija x : T — R i
neka je U topologija na RT kojoj bazu tvore svi skupovi oblika . Niz
(x,,) funkcija x,, € RT konvergira obicno prema funkciji xo € RT ako i samo
ako (z,) konvergira prema zo u topoloskom prostoru (RT,U). Uz to prostor
(RT,U) je Hausdorffov prostor.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da niz (x,) konvergira prema o u (R?, ). Neka
suteT iV < R otvoreni skup koji sadrzi zo(t) proizvoljni. Vrijedi zg €
U(t; V) i postoji ng € N takav da n = ng povlaci x, € U(t; V), tj. x,(t) € V.
No to dokazuje da je lim(z,(t)) = xo(t) za svaki t € T, tj. (x,) konvergira
prema xg obic¢no.

Obrnuto, pretpostavimo da niz (z,) konvergira prema xy obi¢no. Neka
U=U(ty,...,t,;V1,..., Vi) € Bsadrzi z. Tada je xo(t;) € Vizai =1,... k.

Jer (z,(t;)) — wo(t;) za svaki i = 1,...,k, postoji no € N takav da n > ng
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povladi z,(t;) € V;, i = 1,..., k. No tada je z, € U(ty,...,tx;v1,..., Vi) =U
za svaki n = nyg, $to dokazuje da (z,) — x¢ s obzirom na topologiju U.

Na kraju dokazimo da je (R”,U) Hausdorffov prostor. Neka su z;,x, €
RT, 2; # x5. Tada postoji tocka ty € T za koju je z1(tg) # x(to). Zato
postoje disjunktni otvoreni skupovi Vi, V5 za koje je x1(tg) € V1 1 za(to) € Va.
Skupovi U (to; V1) 1 U(tp; V2) su disjunktne okoline od x, odnosno x5 pa je
(RT,U) Hausdorffov prostor. O

Opcenito nije moguce dobiti obi¢nu konvergenciju nizova funkcija iz neke

metrike d na R”.

Teorem 2.22. Ako je T neprebrojiv skup onda ne postoji metrika d na RT sa
svojstvom da je konvergencija nizova u (RT, d) obicna konvergencija nizova

funkcija.
Dokazimo najprije jednu lemu.

Lema 2.23. Neka je T proizvoljan skup, a d takva metrika na RT da konver-
gencija nizova u (R, d) povlaci obicnu konvergenciju nizova funkcija. Tada
topoloska struktura V na prostoru (RT, d) sadrZi topologiju U iz teoremam
Vou.

Dokaz. Pokazimo prvo da su skupovi U(t; V) € U otvoreni u prostoru (R, d),
tj. da su skupovi R” \ U(t; V') zatvoreni u (R”,d).

Prema korolaru2.13|dovoljno je pokazati da (z,, € RENU(t;v)) & ((2,) —
To) povlaci xp € RT \ U(t;v). Po pretpostavci (z,) — xo povladi obi¢nu
konvergenciju pa (z,(t)) — xo(t) za svaki t € T. Buduéi da x,, ¢ U(t;V),
vrijedi z,(t) e RNV pajeixy(t) e RNV, jer je RNV zatvoren skup. Dakle,
o€ RT N\ U(t; V) pa je tvrdnja dokazana.

Iz U(t;V) € V slijedi da je i U(ty, ..., t;Vi,..., Vi) € V, jer se radi o
presjeku konacne familije skupova iz V. Dakle, ¢itava baza B topologije U je
sadrzana u V pajeld < V. O
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Dokaz teorema . Pretpostavimo da je d metrika na R’ sa svojstvom da
je konvergencija nizova u (R”, d) obi¢na konvergencija nizova funkcija. Neka
je 7o € RT proizvoljna realna funkcija. Za svaki t € T promotrimo skup
Vi ={x e RT : |z(t) — x0(t)] < 1} < RT. Po lemi skup V; je otvorena
okolina od z u (R”,d), jer je oblika U(t; V), pri ¢emu je V jedini¢na kugla
u R oko tocke zo(t). Kako kugle K(zg, +) = R” tvore bazu okolina tocke
7o u (RT,d), za svaki t € T postoji n(t) € N takav da je K(zo, %) c V.
Buduci da je T neprebrojiv skup, postoji barem jedan ng € N koji se javlja
kao vrijednost n(t) za beskonac¢no razli¢itih tocaka t € T, tj. postoji niz ()
razli¢itih to¢aka u T' za koje je n(ty) = ng. Zato vrijedi K (zo, %) <V, za
sve k e N.

Sada za svaki n € N neka je x,, € RT takva da vrijedi z,,(t) = zo(t) za sve
t # tyi|za(ty) — xo(ty,)| = 1. Tada z, ¢ V;, pa takoder z,, ¢ K(xo, nio) za
sve n € N, jer K(x, nio) c V,, za sve n € N. Iz toga slijedi da niz (z,) ne
konvergira prema z u (R”, d).

Pokazat ¢emo sada da niz (z,,) konvergira obi¢no prema zy, tj. da za svaki
t € T vrijedi lim(x,(t)) = xo(t).

Znamo da za svaki t € T \ {t, : k € N} vrijedi z,(t) = xo(t). Takoder,
za t = tg, za sve n > k vrijedi t,, # t;, =t pa je x,(t) = zo(t). Dakle, niz
(x,) konvergira obi¢no prema zg, ali ne konvergira prema zy u (R”,d) pa
smo dobili kontradikciju s pretpostavkom na pocetku dokaza, $to dokazuje

teorem. ]

Definicija 2.24. Neka je na skupu 7' definiran niz (z,) realnih funkcija
x, : T — Rifunkcija 2 : T'— R. Kazemo da niz funkcija (z,) uniformno

konvergira prema funkciji xy na skupu 7T ako
(Ve > 0)(Inoe N)(VteT)(VneN) n=ng = |z,(t) —xo(t)] <e. (2.8)

Za niz (x,) funkcija r, € RT kaZe se da uniformno konvergira prema
funkciji 2o € RT na skupu A < T ako niz restrikcija z,|4 € R4 uniformno

konvergira prema |4 € R4,
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Jasno je da uniformna konvergencija povlac¢i obi¢nu konvergenciju. Obrat
ne vrijedi, kao $to pokazuje slijede¢i primjer: Neka je T = [0, 1], z,(t) = ",
te0,1] 1

eo(t) = {0, 0<t<l,
1, t=1.
Tada niz (x,) konvergira obi¢no prema xy, no ta konvergencija nije unifor-

mna.

Teorem 2.25. Neka je T proizvoljan skup. Na skupu RT svih realnih funkcija
x: T — R postoji metrika d sa svojstvom da niz funkcija (x,) iz RT unifor-
mno konvergira prema funkciji xo € RT ako i samo ako niz (x,) konvergira

prema xo u smislu merike d.

Metrika d definira se formulom

_ [z() —y(@)| T
d(z,y) _SUP{1+|x(t)y(t)| .teT}, r,y e R".

Dokaz. O

Teorem 2.26. Neka je T proizvoljan skup i B(T') skup svih omedenih realnih
funkcija x : T — R. Tada je formulom

d(w,y) = sup{la(t) —y(t)] : t € T}

definirana metrika na skupu B(T). Niz funkcija (x,) iz B(T) uniformno
konvergira prema funkciji xy € B(T) ako i samo ako niz (x,) konvergira
prema xo v smislu merike d. Ta metrika se cesto naziva metrika uniformne

konvergencije.

Dokaz. O

3 Potpuni metricki prostori

Teorem 3.1. Neka je (x,) konvergentan niz u metrickom prostoru (X, d).

Tada za svaki € > 0 postoji takav ng € N da n = ng povlaci d(z, 1k, x,) < €
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za svaki k € N, tj.
(Ve > 0)(Ing e N)(Vk e N)(VneN)n = ny = d(zpik,xn) <e.  (3.1)
Dokaz. 0

Svojstvo (3.1) niza (z,) jako je vazno pa nizovi s tim svojstvom imaju

posebno ime.

Definicija 3.2. Neka je (z,) niz u metrickom prostoru (X, d). Kazemo da
je (x,) Cauchyjev niz ako vrijedi (3.1)).

Sada se teorem [3.1) moZe izre¢i na slijede¢i na¢in: Svaki konvergentni niz
u metrickom prostoru je Cauchyjev niz. Uvjet (3.1) moze se zapisati i u

slijedeé¢em ekvivalentnom obliku:

(Ve > 0)(3ng € N)(Vm € N)(Vn € N)(m = ng)&(n = ng) = d(zm,z,) < €.

(3.2)
Opcenito u metrickom prostoru Cauchyjevi nizovi nisu konvergentni. Npr.,
ako je X = (0,1] < R, onda je niz (z,), z, = = € X, Cauchyjev niz jer je

(xn) konvergentan u [0, 1], ali u prostoru X niz (z,) ne konvergira.

Teorem 3.3. Neka je (z,) Cauchyjev niz u metrickom prostoru (X,d). Ako
neki podniz (x,, ) niza (x,) konvergira prema xo € X, onda i niz (x,,) konver-

gira prema xg.

Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljan. Tada po pretpostavci postoji ng € N
o
k € N takav da je n, = ng i d(x,,,70) < 5. Neka je sada n > ng. Tada je

d(xn, 20) < d(Tn, Tny,) + d(2p,,79) < 5 + 5 = € i teorem je dokazan. O

da m,n = ng povladi d(z,,, z,) < Bududi da je zy = lim(x,, ), postoji

Opcenito konvergencija nekog podniza ne povlac¢i konvergenciju niza, sto
se moze vidjeti npr. za niz 0,1,0,1,0,1,....
Prisjetimo se, niz (z,) u metrickom prostoru (X, d) je omeden ako je skup

{x,, : n € N} omeden.
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Teorem 3.4. Svaki Cauchyjev niz (x,) u metrickom prostoru (X, d) je ome-

den.

Dokaz. Za e = 1 postoji nyg € N takav da n = ngy povlaci d(z,,z,,) < 1.
Stoga je skup {z, : n = ng} sadrzan u kugli K(z,,,1) pa je omeden. Kako je
unija konacne familije omedenih skupova omeden skup, zaklju¢ujemo da je i

skup {z, : n € N} omeden. O

Teorem 3.5. U n-dimenzionalnom realnom prostoru (R™, d) svaki Cauchyjev
niz (xy) konvergira prema nekoj tocki xy € R™, pri cemu se za d moZe uzeti

euklidska metrika dsy, il metrike dy, do.
Dokaz. ]

Svojstvo prostora R™ da je svaki Cauchyjev niz u tom prostoru konver-

gentan uzima se za definicijsko svojstvo vazne klase metrickih prostora.

Definicija 3.6. Kazemo da je metricki prostor (X,d) potpun ako svaki

Cauchyjev niz (z,) u X konvergira prema nekoj tocki zo € X.
(R™,d) je potpun za metrike d = da, d; ili do..

Definicija 3.7. Potpun normiran vektorski prostor zove se Banachov pros-

tor. Potpun unitaran vektorski prostor zove se Hilbertov prostor.

Korolar 3.8. n-dimenzionalni realni prostor R™ s metrikom dsy, dy i doy je
Banachov prostor, a n-dimenzionalni euklidski prostor (R",dy) je Hilbertov

prostor.

Teorem 3.9. Neka je (X, d) metricki prostor i Y zatvoreni podskup od X.
Ako je prostor (X, d) potpun, onda je i (Y,d) potpun prostor.

Dokaz. Neka je (y,) Cauchyjev niz u prostoru (Y, d). Tada je (y,) ujedno i
Cauchyjev niz u prostoru (X, d) pa zbog potpunosti prostora (X, d) postoji
tocka xyg € X takva da (y,) konvergira prema z,. Buduéi da je Y zatvoren

skup u X, vrijedi xy € Y §to dokazuje da niz (y,,) konvergira u (Y, d). O
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Korolar 3.10. Svaki zatvoreni skup iz (R™,d) je potpun metricki prostor.

Teorem 3.11. Neka je (Y, d) potprostor metrickog prostora (X,d). Ako je
(Y, d) potpun prostor, onda je'Y zatvoren skup u (X,d).

Dokaz. Neka je o € C1Y. Po teoremu postoji niz (y,) u Y koji ko-
nvergira prema xy. Po teoremu [3.1|niz (y,) je Cauchyjev pa zbog potpunosti
prostora (Y, d) postoji tocka yo € Y prema kojoj konvergira niz (y,). Zbog
jedinstvenosti limesa vrijedi g = yo paje xp € Y, tj. C1Y =Y. O

Potpunost prostora (X, d) nije topolosko svojstvo, ve¢ bitno ovisi o me-
trici prostora. Moze se dogoditi da na istom skupu X imamo topoloski
ekvivalentne metrike d i d’ te da je (X, d) potpun prostor, a da (X, d’) nije
potpun.

Definicija 3.12. Neka je X proizvoljan skup i f : X — X preslikavanje. Za
podskup Y € X kazemo da je invarijantan skup za preslikavanje f ako je

fY) €Y. Za tocku y € X kazemo da je fiksna tocka za preslikavanje f
ako je f(y) = y.

Ako je jednoclan skup {y} < X invarijantan skup od f, onda je y fik-
sna tocka za f i obrnuto. Skup svih fiksnih tocaka nekog preslikavanja je

invarijantan skup tog preslikavanja.

Definicija 3.13. Neka je f : X — X preslikavanje metrickog prostora (X, d)
u samog sebe. Kazemo da je preslikavanje f kontrakcija (ili sazimanje)

ako postoji realan broj k, 0 < k < 1, takav da za svaki x, 2’ € X vrijedi

d(f(z), f(2)) < kd(z, ). (3-3)
Broj k zove se koeficijent kontrakcije preslikavanja f.

Teorem 3.14 (Banachov teorem o fiksnoj tocki). Neka je (X,d) potpun
metricki prostor i f : X — X kontrakcija s koeficijentom k. Tada vrijede

slijedece tvrdnje:
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(i) Postoji jedna i samo jedna fiksna tocka y € X za preslikavanje f.

(it) Za svaku tocku vy € X niz (x,), z, = f*'(xy), konvergira prema
fiksnoj tocki y, pri cemu je f' = f, f¥ = fo fF1.

n—1

(i4i) Vrijedi ocjena d(xy,y) < 5—

d(xq, f(x1)), ne N.

Dokaz. Neka je z; € X proizvoljna tocka. Neka je niz (z,,) u X definiran
indukcijom z,41 = f(x,), n € N, odnosno z,,,; = f"(x1). Dokazat ¢emo
da je (x,) Cauchyjev niz. Prvo ¢emo pokazati indukcijom po n da za svaki
n € N vrijedi

d(Tp, Tpy1) < K" N2y, 29). (3.4)

Za n = 1 tvrdnja o¢ito vijedi. Uz pretpostavku indukcije (3.4) i iz (3.3)), za

n + 1 dobivamo

d(Tpy1, Tnya) = d(f(20), f(Tni1)) < Kd(Tn, Tny1) < K (21, 2)

pa je nejednakost (3.4) dokazana.

Po nejednakosti mnogokuta (1.1f) vrijedi
d(xp, Tryr) < d(Tp, Tpg1) + -+ d(@pik-1, Tngr)
pa iz , za svaki n € N vrijedi
ATy, Tnyr) < KL+ K+ -+ 6D d(2q, 29). (3.5)

Bududi da je
1-r)(I+r+-r=1-k <1

vrijedi
1
1+k+- k"<
11—k
pa iz (3.5)) dobivamo
Hn—l
A(Xp, Tnap) < . Hd(xl,l‘Q). (3.6)
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Zbog pretpostavke 0 < k < 1 vrijedi limx"™ = 0 pa iz dobivamo da
za svaki € > 0 postoji ng € N takav da za svaki k,n € N, n > ngy povlaci
d(xp, Tnir) < €, 8to dokazuje da je niz (z,,) Cauchyjev.

Buduéi da je po pretpostavci prostor (X,d) potpun i niz (x,) je Cau-
chyjev, niz (z,) konvergira prema nekoj toc¢ia y € X. Iz definicije niza (x,) i
nejednakosti dobivamo

d(y, f(y)) < d(y,zn) + d(zn, f(y) = d(y, zn) + d(f(2n-1), f(v))
< d(y,xn) + Rd(Tp-1,Y). (3.7)

Jer (x,) konvergira prema y, nizovi (d(y,z,)) i (d(x,-1,y)) konvergiraju
prema 0 pa iz slijedi da je d(y, f(y)) = 0, odnosno f(y) = y, §to
dokazuje da je y € X fiksna tocka za f.

Dokazimo jedinstvenost fiksne tocke. Pretpostavimo da je z € X fiksna
tocka za f, tj. da je f(z) = z. Tada vrijedi

d(y, z) = d(f(y), f(2)) < rd(y, 2). (3-8)

Kako je k < 1, iz (3.8)) slijedi da je d(y,z) = 0, tj y = z pa je fiksna tocka
jedinstvena. Time su tvrdnj (¢) i (i) dokazane.

Primijetimo na kraju da je limg d(z,, nix) = d(x,,y) pa iz (3.6) dobi-
vamo

n—1

1 Hd(xla f(z1)), (3.9)

te je 1 tvrdnja (ii7) dokazana. O

d(zn,y) <

Formula daje ocjenu pogreske koja se dobiva n-tom aproksimacijom
x, trazene fiksne tocke y. Iako fiksna tocka y do koje dolazimo opisanim ite-
rativnim postupkom ne ovisi o izboru pocetne aproksimacije xy, broj koraka
potrebnih da se postigne Zeljena aproksimacija ovisi o .

Pojam fiksne tocke za dano preslikavane f : X — X ne ovisi o metrici
d na X. Moze se dogoditi da neko preslikavanje f nije kontrakcija u danoj

metrici d, ali da je moguée na X definirati drugu metriku d' da je (X, d’)
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potpun metricki prostor i da je f u odnosu na metriku d’ kontrakcija pa se
onda ipak moze zakljuciti da f ima fiksnu tocku.

Ako je (X, d) potpun metric¢ki prostor i preslikavanje f : X — X ima
svojstvo da je d(f(x), f(2')) < d(x,2’) za svaki x,2" € X, x # 2, opCenito se
ne moze zakljuciti da postoji fiksna tocka. To se moze vidjeti na slijede¢em
primjeru: Neka je f : R — R dano formulom f(z) = v/1+ 2. Za x # 2’
vrijedi |f(z) — f(2)] = V1 +22 = VI+ 22| < \/(z—2)2 = |z — 2|, a f
nema fiksnu tocku (v1+ 22 =1 = 1+ 22 = 2?).

4 Neprekidna preslikavanja

Definicija 4.1. Neka su X, Y topologki prostorii f : X — Y preslikavanje.
Kazemo da je preslikavanje f neprekidno u tocki xy € X ako za svaku
okolinu V' tocke f(zg) u Y postoji okolina U tocke zo u X takva da je

f(U) € V. U protivnom slu¢aju kazemo da f ima prekid u tocki z.

Prisjetimo 1i se da sma sa O(x) oznacili skup svih okolina tocke x u X,

onda gornji uvjet mozemo zapisati u slijede¢em obliku:
(VV € O(f(20))(3U € O(0)) f(U) = V. (4.1)

Kako je nadskup okoline opet okolina, uvjet (4.1) moze se zapisati i u slije-

deéem ekvivalentnom obliku:
(YV € O(f(20))f (V) € O(xy). (4.2)

Definicija 4.2. Neka su X 1Y topoloski prostori. Kazemo da je preslikavanje
f : X — Y neprekidno na skupu A < X ako je f neprekidno u svakoj tocki
x € A. Ako je f neprekidno na X, onda kazemo krace da je preslikavanje f

neprekidno.

Teorem 4.3. Neka su X, Y, Z topoloski prostori v neka su dana preslikavanja

f: X —>Yig:Y — Z. Ako je preslikavanje f neprekidno u tocki xo € X
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i preslikavange g neprekidno u tocki yo = f(zo) € Y, onda je kompozicija

h=gf:X — Z neprekidna u tocki xg.

Dokaz. Neka je W proizvoljna okolina tocke zq = h(zo) = gf(x0) = g(vo)-
Jer je g neprekidna u tocki o, postoji okolina V' od g, za koju je g(V) € W.
Bududi da je f neprekidna u xg, postoji okolina U od ¢ za koju je f(U) < V.
Stoga je h(U) = g(f(U)) < ¢g(V) € W, sto dokazuje tvrdnju. O

Korolar 4.4. Neka su X,Y,Z topoloski prostori i f : X - Y, g:Y — Z
neprekidna preslikavanja. Tada je © kompozicija h = gf : X — Z neprekidno

preslikavanje.

Lako se vidi da je identiteta Idx : X — X neprekidno preslikavanje za
svaki prostor X. Opcenito, inkluzija i : X — Y, X < Y, je neprekidno
preslikavanje. 1 konstantno preslikavanje je uvijek neprekidno. Ako je X
diskretan prostor, svako preslikavanje f : X — Y je neprekidno.

Ako je preslikavanje f : X — Y neprekidno i A € X, onda je restrikcija
g = fla: A — Y neprekidno preslikavanje. U tom sluc¢aju za preslikavanje f
kazemo da je neprekidno prosSirenje preslikavanja g.

Neka je f : X — Y preslikavanje, A € X, i 29 € Int A. Ako je pres-
likavanje ¢ = f|la : A — Y neprekidno u tocki zg, onda je i preslikavanje
f X — Y neprekidno u tocki . Zato, ako je U < X otvoren skup, onda
neprekidnost preslikavanja f |y povlaci neprekidnost preslikavanja f : X — Y

na skupu U.

Teorem 4.5. Neka su X,Y topoloski prostori i f : X — Y preslikavange.

Tada su slijedeca svojstva medusobno ekvuvalentna:

(1) f je neprekidno preslikavange.

(ii) Za svaki otvoreni skup V <Y je i skup f~*(V) otvoren.
(iii) Za svaki zatvoreni skup F <Y je i skup f~(F) zatvoren.

(iv) Za svaki skup A < X je f(ClA) < CLf(A).
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Dokaz. (i) = (i1). Neka je V otvoren skup u Y. Za svaku tocku x € f~1(V),
V' je okolina tocke f(x) te postoji okolina U tocke z takva da je f(U) € V,
tj. z € U < f~1(V). Dakle, = je nutarnja totka skupa f~'(V). Zato je
fFHV) < Int f71(V), 8to dokazuje da je f~1(V) otvoren skup.

(i) = (7). Neka je FF < Y zatvoren skup. Tada je V =Y ~ F
otvoren skup pa je prema (ii) skup f~1(Y \ F) otvoren u X. Buduéi da je
FYUF) =X~ fFYY N\ F), skup f~}(F) je zatvoren u X.

(1i1) = (iv). Neka je A proizvoljan podskup od X. Prema (i) je
F7HCL1f(A)) zatvoren skup u X i vrijedi A < f71(f(A4)) = f~H(CLf(A)).
Budué¢i da je Cl A najmanji zatvoren skup koji sadrzi A, vrijedi C1A <
FHCLE(A)), . F(CLA)  C1f(A).

(iv) — (i). Neka je V' okolina tocke f(z) u'Y. Promotrimo skup A =
FTHYNV) = X~ f7YV). Pokazimo prvo da totka z ne pripada skupu Cl A.
Ako bi z € C1A, prema (iv) bi f(z) € f(CLA) € CLF(A) = CLA(f~(Y ~
V) = CI(Y \ V), 8to je nemoguce, jer je V okolina toc¢ke f(x) pa je, prema
teoremu, [L.31] f(z) € ItV = Y N~ CI(Y \ V). Dakle, z € X N\ ClA =
XNCUX N (V) =Int f~1(V) paje U = f~1(V) okolina tocke z za koju
je f(U) €V, tj. f je neprekidno preslikavanje. O]

Neka su X’ 1 X” topoloski prostori. Tada su projekcije p’ : X' x X" — X’
ip": X' x X" — X" neprekidna preslikavanja, jer za svaki otvoreni skup
V' X' je (p) 1 (V') = V' x X" otvoren skup i sli¢no za p”.

Korolar 4.6. Ako je f : R — R neprekidna rastucéa funkcija i A < R
neprazan odozdo (odnosno odozgo) omeden skup, onda je i f(A) neprazan

odozdo (odnosno odozgo) omeden skup i vrijedi f(inf A) = inf f(A) (odnosno
f(sup A) = sup f(A)).

Dokaz. O

Napomena 4.7. Neka su (X,U) i (Y,V) topoloski prostori. Svako presli-

kavanje f : X — Y inducira preslikavanje F' : 2¥ — 2% medu partitivnim
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skupovima definirano formulom F(V) = f~4(V) za V € 2¥. 1z teorema
slijedi da je f neprekidno ako i samo ako je F(V) < U.

Teorem 4.8. Neka su X 1Y topoloski prostori. Preslikavanje f : X — Y je
homeomorfizam ako i samo ako postoji preslikavanje g : Y — X takvo da je

gf =ldx, fg =1dy te da su i f i g neprekidna preslikavanja.
Dokaz. O

Lako se vidi da se uvjet neprekidnosti (4.1)) moze zamijeniti slijede¢im

ekvivalentnim uvjetom:
(VV € B(f(x0))(3U € B(x0)) f(U) < V. (4.3)

U slu¢aju metrickih prostora (X, dx), (Y, dy ) za bazu okolina toc¢ke = mozemo
uzeti skup svih kugala K(z,r) < X, r > 0. Tada se uvjet f(K(z¢,0)) <

K(f(z0),c) moze zapisati i u slijede¢em obliku:
(Ve X) dx(z,z0) < = dy(f(z), f(xg)) <e.
Zato vrijedi slijede¢i teorem:

Teorem 4.9. Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori. Preslikavangje

f: X =Y je neprekidno u tocki o € X ako © samo ako
(Ve > 0)(30 > 0)(Vor e X)dx(x,x0) < = dy(f(z), f(x0)) <e. (4.4)

Teorem 4.10. Neka su X, Y topoloski prostori i+ f : X — Y preslikavanje
neprekidno u tocki xg € X. Ako niz (x,) u X konvergira prema tocki xo,

onda niz (f(x,)) uY konvergira prema tocki f(xo).

Dokaz. Neka je V proizvoljna okolina tocke f(zg). Po definiciji neprekidnosti
postoji okolina U tocke zg za koju je f(U) < V. Jer je xp = lim(x,,), postoji
ng € N takav da n = ng povlaéi z,, € U. Zato je f(x,) € f(U) € V zan = ny,

sto dokazuje tvrdnju. O]
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U metrickim prostorima vrijedi obrat teorema [£.10]

Teorem 4.11. Neka su (X, dx), (Y,dy) metricki prostori, f : X — Y pres-
likavange i xy € X tocka. Ako za svaki niz (x,) u X koji konvergira prema

xo niz (f(z,)) konvergira prema f(xq), onda je f neprekidno u x.

Dokaz. Pretpostavimo da tvrdnja ne vrijedi, tj. da da f ima svojstva iz
teorema, ali da nije neprekidna u xy. Tada
(Fe > 0)(Vd > 0)(Fz € X) dx(z,20) < 8 & dy(f(x), f(z0)) = €.

Odaberemo li za § brojeve %, n € N, dobivamo za svaki n € N tocku x, € X
takvu da je dx(zn, 0) < £ & dy (f(zn), f(20)) =& > 0. Tako je dobiven niz
(x,) u X koji konvergira prema x, takav da niz f(z,) ne konvergira prema

f(xg), 8to je u kontradikciji s pretpostavkom teorema. O]
Teorem ne vrijedi opc¢enito u Hausdorffovim prostorima.

Teorem 4.12. Neka su fi1, fo : X — Y neprekidna preslikavanja topoloskog
prostora X u Hausdorffov prostor Y. Tada je skup A = {x € X : fi(x) =
fo(z)} zatvoren u X.

Dokaz. Neka je G = X ~ A. Dokazat ¢emo da je GG otvoren skup. Neka
je x € G, tj. fi(z) # fo(x). Bududi da je Y Hausdorffov prostor, postoje
disjunktne okoline V;j oko fi(z) i Vo oko fo(z). Zbog neprekidnosti postoje
okoline U; 1 U, tocke z za koje je f1(Uy) € Vi i fo(Us) € V. Skup U = UynUs
je okolina tocke x za koju su skupovi f1(U) i fo(U) disjunktni pa je U < G,

Sto dokazuje da je G otvoren skup, tj. da je A zatvoren. O]

Korolar 4.13. Ako je Y Hausdorffov prostor i fi, fo : X — Y neprekidna
preslikavanja koja se podudaraju na skupu D < X koji je gust u X, onda je

fi=J2

Dokaz. Neka je A = {x € X : fi(xz) = fa(x)}. Po pretpostavci je D € A, a
po teoremu vrijedi X = C1D < Cl1A4 = A. O
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Korolar kaze da ako je neprekidno preslikavanje f : A — Y nekog
skupa A < X u Hausdorffov prostor Y moguce prosiriti do neprekidnog
preslikavanja g : C1A — Y, g|a = f, onda je to moguée samo na jedan
nacin.

Teorem 4.14. Neka su fi, fo : X — R neprekidna preslikavanja. Tada su
skupovi A ={xe X : fi(z) < fo(z)} i B={re X : fi(x) = fo(x)} zatvoreni
u X.

Dokaz. Neka je G = X ~ A. Dokazat ¢emo da je G otvoren skup. Neka je
x e G, tj. fi(xz) > fa(z). Postoje dovoljno maleni intervali V; oko fi(z) 1 V2
oko fy(x) takvida je Vi > V,. Kao u dokazu teorema , odaberimo okolinu
U totke z za koju je fi(U) € Vii fo(U) < Vi Tada je f1(U) > fo(U), sto
dokazuje da je U < G. Tvrdnja za skup B dokazuje se analogno. O]

Korolar 4.15. Neka su fi, fo : X — R neprekidna preslikavanja. Neka je
D < X gust podskup od X. Ako je fi(x) < fo(z) (fi(z) = fo(x)) za svaki
x € D, onda je fi(z) < falz) (fi(z) = fo(x)) za svaki z € X.

Teorem 4.16. Neka su (X',d'), (X",d"), (Y,d) metricki prostori i U <
X' x X". Preslikavanje f : U —'Y je neprekidno u tocki xo = (x(, x5) € U

ako i samo ako vrijeds

(Ve > 0)(30 > 0)(Vo = (2/,2") e U)
(d' (2, 2p) <8 & d" (2", 2p) <0) = d(f(x), f(xg)) <e.

Dokaz. O

Teorem 4.17. Neka su X, Y' 1 Y topoloski prostori. Preslikavanje f :
X > Y' ' xY" je neprekidno ako i samo ako su neprekidna preslikavanja
pf: X-=>Y ip'f: X—>Y" gdjesup Y xY">Y ip':Y' xY">Y"
projekcije.

Dokaz. Projekcije p’ i p” su neprekidna preslikavanja pa ako je f neprekidno,

onda su i kompozicije p'f, p” f neprekidne.
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Obrat. Pretpostavimo dasu p’f ip”f neprekidna preslikavanja. Da bismo
dokazali da je tada f neprekidno preslikavanje u proizvoljnoj tocki z € X,
dovoljno je pokazati da za svaku okolinu V' od f(z) iz baze okolina za f(x)
postoji okolina U od z za koju je f(U) € V. Jednu bazu okolina tocke f(x)
tvore svi skupovi oblika V' = V' x V" f(x) € V, gdje je V' otvoren skup
u Y’ i V” otvoren skup u Y”. Bududci da je p'f neprekidno preslikavanje i
da je p/f(x) € V', postoji okolina U’ tocke x u X za koju je p'f(U’) < V.
Sli¢no postoji okolina U” tocke x u X za koju je p” f(U") < V. Zato je
U = U nU" okolina tocke x u X za koju vrijedi f(U) € V' x V" =V &to

dokazuje neprekidnos preslikavanja f. O]

Definicija 4.18. Neka je X topoloski prostor, Y Hausdorffov prostor, xg €
X’ gomiliste od X, yo € Vi f: X — Y preslikavanje. Nekaje f: X — Y
preslikavanje definirano sa 7|X\{x0} = flx<fazo} i f(z0) = yo. Kazemo da
je yo limes ili grani¢na vrijednost preslikavanja f u tocki z(, ako je

preslikavanje f neprekidno u tocki z.

Iz definicije je jasno da je preslikavanje f neprekidno u tocki xg, ako i samo
ako postoji lim,_,, f i vrijedi lim,_,,, f = f(z). Takoder, preslikavanje f se
definira neovisno o vrijednosti f(z¢). Stoga definicija ima smisla i u slu¢aju
kada je f definiran samo na X \ {x¢}. Ako je U neka okolina tocke xq, onda

lim, 4, f ovisi samo o f|y(z}- Zato vrijedi slijedeci teorem:

Teorem 4.19. Neka je X topoloski prostor, Y Hausdorffov prostor, xqg€ X'
gomiliste od X, yoe Y i f : X — Y preslikavanje. Tada je yo = lim,_,,, f
ako 1 samo ako za svaku okolinu V' tocke 1o, postoji okolina U tocke xqy za
koju je f(U ~{zo}) < V.

Iz teorema zakljucujemo da je lim,_,,, f = yo jedinstven ako postoji.

Teorem 4.20. Neka su (X,dx), (Y, dy) metricki prostori, xg € X' gomiliste
od X, yoeY i f: X =Y preslikavanje. Tada su slijedeci uvjeti medusobno

ekvivalentni:
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(i) yo = lim,_,, f.

(11) (Ve > 0)(30 > 0)(Vr e X ~{xo}) dx(x,20) < = dy(f(2),1) <e.
(111) Za svaki niz (x,) u X ~ {zo}, ((xn) = x0) = ((f(zn)) — o).
Dokaz. O

Teorem 4.21. Neka je X topoloski prostor, Y i Z Hausdorffovi prostori,
xg € X' gomiliste od X i neka su f : X - Y ig:Y — Z preslikavanja. Ako

je yo = lim, ., [ @ ako je preslikavanje g neprekidno u yy, onda je
Jim (9f) = g(Jim 1) = 9(s0)

Dokaz. Neka je f : X — Y preslikavanje koje se na X ~ {zy} podudara sa
f i za koje je f(z9) = yo. Po pretpostavci je f neprekidno u tocki zy pa
je i preslikavanje gf : X — Z neprekidno u zo. Bududéi da je gf]| Xfzo} =
9F|xteo) 1 9F(20) = 9(o), tvrdnja slijedi. 0

Teorem 4.22. Neka je T topoloski prostor i (x,) niz realnih funkcija x,, :
T — R koji uniformno konvergira prema funkciji xq : T — R. Ako je svaka
od funkcija x,, neprekidna u tocki to € T', onda je i funkcija xo neprekidna u
tocki ty. Ako je svaka od funkcija x, neprekidna na skupu A < T, onda je 1

funkcija xo neprekidna na skupu A.

Dokaz. Prema definiciji uniformne konvergencije za svaki € > 0 postoji ng €
N takav da je |2, (t) — 2o(t)| < § za svaki t € T i za svaki n > ng. Za n = ng
vrijedi, dakle,
€
(VteT) |, (t) —xo(t)] < 3 (4.5)
Zat = tg iz (4.5) dobivamo
€
Ty (to) — 2o (to)| < 3 (4.6)
Po pretpostavci, funkcija x,, je neprekidna u tocki ¢, pa postoji okolina U

tocke ty takva da vrijedi

(V€ U) |2ny (t) — wny ()] < % (4.7)
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Iz (4.5)), (4.7) i (4.6) zaklju¢ujemo da za svaki ¢t € U vrijedi
|z0(t) = wo(to)| < [x0(E) = Ty (£)] + [0 (£) — g (o) | + [y (f0) — zo(to)| < e,
Sto dokazuje da je funkcija zy neprekidna u tocki . O

Definicija 4.23. Neka su (X, dx), (Y, dy) metricki prostori. Kazemo da je
preslikavanje f : X — Y uniformno neprekidno (ili jednoliko nepre-
kidno) na X ako

(Ve > 0)(36 > 0)(Va, 2" € X) dx(z,2') <d = dy(f(x), f(z")) <e. (4.8)

Svaka uniformno neprekidna funkcija je i neprekidna. Da obrat opéenito

ne vrijedi, pokazuje npr. funkcija f : R \ {0} — R dana formulom f(z) = %

xT

koja je neprekidna, ali nije uniformno neprekidna.

Teorem 4.24. Neka su (X,dx), (Y, dy) metricki prostori i neka je f : X —
Y uniformno neprekidno preslikavange. Ako je niz (z,) Cauchyjev u (X, dx),
tada je niz (f(z,)) Cauchyjev u (Y,dy).

Dokaz. Po pretpostavci, za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da dx(z,2") < ¢
povlaci dy(f(x), f(z')) < e za svaki x,2’ € X. Buduéi da je (x,) Cauc-
hyjev niz, postoji ng € N takav da m,n > ng povladi dx(z,,z,) < 0 pa je
dy (f(zn), f(xm)) < einiz (f(x,)) je Cauchyjev. O

Teorem 4.25. Neka su (X,dx), (Y,dy) metricki prostori, neka je A < X
gqust podskup od X i neka je f: A —Y uniformno neprekidno preslikavange.
Ako je (Y, dy) potpun prostor, onda postoji jedno jedino neprekidno preslika-
vanje g : X — Y koje proSiruje f, gla = f. Preslikavanje g je uniformno

neprekidno.

Dokaz. Jedinstvenost neprekidnog prosirenja g, ako postoji, slijedi iz korolara
[4.13] Dokazimo egzistenciju preslikavanja g.

Jer je skup A gust u X, za svaku tocku x € X postoji niz (a,) u A koji
konvergira prema x. Buduéi da je (a,) Cauchyjev niz, po teoremu i niz

(f(ayn)) je Cauchyjev u Y. Kako je Y potpun, postoji lim f(a,) € Y.
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Pokazimo prvo da lim f(a,) ne ovisi o izboru niza (a,), ve¢ samo o tocki

/

') neki drugi niz u A koji konvergira prema x. Tada i niz

x. Neka je (a

ap,ay,...,an,a,, ... konvergira prema x pa postoji limes y niza

f(a’l))f(a/l)v ce 7f(an)7f(aiz)v T

Kako svaki podniz konvergentnog niza konvergira prema limesu tog niza,
vrijedi lim f(a,) = y = lim f(al,).

Sada definiramo g(z) = lim f(a,), a, € A, (a,) —> x. Ako je z = a € A,
mozemo za niz (a,) odabrati konstantni niz a,, = a pa je ocigledno g(a) =
lim f(a,) = f(a), $to dokazuje da je g|4 = f.

Pokazimo na kraju da je g : X — Y uniformno neprekidno preslikavanje.
Budud¢i da je preslikavanje f uniformno neprekidno, za svaki ¢ > 0 postoji
d > 0 takav da dx(a,d’) < 4§, a,a’ € A, povlaci da je dy(f(a), f(d')) < e.
Neka su z,2" € X, dx(z,2') < ¢ 1 neka su (a,), (al,) nizovi u A koji ko-

) = dx(x,2") < 9.

Zato postoji ng € N takav da za svaki n > ngy vrijedi dx(a,,a,) < 0

nvergiraju prema z, ', redom. Tada je limdx(a,,a’
9 ) X \Un, &y

pa je dy(f(an), f(al,)) < € za n > ng. Prelaskom na limes dobivamo

dy(g(x),g(2")) = dy(lim f(a,),lim f(a],)) < €, $to pokazuje da je presli-

kavanje g uniformno neprekidno. O]

Teorem 4.26 (Urysonova lema). Neka je (X, d) metricki prostor i neka su A,
B neprazni, zatvoreni, disjunktni podskupovi od X. Tada postoji neprekidno

preslikavange g : X — I :=[0,1] < R takvo da je gla =0 i g|p = 1.

Dokaz. Preslikavanja x — d(z, A) i x — d(x, B) su neprekidna za neprazne
podskupove A, B € X. Buduéi da su skupovi A i B zatvoreni u X, vrijedi
d(x,A) = 0 ako i samo ako je z € A, odnosno d(z, B) = 0 ako i samo ako
je z € B, redom. Buduéi da je An B = ¢, vrijedi d(z, A) + d(z, B) > 0 za

svaki x € X. Zato je formulom
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dobro definirana neprekidna funkcija g : X — I i vrijedi g(x) =0zaz e A i
g(x) =1zaxe B. O

Definicija 4.27. Za Hausdorffov prostor X kazemo da je normalan ako
za svaki par nepraznih zatvorenih disjunktnih skupova A, B < X postoji

neprekidna funkcija g : X — [0, 1] takvo da je g|a =01 g|p = 1.

Urysonova lema, dakle, kaze da su metricki prostori normalni. Postoje,
medutim, normalni prostori koji nisu metricki.

Primijetimo da je za svaka dva realna broja a,b, a < b, preslikavanje ¢ :
[0,1] — [a,b] dano formulom ¢(t) = (b — a)t + a, t € [0, 1], homeomorfizam,
©(0) = a, ¢(1) = b. Zato u definiciji mozemo segment [0, 1] zamijeniti

proizvoljnim segmentom [a, b] < R.

Teorem 4.28. Neka je (X, d) separabilan metricki prostor. Tada postoji
prebrojiva familija neprekidnih funkcija f, : X — [0,1] takva da za svaki
par razlicitih tocaka x,x’ € X postoji bar jedna funkcija f, koja ima razlicite
vrigednosti u tim tockama, f,(x) # fu(2'). KaZe se da familija ( f,,) razlikuje

tocke prostora X.

Dokaz. Neka je D prebrojiv gust podskup od X. Za svaki a € D i svaki
par racionalnih brojeva 0 < q; < ¢y postoji neprekidna realna funkcija f :=
flag,g) @ X — [0,1] takva da je flaik(ag) = 11 flx k(g = 0. Na ta]
nacin smo dobili prebrojivu familiju neprekidnih funkcija. Pokazimo jo§ da
ta familija razlikuje tocke od X. Neka su x,2’ € X, © # 2/. Tada postoji
a€Diq,2eQ 0<q <qtakvidajeze K(a,q) 12 € X \ K(a,q)

pa je f(mql,qz)(x) =1#0= f(a7q1,q2)(x/)' O

Teorem 4.29. Hausdorffov prostor X je normalan ako i samo ako vrijedi

Tietzeov uvjet:

(Ty) Za svaki zatvoreni skup F < X i svaki otvoreni skup V< X, F €V,
postoji otvorent skup U < X takav da je

FcUcClUcV. (4.9)
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Dokaz. Pretpostavimo da je X normalan. Buduéi da je F' zatvoren, V' otvo-
reni F <V, skupovi F'i X .V su disjunktni zatvoreni skupovi pa postoji
neprekidno preslikavanje ¢ : X — [0,1] takvo da je glp = 01 g|x.v = L.
Zato otvoreni skup U := ¢g~1[0, %) zadovoljava , jer je C1U = g~1[0, %]

Obrat. Pretpostavimo da je X Hausdorffov prostor u kome vrijedi (7}).
Neka su A, B © X neprazni zatvoreni disjunktni skupovi. Definirat ¢emo za

svaki t € [0, 1] otvoreni skup U; < X tako da vrijedi:

t<t = ClUtht/, Ogt,tlél (411)

Oznac¢imo sa D skup svih brojeva t € I oblika t = &%, n € Ny, m €

{0,1,...,2"}. Definirajmo prvo indukcijom po n skupove U; za t € D. Za
n = 0 neka je Uy takav da vrijedi (4.10); to je moguce jer vrijedi (T}).
Pretpostavimo sada da smo ve¢ definirali otvorene skupove U, za s = 3 €
D za k < niu skladu sa (4.11)). Koristeci (7)) definiramo za svaki i €
{0,1,...,2"71 — 1} otvoreni skup Uzp takav da je
CIUZ#_1 S Uzins © ClU2im1 < U;%. (4.12)
Za proizvoljan t € I definiramo U; formulom
v= |J U (4.13)
seDA[0,t]

Definicija (4.13)) u skladu je s prijasnjom definicijom skupova U; za t € D.
Bududi da je skup D gust u I, za svaki par t,t' € I, t < t’, postoje s, € D

takve da je t < s < §' < t'. Zato, prema (4.13) i prema (4.11]) primijenjenoj
na s < s', vrijedi

U cU;,cClU;,c Uy < Uy (4.14)
pa vrijedi (4.11)) za svaki t <t iz I.

Sada definiramo preslikavanje f : X — [ formulom:

f(z) =1inf{t € [0,1] : x € U;}, (4.15)
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a ako je {t € [0,1] : z € U} = &, definiramo f(z) = 1. Primijetimo da iz
(.10) i ([(.11) slijedi da je f(z) =0zaz e Ai f(z) =1zaz e B.

Dokazimo na kraju da je f neprekidna. Ako je z € Uy, s € I, tada je
flz) <s,jerjese{te|0,1] :x e U}, a f(z) =inf{t € [0,1] : x € U;}. Zato
je

f(Us) < 10,s], sel. (4.16)

Nadalje, f(z) < s povlaci x € Us, jer prema postoji t < s takav da je
x € U, a prema je U, <€ Us. Zato je

FIXNCIUy) € f(X NUs) < [s,1], se . (4.17)

Primijetimo da skupovi [s, s'] za s < s’ tvore bazu okolina svake tocke iz I,
te da su skupovi Uy i X \ ClUs otvoreni u X. Zato iz (4.16), (4.17) i (4.11)
slijedi da za svaki x € X iza svaki par s, s’ € [ takav da s < f(z) < ¢/, postoji
otvorena okolina U od z, U = Uy n (X \ ClUy), takva da f(U) < [s,s].
Dakle, preslikavanje f je neprekidno u svakoj tocki x € X te je teorem
dokazan. [

Teorem 4.30 (Tietzeov teorem). Neka je X normalan prostor, A < X
zatvoren podskup od X i f : A — [=1,1] < R neprekidno preslikavange.
Tada postoji neprekidno preslikavanje g : X — [—1,1] koje prosiruje f, tj.
gla=Tf.

Da bismo dokazali Tietzeov teorem treba nam slijedec¢a lema.

Lema 4.31. Neka je X normalan prostor, A < X zatvoren podskup od X,

v > 0 i neka je h : A — [—v,7] € R neprekidno preslikavanje. Tada

postoji neprekidno preslikavanje ' : X — R takvo da je h'(X) < [-3, 3],

37
|h(a) —W(a)| < 37, a€ A.

Dokaz. Nekaje Ag = h™'[—y,—2] € A, Ay = h™'[3,7] = A. Skupovi Ay, A,

su zatvoreni u A, dakleiu X, jer je h : A — [—7, ] neprekidno preslikavanje.

Bududi da je AgnA; = J, postoji neprekidno preslikavanje &' : X — [-1, 1]
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takvo da je h'(Ag) = —%, h'(A;) = . Ocigledno h' zadovoljava uvjet h'(X) <
[—2,2]. Pokazimo da &’ zadovoljava i uvjet |h(a) — W' (a)| < 27, a € A. Neka
je a € Ag. Tada vrijedi #'(a), h(a) € [—, —3] pa je |h(a) — W'(a)| < 3. Sliéno
je uslucaju a e A;. Ako je ae A~ (Ag U Ay), onda je h'(a), h(a) € [-3, 3]
pa je uvjet opet zadovoljen. O]

Dokaz Tietzeovog teorema. Neka je X normalan prostor, A < X zatvoren
podskup i f: A — [—1, 1] neprekidna funkcija. Pokazat ¢emo da se f moze
prosiriti do neprekidne funkcije g : X — [—1,1].

Indukcijom po n definirat ¢emo niz neprekidnih funkcija g, : X — R,

n € Ny, tako da je

1/2\"
@l <3 (3) aex (a15)

F(a) - ggi(aﬂ < (;)nﬂ LaeA (4.19)

Preslikavanje gy : X — R dobivamo primjenom leme 4.31lna h = fiy=1
te vrijedi [go(z)| < § zaz € X i |f(a) — go(a)| < 2, za ac A

Pretpostavimo da smo funkcije g, g1, ..., gn—1 veé definirali u skladu sa
i . Primjenom leme nah = f—3" gila) : A - Ri
v = (%)n dobivamo preslikavanje A’ = g, : X — R za koje vrijedi 1} i
@19).

Kako geometrijski red >}(2/3)" konvergira, zbog red funkcija >’ g,
uniformno konvergira na X pa je formulom g(z) = >,"; g (), z € X, dobro

definirana neprekidna realna funkcija g : X — R. Osim toga je

o) < Do) <503 (5) =1

pa g preslikava X u [—1,1]. Grani¢nim prijelazom n — oo u (4.19) dobi-
vamo da je f(a) = 3,7 gn(a) = g(a) za svaki a € A, jer je lim(2/3)" = 0.
Preslikavanje g : X — [—1, 1] je zato neprekidno prosirenje preslikavanja f.

O
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Korolar 4.32. Neka je X normalan prostor, A < X zatvoren podskup od
X if:A— (=1,1) c R neprekidno preslikavanje. Tada postoji neprekidno
preslikavange g : X — (—1,1) koje prosiruge f, tj. gla = f.

Korolar 4.33. Neka je X normalan prostor, A < X zatvoren podskup od X
i f: A— R neprekidno preslikavanje. Tada postoji neprekidno preslikavange

g : X — R koje prosiruge f, tj. gla = f.

5 Povezani prostori

Prototip prostora koji nije povezan je prostor {0, 1} koji se sastoji samo od
dvije izolirane tocke. Zato taj prostor koristimo u op¢oj definiciji povezanosti

prostora.

Definicija 5.1. KaZzemo da je topoloski prostor X povezan ako je svako
neprekidno preslikavanje f : X — {0, 1} konstantno. U protivnom slucaju,
tj. ako postoji neprekidna surjekcija g : X — {0, 1}, kazemo da je X ne-
povezan. Za podskup Y < X kazemo da je povezan (nepovezan) ako je Y

povezan (nepovezan) kao potprostor od X.

Teorem 5.2. Neka je X topoloski prostor. Tada su slijedeca svojstva medu-

sobno ekvivalentna:
(1) X je povezan.

(11) Ako je podskup U < X istodobno otvoren i zatvoren, onda U = & ili
U=X.

(111) Ne postoje otvoreni skupovi Uy, Uy € X za koje vrijedi Uy # &, Uy # &,
UlﬁUQZQ, U1UU2=X.

(iv) Ne postoje zatvoreni skupovi Fy, Fy € X za koje vrijedi Fy # &, Fy #
g, Finkh=g, Ful=X.
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Dokaz. (i) == (ii). Neka je X povezan prostor i U < X skup koji je
otvoren i zatvoren. Pretpostavimo U # ¢ i U # X. Definiramo preslika-
vanje f : X — {0,1} tako da je f|ly = 01 flx.yv = 1. Preslikavanje f je
neprekidno, jer su skupovi f~1(0) = U i f71(1) = X \ U otvoreni. Dakle, f
je neprekidna surjekcija sa X na {0, 1}, §to je kontradikcija s pretpostavkom
da je X povezan. Zato je U = g ili X \U = ¢, tj. U = X.

(11) = (#i7). Pretpostavimo da su Uy, Us € X otvoreni skupovi za koje
je X =U uUy iU nUy=¢. Tada je skup U; = X \ U; i zatvoren pa iz
(i1) slijedi U, = @ ili Uy = X, tj. Uy = &

(1) = (iv). Pretpostavimo da su Fi, Fp © X zatvoreni skupovi za
koje je X = F1 U Fy 1 Fi n Fy, = 7. Tada je skup F} = X ~ F, i otvoren pa
iz (iii) slijedi Fy = @ ili Fy = X, tj. Fy = &.

(iv) = (i). Kada bi postojala neprekidna surjekcija f : X — {0, 1},
bili bi skupovi Fy = f71(0) i Fy, = f~!(1) neprazni zatvoreni skupovi od X i
vrijedilo bi X = F} u Fy 1 F1 n F, = &, §to je u kontradikceiji s (iv). O

Teorem 5.3. Prostor R realnih brojeva je povezan.
Dokaz. [

Teorem 5.4. Neka je X povezan topoloski prostor i f : X — Y neprekidna

surjekcija. Tada je i prostor' Y povezan.

Dokaz. Kada bi postojala neprekidna surjekcija g : Y — {0, 1}, onda bi kom-
pozicija fg : X — {0,1} takoder bila neprekidna surjekcija, $to je protivno

pretpostavci da je X povezan. O

Korolar 5.5. Ako su X i Y homeomorfni prostori te je jedan od njih povezan,

onda je i drugi povezan.
Korolar pokazuje da je povezanost topolosko svojstvo.

Teorem 5.6. Neka je (X,,a € A) familija nepraznih podskupova X, < X
prostora X za koju je X = J,cx Xa @[ \pyen Xo # . Ako je svaki od skupova

X4, a € A, povezan, onda je i prostor X povezan.
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Dokaz. Neka je f : X — {0,1} neprekidno preslikavanje. Treba pokazati
da je f konstanta. Po pretpostavci zg € [, Xo. Kako je za svaki a € A
preslikavanje f|x, : X, — {0,1} neprekidno, a X, je povezan skup, f|x,
je konstanta. Stoga je f(X,) = f(xo) za svaki a € A. Zato jei f(X) =
Udea f(Xa) = f(0). O

Put u prostoru X je svako neprekidno preslikavanje w : [0,a] — X,
a = 0. Tocku oy = w(0) zovemo pocetak puta w, a tocku z; = w(a) kraj
puta w. KaZzemo da put w povezuje tocku zy s tockom x.

Ako su dana dva puta wiw’: [0,a'] — X takva da je kraj puta w pocetak

puta w’, definira se novi put w” : [0,a + '] — X formulom:

" w(t)v 0<
W'(t) = { ) o<

Kazemo da je put w” produkt putova wiw’, w” = ww’. Ako su produkti ww’
i w'w” definirani, onda su definirani i jednaki i slijede¢i produkti: (ww')w” =

w(Ww'w").

Definicija 5.7. Kazemo da je topoloski prostor X povezan putovima ako

za svako par tocaka xg, 1 € X postoji put w koji povezuje xg sa .
Teorem 5.8. Svaki putovima povezan prostor je povezan.

Dokaz. Odaberimo tocku xyp € X. Po pretpostavci za svaku tocku x € X
postoji put w, : [0,a,] — X koji povezuje tocku z, sa x. Kako je svaki
segment I, = [0, a,| povezan i skup w,(I,) je povezan. Jer je xg € w,(I,) za

svaki x € X, zaklju¢ujemo da je i prostor X = J .y ws([;) povezan. O

U normiranom vektorskom prostoru X svaki par tocaka xg, x1 € X odre-
duje pravocrtni put koji povezuje zo i x1. To je put w : [0, 1] — X definiran
formulom w(t) = zg + t(xy — o), t € [0, 1].

Za skup K normiranog vektorskog prostora X kaze se da je konveksan

ako za svaki par tocaka xg,z; € K pravocrtni put w koji povezuje xg sa x;
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lezi u K, w(I) € K. Primijetimo da je svaka kugla K(yo,7) < X konveksan
skup. Zaista, neka je xg,x1 € K(yo,7), tj. |To—yo| < ri|x1 — w0l < r. Tada
je Jw(®) =yoll = (1 =#)(z0 —yo) +t(z1 —10) | < (L =) |20 —yol + tllz1 — ol <
(1 —=t)r+tr =r, tj. w(t) € K(yo,r).

Kako kugle tvore bazu topologije za X, normirani vektorski prostori imaju
vazno svojstvo da posjeduju bazu topologije koja se sastoji od konveksnih
skupova. Topoloski vektorski prostori s tim svojstvom zovu se lokalno kon-
veksni prostori.

Svaki konveksni skup K u normiranom vektorskom prostoru X je povezan
i sam prostor X je povezan. Posljedi¢no, podskup K < R je povezan ako i
samo ako je konveksan.

Neka je X topoloski prostor. U X definiramo binarnu relaciju ~ na
slijedeci na¢in: x; ~ z ako i samo ako u X postoji povezan podskup A € X
koji sadrzi xy i xo. Lako se vidi da je ~ relacija ekvivalencije. Klase u
koje se X raspada po relaciji ~ zovu se komponente povezanosti ili krace
komponente prostora X. Iz teorema slijedi da je komponenta C(z)
koja sadrzi tocku x € X povezan skup, a iz definicije slijedi da C(z) sadrzi
svaki povezan skup od X koji sadrzi z. Stoga se komponenta C'(x) moze

karakterizirati kao maksimalni povezan skup u X koji sadrzi x.

Teorem 5.9. Neka je X normiran vektorski prostor + U < X otvoren skup.

Tada je i svaka komponenta C' skupa U otvoren podskup od X .

Dokaz. Neka je g € C' < X. Tada postoji kugla K (z,¢), € > 0, sadrzana u
U. Kako je skup K(xg,e) povezan i sadrzi xg, zbog svojstva maksimalnosti
komponenata vrijedi K(zg,¢) < C, §to dokazuje da je xy nutarnja tocka
skupa C. O]

Teorem 5.10. Svaki neprazni otvoreni skup U < R moZe se prikazati na
jedan jedint nacin kao unija prebrojivo nepraznih disjunktnih skupova oblika

(a,b), (—o0,b), (a,o), R.

Dokaz. O
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Teorem 5.11. Neka je X povezan prostor i f : X — R neprekidno presli-
kavange. Neka su xo,x1 € X iy € R takav da je f(xo) < v < f(x1). Tada
postoji x € X za koji je f(x) =~.

Dokaz. Skup f(X) je povezan podskup od R pa je konveksan. Buduéi da
sadrzi tocke f(xo) 1 f(xy1), sadrzi i tocke v € [f(xo), f(x1)], Sto dokazuje
tvrdnju. O

Korolar 5.12. Neka je f : [a,b] — R neprekidno preslikavanje. Neka je
c € R takav da je f(a) < c < f(b) (f(a) > ¢ > f(b)). Tada postoji tocka
x € (a,b) za koju je f(x) = c.

6 Kompaktni prostori

Definicija 6.1. Kazemo da je familija S = (S5,,a € A) podskupova S,
skupa X pokriva¢ skupa X ako je X = [J,.4 S.. Pokriva¢ je konaéan
(prebrojiv) ako je A konacan (prebrojiv) skup. Potfamilija &’ = (S, d’ €

A", A" < A, je potpokrivaé pokrivaca S ako je i sama pokriva¢ skupa X.

Definicija 6.2. Kazemo da pokriva¢ T = (T,,b € B) skupa X profinjuje
pokriva¢ S = (S,,a € A) ako za svaki b € B postoji a € A takav da je
T, < S, ipisemo 7 < S. U tom slucaju jos kazemo i da je pokriva¢ T

upisan u pokrivac S.
Svaki potpokriva¢ 8’ od S profinjuje S.

Definicija 6.3. Neka je X topoloski prostor. Za pokriva¢ U = (U,,a € A)
skupa X kazemo da je otvoren pokrivac prostora X ako je svaki od skupova

U,, a€ A, otvoren u X.

Teorem 6.4. Neka je B baza topologije prostora X. Tada se u svaki otvoreni
pokrivac U prostora X moZe upisati otvoreni pokrivac V c¢igi su svi ¢lanovi

elementi od B.
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Dokaz. Neka je U = (U,,a € A) otvoreni pokriva¢ od X i neka je B = {V}, :
b € B} baza topologije prostora X. Neka je By = {be B:3a€ A, V, < U,}.
Pokazat ¢emo da je V = (V},b € By) < B otvoreni pokriva¢ od X. Jer je U
pokriva¢ od X, za svaki z € X postoji a € A takav da je x € U,. Kako je U,
otvore skup, a B baza topologije, postoji b € B takav da je x € V}, € U, pa je
b € By. Dakle, V je otvoreni pokriva¢ od X, a iz definicije skupa By slijedi
da je V upisan u U. O

Korolar 6.5. Neka je X separabilan metricki prostor. Tada se u svaki otvo-

rent pokrivac¢ U prostora X moZe upisati otvoreni pokrivacV koji je prebrojiv.

Dokaz. Bududi da je X separabilan, dopusta prebrojivu bazu pa dokaz slijedi
iz teorema [6.4] O

Definicija 6.6. Topoloski prostor X je kompaktan ako se u svaki otvoreni
pokriva¢ U prostora X moze upisati konac¢an otvoren pokriva¢ V prostora X.

Skup Y < X je kompaktan ako je Y kao potprostor prostora X kompaktan.

Iz definicije je jasno da je kompaktnost topolosko svojstvo, tj. ako su
prostori X i Y homeomorfni i ako je jedan od njih kompaktan, onda je i

drugi kompaktan.

Teorem 6.7. Prostor X je kompaktan ako i samo ako za svaki otvoreni

pokrivac od X postoji konacan potpokrivac.

Dokaz. Pretpostavimo da je X kompaktan. Neka je U = (U,,a € A) pro-
izvoljan otvoren pokriva¢ od X. Tada postoji konacan otvoren pokrivac
V = (Vi,...,V,) koji profinjuje U, tj. za svakii € {1,...,n} postoji a; € A ta-
kavdajeV; < U,,. Tadaje X < | J;, Vi € U\, Uy, € X paje (U, ..., Us,)
konacan potpokriva¢ pokrivaca U.

Obrnuta implikacija je ocita, jer svaki potpokrivac¢ ¥V pokrivaca U profi-
njuje U. O]

Teorem 6.8. Svaki zatvoreni podskup F kompaktnog prostore X je kompak-

tan.
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Dokaz. Neka je V = (V,,a € A) proizvoljan otvoren pokriva¢ prostora F'.
Pokazat ¢emo da postoji konacan potpokriva¢ od V. Jer je skup V, otvoren
u F', postoji skup W, € X otvoren u X takav da je V, = F' n W,. Familija
W = ((W,,a e A), X \ F) koja se sastoji od otvorenih skupova W,, a € A,
i otvorenog skupa X ~ F' je otvoreni pokriva¢ od X. Buduéi da je prostor
X kompaktan, postoji konacan potpokrivaé (W,,,... W, , X ~\ F) prostora
X. Takoder vrijedi F < | J;_ W, paje F=FnF < Fn(J_, W) =
U (FnW,,) = Ui Va,. S druge strane je V,, = F nW,, < F pa je
F < |Ji_, Va,, 8to dokazuje da je (Vq,, ..., V,,) kona¢an potpokrivac od V za
prostor F'. O]

Teorem 6.9. Neka je X Hausdorffov prostor i F < X kompaktan skup.
Tada je skup F' zatvoren.

Dokazat ¢emo nesto jacu tvrdnju.

Teorem 6.10. Neka je X Hausdorffov prostor, F < X kompaktan skup i

T, € X N\ F. Tada postoje otvoreni disjunktni skupovi U, V' od X takvi da je
FcU: X € V.

Dokaz. Kako je X Hausdorffov prostor, za svaki x € I postoje disjunktni
otvoreni skupovi U,, V,, € X za koje je x € U,,, zg € V,,. Familija (U, N F,z €
F) je otvoren pokriva¢ od F' pa zbog kompaktnosti od F' postoji konacan
skup {x1,...,2,} © F takav da je F = |J_,(Uy, n F) < -, Us,. Skup
U= U"-,U, je otvoren u X. Iskup V = (), V, je otvoren u X, jer
je presjek od kona¢no otvorenih skupova. Takoder vrijedi ' < U, xg e V i
UnV = U?:1(ij Ny V) € U;L:I(ij NVg,) =, jerje Uy, NV, = &
za svaki j. O

Dokaz teoremal6.d. Prema teoremu za svaku tocku xy € X \ F postoji
otvoren skup V takav da je zp € V < X \ F. Zato je X ~ F otvoren skup
pa je F' zatvoren skup. O

Teorem 6.11. Svaki Hausdorffov kompaktni prostor X je normalan.
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Dokaz. Dokazat ¢emo da X zadovoljava Tietzeov uvjet (Ty), tj. da za svaki
zatvoren skup F' i otvoren skup V', F' < V| postoji otvoren skup U takav da
jeFcUcClUcCV.

Promotrimo disjunktne zatvorene skupove F'i F' = X \ V. Po teoremu
[6.8] F'i F’ su kompaktni pa po teoremu [6.10] za svaku tocku y € F’ postoje
disjunktni otvoreni skupovi Uy, U, za koje je F' = U,, y € U,. Kako je
(U, nF',y € F') otvoren pokriva¢ za I, postoji konacan skup {y1,...,y.} S
F' takav daje (U, nF',... U, nF')pokrivac za F'. Skupovi U = [, U,
U’ = J;_, U,, su otvoreni disjunktni skupovi za koje vrijedi /' € U, X \V =
FrcU,tj. XU < V. Kako je X ~\ U’ zatvoren skup i U < X ~\ U’,
vrijedi 1 C1U € X ~\ U’ € V pa je tvrdnja dokazana. O]

i)

Teorem 6.12. Skup K < R" je kompaktan ako i samo ako je omeden i

zatvoren.
Da bismo dokazali teorem, treba nam slijedeca lema.

Lema 6.13. Neka je (X, d) metricki prostor sa svojstvom da svaki niz (x,)
tocaka u X ima bar jedno gomiliste. Tada za svaki prebrojivi otvoreni pokrivac

U = (U, n € N) postoji konacan potpokrivac.

Dokaz. Dokazat ¢emo da postoji n € N takav da je X < (J;, U;. Kada to
ne bi vrijedilo, mogli bismo za svaki n € N izabrati tocku z,, € X \ |J._, U,
n € N. Po pretpostavci niz (x,,) ima gomiliste 2o € X. Kako je U pokriva¢ od
X, postoji 7 € N takav da je xq € U;. Skup U; je okolina tocke zy pa postoji
prirodan broj n > i takav da je x, € U, Sto je u kontradikciji s definicijom
niza (z,,), tj. x, € X ~ U, Us. O

Dokaz teoremal6. 13 Pretpostavimo prvo da je K < R" zatvoren omeden
skup. Neka je U = (U,,a € A) otvore pokriva¢ od K. Buduéi da je R™ sepa-
rabilan prostor i K je separabilan. Zato mozemo u U upisati neki prebrojivi
otvoreni pokriva¢ V. Nadalje, svaki niz (z,) u K je omeden niz u R" pa ima
gomiliste xg koje lezi u K, jer je K zatvoren skup. Zato, po lemi[6.13] postoji
konacan potpokriva¢ VW pokrivaca V. Jer W <V < U, K je kompaktan.
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Obrnuto, neka je K < R"™ kompaktan. Po teoremu K je zatvoren.
Pokazimo da je K omeden. Neka je o € K. Tada kugle K(xzo,7), r > 0,
tvore pokriva¢ od K. Zbog kompaktnosti postoji n € N takav da je K <
U, K(zo,7;) pa je K sadrzan u kona¢noj uniji omedenih skupova i zato

omeden. O

Teorem 6.14. Ako su X i Y kompaktni prostori, onda je i direktni produkt
X xY kompaktan prostor.

Dokaz. Neka je W = (W, : a € A) otvoreni pokriva¢ prostora X x Y. Po
teoremu bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da su ¢lanovi
pokrivaca W oblika W, = U, x V,, pri ¢emu je U, otvoren u X, a V, otvoren
u Y, jer takvi skupovi tvore bazu topologije prostora X x Y.

Neka je x € X proizvoljna tocka. Kako je prostor {z} x Y homeomorfan

prostoru Y, {x} x Y je kompaktan. Takoder,

{r} xY < U(UaxVa)

acA

pa postoji konacan skup {a1(x),...anw) ()} S A takav da je

n(x)
{2} x YV < | (U X Vart))-
i=1

Pri tome, bez smanjenja opéenitosti, mozemo pretpostaviti da za svaki ¢ €
{1,...,n(z)} vrijedi

({z} xY) 0 (Usy(z) X Vay)) # -

Skup U, = ﬂ?:(”i) Ua, (x) je otvorena okolina tocke 2 u X, a Ve = (Vay (), - - +» V) ()
je konacan otvoreni pokriva¢ od Y, tj. Y = U?:(? Vai(z)- Osim toga, za svaki
V = Vi (@) € Vi postoji a = a;(x) € A takav da je U, x V < W,,.

Jer je x € Uy, familija (U,,x € X) je otvoren pokriva¢ od X pa iz kom-
paktnosti prostora X slijedi da postoji konac¢an skup {z1,...,z,.} < X takav

da je (Uyy, ..., U,,) pokriva¢ od X.
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Tvrdimo da je W' = (U,, x V, i€ {1,...,r}, V € V,.) konacan otvoreni
pokriva¢ prostora X x Y koji profinjuje W. Zaista, za svaku tocku (z,y) €
X x Y postojiie{1,...,r} takav da je x € U,, i postoji V € V,, takav da je
ye V., tj. (z,y) € Uy, x V te postoji a € A takav da je U,, x V < W,. O

Teorem se indukcijom poopéuje na direktan produkt od kona¢no kompak-
tnih prostora. Vrijedi i opcenitiji rezultat, Tihonovljev teorem, da je produkt
X = [],caXa od beskonatno kompaktnih prostora kompaktan.. Pri tome

po definiciji bazu topologije prostora X tvore svi skupovi oblika

Uy % - xU,, % H X,

acA~{a1,....,an}

gdjejeneN, alU,, < X,,7=1,...,n, suotvoreni skupovi u X,,.

Teorem 6.15. Neka je X kompaktan prostor i f : X — Y neprekidna su-
riekcija. Tada je i prostor'Y kompaktan.

Dokaz. Neka je V = (V,,a € A) proizvoljan otvoren pokriva¢ prostora Y. Za
svaki a € A skup U, = f~1(V,) je otvoren pa je U = (U,,a € A) otvoren
pokriva¢ od X. Zbog kompaktnosti prostora X postoji konacan potpokrivac
(Uays - .-, Uy, ) pokrivaca U prostora X. Kako je f surjekcija i jer je f(U,) =
FUV)) = Vi wrijedi ULy Vi, = Uiy £(U) = FUL, Ua) = £(X) = Y,
sto pokazuje da je (V,,,...,V,, ) kona¢an potpokriva¢ pokrivaca V prostora

Y pa je Y kompaktan. ]

Teorem 6.16. Neka je X kompaktan prostor i Y Hausdorffov prostor. Ako
je f: X — Y neprekidna bijekcija, onda je f homeomorfizam.

Dokaz. Treba dokazati da je ¢ = f~' : Y — X neprekidno preslikavanje.
Pokazat ¢emo da je za svaki zatvoreni skup F' € X, zatvoren i skup g~ (F) =
f(F) € Y. Buduéi da je X kompaktan i F' zatvoren, po teoremu F je
kompaktan pa je po teoremui f(F) kompaktan. Kako je Y Hausdorffov,
po teoremu [6.9] f(F) je zatvoren podskup od Y. ]
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Za Hausdorffov prostor X koji je kompaktan i povezan kazemo da je

kontinuum.

Teorem 6.17. Neka su (X,d), (Y,d) metricki prostori i f : X — Y ne-
prekidno preslikavange. Ako je prostor X kompaktan, onda je f uniformno

neprekdno preslikavanje.

Dokaz. Treba pokazati da za svaki € > 0 postoji 0 > 0 takav da d(z,2") < 0
povlaci d(f(z'), f(z")) < € za sve 2/, 2" € X. Po pretpostavci, za svaki ¢ > 0
i za svaku tocku x € X postoji 6(x) > 0 takav da

£

d(z',z) < o(z) = d(f(2'), f(z)) < 3 (6.1)

Kugle K (z, %5@)), x € X, tvore otvoreni pokriva¢ prostora X. Zbog kom-
paktnosti postoji konacan skup tocaka {z1,...,z,} € X sa svojstvom da
kugle K (z;,16(x;)), i € {1,...,n}, tvore pokriva¢ prostora X.

Neka je d = min{1d(z1),...,2d(z,)} > 0. Neka su 2/,2” € X proizvoljne
tocke za koje je d(z’,2”) < §. Tada postoji i € {1,...,n} takav da je 2’ €
K(z;,56(x;)), tj. da je

(', i) < %5(%) < (z). (6.2)
S druge strane je
d(z",x;) < d(2",2") + d(z',2;) <6+ %6(%) < (). (6.3)
Prema , i zakljucujemo da vrijedi
d(f(2'), f(«")) < d(f(2"), f(2:)) + d(f(2"), f(2:)) <
sto dokazuje tvrdnju. O]

Teorem 6.18 (Dinijev teorem). Neka je T Hausdorffov kompaktan prostor
i (z,,) niz neprekidnih funkcija x, : T — R koji konvergira (obicno) prema
funkcigi xo : T — R. Ako je niz (x,) monoton i funkcija xo neprekidna, onda

() konvergira prema xo uniformno.
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Dokaz. Pretpostavimo prvo da niz (z,) raste, tj. da je za svaki s € T niz
(x,(s)) rastuéi niz realnih brojeva. Buduéi da je lim(xz,(s)) = xo(s) za svaki

s €T, za svaki € > 0 postoji n(s) € N takav da je

0

N

(6.4)

Wl M

To(5) — Tnis)(s) <

Zbog neprekidnosti funkcija zg i 2,s) u tocki s, postoji otvorena okolina

tocke s € T' sa svojstvom

teUls) = |o(t) — zo(s)| < % (6.5)
teU(s) = |Tus)(t) — Tugs)(5)] < g (6.6)

Iz , i slijedi
To(t) — Ty (1) = |20(t) — 2nie)(t)| <€, teU(s). (6.7)

Kako je po pretpostavci niz (z,(t)) rastudi, iz (6.7]) dobivamo
[2o(t)—2n(t)] = 2o(t) =2, (t) < To(t)—ans)(t) < e, n=n(s), teU(s). (6.8)

Familija (U(s),s € T') je otvoreni pokriva¢ za T pa postoji konac¢an pot-
pokriva¢ (U(s1),...,U(s,)), r € N. Neka je ng = max{n(s1),...,n(s,)}. Za
proizvoljnu toc¢ku t € T postoji i € {1,...,r} takav da je t € U(s;). Ako je
n = ng onda je n = n(s;) pa iz dobivamo

|20(t) = zn(t)] <€

pa niz (z,) konvergira uniformno prema z;.

Za silazan niz (x,,) zakljucak se dobije promatranjem rastuéeg niza (—x,,).
[

Lema 6.19. Neka je (X, d) metricki prostor sa svojstvom da svaki niz (x,)

u X 1ma barem jedno gomiliste. Tada je X potpuno omeden.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da X nije potpuno omeden. Tada postoji
e > 0 takav da se X ne moze pokriti s kona¢no kugala radijusa €. Zato induk-
tivno mozemo konstruirati niz (x,) u X takav da vrijedi x,, ¢ |/~ K (z;,¢).
Po pretpostavci leme, niz (z,,) ima barem jedno gomiliste, ozna¢imo ga xg.
Tada u okolini K (zy, 5) postoje ¢lanovi niza x; i x4 za neke j, ke N, j < k.
Bududi da je d(xj, zi) < d(xj,z0) + d(x0, ) < €, vrijedi z; € K(z;,¢), §to

je u kontradikciji s definicijom niza (z,), jer je j < k. ]

Teorem 6.20. Metricki prostor (X,d) je kompaktan ako i samo ako svaki

niz (x,) u X ima barem jedno gomiliste.

Dokaz. Neka je X kompaktan. Pretpostavimo da postoji niz (z,,) koji nema
niti jedno gomiliste. Tada za svaku tocku y € X postoji otvorena oko-
lina U(y) tocke y koja sadrzi samo kona¢no Clanova niza (z,). Neka je
(U(y1),--.,U(y,)) kona¢an potpokriva¢ otvorenog pokrivaca (U(y),y € X)
od X. Kako svaki od skupova U(y;) sadrzi kona¢no ¢lanova niza (z,) i
X = UJ._, U(y;), dobivamo kontradikciju s ¢injenicom da je N beskonacan
skup.

Pretpostavimo sada da svaki niz (z,,) u X ima barem jedno gomiliste. Po
lemi , X je potpuno omeden pa ima prebrojivu bazu (jer je svaki potpuno
omeden metricki prostor separabilan te metricki prostor ima prebrojivu bazu
ako 1 samo ako je separabilan). Stoga se u svaki otvoreni pokriva¢ U prostora
X moze upisati prebrojiv otvoreni pokriva¢ V. Po lemi postoji konacan
potpokriva¢ W pokrivaca V pa iz W <V < U slijedi da W profinjuje U, tj.
X je kompaktan. O]

Korolar 6.21. Metricki prostor (X, d) je kompaktan ako i samo ako za svaki

niz (x,) u X postoji podniz (z,,) koji konvergira u X .

Dokaz. Za svaki niz (x,) u X postoji podniz (x,,) koji konvergira u X ako

i samo ako svaki niz (z,) u X ima barem jedno gomiliste. O

Teorem 6.22. Za metricki prostor (X, d) slijedece turdnje su ekvivalentne:
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(i) Prostor (X,d) je kompaktan.

(11) Za svaki otvoreni prebrojivi pokrivac prostora X postoji konacan potpo-

krivac.

(111) Svaki silazni niz nepraznih zatvorenih podskupova F,, < X, F; 2 Fy 2

-2 F, 2..., ima neprazni presjek ﬂneN F,#+ 3.
(iv) Svaki beskonacan skup A < X ima barem jedno gomiliste u X .
(v) Svaki niz (x,) v X ima barem jedno gomiliste u X.

Dokaz. (i) = (it). Slijedi iz teorema [6.7]

(17) = (iii). Neka je [} © F» 2 --- 2 F,, © --- padajudi niz nepraznih
zatvorenih skupova F, < X. Pretpostavimo da je (), .y I = &. Tada su
skupovi U,, = X \ F,, otvoreni i vrijedi X = X N[, oy = U,en(X N F,) =
U,.en Un pa je (U, n € N) prebrojiv otvoreni pokriva¢ prostora X. Prema
(1) postoji k € N takav da je X = Uﬁ:l U, paje ﬂﬁ;l F, = ﬂfl:l(X\Un) =
X N UZZI U,=. Buduc¢ida je I} 2 Fy, 2 --- 2 F}, vrijedi ﬂﬁ:l F, = F;,
Sto je u kontradikciji s pretpostavkom da je Fj neprazan.

(1i1) = (iv). Neka je A € X beskonacan skup. Tada postoji injekcija
nw— x, € A, neN. Neka je B = {z, :ne N} € A Dovoljno je pokazati
da je skup B’ svih gomilista skupa B neprazan, jer je B’ € A’ pa je tada
i A’ neprazan. Pretpostavimo suprotno, tj. da je B’ = . Promotrimo
podskupove By = {x, : n > k}. Za svaki k vrijedi B;, € B’ = & pa je
Cl By = By u B}, = By, te su skupovi By, zatvoreni. Kako je svaki By # J i
By 2By 22 By 2---, prema (iii) vrijedi [y Br # &. Medutim, iz
definicije skupova By, vidimo da je [y Be = [ renizn :n =k} = &.

(t7v) = (v). Neka je (x,) niz u prostoru X. Ako je {z, : n € N}
konacan skup, onda se barem jedna od vrijednosti niza ponavlja beskonac¢no
puta pa je to gomiliste niza (z,). Ako je A = {x, : n € N} beskonacan skup,
onda po (iv) skup A ima bar jedno gomiliste xy koje je ujedno i gomiliste

niza (x,).
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(v) = (). Slijedi iz teorema [6.20] O

Korolar 6.23. Svaki metricki kompaktni prostor (X,d) je potpuno omeden

separabilan.

Dokaz. Da je X potpuno omeden slijedi iz (i) = (v) u teoremu|[6.22]i leme
te je X i separabilan. n

Za svaki kompaktni metricki prostor X postoji neprekidna injekcija u
Hibertov kvadar f : X — I® paje f : X — f(X) <€ I* homeomorfizam.
Dakle, svaki metricki kompakt dopusta homeomorfno smjestenje u Hilbertov
kvadar i to kao zatvoren podskup. Vrijedi i obrat, svaki zatvoren podskup

od I” je kompaktan metricki prostor.

Teorem 6.24. Metricki prostor (X, d) je kompaktan ako i samo ako je potpun

1 potpuno omeden.
Dokazat ¢emo najprije jednu lemu.

Lema 6.25. Neka je (X,d) potpuno omeden metricki prostor. Tada svaki

niz (x,) ima podniz (x,,) koji je Cauchyjev.

Dokaz. Neka je (z,) neki niz u potpuno omedenom prostoru X. Za svaki
€ > 0 skup X mozemo pokriti s kona¢no podskupova dijametra manjeg od ¢
pa barem jedan od tih podskupova sadrzi beskona¢no elemenata niza (z,,).
To znac¢i da za svaki € > 0 postoji beskonac¢an skup N. € N takav da je
diam{x, : n e N.} <e.
Induktivno ¢emo definirati padajuci niz beskona¢nih skupova N; 2 Ny 2
- 2 N 2 -+ za koje vrijedi da je diam{x, : n € Ny} < +: Skup Niyy
dobije se primjenom gore opisanog zaklju¢ka na niz (z,,n € Ni)ic = k:+r1
Kako je svaki od skupova Ny beskonacan, mozemo odabrati rastuéi niz n; <
ng < --- < ng < --- takav da je ny € Ng. Pokazat ¢emo da je dobiveni
podniz (z,,,k € N) Cauchyjev: Za svaki p € N vrijedi nj4, € Nitp S Ni pa

je d(xp,, Tny,,) < diam{z, : n € Ny} < 1, $to dokazuje tvrdnju. O
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Dokaz teorema[6.24). Pretpostavimo prvo da je metricki prostor (X, d) pot-
pun i potpuno omeden. Po korolaru [6.21], dovoljno je pokazati da svaki niz
(2,) u X ima konvergentan podniz. Po lemi[6.25 niz (z,,) ima podniz ()
koji je Cauchyjev pa je zbog potpunosti prostora X taj podniz konvergentan.

Obrat, neka je (X,d) kompaktan metricki prostor. Tada je po korolaru
prostor X potpuno omeden. Nadalje, neka je (z,,) Cauchyjev nizu X. Po
korolaru niz (z,) ima konvergentni podniz, a kako je niz (z,,) Cauchyjev
onda (x,) konvergira, sto dokazuje da je prostor (X, d) potpun. O
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