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Sadrzaj predavanja
.

@ Parabolicka jednadzba u 1D — razni oblici diskretizacija
1 numericko rjeSavanje:
Eksplicitna metoda — linearni problem.

o P

Stabilnost eksplicitne metode — problem izbora
koraka.

Implicitna metoda — linearni problem.

Implicitna metoda — nelinearni problem.
Crank—Nicolson metoda — linearni problem.
Crank—Nicolson metoda — nelinearni problem.
Diskretizacija rubnih uvjeta — dodatne jednadzbe.
Rjesavanje tridijagonalnog linearnog sustava.

PpEPPPEP

Metoda jednostavne iteracije za nelinearni problem.
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Informacije

Konzultacije (trajno, nazalost):
@ utorak, 16-17 sati, petak, 19-20 sati.

Sljedeca tri tjedna — imamo nastavu:
@ 19.5., 26.5., 2.6.

Naravno, do na strajk!
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Diferencijske metode
za parabolicke PDJ
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Uvod — oblik jednadzbe za opis metoda

Za pocetak, gledamo diskretizacije 1 numericko rjesavanje
“obicne” linearne jednadzbe oblika

ou  O%u

E:@—'_f(x?t)a

gdje je f poznata (zadana) funkcija.
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Eksplicitna metoda
L,

Diskretizacija jednadzbe se vrsi u (unutarnjoj) tocki domene
(x;,t"), po “predlosku” (engl. “stencil”) na sljedecoj slici

Ax
n—+1 @ A
At
n @ X o '
J—1 J J+1

Derivaciju po vremenu diskretiziramo razlikom unaprijed!
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Eksplicitna metoda

Derivaciju po vremenu zamijenimo razlikom unaprijed

a ’an—i_l "
_u(ajj’tn) ~ J J

ot At

a drugu derivaciju po prostoru drugom simetricnom razlikom

0- uy g — 2ui +uf

Y

@U(Ij’ ") & Ax? ’

Time smo dobili diferencijsku shemu

1
At

1

(u?’H—l un) — AZEZ( j+1

; —2uy +uy )+ f7

koja vrijedi za sve unutarnje ¢vorove mreze.
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Eksplicitna metoda
L arhh——

Prethodnu diferencijsku shemu mozemo zapisati kao

uI =l Fd(ul =20 +ul ) + A T

pri cemu je

At

d.=—

Ax?
tzv. diftuzijski broj.

Ime dolazi iz jednadzbe difuzije s konstantnim koeficijentom.
Da bismo nasli rjeSenje inicijalnog rubnog problema, moramo
jos uvrstiti

@ “diskretizirane” pocetne 1 rubne uvjete

u gornju diferencijsku shemu.
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Eksplicitna metoda

Diskretizirani pocetni uvjet je
O .
w; =v(r;), j=12,..., M.

Uzmimo (radi jednostavnosti) da su rubni uvjeti Dirichletovi.
Onda imamo

Ug — gO,a(tn)a u%+1 — gO,b(tn)a n = 07 17 27 s

Moze 1 pocetni uvjet za 7 =0, M + 1, a rubni za n > 0.

n+1
J
neovisno od drugih vrijednosti u trenutku (n + 1)At. Dakle,

Uocite da se tada vrijednost u;"" moze izracunati direktno, i

@ ova shema je eksplicitna

1 zove se eksplicitna Eulerova metoda.
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Eksplicitna metoda
L arhh——

Lokalna greska diskretizacije jednadzbe je

1, 0% o1, 0% .

+ O(A¥) + O(Az?),

pa je ova shema konzistentna (dj — 0, kad At, Ax — 0).

Metoda konvergira ako globalna greska aproksimacije funkcije

el = u(r;, ") — uj

tezi prema nuli, kad At, Az — 0.

Uz konzistentnost, za to trebamo jos i stabilnost sheme.
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Eksplicitna metoda
L arhh——

Moze se pokazati da je eksplicitna metoda stabilna,

@ ako i samo ako za broj difuzije vrijedi

At 1

d=— < —.
Ax? — 2

To namece ostru vezu izmedu koraka At i Az, pa je
@ eksplicitna metoda katkad neugodna za upotrebu.

Razlog: moramo uzeti jako mali vremenski korak At, da
dobijemo konvergenciju.

Primjer. Ponasanje metode za d = 0.4 1 d = 0.6.
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Implicitna metoda
L arhh——

Jedina razlika implicitne metode obzirom na eksplicitnu je da
se diskretizacija jednadzbe vrsi u (unutarnjoj) tocki domene

(z;,t"*1), po “predlosku” na sljedecoj slici

Ax
n+1 @ X ®
At
n O '
j—1 j j+1

Derivaciju po vremenu diskretiziramo razlikom unazad!
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Implicitna metoda

Formula je ista kao 1 prije, samo u drugoj tocki.

O Tt —
_U(:E],tn+1) ~ J J .

ot At

Zbog toga, drugu derivaciju po prostoru zamijenimo drugom
simetricnom razlikom, ali u sljedecem vremenskom trenutku

2 n+1 n+1 n+1
0 . Uiy — 2u; "+ U

2 J? ~ 2 )
Ox Ax

Time smo dobili diferencijsku shemu

Lty L

Kt(uj j ) = A—la(ujﬂ j

n+1 2un—|—1 i un—|—1
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Implicitna metoda
L,

Prethodnu diferencijsku shemu mozemo zapisati kao

n+l n+l n+1 n+1l1y __ n . fn+l

u svim unutarnjim ¢vorovima mreze.

Kad dodamo pocetni uvjet 1 rubne uvjete, za dani n,

n+1

@ vrijednosti u; " u sljedecem vremenskom trenutku

dobivamo kao

@ rjesenje tridijagonalnog linearnog sustava jednadzbi.

Zato je ova shema implicitna i zove se

@ 1mplicitna Eulerova metoda.
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Implicitna metoda
G

Lokalna greska diskretizacije jednadzbe je

. 1 0%u - 1., 0% -

+ O(At?) + O(Ax?),

Razlika obzirom na eksplicitnu metodu je samo u tocki i
prvom minusu. Zato je i implicitna shema konzistentna

Za razliku od ranije, moze se pokazati da je implicitna metoda
stabilna,

@ za svaku vrijednost broja difuzije d, bez ogranicenja,

Sto osigurava 1 konvergenciju metode.

Primjer. Ponasanje metode za d = 0.4 1 d = 1.0.
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¥ shema
e ———

Kombiniranjem eksplicitne 1 implicitne Eulerove metode, s
“tezinskim” parametrom 1, uz ¥ € |0, 1], dobivamo sljedec¢u
diferencijsku shemu

1o w10
v
™ A—ng(uyill —2ulT W)+ (L=0) [+ 0

Desna strana je, oc¢ito, tezinska sredina aproksimacija
derivacija u trenucima nAt i (n + 1)At. Za v

@ ¥ = 0 imamo eksplicitnu shemu,
@ ¢ = 1 imamo implicitnu shemu,

Q Y= % shemu zovemo Crank—Nicolsonova shema.
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¥ shema

Prethodna ¥ shema moze se zapisati i ovako

n—l—l n+l n+1 n—+1 n
w; T = Od(uy = 2ulT F i) = g

+ (L =0)d(uly —2u? +u?_ ) + AL((1 =) [+ 9 f7).

Lako se vidi da je shema implicitna ¢im je ¢ = 0, jer

@ opet vodi na rjesavanje tridijagonalnog linearnog sustava.

Lokalna greska diskretizacije jednadzbe je

0*u . 1 0*u o
dj = (“9">A e )~ AT gt

+ O(A¥?) + O(Ax?).
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Crank—Nicolson shema
e ————

Parametar 9 mozemo koristiti da bismo optimizirali to¢nost,
odnosno, stabilnost sheme.

Pokazuje se da je najbolje uzeti ¢ = %, tj. diskretizirati u
“srednjoj” tocki, po “predlosku”

Ax
n+1 @ @ 2
X At
n @ . o '
7 —1 9 7+1
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Crank—Nicolson shema

Za parametar ¥ = % dobivamo Crank—Nicolsonovu metodu

d

n d n n n n
uj+1_§(uj—_|—|_11_2 j+1+u]+11)_uj +§( J+1 2U’ —|—U )

)

Lokalna greska diskretizacije jednadzbe je

d = ——A:I: @(xj,t ™+ O(At) + O(Ax?),
tj. dobivamo za jedan red tocniju aproksimaciju u vremensko]
varijabli.
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- Crank—Nicolson shema
e ——

Moze se pokazati da je Crank—Nicolson metoda stabilna,
@ za svaku vrijednost broja difuzije d, bez ogranicenja,

(kao i implicitne metode), §to osigurava i konvergenciju
metode.

Primjer. Ponasanje metode za d = 0.4 1 d = 1.0.
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Metode za nelinearni oblik jednadzbe
TGS,

Nelinearni oblik parabolicke jednadzbe je

g—? — (%(D(u) %) + f(,1).
Funkcija D moze ovisiti o rjesenju u, ili direktno o x 1 t.
Napomena. U jednadzbi difuzije je f ovisio samo o x. Da
“skratimo” pisanje formula, uzimamo da je f(x,t) = 0.
Vremensku derivaciju diskretiziramo kao i ranije.
Za prostornu koristimo simetricne centralne razlike.

Oznake za diskretizirane vrijednosti funkcije D

DY := D(u(x;,t")) = D(u?), DY := D(x;,t").

J J J
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Implicitna metoda
I

Kod implicitne metode diskretizacija jednadzbe vrsi u
(unutarnjoj) tocki domene (x;, "), po “predlosku”

Ax
n+1 @ & ®
At
n o '
j—1 J Jj+1
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Implicitna metoda
L,

Derivaciju po vremenu diskretiziramo razlikom unazad

U — un
Eu(%’t )~ L

At

Prostornu derivaciju zamijenimo simetricnom centralnom
razlikom, u sljede¢em vremenskom trenutku

(D) ) .17 =

n+1 n+l__ n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
DY iy — (DY g + D7) p)ui™ + DT g™

Ax?

Q
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Implicitna metoda

Time smo dobili diferencijsku shemu

1 1
n—+1 n n—+1 n—|—1 n—+1
At (u “j) A2 (D +1/2%+1 T (Dj+1/2
n—+1 n+1
+ Dg +1/2 ]+1)

Ovu diferencijsku shemu mozemo zapisati kao

J

31/231

i Dn—|—1 n—|—1) _ un

u svim unutarnjim c¢vorovima mreze.

n—+1 n 1
_|_DJ‘|‘1/2) +

uj T — d(Dn 1/2“?111 — (Dn +1/2 T D?+11/2) it

yi )
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Implicitna metoda
I

Kad dodamo pocetni uvjet 1 rubne uvjete, za dani n,
n+1
J
opet dobivamo kao

@ vrijednosti u; 7" u sljede¢em vremenskom trenutku

@ rjesenje tridijagonalnog linearnog sustava jednadzbi.

Koeficijenti sustava ovise o prostoru i vremenu.

ZR2 2009, 7. i 8. predavanje — p.25/25



	OliveGreen {Sadrv {z}aj predavanja}strut 
	OliveGreen {Informacije}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Uvod --- oblik jednadv {z}be za opis metoda}strut 
	OliveGreen {Eksplicitna metoda}strut 
	OliveGreen {Eksplicitna metoda}strut 
	OliveGreen {Eksplicitna metoda}strut 
	OliveGreen {Eksplicitna metoda}strut 
	OliveGreen {Eksplicitna metoda}strut 
	OliveGreen {Eksplicitna metoda}strut 
	OliveGreen {Implicitna metoda}strut 
	OliveGreen {Implicitna metoda}strut 
	OliveGreen {Implicitna metoda}strut 
	OliveGreen {Implicitna metoda}strut 
	OliveGreen {$vartheta $ shema}strut 
	OliveGreen {$vartheta $ shema}strut 
	OliveGreen {Crank--Nicolson shema}strut 
	OliveGreen {Crank--Nicolson shema}strut 
	OliveGreen {Crank--Nicolson shema}strut 
	OliveGreen {Metode za nelinearni oblik jednadv {z}be}strut 
	OliveGreen {Implicitna metoda}strut 
	OliveGreen {Implicitna metoda}strut 
	OliveGreen {Implicitna metoda}strut 
	OliveGreen {Implicitna metoda}strut 

