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1. Blok iterativne
metode za linearne sustave

1.1. Ukratko o iterativnim metodama

Promatramo iterativne metode za rjeSavanje linearnog sustava Ax = b, gdje
je A regularna matrica reda n. Takva metoda poc¢inje s nekim pocetnim vektorom
2 a zatim generira niz iteracija ™, m € N, koji (nadamo se) konvergira prema
“pravom” rjesenju linearnog sustava x = A~'h.

Standardne “jednokoracne” metode, ili metode prvog reda, nalaze sljedec¢u
aproksimaciju z(™ ) iz jednog prethodnog vektora 2™ (a ne vige njih), eventualno
koristeci jedan “medukorak” i popravak iteracije u odgovaraju¢em smjeru.

Najjednostavniji oblik iterativnih metoda dobivamo rastavom matrice A na
par matrica (M, K) (obje reda n) za koje vrijedi

(a) A=M - K,

(b) M je regularna.
Bilo koji takav rastav matrice A generira iterativiu metodu na sljede¢i nacin:

Av=Mzr—Kr=b — Mz=Kx+b,
pa zbog regularnosti od M izlazi
r=M"Kx+M'b
Ako oznacimo R = M 'K, ¢ = M~'b, onda je prethodna relacija ekvivalentna s
r = Rx +c.

Iz ove relacije odmah mozemo definirati iterativnu metodu oblika “jednostavne”

iteracije
gm) = Re™ 4 m e N,. (1.1.1)
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Pravo rjesenje x sustava Az = b je fiksna tocka iteracijske funkcije (1.1.1), tj. fiksna
tocka preslikavanja
f(z) = Rz +c.

Drugi standardni oblik iterativnih metoda interpretira novu iteraciju kao ko-
rekciju prethodne, preko reziduala prethodne iteracije. Rezidual prethodne itera-
cije ™ je

rm = b — Az(™

Korekcija ili nova iteracija ima oblik
gt = g0 A = ) (b — Az™), m o€ N, (1.1.2)

gdje je M neka regularna matrica koja se jednostavno invertira, s idejom da je
M dobra aproksimacija za A, tj. da je M 1A “blizu” jediniéne matrice I. Takvu
matricu M zovemo “predkondicioniranje” za sustav Az = b (engl. “preconditioner”).

Kad bismo uzeli M = A, tj. M—*A = I, onda iz (1.1.2) dobivamo
D) = M) AN — Ax(™)) = 2™ 4 A71h — A7 Az™) = A7,

sto je pravo rjeSenje sustava Axr = b. Naravno, u praksi to ne ide, jer se A tesko
invertira. Upravo zato i koristimo iterativne metode u kojima je M neka dobra
aproksimacija za A koja se lako invertira.

Matrica M u (1.1.2) je ista matrica M kao u rastavu matrice A = M — K, koji
generira iteraciju (1.1.1). Zato i koristimo istu oznaku M. Naime, relaciju (1.1.2)
mozemo napisati u obliku

l'(erl)_([ M~ 1A) (m) —|—M 1b

S druge strane, kad u (1.1.1) uvrstimo oznake R = M 'K, ¢ = M~1b, i jos iskori-
stimo K = M — A iz rastava matrice A, dobivamo

M) = MUK M = MTY(M — A)z™ 4 M
= (I — M *A)z™ + M~1p.
Dakle, matrica M ima isto znacenje u obje formulacije!

Zbog linearnosti problema Ax = b, oba oblika iterativnih metoda imaju jos

jednostavniji zapis u terminu greske. Greska m-te iteracije je
el™ =g — 2™ = A7y — 2™

Iz prvog oblika iteracije (1.1.1), koriste¢i © = Rx + ¢, dobivamo vezu gresaka sus-
jednih iteracija

z — 2™ = (Rz +¢) — (Rz™ + ¢) = R(z — z™),
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odakle odmah slijedi
emt) — Relm) (1.1.3)

Analogno, iz drugog oblika (1.1.2) dobivamo

— 2™ =g — 20 4 M (b — A2™)] =2 — 2™ — MY Az — Az(™)
=z —a™ - M~ A(z — 2™),

odakle slijedi
et = (I — M1 A)e™, (1.1.4)

Ako zelimo da greska e(™ tezi prema nuli kad m — oo, iz zapisa (1.1.3) i (1.1.4)
odmah se vidi da odgovarajuée matrice iteracija R, odnosno, I — M~'A, moraju
biti “kontrakcije”, tj. njihov spektralni radijus mora biti strogo manji od 1.

Iz definicijskih relacija za rezidual i gresku m-te iteracije
M= p— Az oM = g — gm) = A=1p — g™

odmah vidimo da je

tj. prava greska e(™ (koju ne znamo!) je rjesenje linearnog sustava Ae™ = r(m),
Desna strana ovog sustava je rezidual trenutne iteracije 7™, a ne b. Vektor (™ se
moze izra¢unati iz trenutne aproksimacije (™.

U praksi se metoda jednostavne iteracije za linearne sustave dosta cesto real-
izira u sljede¢em obliku, preko reziduala i korekcije.

Algoritam 1.1.1. (Jednostavna iteracija) Neka je M izabrana matrica pred-
kondicioniranja za A i neka je 9 pocetna aproksimacija rjesenja sustava Ax =b.

zam =0,1,..., ponavljaj
izracunaj rezidual r™ = b — Az(™);
rijesi sustav Me(™ = r(m);
korigiraj aproksimaciju z(™m*1) = 2™ 4 (™).

Ponovimo jos standardne iterativne metode. Njih dobivamo iz rastava matrice
A oblika
A=D-L-T,
gdje je D dijagonalna matrica koja sadrzi dijagonalu od A, L je strogo donja
trokutasta matrica koja sadrzi strogo donji trokut od A, a U je strogo gornja
trokutasta matrica koja sadrzi strogo gornji trokut od A.
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U Jacobijevoj iterativnoj metodi matrica predkondicioniranja M sadrzi samo
dijagonalu od A, tj. vrijedi M, = D, K, = L + U. Veza nove i stare iteracije je

Dz = (L + U)z™ + b

Odavde dobivamo o
Rjee =D ' (L+U), cje=D""b

Za komponente vektora z(™t1) nove iteracije vrijedi relacija
2™t = <b - Z ajkx("”), ji=1,...,n. (1.1.5)
@jj
k#]

Neformalno rec¢eno, u Jacobijevoj metodi o¢ekujemo da je A “skoro dijagonalna”,
tj. da je D~! dobra aproksimacija za A~!.

U Gauss—Seidelovoj iterativnoj metodi matrica M sadrzi cijeli donji trokut od
A, tako da je Mgs = D — L, Kgs = U. Veza nove i stare iteracije je

(D — L)z = Uz™ 4 p.
Odavde dobivamo
Rgg = (D — Z)*lﬁ, cas = (D — Z)flb.

Za komponente vektora z(™*1) nove iteracije vrijedi relacija

g;§m+1— ( Zaj (m+1) _ Zajkx;’”’), j=1,...,n. (1.1.6)
Qs k=j+1

Neformalno re¢eno, u Gauss—Seidelovoj metodi ocekujemo da je A “skoro donja

trokutasta”, tj. da je (D — f/)_l dobra aproksimacija za A~

U SOR(w) iterativnoj metodi s parametrom w uzmimamo Mgor = w™'D — L.
Veza nove i stare iteracije je

1 - 1— _
(— D— L)x<m+1> _ (—“’D + U)x(m) +b,
w w
Odavde dobivamo

1 Nl -
Fsonw = (S D-L) (~-“D+70),

w
-1

1 ~
CSOR(w) = <; D — L) b.

Za komponente vektora z(™*1) nove iteracije vrijedi relacija

$§'m+1) = (1—W)$(m)+_( Z ajkx(m+1)_ Z a’jkxgﬁm))a j = 15 sy N (117)
k=j+1
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1.2. Blok iterativne metode

Pretpostavimo da je matrica A reda n particionirana na blokove na sljedeci
nacin

A A o Ay
A A.21 A'22 - A.QN |
Ant An2 -0 Apny
gdje su dijagonalni blokovi A;; kvadratne matrice reda n;, za 7 =1,..., N. Na isti

nacin particioniramo vektor nepoznanica x i vektor desne strane b
T T
r=(x1,...,2n)", b=(b1,...,bn)",
gdje su x; i b; vektori duljine n;.

Ako su dijagonalni blokovi A;; regularne matrice, onda mozemo definirati
blok iterativne metode. Njih dobivamo tako da umjesto elemenata uvrstimo odgo-
varajuce blokove u relacije za standardne iterativne metode.

U blok Jacobijevoj iterativnoj metodi matrica M sadrzi samo dijagonalne
blokove od A. Za blok komponente vektora (™1 vrijedi

m+1 m .
"t = Ay (b - Z Ajay )), j=1,...,N. (1.2.1)
k#]

U praksi se rijetko eksplicitno racuna inverz AJ] , ve¢ se gornje relacije svode na
rjeSavanje linearnog sustava s matricom A;;, reda n;. Neformalno rec¢eno, u blok
Jacobijevoj metodi oc¢ekujemo da je A “skoro blok dijagonalna”.

U blok Gauss—Seidelovoj iterativnoj metodi matrica M sadrzi cijeli blok donji
trokut od A, zajedno s dijagonalnim blokovima. Za blok komponente vektora 2(™+1)
vrijedi

N
A = g (o ZAM;””— > Apaf”), j=lo N (122)
k=j+1

Neformalno rec¢eno, u blok Gauss—Seidelovoj metodi o¢ekujemo da je A “skoro blok
donja trokutasta’”.

U blok SOR(w) iterativnoj metodi s parametrom w za blok komponente vek-
tora 2V vrijedi

N

2D = (1= w)a™ 4 wA (b —ZAM;(J”“ > Ajk:vém)), j=1,...,N.
k=j+1

(1.2.3)
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U primjenama blok iterativnih metoda standardno se koristi oznaka D; := A;;
za dijagonalne blokove matrice A, tako da particija matrice A ima oblik

Dl A12 Tt AlN
A= A.21 1?2 : AQN
ANl ANZ Tt DN

Za standardne blok iterativne metode blokovi D; moraju biti regularne matrice.
Onda linearni sustavi za blok komponente xg.m“) u relacijama (1.2.1)—(1.2.3) uvijek
imaju jedinstveno rjesSenje.

Vec¢ smo rekli da u blok Jacobijevoj iterativnoj metodi matrica predkondicioni-
ranja M sadrzi samo dijagonalne blokove od A. U ovim oznakama je

DA = MBJac = diag(Dl, DQ, N DN)
Matrica iteracije B := Rpy,. u blok Jacobijevoj metodi onda ima oblik

B:=Rpje=1—-Mz\ A=1-D;'A.

Ako su svi dijagonalni blokovi D; u matrici A bas dijagonalne matrice, onda
nema razlike izmedu obi¢nih “tockovnih” (ili komponentnih) iterativnih metoda
definiranih relacijama (1.1.5)—(1.1.7) i odgovarajucih blok varijanti (1.2.1)—(1.2.3).
Bez obzira na dimenzije dijagonalnih blokova (tj. i za n; > 1), obi¢na i blok metoda
generiraju iste vektore z("+1.

Razlike izmedu obicnih i blok metoda nastaju tek kad dijagonalni blokovi D
nisu (svi) dijagonalni. Ilustrirajmo to na primjeru diskretizacije Poissonove jed-
nadzbe na jedinicnom kvadratu, uz pretpostavku da koristimo standardnu ekvidis-
tantnu diskretizaciju s 5 tocaka.

Sve standardne numeracije ¢vorova vode na linearni sustav s blok tridijagonal-
nom matricom oblika

D, Uy
Ly Dy U,
A= , (1.2.4)
Ly Dp1 Upa
L L D, J
gdje su Dj, j = 1,...,m, regularne matrice. Kod diskretne Poissonove jednadzbe

dodatno jo§ znamo da je A simetricna i pozitivno definitna, tako da je U; = LJT, za
j=1,...,m. Detaljnija struktura matrice A ovisi o izboru numeracije.
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Matrice A oblika (1.2.4) imaju svojstvo (A™) i za njih vrijede svi rezultati o
optimalnom izboru parametra w za SOR(w) metodu po komponentama. Zanimljivo
je da ti rezultati vrijede i za blok varijantu SOR metode, s tim da za osnovnu
matricu treba uzeti matricu iteracije B iz blok Jacobijeve metode.

Teorem 1.2.1. Pretpostavimo da matrica A ima svojstvo (A™) (Sto znaci da A ima
i konzistentan poredak) i da matrica iteracije B := Rpjqc u blok Jacobijevoj metodi
ima samo realne svojstvene vrijednosti.

Onda blok SOR(w) metoda konvergira za bilo koji pocetni vektor ako i samo
ako je p = p(B) < 1 (tj. blok Jacobijeva metoda konvergira) i vrijedi 0 < w < 2.
Dodatno, za pn < 1 onda vrijedi 1

2
R RN -

P(RBSOR(wopt)) = Wopt — 1 = - A
wopt) 2 TP (VT =22 14T 2

a za sve w € (0,2) vrijedi

1—w+ L0 +wpny/1 —w+3w2p2, 20 0 < w < wep,
P(RBSOR(w)) _ { 2 \/ 1 opt

w—1, 20 Wopt < w < 2.

Slicno kao i u komponentnom sluc¢aju, pretpostavke prethodnog teorema su
sigurno ispunjene za simetricne pozitivno definitne matrice A, s tim da treba dodati
zahtjev da su i dijagonalni blokovi pozitivno definitni (u komponentnom slucaju,
pozitivnost dijagonalnih elemenata slijedi direktno iz pozitivne definitnosti matrice

A).

Teorem 1.2.2. Ako su A i D simetricne i pozitivno definitne matrice i ako A ima
svojstvo (A™), onda matrica iteracije B u blok Jacobijevoj metodi ima samo realne
svojstvene vrijednosti i vrijedi p = p(B) < 1.

To znaci da blok Jacobijeva metoda sigurno konvergira. Po prvom teoremu,
to onda vrijedi i za blok SOR(w) metodu za 0 < w < 2, s tim da znamo i optimalni
izbor parametra w.

Vratimo se sad matricama koje nastaju diskretizacijom Poissonove jednadzbe
na jedini¢nom kvadratu. Pretpostavljamo da je korak diskretizacije u oba smjera
jednak h = 1/(N + 1), tako da imamo ukupno N x N unutarnjih ¢vorova (s nepo-
znatim vrijednostima), a dobivena matrica A je redan =N x N.

Primjer takve diskretizacije za N = 3 dan je na sljedecoj slici, s tim da
su unutarnji évorovi v;; oznaCeni s dva indeksa, prema koordinatama (ih, jh) u
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diskretizaciji.
j=4
. V1,3 V2,3 V3.3
Jj=3
. V1,2 V22 V3.2
Jj=2
. V1,1 V2.1 V3.1
J=1
J=0

1=0 1=1 =2 +=3 i=4

Ako koristimo “crveno—crnu” numeraciju ¢vorova, dobivamo matricu A ob-
lika (1.2.4) sa samo m = 2 dijagonalna bloka

D, LT

Ly D,
Svaki dijagonalni blok odgovara ¢vorovima iste boje i lako se vidi da su oba bloka
Dy i Dy bas dijagonalne matrice.

Na primjer, za N = 3, crveno—crni poredak

Uyq Vg Us

U7 U3 Us

U1 Vg V2




1. BLOK ITERATIVNE METODE ZA LINEARNE SUSTAVE

BLOK ITERACIJE - 9

daje matricu

4
4
A=
-1 -1
-1
-1

—1

-1 -1

1 ~1
11 -1 -1
: ~1 ~1
: —1 -1
Ca T
l 4

l 4

l 4

Slicno se dogada i ako ¢vorove numeriramo sekvencijalno po susjednim di-
jagonalama mreze (uvijek u istom smjeru). Dobivamo matricu A oblika (1.2.4) s
m = 2N — 1 dijagonalnih blokova, a izvandijagonalni blokovi L; su bidijagonalne

matrice s elementima —1.

Na primjer, za N = 3, dijagonalna numeracija

Ve Ug Vg
U3 Us U7
U1 V2 Vg
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daje matricu

[ 4;_1 —1 I I |
—— - == +---——-- F-— -
-1 4 -1 =1 I I
[ [ [ [
—11 41 -1 =1 I
—— - == +---——-- F-— -
=1 4 =1 I
[ [ [ [
A= -1 -1 4 -1 -1
[ [ [ [
I —1 1 4 —1 1
—— - - o —— - I -
! -1 -1 4 -1
[ [ [ [
! ! ~1 -1 41 —1
—— - == +---——-- F-— -
I I -1 =11 4

U oba slucaja, dijagonalni blokovi matrice A su skalarne dijagonalne matrice,
D; = 4I,,;, za odgovarajuce redove n;. Zato nema razlike izmedu komponentnih
i blok iterativnih metoda. Iz istog razloga, lako se vidi da standardne iterativne
metode imaju potpuno ista svojstva za obje ove numeracije.

Vec¢ smo ranije pokazali da za obi¢nu Jacobijevu metodu vrijedi

P(R ) = cos = cos h.

s
N+1
Kad N raste, tj. kad korak h pada prema nuli, vidimo da p(Rj,.) tezi prema 1, i
tada vrijedi

1
P(Rjge) = cosmh ~ 1 — 5(7Th)2, (1.2.5)
s greskom O(h*). Za Gauss-Seidelovu metodu znamo da je
_ 2 _ 2 T 2
p(Ras) = (p(Ruue)) = cos? 7 = cosnh,
pa za velike N dobivamo
p(Rgs) = cos® th ~ 1 — (7h)>. (1.2.6)

Konacno, koristeéi prethodne teoreme, za obi¢nu SOR(w) dobivamo optimalni izbor

parametra
2 2

1+ sin 15 - 1+sinwh’

Wopt =

a pripadni (najmanji) spektralni radijus je
l-singy 1—sinwh

- 1+ sin 15 ~ 1+sin7h’

P(RSOR(wom)) = Wopt — 1
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Za velike N je

2
oot = ————— ~ 2(1 — 7h 1.2.7
Wopt 1 +sinwh ( mh) ( )

P(R50R(wop)) = Wopt — 1 = 1 — 27h. (1.2.8)

Spektralni radijus kod Jacobijeve metode i kod Gauss—Seidelove metode ima
oblik 1 — O(h?), dok kod SOR metode s optimalnim parametrom spektralni radijus
ima oblik 1 — O(h), sto pokazuje da je SOR(wept) reda velicine N puta brzi i od
Jacobijeve i od Gauss—Seidelove metode.

Ako ¢évorove numeriramo “prirodno”, tj. sekvencijalno po stupcima (ili, po re-
cima), uvijek u istom smjeru — recimo, odozdo nagore (ili, slijeva udesno), dobivamo
matricu A oblika (1.2.4) s m = N dijagonalnih blokova. Svi blokovi su kvadratne
matrice istog reda n; = N, za j=1,..., N.

Za razliku od ranije, svi dijagonalni blokovi D; su simetricne tridijagonalne
matrice reda N, oblika

4 -1
—1 4 -1
Sy =D; = ,
-1 4 -1
L _1 4 J
a izvandijagonalni blokovi su L; = U; = —Iy, tj. negativne jedinicne matrice reda

N,zaj=1,...,N.

Za dani N, pripadna matrica A dobivena prirodnom numeracijom ¢vorova ima

oblik

Sy —Iy

—Iy Sy Iy
A= : (1.2.9)
_IN SN _IN
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Na primjer, za N = 3, prirodne numeracije po recima ili stupcima

U7 Ug Vg U3 Vg Vg
Vg Us Vg U2 Us U8
U1 V2 U3 U1 Vg v

daju matricu

4 1 1 | ]
| |
14 11 1 |
| |
—1 41 —11
__________ +_________+__________
-1 4 -1 1
| |
A= -1 -1 4 -1 -1
| |
1 1 4 1
__________ +_________+__________
1 4 -1
| |
| -1 -1 4 -1
| |
_ | 1 1 4

Za matrice A oblika (1.2.9) mozemo koristiti obi¢ne komponentne iterativne
metode, prebacivanjem u neki konzistentan poredak. Svojstva konvergencije ovih
metoda su ista kao i ranije.

Medutim, ovdje mozemo koristiti i blok iterativne metode, koje sad generiraju
drugaciji niz vektora i imaju drugacija svojstva konvergencije od komponentnih
metoda.

U blok Jacobijevoj iterativnoj metodi za matricu A iz (1.2.9), matrica pred-
kondicioniranja M sadrzi samo dijagonalne blokove od A, pa je

DA = MBJac = diag(SN,SN, .. .,SN).

Pripadna matrica iteracije u blok Jacobijevoj metodi je B := Rpj,. = I — DA i
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ima oblik i
0 Sy
Syt 0 Sy
B = : . . (1.2.10)
Syt 0 Sy
_ Syt 0]
Ovu matricu mozemo napisati preko Kroneckerovog produkta

B =Uy® Sy, (1.2.11)

gdje je Uy standardna tridijagonalna matrica za Cebisevljeve polinome (prve i)
druge vrste

0

Uy = . (1.2.12)

Iz ovog zapisa lako se nalaze sve svojstvene vrijednosti matrice B iz (1.2.10), a
zatim 1 njezin spektralni radijus pg := p(B).

U tu svrhu koristimo sljede¢i teorem o svojstvenim vrijednostima i vektorima
Kroneckerovog produkta matrica.

Teorem 1.2.3. Neka su F i G bilo koje dvije kvadratne matrice koje se mogu dijago-
nalizirati, s tim da je F' reda m, a G redan. Neka je Fo; = oz, zaj=1,...,m,
gdje su a; svojstvene vrijednosti matrice F', a x4, ..., Ty, je baza svojstvenih vektora
za F. Analogno, neka je Gyp = [Opxr, 2a k = 1,...,n, gdje su By svojstvene
vrijednosti matrice G, a yi, ...,y je baza svojstvenih vektora za G.

Kroneckerov produkt ovih matrica je matrica reda mn s blok zapisom

fll'G f12'G flmG
F®G: f21. f22. . f2 . ’
fmlG fm2G fmmG

koja se, takoder, moZe dijagonalizirati. Svojstvene vrijednosti ove matrice su
Ng=0a;- By, j=1,....m, k=1,...,n,
a pripadni svogstvent vektori imaju oblik zj, = x; @ yi, tj. po komponentama vrijedi

(Zj/f)(pfl)nJrq = ("L‘j)P ) (yk)Q’ b= 1’ cee, My q= 1a cee, N
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Ovaj teorem mozemo primijeniti na zapis (1.2.11) matrice B, s tim da je kod
nas m =n = N. Svojstvene vrijednosti matrice B su

)\]k(B):)‘J(UN))‘k(S]?fl% jakzla"'aNa

gdje su \;(Uy) svojstvene vrijednosti matrice Uy, a Ax(Sy') svojstvene vrijednosti
matrice Sy'.

Jo§ trebamo naéi svojstvene vrijednosti matrica Uy i Sy'. No, to nije veci
problem. Svojstvene vrijednosti matrice Uy iz (1.2.12) smo ve¢ izracunali kod ana-
lize svojstava matrice Ty koja nastaje diskretizacijom Poissonove jednadzbe u jednoj
dimenziji. Tamo smo pokazali da je

A;j(Uy) =2cos j=1,...,N.

g
N+1
Primijetimo da je Sy = 4Iy — Uy, pa je Sy* = (4Ix — Uy)~'. Neka je f funkcija
definirana s f(z) = 1/(4 — z). Ocito je f analiticka u okolini spektra matrice Uy
(sve svojstvene vrijednosti od Uy su realne i manje od 2, a tocka zy = 4 je jedini
pol funkcije f). Onda vrijedi

(S = M(f(UN)) = F(M(Un)),

pa je .
Me(SyH) = —, k=1,...,N
4 — QCOSN—+1
Zakljucujemo da je
2 cos <47 cos <L
\jr(B) = N = M G k=1,...,N.
4—2(:osN—Jrl 2—COSN—+1

Na kraju, za spektralni radijus pup := p(B) vrijedi

pp = p(B) = II}%X‘)\]';C(B)L j,k=1,...,N.

Za maksimizaciju brojnika treba uzeti 7 = 1, a za minimizaciju nazivnika treba uzeti
k=1, paje
N
pp = p(B) = — N+

- T
2 — cos N

Kad jos uvrstimo korak diskretizacije h = 1/(N+1), dobivamo da za blok Jacobijevu
iterativnu metodu vrijedi

s
COSyrg  cosmh

"B :p(B): T .
2—COSN—+1 2 —cosmh
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Pogledajmo sto se dogada kad N raste, tj. kad korak h pada prema nuli. Kao i
ranije, mozemo uzeti

cosmh =1— %(ﬂ'h)2 + O(RhY).

S prva dva ¢lana ovog razvoja izlazi

1— L(xh)2 1 — L(rwh)? 1 ?
cosmh ~ 2(71T ) _ %(W ) ~ (1 _ _(ﬁh)2) ~1— (rh)?
2—costh 2—(1—3(7h)?) 1+ 5(wh)? 2
tako da je
cosh
__cosmh L e 1.2.1
HB 2 —cosmh (mh)” ( K

s greskom O(h?).

Usporedbom s (1.2.6), vidimo da, za isti korak h, blok Jacobijeva metoda
za A konvergira podjednako brzo kao i obiéna Gauss-Seidelova metoda za ranije
matrice, tj. dvostruko brze od obi¢ne Jacobijeve metode za ranije matrice. Uocite
da ranije matrice mozemo napisati u obliku PAPT, gdje je P odgovarajué¢a matrica
permutacije za pripadnu renumeraciju ¢vorova.

Razlog za ovo “ubrzanje” lezi u ¢injenici da blok dijagonala Mpgj,. od A bolje
aproksimira matricu A, nego sto “obi¢na” komponentna dijagonala M j,. aproksimi-
ra ranije matrice PAPT, jer blok dijagonala sadrzi jos i dvije sporedne dijagonale.

Za blok Gauss—Seidelovu metodu znamo da je

B o [ cosmh )2
PIRsas) = (ns)” = <2 —cosmh/ ’
pa za velike N dobivamo
cosmh \? o\ 2 )
o(Rpcs) = (m> ~ (1 (xh)?)" ~ 1 - 2(xh)’, (1.2.14)

sto je opet dvostruko brze od obiéne Gauss-Seidelove metode za ranije matrice.

Za blok SOR(w) metodu, iz prethodnih teorema dobivamo optimalni izbor
parametra i pripadni (najmanji) spektralni radijus

2
WBopt = ————F———, P(RBSOR(wsop)) = WBopt — 1
op 1+\/m (WBopt) op

Za velike N je
V11— ph ~ \/1 - (1 - 2(7Th)2) = \/27h,

2 2
WBopt = ~ ~
P 1o s 1+V2rh

tako da je

2(1 — V2 7h) (1.2.15)
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P(RBSOR(wsp)) = Whopt — 1 & 1 — 2¢/27h. (1.2.16)

Kad ove rezultate za blok metode usporedimo s relacijama (1.2.5)-(1.2.8) za
komponentne iterativne metode, lako se vidi da relacije (1.2.13)—(1.2.16) mozemo
dobiti tako da u rezultate za komponentne metode, umjesto wh, stavimo /2 7h.

To znaci blok iterativne metode s finijom diskretizacijom h daju pribliznu istu
brzinu konvergencije kao i komponentne metode s grubljom diskretizacijom /2h.
Finija diskretizacija ima ukupno dvostruko vise ¢vorova od grublje.

Na kraju, usporedimo jos i slozenost (broj aritmetickih operacija) kod kom-
ponentnih i blok iterativnih metoda, za istu velicinu matrice A, tj. uz isti korak
diskretizacije h, ako se matrica A dobiva diskretizacijom Poissonove jednadzbe na
jedinicnom kvadratu.

U standardnim komponentnim iterativnim metodama — Jacobijevoj, Gauss—
Seidelovoj i SOR(w) metodi, za pojedina¢ne skalarne komponente novog vektora
2™ yrijede relacije (1.1.5)(1.1.7). Te relacije su redom

m ]‘ - m
" = f(bj — > apay )),

Qj; k=1
i)
y 1 = ]
Y = (by S apa™t - 3 %M/(gm)),

Qjj k=1 k=j+1

w it
xg-mﬂ) =(1 w)x(m) + —<bj > ajkx,(gmﬂ) - > a]kx,(gm)>,
ajj k=1 k=j+1
zaj=1,...,n.

Ako je A puna matrica, s reda veli¢ine n elemenata razli¢itih od nule u svakom
retku, onda racunanje svake komponente zahtijeva O(n) aritmetickih operacija.
Ukupno, za svaku novu iteraciju 2™+ trebamo reda veli¢ine O(n?) operacija. To
odgovara jednom mnozenju matrice reda n i vektora duljine n. Zato se iterativne
metode za pune matrice isplate, u usporedbi s direktnim metodama, samo ako je
broj iteracija bitno manji od n.

Ako je A Suplja matrica s konstantnim brojem elemenata razlicitih od nule u
svakom retku, onda racunanje svake komponente zahtijeva konstantan broj opera-
cija. Za svaku novu iteraciju (™*! onda trebamo reda veli¢ine O(n) operacija.

Na primjer, kod standardne diskretizacije s 5 tocaka za Poissonovu jednadzbu
na kvadratu, matrica A ima najvise 5 elemenata razli¢itih od nule u svakom retku,
pa racunanje svake iteracije traje linearno u n. Sliéno vrijedi i za drugacije
diskretizacije. Napomenimo da to nije optimalno za rjesenje cijelog problema (kao
kod Multigrid metode), jer broj potrebnih iteracija, takoder, ovisi o n.
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U standardnim blok iterativnim metodama — blok Jacobijevoj, blok Gauss—
Seidelovoj i blok SOR(w) metodi, za blok komponente novog vektora 2(™*%) vrijede
relacije (1.2.1)—(1.2.3). Te relacije su redom

2D = (b _ Z A]kxgﬁm)),

k#]

7j—1 N
2 = A7) (bj =3 Apa™t - Ajkxg”)),
k=1

k=j+1

j—1
xg-mﬂ) =(1- w)xg-m) + wAZ! <bj -3 Ay — Z Ayl ),
k=1 k=j+1
zaj =1,..., N, stim da svaka pojedina blok komponenta x§-m+1) ima n; elemenata.
Ovdje je Aj; kvadratna matrica reda n;, a A;;, je pravokutna matrica tipa n; x ng,

uz

N
Sy =
j=1

1b(m)

Ji Y3
gdje je bg- odgovarajuci vektor u velikim zagradama, kojeg svaki puta treba nanovo
izracunati, jer ovisi o trenutnoj iteraciji.

NaJVGCI dio posla u gornjim relacijama otpada na realizaciju operacije A

Pretpostavimo da je A puna matrica, s reda velicine n elemenata razli¢itih od
nule u svakom retku. Za cijeli vektor bﬁm) trebamo reda velicine O(n; - (n — n;))
operacija, §to odgovara mnozenju matrice tipa n; x (n —n;) i vektora duljine n, jer
preskacemo dijagonalni blok u sumi. Drugim rije¢ima, racunanje svake komponente
vektora b ) zahtijeva O(n — n;) aritmetickih operacija.

Efikasna realizacija operacije AJ] bj ™) ovisi ne samo o strukturi matrice Ajj i

njezinog inverza, ve¢ i o broju potrebmh iteracija. Ako je A;; puna matrica razumno

malog reda, onda se operacija AJ] bj svodi na rjesavanje linearnog sustava s ma-
tricom A;;. Direktno rjeSavanje tog sustava, na primjer, Gaussovim eliminacijama,

zahtijeva O(n ) operacija u svakoj iteraciji, sto je skupo.

Ako ima dovoljno memorije, vise se isplati unaprijed, prije iteracija, izracunati
i zapamtiti LR faktorizacije svih matrica A;;. Za svaku pojedinu matricu, to opet
treba O(n ) operacija, ali samo jednom, a ne u svakoj iteraciji. Ukupni broj opera-
cija u toj prvoj fazi je reda velic¢ine

N
¢,

=1
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gdje je ¢ = 2/3 za standardnu LR faktorizaciju. U idealnom slucaju, kad je N = \/n
i svi blokovi imaju istu dimenziju n; = y/n, dobivamo da je broj operacija u prvoj
fazi

v 2 2
S = Zymea =2,

2
3 3

—_

.

Sto je brze od jedne iteracije komponentne iterativne metode za pune matrice.

Nakon prve faze, za rjeSavanje sustava s matricom A;; u svakoj iteraciji tre-

2 .o . .o . . ~ .
bamo samo O(nj) operacija —( sz supstitucije unaprijed i unatrag. Za raCunanje
m

cijele nove blok komponente x; ) trebamo ukupno reda veli¢ine

n;j(n —n;) +n’

j:nj~n

operacija, ili reda velicine n operacija po svakom elementu, s tim da dulje traje
racunanje vektora desne strane bg-m), nego rjesSavanje linearnog sustava. Kad pozbra-
jamo po svim blokovima, vidimo da jedna blok iteracija ima podjednak broj ope-
racija O(n?) kao i komponentna iteracija. Cijeli ovaj postupak se jos dodatno isplati
ako su A;; Suplje matrice.

Druga alternativa je eksplicitno rac¢unanje i paméenje inverza Aj_jl. U tom
slucaju, operacija Aj’jlbg.m) se svodi na mnozenje matrice i vektora u svakoj iteraciji.

Ako je A;jl puna matrica, trajanje je, takoder, O(n?) operacija u svakoj iteraciji.

U opéem slucaju, preciznija analiza pokazuje da je bolja prva alternativa.
Stvarna usteda je u prvoj fazi, jer ne treba rijesiti n; linearnih sustava s raznim
desnim stranama (jedini¢nim vektorima) za nalazenje inverza. Broj operacija u
svakoj iteraciji je podjednak za obje alternative. Naravno, ako je A;jl Suplja matrica
ili se jednostavno racuna, onda je bolja druga alternativa.

Ako je A Suplja matrica s konstantnim brojem elemenata razlicitih od nule u
svakom retku, onda racunanje svake komponente vektora bg-m) zahtijeva samo kon-
stantan broj operacija. No, tad su i svi dijagonalni blokovi A;; Suplje matrice s
najvise konstantnim brojem elemenata razli¢itih od nule u svakom retku. Ostatak
zakljucka bitno ovisi o strukturi i svojstvima matrica A;;, jer pivotiranje u Gausso-
vim eliminacijama moze unistiti strukturu matrice, tako da opet trebamo O(n?)
operacija za LR faktorizaciju.

Sre¢om, u veéini prakticnih problema unaprijed znamo (iz prirode problema)
da pivotiranje u Gaussovim eliminacijama, odnosno, LR faktorizaciji, nije potrebno,
i da matrice A;; imaju specijalnu Suplju strukturu, koja se ¢uva u procesu elimi-
nacije, tj. u LR faktorizaciji. Direktno rjesavanje linearnog sustava s takvom ma-
tricom treba linearan broj operacija u redu matrice, tj. O(n;) operacija, neovisno
o tome radimo li prvo LR faktorizaciju ili ne. Dakle, trebamo konstantan broj
operacija po svakoj komponenti, odnosno, za svaku novu iteraciju 21 trebamo
reda velicine O(n) operacija. “Skriveni” faktor uz n moze biti nesto veéi nego kod
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komponentnih metoda, a ovisi o strukturi matrice A;; i algoritmu za rjeSavanje pri-
padnog sustava. Posebno, ako su A;; jos i vrpcaste matrice za koje pivotiranje nije
potrebno, onda je i “skriveni” faktor podjednak.

Ve¢ smo rekli da kod standardne diskretizacije s 5 tocaka za Poissonovu jed-
nadzbu na kvadratu, matrica A ima najvise 5 elemenata razli¢itih od nule u svakom
retku. Kod prirodne numeracije ¢vorova dobivamo idealnu blok strukturu matrice
A — imamo N = /n blokova jednakih velicina, reda N. Dodatno, svi dijago-
nalni blokovi D; su tridijagonalne pozitivno definitne matrice, tako da Gaussove
eliminacije ne trebaju pivotiranje. Direktni algoritam za rjesenje linearnog sustava s
matricom D; treba samo O(N) operacija. Osim toga, svi dijagonalni blokovi su iste
matrice D; = Sy, tako da mozemo unaprijed zapamtiti LR faktorizaciju matrice
Sn, iako to ne donosi bitne ustede, jer je matrica tridijagonalna.

Na kraju, od onih najvise 5 elemenata razli¢itih od nule u svakom retku, ve¢ina
ih je u dijagonalnim blokovima (po dva ili tri). U izvandijagonalnim blokovima
imamo po jedan ili najvise dva elementa razli¢ita od nule, tako da se racunanje
komponenti vektora bg-m) svodi na jedno ili dva oduzimanja. Broj operacija u blok
iterativnim metodama je isti kao kod komponentnih, a pokazali smo da blok metode
zahtijevaju manje iteracija za istu toc¢nost.



