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1.

Uvod

U ovom poglavlju navest ¢emo motivaciju za razvoj paralelnih racunala, nji-

hovu osnovnu klasifikaciju i povijesni razvoj.

1.1. Mali podsjetnik za ISO prefikse

Redovi velicina koji se danas spominju, vezani uz paralelna rac¢unala, su ogrom-

ni. Ovdje je podsjetnik za znacenje prefiksa:

Broj

kilo = 10? osnovnih jedinica (prefiks K);
mega = 10° osnovnih jedinica (prefiks M);
giga = 10° osnovnih jedinica (prefiks G);
tera = 10'? osnovnih jedinica (prefiks T);
peta = 10 osnovnih jedinica (prefiks P);
exa = 10" osnovnih jedinica (prefiks E?);
mili = 1073 osnovnih jedinica (prefiks m);
mikro = 1079 osnovnih jedinica (prefiks pu);
nano = 1079 osnovnih jedinica (prefiks n);
piko = 107! osnovnih jedinica (prefiks p);
femto = 10715 osnovnih jedinica (prefiks f);

ato = 107!8 osnovnih jedinica (prefiks a?).

realnih (floating point) operacija u sekundi oznacavat ¢emo s flops (floating

point operations per second). (Napomena: katkad u engleskom jeziku flops oznacava
i obitnu mnozinu od flop!)
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1.2. Razlozi razvoja

Paralelna racunala posljedica su tehnoloske revolucije s pocetka osamdesetih
godina — iste tehnoloske revolucije koja je omogucila PC racunala.

U posljednjih 15 godina dolazi do drasticnog povecanja gustoce tranzistora na
chipovima:

e Intel 8086 (1980.) sadrzavao je 50.000 tranzistora;
e Digital Alpha RISC (1992.) sadrzavao je 1.680.000 tranzistora.

Takoder, dolazi do dramatitnog povecanja takta (clock-a) racunala s 4 MHz
na danasnjih 400 MHz. Povec¢anje gustoce tranzistora i pove¢anje brzine rezultiraju
ubrzanjem preko 1000 puta.

Tih otprilike milijun tranzistora smjesteno je na povrsinu veliku priblizno
2 cm?. (Zacudo tre¢a dimenzija debljine chipa ne igra ulogu, obi¢no su chipovi
tanki. Zasto?!) Tehnoloski razlozi (veli¢ina tranzistora), barem prema danasnjim
saznanjima, ne dozvoljavaju daljnja radikalna smanjenja chipa. Zbog brzine puto-
vanja informacija kroz chip (koja ne moze biti veéa od brzine svjetlosti), daljnji
faktor 10 u ubrzanju postize se paralelizmom.

Za ilustraciju, pretpostavimo da zelimo sagraditi jednoprocesorsko racunalo
brzine 1 Tflops-a s 1 TB memorije. Ako podaci koje dohva¢amo iz memorije u
centralni procesor moraju putovati udaljenost r, oni moraju taj put prevaliti 102
puta u sekundi (pretpostavka da za svaku operaciju trebaju operandi iz memorije).
Ako podaci putuju brzinom svjetlosti ¢ = 3 - 10® m/s, onda je

c

r < Ton =0.3mm !

Dakle, cijelo racunalo trebalo bi stati u kutijicu stranice 0.3 mm.

Razmotrimo sad 1 TB memorije. Memorija se konvencionalno izraduje kao
planarna resetka. U ovom sluc¢aju ona bi imala dimenziju 10° x 10° rijeci (byte-a).
Ako je citavo racunalo smjesteno u kutijicu s bridovima 0.3 mm, onda jedan byte
mora stati u kvadrat s duljinom stranice p

0.3

p§1—06:3-10_7mm:3-10_10m ,

odnosno, veli¢ine manjeg atoma. A odakle bi izvirale zice?

Prema predvidanjima struénjaka, negdje iza 2000. godine, i kuéna PC racunala
postat ¢e paralelna.

Vodecu ulogu u razvoju paralelnih racunala imale su Sjedinjene Americke
Drzave, gdje su federalne sluzbe za znanost, tehnologiju i svemir (i naravno vojska)
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inicirale razvoj i hardware-a i software-a superkompjutera. Poznato je da vlada
moze poticati razvoj, ali bez ozbiljne komercijalne i industrijske primjene razvoj
stagnira (novac).

1.3. Potencijalna upotreba

Tradicionalno, ljudi prvo naprave neku teoriju (na papiru), a zatim je po-
kusavaju eksperimentalno dokazati (ili opovrgnuti) u laboratoriju — gradnjom pro-
totipova. Umjesto gradnje prototipova, danas se mogu numericki simulirati “pro-
totipovi”.

Kad je napravljen projekt razvoja paralelnih ra¢unala, analizirani su i problemi
koji bi se sekvencijalnim ra¢unalima tesko mogli rijesiti (zbog trajanja), a trebali bi
se rjesavati paralelnim racunalima.

Na listi mogucih primjena nasli su se slijedec¢i problemi:

e upotreba u naftnoj industriji — analiza novih naftonosnih polja i simulacija
eksploatacije nafte iz lezista ve¢ postojec¢ih polja;

e model zagadivanja zraka i tla, simulacija klime na Zemlji, vremenska prognoza;

e simulacija opticanja fluida — primjena u avioindustriji, ali i primjena u auto-
mobilskoj industriji (autori navode simulaciju sudara?!);

e dizajniranje novih lijekova modeliranjem novih smjesa;

e identifikacija novih materijala s posebnim svojstvima (kao s$to je supravodlji-
vost);

e simulacija elektro i plinske mreze s ciljem optimizacije proizvodnje i reakcije
na kvarove;

e proizvodnja animiranih filmova;

e podrska geografskom informacijskom sistemu NASA-e, uklju¢ivo i analizu po-
dataka u realnom vremenu sa satelita “Mission to Planeth Earth”;

e vojna upotreba, posebno u podruc¢jima “komandiranje i kontroliranje”, te kao
podrska odlucivanju;

e telekomunikacijske svrhe za brze multimedijalne servere (elektronske — trenut-
ne novine, Intrenet prijenosi dogadaja sa slikom, zvukom i masom dodatnih
informacija uzivo, predvidaju se Internet Sveucilista i sl.);

e brzo pretrazivanje dokumenata na Internetu.

Tipicna pitanja u fazi dizajniranja paralelnih ra¢unala bila su:
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e Da li su paralelna rac¢unala zapravo racunala opée namjene? (Tj. da li su
paralelna ra¢unala dovoljno fleksibilna kao sekvencijalna.)

e Da li je odredeni tip racunala bolji za neku svrhu nego drugi?

e Da li je za paralelno racunalo potreban bitno paralelan software? Trebaju li
za paralelna racunala bitno drugaciji programski jezici?

e Treba li paralelno racunalo biti izradeno od malo superbrzih (skupih) chipova
ili je bolje koristiti tisuée sporijih (jeftinijih) chipova — na primjer, chipova
za PC racunala? (“Armija mrava ili krdo slonova”?!)

Postoji nekoliko razloga zasto je bolje napraviti simulaciju racunalom:

e Stvarni fenomeni su katkad prekomplicirani da se modeliraju na papiru ili u
laboratoriju (na primjer, simulacija klime).

e Katkad su pokusi vrlo skupi, vrlo opasni i spori, ili ih je vrlo tesko napraviti
(simulacija naftnih buSotina, aerodinamicki tuneli, dizajn aviona i sl.).

e Veéina fizikalnih procesa ne podnosi promjenu skale (projektiranje propelera
brodova). Vrlo ¢esto, primjer pogresne skale vidimo na filmovima (izgaranje
male makete kuce koja gori normalnom brzinom — reskaliranje daje ogromne
plamenove i ubrzano gorenje).

1.4. Primjer modela klime na Zemlji

Prognoziranje vremena za nekoliko dana unaprijed, kao i dugorocna simulacija
klime (moderno: efekti El Nina), primjeri su koje mozemo simulirati paralelnim
racunalom.

Dijelovi jednostavnog modela klime na Zemlji prikazani su na slijede¢em dija-
gramu.
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Najjednostavniji klimatski model funkcija je 4 argumenta: zemljopisne Sirine,
duzine, visine (od tla) i vremena. Kao rezultat dobivamo 6 vrijednosti: temperaturu,
tlak, vlaznost i brzinu vjetra (komponente u 3 smjera). Generalniji model mogao bi
ukljucivati, na primjer, koncentraciju razlicitih plinova u atmosferi. Stvarni model
atmosferskih procesa ukljucivao bi i stvaranje oblaka, koli¢inu padalina, kemiju i sl.

Primijetimo da je klima neprekidna funkcija u svoje (barem) cetiri varijable.
Jasno je da racunalom mozemo simulirati kontinuirane procese samo u ponekim
(diskretnim) tockama. Zbog toga, potrebno je diskretizirati klimatski model. Tada
mozemo aproksimirati klimu samo u diskretizacionim tockama — tj. racunamo samo
vrijednosti klima(i, 7, k,n), gdje 4, j i k indeksiraju zemljopisnu §irinu, zemljopisnu
duzinu i visinu. Za razmak vremenskih koraka simulacije mozemo izabrati dt, pa
indeks n oznacava koji je to trenutak dt po redu (preciznije, vrijeme diskretiziramo
kao ¢ = n - dt i samo u visekratnicima od dt radimo simulaciju).

Algoritam za prognozu vremena (kratkoroénu) i simulaciju klime na Zemlji
(dugorocénu) je, zapravo, funkcija koja preslikava stanje klime u trenutku ¢, tj.
klima(i, j, k,n), za sve i, j i k, u stanje klime u susjednom vremenskom trenutku
klima(i, j, k,n+1). Algoritam sadrzi rjeSsavanje sistema jednadzbi koje opisuju model
klime — na primjer, Navier—Stokesove jednadzbe za gibanje plinova u atmosferi.

Pretpostavimo da diskretiziramo povrsinu Zemlje u polja stranice 1 km, te
visinski u 10 tocaka. Iz podataka o oplosju Zemlje, dobivamo da nam je za taj
model potrebno priblizno 5 - 10° diskretizacijskih tocaka. Ako koristimo 6 rijeci
(dugih 4 byte-a) po tocki diskretizacije, potrebno nam je 10'* = 0.1 TB memorije.
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Pretpostavimo da nam je za vremensku prognozu za 1 minutu u odgovarajucoj
diskretizacijskoj tocki potrebno 100 flop-a. Drugim rijecima, dt = 1 minuta, a za
racunanje svih klima(i, j, k,n+1), za sve i, j i k, iz klima(i, j, k, n), potrebno nam je
100%5-10° = 5-10* flop-a. Jasno je da za predvidanje vremena za slijedeéu minutu
ne smijemo potrositi vise od 1 minute vremena rada racunala (inace je jeftinije
pogledati kroz prozor). Dakle, ra¢unalo mora imati brzinu od najmanje

5- 10" flop-a/60 sekundi ~ 8 Gflops-a

Prognoza vremena za slijede¢ih 7 dana (s dozvoljenim vremenom ra¢unanja 24 sata)
mora biti 7 puta brza, tj. racunalo mora postizati brzinu od 56 Gflops-a. Predvidanje
klime po tom modelu za slijede¢ih 50 godina (s dozvoljenim vremenom rac¢unanja
mjesec dana) mora biti 50 - 12 = 600 puta brze, tj. racunalo mora postizati brzinu
od 4.8 Tflops-a.

Trenutni (1996.) modeli racunanja imaju rezoluciju od 4° zemljopisne Sirine
i 5° zemljopisne duzine, tj. priblizno 450 x 560 km. Cilj je profiniti mrezu 2 puta
u svakoj dimengziji, tj. da rezolucija bude 2° zemljopisne Sirine i 2.5° zemljopisne
duzine.

Velic¢ina takve baze podataka je ogromna. NASA je poslala u svemir vremenske
satelite za koje se ocekuje da dnevno posalju na Zemlju 1 TB informacija. Ukupno,
za sve godine koje ¢e sateliti biti u orbiti, to je priblizno 6 PB podataka, sto ne
moze spremiti niti jedno postojece racunalo.

Drugi autori spominju da se, za danasnji model 10—godisnje simulacije klime na
Zemlji, zahtijeva otprilike 10'® flop-a. S racunalima snage 10 gigaflops-a, za takvo
racunanje potrebno je otprilike 10 dana racunanja (to¢nije 11.57 dana). Takva
simulacija generira priblizno 10! bitova podataka!

Zmanstvenici bi zeljeli usavrsiti postoje¢i model slijede¢im poboljsanjima:

Danasnji model Zeljeni model Povecanje x
rezolucija 100 km rezolucija 10 km 10%-10?
jednost. reprezentacija procesa | slozena reprezentacija procesa 2-10
jednost. utjecaj oceana slozen utjecaj oceana 2-5
jednost. atmosferska kemija slozena atmosferska kemija 2-5
jednost. biosfera slozena biosfera ~ 2
10—god. simulacija 100-god. simulacija 10-102

Sve zajedno daje povecanje trajanja racunanja izmedu 10* i 10" puta! Pret-
postavimo li da je poveéanje samo 10* puta, umjesto 11.57 dana, istim rac¢unalom
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racunali bismo 11.57 - 10* dana, §to je 316 godina. Uz pretpostavku da u tih 316 go-
dina racunalo neprestano ra¢una (ne pokvari se i ne nestane struje), simulacija klime
bila bi besmislena, jer smo veé saznali $to se dogodilo (i umrli u meduvremenu).

1.5. Zasto je pisanje brzih programa tako tesko

Godinama se kao jedna od mjera brzine racunala koristi Linpack Benchmark.
Test se sastoji u mjerenju brzine rjesavanja sistema linearnih jednadzbi Ax = b
metodom Gaussovih eliminacija. Kao standardni test uzima se linearni sistem reda
100. Medutim, za paralelna racunala, za takav test mogu se uzeti i mnogo veéi
redovi linearnog sistema.

Vrsna brzina je maksimalna moguca brzina racunala, ako su svi procesori
u svakom trenutku zaposleni i ako nema transfera podataka. Ali realni problemi
najcesée nisu tako idealno paralelni! Uobic¢ajeno, problemi imaju i sekvencijalnih
dijelova, pa u nekim trenucima rade samo neki procesori, a drugi ¢ekaju. Takoder,
treba uracunati vrijeme dostupa do odgovaraju¢ih podataka u memoriji, sto je,
uobicajeno, najsporiji dio posla. Zbog toga, mnogo je realnije mjeriti vremena na
nekom problemu, a ne promatrati vrsnu brzinu.

U sijeénju 1996., najbrze racunalo na svijetu bio je Intel Paragon s 6768 pro-
cesora (i860 chipovi), svaki s vrsnom brzinom 50 Mflops-a, odnosno sveukupnom
vrsnom brzinom 50 - 6768 = 338 Gflops-a.

Ako se za Linpack test uzme matrica reda 128.600, racunalo postize brzinu
281 Gflops-a, odnosno za rjesavanje citavog problema potrebne su 84 minute.

Ako tim istim ra¢unalom pokusavamo rijesiti linearni sistem reda 100, racunalo
¢e posti¢i maksimalnu brzinu od samo 10 Mflops-a, koriste¢i jedan jedini procesor
(od njih 6768). Rjesavamo li linearni sistem reda 1000 na tom jednom jedinom
procesoru, na tom racunalu, posti¢i ¢emo brzinu 36 Mflops-a.

U ¢emu je tolika razlika, da brzina tako mnogo ovisi o dimenziji problema?
Razlog lezi u takozvanoj memorijskoj hijerarhiji. Sva racunala, od onih jeftinijih do
superkompjutera, imaju memoriju podijeljenu kao na slijedecoj slici:
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Brza, mala, skupa Registri
Cache
Memorija
Udaljena
Spora, velika, jeftina Disk

Stvarne operacije mogu se obavljati samo na vrhu piramide — u registrima.
Zbog toga, podaci koji su spremljeni na nizim hijerarhijskim nivoima moraju se
pomaknuti u registre (podaci koji su bili tamo moraju se maknuti u memoriju nizu
u hijerarhiji). Pomicanje podataka gore—dolje medu raznim tipovima memorije je
sporo, mnogo sporije nego S$to su to pojedine floating point operacije u registrima.
Uobicajeno se trosi mnogo vise vremena na pomicanje podataka nego na koristan
posao.

Dobro dizajnirani algoritam pokusava aktivne podatke drzati Sto blize vrhu
hijerarhije u memoriji i minimizira transfer podataka medu nivoima. Za mnoge pro-
bleme, kao sto su Gaussove eliminacije, samo ako je problem dovoljno velik, vrijeme
potrebno za dobivanje rezultata “pokrije” vrijeme potrebno za transfer podataka
medu razinama u hijerarhiji memorije.

1.6. Osnovna klasifikacija paralelnih racunala

Svako racunalo, bilo ono sekvencijalno, vektorsko ili paralelno, izvrsava niz
instrukcija nad nizom podataka. Klasifikacija racunala se vrsi prema tome koliko
se instrukcija izrsava nad koliko podataka u jednom vremenskom trenutku. Klasi-
fikaciju je dao Flynn (1966.). Razlikujemo:

1.6.1. SISD racunalo

Jedan niz instrukcija izvrsava se nad jednim nizom podataka (Single Instruc-
tion stream, Single Data stream). Ovo racunalo je zapravo klasi¢no sekvencijalno
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racunalo. Shematski, ono izgleda ovako:

. podaci instrukcije upravliacka
memorija procesor pravij

jedinica

1.6.2. MISD racunalo

Vise nizova instrukcija izvrsava se nad jednim nizom podataka (Multiple In-
struction stream, Single Data stream). Ovo racunalo gradeno je od p procesora,
od kojih svaki ima svoju kontrolnu jedinicu. Memorija je zajednicka za sve proce-
sore. Svaki procesor izvrsava nad istim (nepromijenjenim) podatkom razli¢it posao.
Shematski, ovo racunalo izgleda ovako:

instrukcije 1 upravljacka
procesor 1 . e
jedinica 1
. podaci instrukcije k upravljaéka
memorija procesor k e
jedinica k
. Keii .
procesor p mstru Clje p u.prg?v%.]acka
jedinica p

Evo i dva primjera za moguce koristenje takve vrste racunala.

Primjer 1.6.1.

Zadatak je ispitati da li je cijeli pozitivan broj n prost. Jedan od nacina
rjesavangja je da se ispita, da li je taj broj djeljiv bilo kojim prostim brojem manjim
ili jednakim n/2. Pretpostavimo da MISD racunalo ima upravo toliko procesora,
koliko ima takvih prostih brojeva. Rezultat da li je broj n sloZen ili prost, dobit cemo
u prvom koraku, jer ako je barem jedan procesor odgovorio pozitivno, broj je sloZen.
Realno je ocekivati da je broj procesora mangi od broja potencijalnih djelitelja. Tada
svaki procesor ispituje neki podskup djelitelja.

Primjer 1.6.2.

U mnogim primjenama zadatak je klasificirati neki objekt, tj. odrediti kojoj
klasi objekata pripada. Na primjer, kod ispitivanja specijalnim aparatom u dubokom
moru mora Sse prepoznati da li je neki objekt: jato riba, alge, stijene, smece ili
nuklearna podmornica. Da bi se “prepoznao” neki objekt, potrebno je vise uvjeta
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koje on mora zadovoljavati. Uvjeti su, na primjer, veli¢ina objekta (izmedu nekih
granica), oblik (elipsast, nepravilan), raspriena ili kompaktna sjena i sl.

Svaki od procesora izvodi program koji prepoznagje toéno jednu vrstu objekata.
Svi skupljeni podaci Salju se svakom procesoru. Pretpostavka je da su vrste objekata
disjunktne, 1. da se niti jedan objekt ne moze svrstati u dvije ili vise vrsta. Tada ce
najvise jedan procesor javiti potvrdan odgovor, tj. da je objekt prepoznat. NaZalost,
u realnom svijetu vrlo je tesko napraviti dobru podjelu objekata u vrste, tako da
one budu disjunktne po izabranim karakteristikama. Osim toga, vrste objekata za
prepoznavanje se neprestano mijenjaju, pa MISD racunalo takve namjene nije nikad
ni izradeno.

Prethodna dva primjera pokazuju da MISD racunala mogu biti korisna u
mnogim specijaliziranim primjenama (posebno sagradena racunala za neki zadatak).
Za opcenitu primjenu nisu narocito pogodna zbog nefleksibilnosti.

1.6.3. SIMD racunalo

Jedan niz instrukcija izvrsava se nad vise nizova podataka (Single Instruction
stream, Multiple Data stream). U ovoj klasi rac¢unalo se sastoji od p identi¢nih
procesora. Svaki od njih ima neki dio memorije u koji moze spremati podatke i pro-
gram. (Podrobnije o razli¢itim memorijskim organizacijama kasnije!) Svi procesori
upravljani su jednakim instrukcijskim nizom upravljacke jedinice.

Svi procesori rade sinkrono: u svakom koraku izvrsavaju istu instrukciju. Moze
se dogoditi da neki procesori u nekom koraku ¢ekaju (vrte praznu instrukciju).
Gruba shematska skica izgleda ovako:

podaci 1
procesor 1
@
=
<)
et
()
)
T =
s = . . ..
= podaci k ocesor k instrukcije| upravljacka
T; % P jedinica
=
‘g
&S
5]
—
< .
8 podaci p
procesor p

Jedna od podvrsta SIMD racunala je vektorsko rac¢unalo, koje s vektorima
postupa kao sekvencijalno racunalo sa skalarima. Ova vrsta paralelizma je na nivou
elementarnih operacija. Postoje dvije implementacije vektorskog racunala: polje
procesora (processor array) i niz uzastopnih procesora (pipelining).
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Polje procesora “prima” svoj element vektora i obavlja operacije nad njim.
Procesori su sinkronizirani. Nedostatak — broj procesora konstantan.

Kod niza uzastopnih procesora, vektori se dohvac¢aju iz memorije i propustaju
kroz “cijev” procesora (element po element), tako da svaki procesor obavlja svoj dio
posla.

1.6.4. MIMD racunalo

Vise nizova instrukcija izvrsava se nad vise nizova podataka (Multiple Instruc-
tion stream, Multiple Data stream). Ovo je najgeneralnije paralelno ra¢unalo. Svaki
procesor moze obavljati razli¢itu operaciju. Generalno, pod ovom klasom racunala
mozemo smatrati i nizove racunala spojene mrezom. Shematski prikaz:

podaci 1 instrukcije 1 upravljacka
procesor 1 s e
< jedinica 1
=
2
=)
T =
g 'g podaci k . instrukcije k& upravljacka
:T:s % procesor jedinica k
2 =
g
=
2
g podaci p procesor p instrukcije p u.prévuaéka
jedinica p
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1.7. Povijest racunala u brojkama

Snaga rac¢unala pocevsi od 1945. do danas raste eksponencijalno, u prosjeku
za faktor 10 svakih 5 godina. Kako je to izgledalo kroz protekla desetljeca:

Godina (priblizno) Racunalo Tip Flops
1945 ENIAC o 5107
1952 UNIVAC o > 10°
1958 IBM 704 o < 104
1960 IBM 7090 o ~ 10°
1964 CDC 6600 o > 108
1968 CDC 7600 o ~ 107
1977 Cray 1 o > 108
1983 Cray X-MP O < 10°
1987 Cray Y-MP O > 10°
1991 Intel Delta A ~5-10'0
1992 Cray C 90 O ~ 10%°
1994 IBM SP-2 A ~ 10!

U prethodnoj tablici oznaka o oznacava sekvencijalno racunalo, oznaka () umjere-
no paralelno ra¢unalo s 4-16 vektorskih procesora. Oznaka A oznacava masovno
(bitno) paralelno racunalo s redom veli¢ine 100 do 1000 procesora.

Brzina rac¢unanja ovisi direktno i o vremenu potrebnom za izvodenje osnovnih
racunskih operacija. To vrijeme ovisi o brzini procesorskog sata (clock cycle) —
izmedu dva susjedna otkucaja, procesor je u stanju obaviti samo najprimitivniju
operaciju (to ne mora biti osnovna racunska operacijal!). Tipi¢ne brzine procesorkih
satova (u nanosekundama) bile su:

Godina (priblizno) Racunalo Ciklus sata
1977 Cray 1 12.5
1987 Cray Y-MP 6.5
1992 Cray C 90 4.5
1989 IBM RS/6000 mod 530 40
1991 IBM RS/6000 mod 550 25
1994 DEC Alpha 10

Prva tri procesora pripadaju grupi vektorskih superkompjutera, a druga tri RISC
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(reducirani skup instrukcija) mikroprocesora. Cini se da su obje skupine stigle do
fizikalne granice.

Odakle dolaze te granice? Da bi zaobisli te granice, dizajneri procesora pokusa-
vaju uspostaviti unutarnju paralelnost procesora na 64-bitnim operandima. Osnovni
rezultat teorije slozenosti za chipove vrlo visokog stupnja integracije (VLSI) kaze da
je ta strategija skupa. Naime takav rezultat vrijedi za sva tranzitivna racunanja,
tj. ona za koja bilo koji izlaz moze ovisiti o ulazu. Povrsina chipa A i vrijeme T
potrebno za takvo rac¢unanje vezani su tako da AT mora biti veée od neke funkcije
(koja ovisi o problemu) dimenzije problema.

Jednostavno (neformalno) objasnjenje ovog rezultata je slijedec¢e. Svako racu-
nanje mora pomaknuti podatke s jedne strane kvadratnog chipa (stranice v/A) na
drugu. Koli¢ina informacija koju mozemo prenijeti u jednom vremenskom trenutku
ograni¢ena je presjekom chipa, §to daje brzinu transfera /AT, a odatle se dobiva i
relacija za AT?.

Da bi se smanjilo vrijeme za pomicanje informacije za neki faktor, presjek
chipa mora se povecati za isti faktor. Ovaj AT? rezultat kaze ne samo to da je tesko
izradivati pojedina¢ne chipove koji ¢e raditi brze, nego da to mozda (financijski)
nije pozeljno. Mozda je jeftinije koristiti viSe sporijih komponenti.

Na primjer, ako se za racunalo koristi povrsina n2A silicija (figurativno),
mozemo napraviti n? komponenti svaka povrsine A, koje obavljaju neku operaciju
u vremenu 7. Ako izradimo samo jednu komponentu, moc¢i ¢emo tu istu operaciju
obaviti u vremenu 7'/n. Zbog toga je visekomponentni sistem potencijalno n puta
brzi.

1.8. Povijesni razvoj paralelnih racunala

Razvoj paralelnih racunala mozemo podijeliti u nekoliko razdoblja.

1.8.1. Prije 1980.

Postojala su paralelna racunala i prije 1980. ali nisu imala Siroku primjenu na
znanstveno racunanje (scientific computing).

Prvo paralelno racunalo bio je Illiac IV (1976.). Imao je osrednji ucinak, bio
je vrlo tezak za programiranje i imao je nisku pouzdanost. Nije bio komercijalno

namiku fluida i tada je bio 6 puta brzi od CDC 7600. Za ostale probleme bio je
i sporiji od CDC 7600. Illiac IV bio je SIMD racunalo s 32 procesora (svaki s
lokalnom memorijom) povezana u prsten. Mogao se programirati u dva (visoka)
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jezika FORTRAN-u i Glypnyr-u (paralelni jezik).

ICL Distributed Array Processor (DAP) bio je komercijalno ra¢unalo naprav-
ljeno u Engleskoj. Bio je SIMD racunalo i mogao je imati 1 K ili 4 K jednobitnih
procesora povezanih u matricu (dvodimenzionalno polje). Koristio se uglavnom
na sveucilistima. Za funkcioniranje bio mu je potreban ICL mainframe (glavno
racunalo).

Trec¢e vazno paralelno racunalo tog razdoblja je Goodyear Massively Parallel
Processor (MPP). Projekti za gradnju su poceli 1969., ali su prodani vojsci i fede-
ralnoj sluzbi (SAD) za kontrolu leta. Krajem sedamdesetih, MPP je instaliran u
Goddard Space Flight Centre-u i znanstvenom centru NASA-e. Privukao je paznju
zbog toga $to je na nekim primjenama mogao posti¢i (nevjerojatnu) brzinu stotinjak
Mflops-a. MPP je imao 16 K jednobitnih procesora, svaki s lokalnom memorijom,
a mogao se programirati u Pascal-u i asembleru.

Posebnu paznju treba jos posvetiti Cray 1 racunalu, koji je bio jednoproce-
sorsko vektorsko superra¢unalo (1976.). Mogao je operirati sa 64 parova podataka
istovremeno.

1.8.2. Rane osamdesete

U ranim osamdesetim pocinje razvoj MIMD racunala.

Prvo takvo racunalo je Denelcor Heterogeneous Element Processor (HEP). Bez
obzira na jeziv odnos snage/cijene, privukao je paznju zbog razli¢itih moguénosti
programiranja. Bio je instaliran u Los Alamos-u, Argonne National Laboratory,
Ballistic Research Laboratory i Messerschmidt-u u Njemackoj (jedino stvarno radio
na realnim problemima). Mogao je podrzavati fini i grubi paralelizam.

Svaki procesor imao je moguénost pipelininga pojedine instrukcije. Instrukcije
razli¢itih procesa stavljale su se u niz (queue) tako da se izvrsavaju kad su operandi
dovuceni iz memorije. Instrukcijski pipeline moglo je dijeliti do maksimalno 128
procesa.

Sve instrukcije (osim dijeljenja) trajale su 8 ciklusa. Do 16 procesora moglo
je biti zajedno povezano, tako da se dobije grublje (large—grain) MIMD racunalo.
HEP je imao vrlo efikasan sinkronizacijski mehanizam. Mogao se porgramirati u
FORTRAN-u, C-u i asembleru, imao je UNIX okolinu, a njegovo glavno racunalo
(front end) mogao je biti minikompjuter. Najveéa zasluga tog racunala — ucenje
paralelnog programiranja za nekoliko stotina ljudi.

U to vrijeme drugo znacajno paralelno racunalo bio je Cray X-MP /22 (1982.).
Imao je samo 2 (super) procesora i sluzio je u znanstvene svrhe.

Jos jedno MIMD racunalo imalo je velik utjecaj na pocetku osamdesetih -
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New York University Ultracomputer. Vaznost tog racunala je uglavnom u konceptu
velikog broja (sporih) procesora (64) i razlicitih nac¢ina povezivanja medu njima.

1.8.3. Rodenje hiperkocke

Mozda najznacajnije racunalo ranih osamdesetih je Caltech Cosmic Cube
(hiperkocka) razvijena od Charlesa Seitza i Geoffreya Foxa. 1981. izradena je Sesto-
dimenzionalna kocka (2° Intel 8086/87 procesora sa 128 KB memorije svaki). Ideja
— rastom broja procesora, veze medu njima trebale bi umjereno (a ne kvadrati¢no)
rasti, a da fleksibilnost ostane o¢uvana.

1.8.4. Sredina osamdesetih

Mnogo novih racunala lansirano je od strane komercijalnih kompanija — naj-
uspjesnije Sequent i Encore. Racunala koja su izradena od te 2 kompanije imala su
16-30 procesora (shared memory), imala su Unix okolinu i dobar time—sharing. Bili
su dobri za ucenje programiranja i za manje poslove.

Jos je jedno racunalo obiljezilo ovo razdoblje — Alliant. Inicijalni model imao je
do 8 vektorskih procesora umjerene snage. Paralelne performanse — blizu tadasnjeg
Cray-a.

Hiperkocke su razvijane u tom razdoblju od strane Intela-a, nCUBE, Ametek
i Floating Point Systems Corporation. Hiperkocka nCUBe-a imala je do 1024 pro-
cesora i bila je instalirana u Sandia National Laboratories. Interesantna instalacija,
jer je pokazano da ubrzanje procesa s jednog na sve procesore moze biti i do 1000
puta.

Sredinom osamdesetih javljaju se i transpjuteri (T800 najpoznatiji) koji se
stavljaju i u PC racunala.

1.8.5. Kasne osamdesete

U ovom razdoblju poé¢inje razvoj stvarno snaznih paralelnih racunala.

Meiko racunalo (Sveuciliste Edinburgh) koristi 400 transpjutera T800 vezanih
u matricu. Na temelju toga rac¢unala razavijen sistem predaje poruka (message
passing system).

Krajem osamdesetih predstavljena su i slijede¢a SIMD ra¢unala: CM-2 (Con-
nection Machine), MasPar i novi DAP.

CM=2 bio je instaliran u Los Alamosu i imao je 64 K jednobitnih procesora,
2048 64-bitnih floating point procesora i 8 GB memorije. Linpack Benchmark
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pokazuje 5.2 Gflops-a (red matrice 26.624). Razvijen CM FORTRAN (paralelni).

MasPar i DAP bili su manji sistemi i stavljani su u brodove i avione, a imali
su i vojne svrhe.

Hiperkocke tog razdoblja: nCUBE-2 i Intel iPSC/860. nCUBE-2 — mogla je
imati do 8 K procesora i imala je vrsnu snagu 27 Gflops-a. Linpack Benchmark (red
sistema 21.376) pokazuje 1.91 Gflops-a.

Intelova hiperkocka instalirana je u Oak Ridge-u (1990.) iimala je vr$nu snagu
7 Gflops-a. Brzina komuniciranja medu procesorima bila vrlo losa, pa se vrsna
snaga nije mogla ni izbliza dosec¢i. Nasljednik ove hiperkocke je Touchstone Delta
s 512 procesora i860 (snaga 32 Gflops-a vréno, Linpack Benchmark 13.9 Gflopsa
(red sistema 25.000)). Slijedeéi nasljednik je Intel Paragon (1992.) — komercijalno
racunalo koje je moglo imati do 4096 procesora i860 druge generacije. Vrsna snaga
300 Gflops-a.

1.8.6. Devedesete godine — teraflops je dostignut

Kako je razvoj tekao dalje? Razvoj paralelnih racunala u devedesetim godi-
nama mozda najbolje opisuje slijedeca tablica najbrzih racunala:

Godina Racunalo Broj proc.| Brzina (Gflops-i)
1990. Intel iPSC/860 128 2.6
1991. Intel DELTA 512 13.9
1992. Thinking Machines CM-5 1024 09.7
1993. Intel Paragon 3744 143
1994. Intel Paragon 6768 281
1996. Hitachi CP-PACS 2048 368
1996. ASCI Red 7264 1060
1997. ASCI Red 9152 1340

U prethodnoj tablici, brzina oznacava tzv. MP Linpack test. Taj je test ekvi-
valentan uobicajenom Linpack testu, samo $to on radi s matricama velikih redova.
Rezultat takvog testa je, osim najveée postignute brzine i red matrice za koji se ta
brzina postize.

Zapravo, najbolji poticaj razvoju dalo je americko Ministarstvo energetike (ne
obrane!), koje je zapocelo projekt ASCI (Accelerated Strategic Computing Initia-
tive) kojemu je cilj izrada racunala brzine 100 Tflops-a. Takvim bi se ra¢unalom
mogla simulirati nuklearna eksplozija. Prvo su zapoceli razvojem “crvene”, a zatim
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i “plave” linije racunala. Prvi cilj bio je dosti¢i brzinu Linpack testa od jednog
Tflops-a. Cilj je postignut krajem 1996., racunalom iz “crvene” linije Intel ASCI
Red, koji je postavljen u Sandia National Labs-u u Albuquerqueu. Zanimljivo je da
je do danas to racunalo proslo nekoliko “dodavanja” i zamjena procesora snaznijima.

“Plava” linija, ¢iji predstavnici su IBM ASCI Blue Pacific (Lawrence Liv-
ermore National Laboratory) i SGI ASCI Blue Mountain (Los Alamos National
Laboratory), trebala bi dostiéi brzinu od 3 Tflops-a.

Zanimljivo je da sva ta racunala pripadaju imaju nekoliko tisu¢a procesora:
Intel ASCI Red — 9632 procesora, IBM ASCI Blue Pacific — 7152 procesora (5808 u
tzv. “zatvorenom” dijelu, a ostatak u “otvorenom” dijelu), SGI ASCI Blue Mountain
— 6144 procesora. Da to nisu “kuéni ljubimci”, dovoljno je re¢i da im je cijena bila
izmedu 50 i 120 milijuna USD, “otisak stopala” (veli¢ina tlocrta) izmedu 100 i
750 m?, potrosnja struje reda veli¢ine 500 kW, tezina oko 50 tona i da su im kablovi
dugi oko 7.5 km.

Prema tablici objavljenoj u lipnju 2000. (tablica se objavljuje svakih 6 mjeseci,
a moze se naé¢i na adresi www.netlib.org/benchmark/top500.html), brzine (u
Gflops-ima) ta tri racunala su:

Racunalo MP Linpack | Vrsna brzina Red matrice
ASCI Red 2379.6 3207 362880
Blue Pacific (zatvoreni dio) 2144 3868 431344
Blue Mountain 1608 3072 374400

Jos je interesantnije da su procesori u tim ra¢unalima vezani na razli¢ite nacine.
Naime, idealno bi bilo da je svako racunalo vezano sa svakim od preostalih racunala,
ali to je iz slicnih razloga kao i kod racunala sa zajednickom memorijom neostvarivo.
Dovoljno je da jedan procesor “preko posrednika” moze dostupiti do bilo kojeg
preostalog, za Sto mu je potreban konstantan broj, ili maksimalno log, p veza po
procesoru.

Za dva od tri najbrza racunala javno je poznata arhitektura (barem njena
gruba skica): procesori Intel ASCI Red racunala vezani su u polje procesora, a
procesori IBM ASCI Blue Pacific racunala u tzv. omega mrezu.

Zanimljivo je da za trece iz klase najbrzih racunala na svijetu SGI ASCI Blue
Mountain to¢na arhitektura nije javno poznata. Poznato je samo da se sastoji od
48 skupina (engl. clusters) od po 128 procesora koji imaju zajednicku memoriju.

Sto se predvida za blizu buduénost? Sredinom 2000. godine u Lawrence Liv-
ermore National Laboratory-ju predvideno je instaliranje IBM racunala snage 10
Tflopsa (iz milja nazvanog Baby Huey).
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2. Paralelne arhitekture
i modeli programiranja

Da bi odgovarajuca arhitektura pokazala punu snagu, moramo iskoristiti pa-
ralelizam, lokalnost i protoénost (prijevod od pipelining).

2.1. Programski model

Svaka paralelna arhitektura mora omogucavati tri funkcije:

e paralelizam — procesori moraju moci raditi istovremeno;

e komunikaciju medu procesorima — procesori moraju modi izmedu sebe razmje-
njivati informacije;

e sinkronizaciju — na primjer: procesori se “slazu” oko vrijednosti neke varijable,
ili vrijeme pocetka i kraja rada.

Programski model je sve ono $to omogucava korisniku direktno programi-
ranje. Na primjer, u programski model pripadaju: programski jezik, kompajleri,
programske biblioteke, run—time sistem, itd.

Povijesno, ljudi su prvo dizajnirali paralelnu arhitekturu, a zatim program-
ski model koji joj je odgovarao. Time je programski model bio usko povezan sa
funkcijama paralelne arhitekture. Zatim je vrijeme pregazilo doticnu arhitekturu, a
programi nisu radili i korisnici su ponovno pocinjali s razvojem programa.

Ipak, ljudi su se dosjetili da je mnogo jeftinije programski model razviti neo-
visno o arhitekturi, nego stalno mijenjati programe. Mijenjali i prilagodavali bi se
kompajleri i biblioteke, tako da odgovaraju promjenama u organizaciji racunala.

Na primjer, Connection Machine FORTRAN (CMF) u originalu je bio razvijen
za Thinking Machines CM-2 racunalo i bio je usko povezan s njegovom SIMD
arhitekturom. Slijede¢a generacija CM racunala (CM-5) omogucavala je MIMD
paralelizam, ali CMF kompajler je modificiran tako da su stari programi radili i na
novoj arhitekturi. Jasno je da je pri tome nacin generiranja koda samog kompajlera
znatajno promijenjen.
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Ovakvim nac¢inom gledanja, koji razdvaja racunala od programskog modela,
omogucava se portabilnost programa (moze se lako prenositi s jednog racunala na
drugo). Ipak, postoje i primjedbe na ovu filozofiju. Naime, mogué je veliki gubitak
u performansi odredenih racunala, ako se programski model ne slaze dobro s nje-
govom arhitekturom. Jasno je da se svi programski modeli ne mogu jednako dobro
implementirati na svim arhitekturama. Ostala su jo§ mnoga neodgovorena pitanja
vezana uz tu temu, pa su postojec¢i kompajleri, biblioteke i run—time sistemi obi¢no:
nepotpuni, “buhati” i neefikasni (ili u kombinaciji).

2.2. Paralelizam, komunikacija i sinkronizacija

2.2.1. Paralelizam

U proslom poglavlju spomenuli smo dva osnovna tipa paralelnih racunala:

e SIMD — u tu klasu pripadaju i vektorska (jednoprocesorska) racunala, kao
sto je Cray T-90, CM-2 i jednoprocesorsko racunalo RS 6000/590, gdje su in-
strukcije zbrajanja i mnozenja u pipelineu i kontroliraju se jednom stopljenom
instrukcijom mnozenja i zbrajanja (MAF).

e MIMD - u tu klasu pripadaju gotovo sva komercijalna paralelna racunala.

Uoc¢imo da jedno racunalo moze pokazivati i SIMD i MIMD vrstu paralelizma, samo
na drugacijem nivou (primjer, Cray T-90).

2.2.2. Komunikacija

Prije nego sto opiSemo nacine komunikacije, uvedimo imena za razlicite me-
morijske lokacije koje instrukcijama mozemo dohvatiti.

Memorija obicnog sekvencijalnog racunala sastoji se od rijeci, a svaka rijec
ima jedinstvenu adresu. Medutim, paralelno racunalo moze imati i vise memorija,
nazovimo ih Mem;. Kao §to smo u proslom poglavlju najavili, kod SIMD i MIMD
racunala postoje dva nacina organizacije memorije. Razlikujemo:

e racunala sa zajednickom memorijom (shared address space machines), tj.
takvo racunalo ima jednu globalnu memoriju za sve procesore;

e racunala sa razdijeljenom (distribuiranom) memorijom (distributed ad-
dress space machines), tj. svaki procesor takvog racunala ima svoju lokalnu
memoriju koja ne moze biti adresirana od strane drugog procesora.

Kod rac¢unala sa zajednickom memorijom, svaka rije¢ u memoriji ima jedin-
stvenu adresu, zajednicku za sve procesore. Na primjer, ako procesori Procy i Procs
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izvode instrukciju “load r1, 377, onda ¢e se isti podatak iz zajednicke memorije (sa
adrese 37) transportirati u registar r1 procesora Proc; i registar r1 procesora Procs.

Kod racunala sa razdijeljenom memorijom, adrese memorije su lokalne za svaki
procesor. Ponovno, neka procesori Procy i Procs izvode instrukciju “load rl, 37”.
Tada ¢e procesor Proc; procitati podatak sa adrese 37 iz memorije Mem, i trans-
portirati u registar r1 procesora Proci, a procesor Procs ¢e to isto napraviti s po-
datkom sa adrese 37 iz memorije Memgs i transportirati u registar r1 procesora
Procs. Jasno je da za racunala s razdijeljenom memorijom, moraju postojati i
druge instrukcije za transfer podataka (pored elementarnih “load”, “store”), koje
omogucavaju transfer podataka izmedu procesora.

U danasnje vrijeme ima uspjesnih racunala u obje ove klase memorija. Grubo
govoreci, ra¢unala sa zajednickom memorijom, uobicajeno, imaju brzu komunikaciju
nego ona sa razdijeljenom memorijom i na prirodan nacin su vezana s programskim
modelom (shared memory model). Zbog toga ih je obiéno lakse programirati, nego
racunala sa razdijeljenom memorijom. Programski model za racunala sa razdi-
jeljenom memorijom osniva se na prenoSenju poruka (message passing). Dakako,
racunala sa zajednickom memorijom teze je napraviti, ili su barem skuplja (po pro-
cesoru, za broj procesora > 32), nego racunala sa razdijeljenom memorijom.

Vazno svojstvo komunikacije je i njena cijena. Pretpostavimo da s jednog
procesora na drugi Saljemo n rije¢i podataka. Promatramo slanje n rijeci istovre-
meno, zbog toga Sto hijerarhijska grada memorije racunala pokazuje, da je jeftinije
slati neku skupinu susjednih rije¢i odjednom, nego jednu rije¢ za drugom. Najjed-
nostavniji model za vrijeme potrebno za takvo slanje je slijededi:

vrijeme za slanje n rije€i = latentnost + ——
§irina vrpce

gdje latentnost (latency) oznacava vrijeme za slanje jedne prazne instrukcije (je-
dinica — sekunde). Sirina vrpce (bandwidth) (jedinica — rije¢i/sekundi) mjeri br-
zinu kojom rije¢i mogu proci kroz ¢itavu mrezu povezivanja procesora. Na primjer,
poznata je formula za pipelining n rijeci, kroz “pipu” sa s faza, ako svaka faza u
pipeline-u traje ¢ sekundi:

(s — 1)t + nt = latentnost +

Sirina vrpce

Mreza povezivanja ponasa se tocno kao pipeline u prethodnom primjeru, “gura”
podatke kroz mrezu odredenom brzinom.

Da bismo imali osjec¢aj reda veli¢ine cijene komunikacije, promjenimo jedinice
za mjerenje latentnosti i Sirine vrpce u ciklus, odnosno rijeci/ciklusu. Prisjetimo se
da je ciklus vrijeme koje je potrebno racunalu za izvrSavanje jedne osnovne operacije,
na primjer, jednog zbrajanja. Na racunalima sa zajednickom memorijom, gdje je
komunikacija brza, vrijeme latencije moze biti u stotinama ciklusa. S druge strane,
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za mrezu radnih stanica vezanih Ethernet-om (PVM software), latencija moze biti
10° ciklusa. Vrijeme po rijeci (reciproéno od §irine vrpce) je, uobitajeno, mnogo
nize nego latentnost (od O(10) do O(1000) MBytes/sekundi). Zbog toga je mnogo
efikasnije poslati jednu veliku poruku, nego mnogo malih. Sporost komunikacije dik-
tira da se dobri i losi paralelni algoritmi primarno razlikuju u koli¢ini komunikacije,
a manje u koli¢ini racunanja.

Katkad se racunala sa zajednickom memorijom sastavljaju kao skup klastera
manjih racunala sa zajednickom memorijom. U tom sluc¢aju, mnogo je brze pristu-
pati memoriji racunala iz vlastitog klastera, nego memoriji nekog drugog klastera.
Takva ra¢unala zovu se ra¢unala s neuniformnim pristupom memoriji (Non Uniform
Memory Access) i za simulaciju zahtijevaju najmanje dvije razlicite latentnosti i
dvije razlic¢ite Sirine vrpce (za blisku i udaljenu memoriju).

2.2.3. Sinkronizacija

Pod sinkronizacijom dva ili vise procesora smatramo “dogovor” oko vrijednosti
nekog podatka ili oko vremena. Postoje tri manifestacije sinkronizacije ili njenog
pomanjkanja:

e medusobno iskljuc¢ivanje;
e barijere;

e konzistentnost memorije.

Medusobno isklju¢ivanje je dozvola samo jednom procesoru da pristupa
jednoj memorijskoj lokaciji u jednom vremenskom trenutku. Za ilustraciju, uzmimo
program koji racuna zbroj p brojeva x;, ¢ = 1,...,p. Pretpostavimo da procesor
Procy ima sve x; na raspolaganju. Ostali procesori se ponasaju na slijede¢i nacin:
svaki procesor uzme odgovarajuci x; i zbroji ga na zbroj s i vrati procesoru Procy.
Ovisno o redoslijedu pristupa procesora procesoru Procy, rezultat ovog zbrajanja
moze biti bilo koja parcijalna suma brojeva x;. Kao primjer, uzmimo da treba zbro-
jiti samo dva broja x; i x5. Postoje dvije mogucénosti za izvrsavanje tog programa
(vertikalni poredak je vremenski poredak!):

Procesor 1 Procesor 2
load s (s =0)

fetch s (s =0)
s=s5+m (s =) 5§ =5+ 19 (s = x9)
store s (s =)

store s (s = x9)

Naravno, postoji moguénost da je drugi procesor vremensku jedinicu ispred
prvog i tad ¢e rezultat biti x;. Ovakav na¢in rada procesora je ¢isto nedeterministicki
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i zove se uvjeti trke (race condition).

Medusobno isklju¢ivanje je mehanizam koji onemogucéava uvjete trke, dozvo-
lom pristupa varijabli samo od jednog procesora. To se obi¢no implementira “test
& set” instrukcijom, koja odgovarajucu rijec stavlja na odgovarajucéu vrijednost dok
se dovlaci stara vrijednost.

Barijera stavlja svaki procesor u stanje ¢ekanja u nekoj tocki programa, dok
svi ostali procesori ne stignu u tu tocku. Barijere se mogu implementirati “test &
set” instrukcijom, ali neka rac¢unala imaju i poseban hardware za to (CM-5).

Memorijska konzistentnost je vrsta problema vezana uz racunala sa za-
jednickom memorijom koja imaju cache-e. Pretpostavimo da oba procesora Procy
i Procs ucitaju memorijsku lokaciju 37 u svoj cache. Namjena cache-a je ubrzanje
dohvac¢anja podataka iz spore memorije, na primjer lokacije 37. Nakon ¢itanja i
upotrebe lokacije 37, oba procesora zele spremiti razlicite podatke natrag u lokaciju
37. Inzistiranje da svaki procesor moze dostupiti do bilo koje lokacije izgleda vrlo
razumno. Takav nac¢in pogleda zovemo konzistencija sekvencijalnog tipa (se-
quential memory consistency). Ali takav pristup je vrlo skup za implementaciju,
jer sva pisanja moraju i¢i u glavnu memoriju, i moraju se azurirati svi cache-i u
racunalu (umjesto jednog — lokalnog cache-a). To nas vodi do takozvanog modela
slabije memorijske konzistencije (weak(er) memory consistency model), koji
ostavlja korisniku da izbjegava takve probleme.

2.3. Modeliranje komunikacija na racunalima sa
razdijeljenom memorijom

2.3.1. Model PRAM racunala

Za modeliranje komunikacija na racunalima sa razdijeljenom memorijom, kao
teoretski model koristi se PRAM (Parallel Random Access Memory (Machine))
model. Takvo (teoretsko) ra¢unalo ima svojstvo da mu je komunikacija izmedu
proizvoljna dva procesora jednakog trajanja. Osim toga, smatra se da je cijena ko-
municiranja mnogo manja nego cijena obavljanja osnovnih aritmetickih operacija.

Takav model je lako programirati i vrlo je omiljen medu ljudima koji se bave
teoretskim racunarstvom. Da bismo potpuno opisali takav model, potrebno je jos
definirati sto se zbiva, ako procesori pokusavaju istovremeno citati iz jedne memo-
rijske lokacije, ili u nju pisati.

Postoji nekoliko podmodela PRAM racunala (prema broju procesora koji is-
tovremeno mogu Citati i pisati u jednu memorijsku lokaciju):

e EREW (Exclusive Read — Exclusive Write) — samo jedan procesor moze ¢itati
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i samo jedan pisati istovremeno u jednu memorijsku lokaciju;

e CREW (Concurrent Read — Exclusive Write) — jedan procesor moze pisati, a
viSe njih ¢itati iz jedne memorijske lokacije;

e ERCW (Exclusive Read — Concurrent Write) — jedan procesor moze Citati, a
viSe njih pisati u jednu memorijsku lokaciju;

e CRCW (Concurrent Read — Concurrent Write) — vise procesora moze Citati i

viSe njih pisati u jednu memorijsku lokaciju.

Jasno je da je istovremeno ¢itanje bezopasna operacija (iako ju je tesko fizicki
realizirati), jer se ne mijenja podatak koji se ucitava. Opasna je operacija istovre-
meno pisanje.

Postoje 3 “trika” kako se (teoretski) razrjesava problem istovremenog pisanja:

e samo procesor s najmanjim indeksom moze pisati;
e upisuje se zbroj svih brojeva koje su procesori htjeli upisati (upis = zbrajac);
e ako svi procesori zele upisati isti broj, upisuje se, a ako ne, lokacija ostaje

nepromijenjena (upis = usporedivac).

Primijetimo da posljednja dva nacina razrjeSavanja problema pisanja u sebi
sadrze jos dvije “nevidljive” operacije — prva je zbrajanje, a druga usporedivanje
onoliko brojeva koliko ima procesora i to u konstantnom vremenu.

Primjer 2.3.1.

Simulirajte algoritam zbrajanja brojeva x4, . . ., x,, ako na raspolaganju imamo
CRCW PRAM racunalo s p procesora, a broj x; je smjesten lokalno u procesoru
Proc;. Rezultat se pohranjuje u lokaciju s (koja je na pocetku bila jednaka 0).

Svi procesori (sinkrono) izvrsavaju slijedeci program:

Procesor Proc;

load s (s =0)
store s (s =X ;)

Posljednja naredba u algoritmu je implicitno zbrajanje svih rezultata, jer svi
procesori pokusavaju pisati u istom vremenskom trenutku.

Primjer 2.3.2.

Pretpostavimo da imamo na raspolaganju PRAM (CRCW) rac¢unalo s p = n?
procesora. Istovremeno pisanje razrjesavamo zbrajanjem brojeva koje Zelimo upisati.
Na takvom racunalu sortiramo polje x koje sadrzi n razli¢itih brojeva, a sortirano
polje upisujemo u polje y.
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Algoritam sortiranja je vrlo jednostavan. Oznacimo procesore s Proc;;. Proce-
sor Proc;; ispituje da li je x(i) > x(j) 1 upisuje rezultat w i—tu lokaciju polja count
(koja je na pocetku bila jednaka 0).

Jasno je da (ako nemamo sve brojeve jednake), vise procesora upisuje istovre-
meno rezultat u count(i), pa se rezultati zbrajaju. Na kraju, u lokaciji count(i)
upisano je od koliko je brojeva broj x(i) veci. Dakle, njegovo novo mjesto u sortira-
nom polju je count(i) + 1.

Svi procesori obavljaju slijedeci program:

Procesor Proc;;
if z(i) > x(j) then count(i) =1
if j =1 then y(count(i) + 1) = x(i)

Primigetimo da drugi redak u prethodnom programu obavlja samo p procesora,
zato da bi se izbjeglo visestruko pisanje u odgovarajuce lokacije.

Na EREW racunalu, kao najslabijem u klasi, mozemo simulirati i preostala tri
podmodela.

Istovremeno ¢itanje iz iste lokacije simuliramo procedurom emitiranja (broad-
casting). Emitiranje se vrsi na slijede¢i nacin:

Procy procita vrijednost z

Procy posalje vrijednost x procesoru Procsy

Procy i Procy posSalju x procesorima Procs i Procy

Procy, Procs, Procs i Procy posalju x Procs, Procg, Procy i Procg
itd., sve dok svi procesori ne dobiju z.

Uoc¢imo da je trajanje emitiranja jednako duljini slanja jedne informacije ¢,
pomnozenoj s vremenskim trajanjem slanja. Oznacimo s k broj koraka slanja, potre-
ban da svih p procesora dobije vrijednost z. Kad Proc; procita x, x je dostupan
samo njemu. U slijede¢em koraku x je dostupan dvama procesorima, itd., sve dok
nakon k£ — 1 koraka nije dostupan svima. Dakle, vrijedi

2k 1

X420 42442 = —=p ,

odakle odmah slijedi
k= O(lg(p)) := O(logy(p))

Dakle, za emitiranje je potrebno ¢ - O(lg(p)) vremenskih trenutaka.

Na slican na¢in moze se simulirati i viSestruko pisanje, postupkom obrnutim
od emitiranja. Pretpostavimo da se viSestruko pisanje razrjesava pisanjem, ako su
svi brojevi z; isti. Ako se istovremeno pisanje razrjeSava pisanjem zbroja svih bro-
jeva, algoritam je slican (vidjeti kasnije). Razrjesavanje konflikta pisanja, dozvolom
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pisanja procesoru s najmanjim indeksom, mnogo je jednostavnije (sami). Zbog jed-
nostavnosti, pretpostavimo da je broj procesora p potencija od 2:

za sve i = 1,...,p/2, procesori Proc; i Proc;y,; usporeduju z;

i definiraju (boolean) y; := (2; = Tiyp/2)
za sve i = 1,...,p/4, procesori Proc; i Proc;,4 usporeduju z;

i definiraju (boolean) y; := (2; = ¥;;p/4) and y; and y;yp/a
za sve i = 1,...,p/8, procesori Proc; i Proc;,s usporeduju z;

i definiraju (boolean) y; := (2; = %i4p/3) and y; and Y4 p/s
itd., sve dok se problem ne svede na jedan procesor.

Uoc¢imo da je u drugom koraku algoritma potrebno ispitati da li je, u prethod-
nom koraku, varijabla y; bila true ili false, jer moglo bi se dogoditi, na primjer,
Ty = Tiyp/a = Tiysp/a 7 Tiyps2! U svakom koraku prethodnog algoritma prepolavlja
se broj procesora koji ispituju da li je bila jednaka vrijednost raznih x;—ova. Zbog
toga je i za ovaj algoritam potrebno

k= O(lg(p))

koraka. Prvi procesor ¢e moéi upisati rezultat z;, ako je y; = true. Ako kon-
flikt pisanja razrjeSavamo pisanjem zbroja, u svakom koraku prethodnog algoritma,
umjesto da se usporeduju brojevi, oni se zbrajaju.

2.3.2. LogP model

Umjesto detaljnog modela komuniciranja usko vezanog uz odgovarajucu arhi-
tekturu, mozemo izdvojiti bitne komponente koje utje¢u na komunikaciju.

Takav, kompromisni model zovemo LogP model. Ime mu potjece od pocetnih
slova parametara (engleskih) i nema veze s logaritmima! Ovaj model ima 4 parame-
tra 1 to su:

L latentnost (latency) — vrijeme potrebno za slanje poruke fiksne duljine (kroz
mrezu) od procesora koji 8alje poruku do procesora koji prima poruku;

o visak vremena (overhead) — dodatno vrijeme koje procesor mora potrositi ili za
slanje ili za primanje paketa. Na primjer, to je vrijeme potrebno za kopiranje
primljene poruke ili vrijeme potrebno za pakiranje poruke za slanje. Drugim
rije¢ima, vrijeme potrebno da se posalje poruka s jednog procesora na drugi
jednako je

2-0+L |

tj. jedan o potjece od pakiranja poruke, jedan od raspakiravanja, a ostatak je
putovanje kroz mrezu;
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g razmak (gap) — minimalno vrijeme potrebno jednom procesoru izmedu dva
slanja poruke. Recipro¢na vrijednost od g je Sirina pojasa komunikacije po
procesoru (communication bandwidth) za taj procesor;

p — broj procesora.

Dodatno, pretpostavljamo da mreza ima konacni kapacitet, tj. najvise L/g
poruka moze putovati s jednog procesora na drugi. Ako neki od procesora pokusa
poslati vise poruka od te vrijednosti, poslat ¢e se prvih L/g poruka, a ostale ¢e cekati
slijedece slanje.

Uobicajeno pojednostavljenje LogP modela je da se smatra da ne prelazimo
dozvoljeni kapacitet mreze i da se velike poruke od n paketa (manjih poruka) salju
odjednom. Neka je oS dodatno vrijeme za slanje poruke, oR dodatno vrijeme za
primanje poruke, gS razmak izmedu slanja poruke (na procesoru koji salje poruku),
a L latentnost. Tada se slanje poruke s n paketa vremenski odvija ovako:

| oS | L | oR | 1. paket
| g8 |l oS L | oR | 2. paket
| g8 | oS | L | oR | 3. paket

| g | oS | L | oR |
| g8 |l oS | L | oR | n-ti paket

Proucavanjem prethodnog dijagrama dobivamo vrijeme potrebno za slanje n
paketa:

t=(Mn—1)-gS8+0S+oR+L=mn-gS5+ (0oS+oR+L—gs)

Ako smatramo da su dodatna vremena za slanje i primanje poruke jednaka i da je
razmak slanja poruka jednak razmaku primanja poruka, onda je prethodna formula
jednaka:

t=n-g+(2-0+L—g):=a+n-0

U slijedecoj tablici dane su vijednosti parametara « i 3 za neka racunala.
Duljina paketa koji se salje je 8 byte-a. « i 3 su normalizirani tako da je jedini¢no
vrijeme — vrijeme potrebno za jednu floating—point operaciju kod mnozenja 2 matrice
s double precision elementima (8 byte-a). Usporedbe radi, dana je i performansa u
Mflops-ima za to matricno mnozenje.
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Racunalo Q@ I} Matmul Software
Alpha + Ethernet | 38.000 960 150 PVM
Alpha + FDDI 38.000 213 150 PVM
Alpha + ATM1 38.000 62 150 PVM
Alpha + ATM2 38.000 15 150 PVM
HPAM + FDDI 300 13 20
CM-5 450 4 3 CMMD
CM-5 96 4 3 Active Mess.
CM-5 + VU 14.000 103 90 CMMD
iPSC/860 5.486 74 26
Delta 4.650 87 31
Paragon 7.800 9 39
SP-1 28.000 50 40
T 3D 27.000 9 150 Large Mess. (BLT)
T 3D 100 9 150 read /write

Objasnimo jos neke oznake u tablici. Prva cetiri podatka odnose se na mrezu
DEC Alpha racunala vezanih u mrezu razli¢itim tipovima lokalnih mreza — od
Ethernet-a (1.25 Mbyte-a u sekundi) do ATM (80 Mbyte-a u sekundi). HPAM
je HP rac¢unalo s Active Message sistemom. CM-5 racunalo predstavljeno je s 3 po-
datka — u varijanti s vektorskim procesorom i s dva razlicita sistema za prenosenje
poruka. IBM SP-1 rac¢unalo sastoji se od RS 6000/370 procesora, a T3D je naprav-
ljen u Cray-u, a zapravo je mreza DEC Alpha ra¢unala s Crayevim upravljanjem
memorije.

Zakljucimo razmatranje prethodne tablice. Uoc¢imo da je o > 11 3 > 1, sto
pokazuje da je komunikacija vrlo spora, pa treba napraviti reda veli¢ine barem 1000
floating—point operacija izmedu dvije komunikacije. Osim toga, vrijedi o > (3, §to
pokazuje da je bolje poslati nekoliko ve¢ih poruka, nego vise manjih.

2.4. Neke komunikacijske mreze na racunalima
sa razdijeljenom memorijom

Dizajniranje racunala je uvijek “trgovina”’ izmedu brze komunikacije (sto je

(154

skupo, jer zahtijeva mnogo “zica”) i cijene.
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Mreza racunala se tipicno sastoji ne samo iz “zica” za povezivanje, nego i
procesora za komunikaciju (routing processors). Ti procesori mogu biti vrlo jed-
nostavni, ali mogu biti jednaki kao i procesori koje koristimo za racunanje (Intel
Paragon za obje svrhe koristi i860). Starija racunala nisu imala procesore za komu-
nikaciju. Danas, ve¢ina racunala koristi posebne komunikacijske procesore, tako da
oni mogu raditi u paraleli s procesorima koji racunaju.

Mreze se mogu klasificirati po trima kriterijima:

e topologiji — koji procesori su direktno povezani s kojim;

e dinamicka — staticka mreza — da li se topologija mreze moze dinamicki
mijenjati;

e putu (algoritmu) slanja poruke — nacin na koji se izabire put za poruku
koja putuje s jednog procesora na drugi.

Stvarna racunala su, uglavnom, hibridna i katkad imaju svojstva koja pri-
padaju razlicitim kategorijama.

Za svaku mrezu mozemo definirati dvije tipicne velic¢ine:

e dijametar — maksimalni broj procesora (za prenosenje poruka) kroz koji
poruka mora proputovati da bi stigla na odrediste. Dijametar mjeri mak-
simalni razmak (broj Zica medu susjednim procesorima) za prenosenje poruka
s jednog procesora na drugi;

e Sirina presjeka (bisection width) — najveéi broj poruka koje mogu istovre-
meno biti poslane (bez da se koriste iste “Zice”, odnosno, istovremeno isti
procesori za komunikaciju), bez obzira kojih p/2 procesora salje poruke pre-
ostalim p/2 procesorima. Drugi nacin definicije — to je najmanji broj “zica”
koje se moraju presjeci, da bi se mreza raspala na 2 nepovezana dijela.

LogP model i a + n - model komunikacija ignoriraju dijametar mreze, tj.
ignoriraju ¢injenicu da se blizim susjedima u mrezi poruka moze prenijeti brze, nego
udaljenijim (uzimajuéi u obzir samo prosjecni a i 3). To odrazava stvarno stanje na
modernim arhitekturama rac¢unala: najveé¢i dio sporosti komunikacije dolazi zbog
utroska vremena u software-u na ishodistu i odredistu, a mnogo manje zbog latent-
nosti mreze izmedu. Posebno, to znaci da u dizajnu algoritma, vrlo ¢esto mozemo
ignorirati topologiju mreze.

LogP model samo djelomi¢no (indirektno) koristi irinu presjeka i to kod
ogranicenosti kapaciteta mreze.
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2.4.1. Staticke mreze

Linearno polje, prsten

Linearno polje od p procesora povezano je dvosmjernim “zicama” kao na slici:

Ako su povezani prvi i zadnji procesor (na slici crtkano), takvo jednodimenzionalno
polje zovemo prsten. U slucaju jednodimenzionalnog polja, dijametar mreze je p, a
Sirina presjeka 1. U sluéaju prstena, dijamatar je p/2, a 8irina presjeka je 2.

Dvo— i viSedimenzionalna polja, torusi

Dvodimenzionalno polje od p = ¢? procesora poveznano je dvosmjernim “Zi-
cama” kao na slici:

OO0 |
O O+O+O+0)
OO0

Q
0
0
0

/ 7/

Ako su povezani prvi i zadnji procesor u svakom retku i stupcu (na slici crtkano),
takvo dvodimenzionalno polje zovemo torus. U slucaju dvodimenzionalnog polja,
dijametar mreze je 2q = 2 - ,/p, a Sirina presjeka ¢ = ,/p. Naime, kombinatorika
kaze da je najdalja komunikacija izmedu dijagonalnih procesora. Za putovanje iz
gornjeg lijevog procesora u donji desni, treba napraviti ¢ — 1 korak udesno i ¢ — 1
korak dolje (bez obzira na poredak koraka desno i koraka dolje). Pri tome se obide
toéno 2¢ — 1 procesora (racunajuéi polazni i zavrsni).

Generalizacija na viSedimenzionalna polja je oc¢ita. Ako imamo d—dimenzio-
nalno polje sastavljeno od p procesora, njegov je dijametar d-p'/¢, a sirina presjeka
pl4=1/4 Torusi su nesto bolje povezani. Arhitekturu dvodimenzionalnog polja pro-
cesora koristi Intel ASCI Red. Procesori Intel Paragona bili su vezani u dvodimen-
zionalni, a procesori Crayevog modela T3D u trodimenzionalni torus.
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2.4.2. Dinamicke mreze
Sabirnica (bus)

Sabirnica je najjeftinija i najjednostavnija dinamicka mreza. Svi procesori di-
jele jednu sabirnicu (bus), kroz koju, u jednom vremenskom trenutku, podatke moze
slati najvise jedan procesor. Dijametar mreze je 1, jer je svaki procesor direktno
povezan sa svim ostalima. Sirina presjeka je, takoder 1, jer je dovoljno presjeéi tu
jednu jedinu zicu da se mreza raspadne u dvije komponente.

S

Na takav nacin se mogu povezati mreze radnih stanica, a sabirnica koja se
koristi je Ethernet. Nesto pametnije mreze takve vrste imaju i male sklopke kojima
su procesori povezani na sabirnicu (na primjer, ATM mreza).

Resetka (crossbar, Xbar)

Resetka je najskuplja dinamicka mreza — svaki je procesor direktno povezan sa
svakim (analogon potpunog grafa). Koristi se kod velikih racunala, ali i kod manjih,
gdje dolazi kao komponenta hibridne mreze. ReSetka ima p procesora, ali i p? sklopki
(u p? krizanja), tako da moze biti povezana bilo koja permutacija p/2 procesora s
bilo kojom permutacijom preostalih p/2. Zbog toga je 8irina komuniciranja p/2.
Dijametar mreze je 1, jer bilo koja dva procesora mogu biti direktno spojena.

0

1

2

3

ONONONO
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2.4.3. Hijerarhijske mreze
Stabla, debela stabla, piramide, debele piramide

Binarno stablo (potpuno balansirano) sastoji se od p = 297! — 1 procesora
slozenih u nivoe od 0 do ¢, povezanih tako da svi procesori (osim korijena) imaju
jednog oca, a svi procesori (osim listova) imaju dva sina.

3. nivo
2. nivo
1. nivo
0. nivo

Uobicajeno je da su samo listovi (procesori na nivou 0) procesori za ra¢unanje,
a svi ostali su komunikacijski procesori. Dijametar binarnog stabla je dvostruka
dubina binarnog stabla 2 - ¢ = 2lgp, sto odgovara slanju podataka s najlijevijeg u
najdesniji list. Sirina presjeka je priblizno 1, jer, ako p /2 lijevih procesora pokusava
poslati podatke u p/2 desnih procesora, u korijenu ¢e nastati zastoj.

Zbog toga, trebalo bi “pojacati” veze izmedu nivoa. Ako “Zice” izmedu nivoa k
i k+1imaju dvostruki kapacitet onih koje povezuju nivoe k—1i k, onda smo otklonili

usko grlo. Takva arhitektura se zove debelo stablo (fat tree). Takvu arhitekturu
koristi CM~-5 racunalo.

Na primjer, za CM-5, brzina (Sirina pojasa) komunikacije je

za 4 najbliza procesora 20 Mbyte-a / sekundi
za 16 najblizih procesora 10 Mbyte-a / sekundi
za ostale procesore 5 Mbyte-a / sekundi

Povec¢ani kapacitet “zica” medu nivoima uobic¢ajeno se ostvaruje tako da djeca
imaju dva ili vise oc¢eva. Ako binarno stablo procesora s ¢ + 1 nivoa (s prethodne
slike) dopunimo tako da svako dijete ima 2 roditelja, dobivamo mrezu od 27 ispre-
pletenih binarnih stabala kao na slijedecoj slici
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Ovakva arhitektura vrlo je slicna slojevitoj mrezi zvanoj leptir (vidjeti malo kasnije).

Poruka s procesora Proc; na procesor Proc; pomice se prema korijenu stabla,
dok ne naide na prvi zajednicki prethodnik procesora Proc; i Proc;. Takvih proce-
sora ima viSe i svi se nalaze na istom nivou (u svakom procesoru za komunikaciju
kroz koji prode poruka postoje 2 puta). Da bi se balansiralo optereéenje, put izmedu
dva procesora bira se slucajno.

Dijametar takve mreze je priblizno 21gp, a Sirina presjeka je priblizno p/lgp.
Odakle to izlazi? Dijametar je isti kao i kod binarnog stabla s ¢ + 1 nivoa, tj. 2q.
No, broj procesora u ovoj mrezi je p = (¢ + 1) - 29, jer svaki nivo ima 27 procesora.
Logaritmiranjem izlazi

lep=Ilg(¢g+1)+qg=q (zaiole vete q)

paje 2lgp ~ 2¢q. Tocna Sirina presjeka je p/(¢+1) = 29 (dokazite!), a po prethodnoj
relaciji je ¢ + 1 ~ lg p.

Nema nikakvog razloga zasto ne bismo generalizirali binarna stabla na k-
narna, tj. da jedan otac ima to¢no k sinova. Ako za k uzmemo 4, dobivamo piramidu.
Nivoe piramide, takoder, mozemo povezati u mrezu — na primjer, svaki nivo piramide
mozemo organizirati kao dvodimenzionalno polje procesora.
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2.4.4. Slojevite mreze

SavrSeno mijesanje (perfect shuffle), omega mreze

Mreza savrSenog mijesanja (s vezama za izmjenjivanje) sastoji se od p = 29
procesora. Procesori su vezani jednosmjernim vezama (veze savrSenog mijesanja) i
dvosmjernim vezama (veze za izmjenjivanje), kao na slijedecoj slici:

@@@'@@.@@@

Kad ne bi bilo veza za izmjenjivanje (vezuju parni procesor sa susjednim procesorom

¢iji je indeks za 1 vedi), procesori bi bili razdijeljeni u disjunktne cikluse.

Procesore redom numeriramo od 0 do p — 1. Pravilo za konstruiranje veza
savrsenog mijeSanja je: procesor Proc; moze direktno slati podatke procesoru Proc;,
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ako za indekse 7 i j vrijedi:

l -1

AN
=N

_ 21 , za ()
J = P

<
<

2i4+1—p ,za 1<p-—1

2
Jos je jednostavnija definicija veza savrsenog mijesanja, ako umjesto dekadskih in-
deksa procesora koristimo binarne. Tada procesor Proc; moze poslati podatke pro-
cesoru Procj, ako se j kao binarni broj dobiva ciklickom rotacijom binarnog broja i
za jedno mjesto ulijevo.

Tipicno, arhitektura savrSenog mijesanja se koristi na malo drugaciji nacin.
Tom mrezom se obi¢no vezu procesori za komunikaciju. Preciznije, imamo 2p ko-
munikacijskih procesora podijeljenih u dvije skupine od p procesora i medu njima
uspostavljamo mrezu savrSenog mijeSanja.

Uoc¢imo da je u arhitekturi savrSsenog mijesanja najdulji ciklus procesora me-
dusobno povezanih, duljine q. To je jednostavno pokazati, jer za binarni zapis
indeksa procesora koristimo to¢no ¢ bitova (pa ciklus ne moze biti veé¢e duljine od
q). Stavljanjem, na primjer, jedinice na proizvoljno mjesto (ostalo nule) i ciklickom
rotacijom, postizemo ciklus duljine toc¢no q.

Zbog toga, korisno je imati toéno ¢ skupina komunikacijskih procesora. Su-
sjedne skupine procesora vezane su u mrezu savrSenog mijesanja (kao na slici).
Takvu mrezu zovemo omega mrezom. Unutarnje skupine komunikacijskih procesora
su zapravo jednostavne sklopke (switch-evi) (slika desno gore), koje poruku mogu
propustiti “ravno”, ako je i—ti bit indeksa procesora koji salje poruku jednak i—tom
bitu indeksa procesora koji prima poruku, ili “ukoso”, ako to nije. Primijetimo da
ove sklopke glume veze za izmjenjivanje u arhitekturi savrsenog mijesanja s vezama
za izmjenjivanje.

Dakle, poruka dinamicki putuje kroz mrezu. Na primjer, ako imamo samo 8
procesora (kao na prethodnoj slici), onda indeks procesora ima samo 3 bita. Pret-
postavimo da procesor s;S,s3 zeli poslati poruku procesoru dydyds. On ¢e to uciniti
na slijede¢i nacin:

Indeks posiljatelja poruke  s1s953

Nakon prvog mijesanja 528381
Nakon prve sklopke S983dy (“ravno” za s; = dy, “koso” za s # dy)
Nakon drugog mijesanja s3dy 59
Nakon druge sklopke s3d;ds (“ravno” za sg = dg, “koso” za sy # dy)
Nakon treceg mijesanja didsyss
Nakon treée sklopke didads (“ravno” za s3 = d3, “koso” za s3 # d3)

Indeks primatelja poruke  didads

Svako “mijesanje” u prethodnom algoritmu ra¢unanja adresa (indeksa) je
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primjena transformacije s — cshiftl (s) (circular shift left by 1), tj. rotacija binarno
zapisanog indeksa s, za jedno mjesto ulijevo.

Na slijedecoj slici prikazana je omega mreza (desno dolje) i njeni sastavni
dijelovi (sklopke) i mreza savrsenog mijesanja (lijevo):

Z

\ A
A

\
Y

(R
Sboadoo

T

Dijametar omega mreze je ¢ = lgp, jer poruka mora proputovati ¢ sklopki.
Sirina presjeka je p. Takva mreza koristila se kod prvih modela paralelnih racunala
s pocetka osamdesetih godina: IBM RP3, BBN Butterfly i New York University
Ultracomputera. Danas, omega mrezu koristi jedno od najbrzih racunala na svijetu
— IBM ASCI Blue Pacific.
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Leptir (butterfly)

Arhitektura leptira sastoji se od p = (¢+1)-29 procesora podijeljenih u (¢+1)
nivoa (indeksiranih od 0 do ¢). U svakom nivou ima to¢no 27 procesora.

O-( ) OO e

§>) L wivo
D ( > ivo

3. nivo

/

RV

N

Ako na svakom nivou procesore indeksiramo od 0 do 2¢ — 1, onda je j—ti
procesor na i-tom nivou vezan s dva procesora na (i — 1)-om nivou: s j-tim i
onim, c¢iji se indeks dobiva komplementiranjem i—tog najznacajnijeg bita binarne
reprezentacije od j.

2.4.5. Kombinacija slojevite i hijerarhijske mreze
Hiperkocka

g—dimenzionalna hiperkocka ima p = 27 procesora. Ako procesore indeksiramo
od 0 do p — 1, za binarni zapis njihovih indeksa potrebno je ¢ bitova. Po definiciji,
procesori Proc; i Proc; su direktno vezani, ako se njihov binarni prikaz razlikuje

u tocno jednom bitu. Odatle odmah izlazi da je svaki procesor g—dimenzionalne
hiperkocke direktno vezan s ¢ drugih procesora.

(o)——)
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Slanje poruka vrsi se prema Grayevom kodu. g¢-bitni Grayev kod je per-
mutacija cijelih brojeva od 0 do 29 — 1, tako da se binarni zapisi susjeda razlikuju
za tocno jedan bit. Isto vrijedi i za prvi i posljednji broj u nizu (tj. ciklicki).

Grayev kod definira se rekurzivno. Jednobitni Grayev kod je
G(1) ={0,1}
Neka je dan g-bitni Grayev kod

(¢ + 1)-bitni Grayev kod definira se iz g—bitnog na slijede¢i nacin:

G(q+1) ={0g(0),09(1),...,09(2" = 1),1g(2* = 1),. .., 19(1), 19(0)}
Na primjer, 3-bitni Grayev kod je
G(3) = {000,001,011,010,110, 111,101, 100}

Zbog dovoljno veza koje postoje u hiperkocki, u nju mozemo uroniti jedno-
stavnije mreze koje imaju manje veza po ¢voru, kao sto je, recimo, binarno stablo
ili prsten. Tako mozemo lako prenijeti algoritam koji radi na arhitekturi hiperkocke
na neku jednostavniju arhitekturu i obratno.

Pretpostavimo da imamo hiperkocku s 8 = 23 procesora. Stablo se lako uranja
u hiperkocku na slijedec¢i nacin:

e procesor 000 je korijen;

e djecu korijena dobivamo mijenjanjem prvog najznacajnijeg bita u adresi;

e djecu djece dobivamo mijenjanjem drugog najznacajnijeg bita u odgovarajucoj
adresi;

e slijede¢i nivo dobivamo mijenjanjem tre¢eg najznacajnijeg bita u odgovaraju-
¢oj adresi oceva.

Primijetimo da je takvim postupkom svaki ¢vor sam sebi i lijevi sin. To nece
predstavljati problem, sve dok algoritam koristi samo jedan nivo procesora u stablu,
u jednom vremenskom trenutku.
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Ulaganje prstena u hiperkocku je jos jednostavnije. Slijede se samo veze u
odgovaraju¢em Grayevom kodu.

Takoder, u kocku mozemo ulagati i viSedimenzionalna polja procesora, tako
da su susjedni ¢vorovi u mrezi, susjedni ¢vorovi hiperkocke. Jedina je restrikcija da
dimenzije takvog visedimenzionalnog polja moraju biti potencije od 2. Za ulaganje
k—dimenzionalnog polja s 29t - 292 . . . 29k procesora, potrebna je hiperkocka dimenzije
pP=q + g+ -+ q. llustrirajmo to primjerom ulaganja 2-dimenzionalnog polja
s 21.22 = 2.4 procesora u 3—dimenzionalnu hiperkocku.

000 100

010 110

Takav nacin povezivanja koristen je kod ranijih serija Intelove hiperkocke i
CM-2 racunala.
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3. Mjere ponasanja (efikasnost)
paralelnih programa

Za paralelne programe, standardnim mjerama slozenosti, a to su vrijeme,
odnosno broj racunskih operacija i prostor, dodajemo jos i neke nove:

e broj paralelnih procesora — §to nije jako bitno, osim ako racunalo ima mnogo
procesora i mozemo birati konfiguraciju, tj. koliko ¢e procesora racunalo ko-
ristiti;

e vrijeme komuniciranja — kao dodatak na standardnu vremensku slozenost.

3.1. Ubrzanje, efikasnost, cijena

Osnovni cilj paralelnog rac¢unanja je ubrzanje obzirom na standardno sek-
vencijalno racunanje. Mjere o kojima ¢emo govoriti opisuju taj odnos i vrlo ¢esto
sluze kao dobar kriterij za razlikovanje dobrih od losih paralelnih algoritama.

Neka je n neka razumna mjera veli¢ine problema kojeg rjesavamo. Na primjer:
zbrojite ili sortirajte n brojeva, pomnozite dvije matrice reda n. Neka je p broj
procesora koje imamo na raspolaganju za paralelno racunanje.

U daljnjem, ignorirat ¢emo detalje paralelne arhitekture (veza procesora i ko-
municiranje) i gledat ¢emo globalno samo potrebno vrijeme za rjesavanje problema
veli¢ine n.

Uvedimo slijedece oznake:

e T(p,n) — vrijeme za rjesavanje problema veli¢ine n na p procesora. Skraéena
oznaka T'(p) podrazumijeva da sve ovisi i o n;

e T(1,n) — vrijeme za rjeSenje istog problema sekvencijalnim algoritmom (skra-
¢eno T'(1)).

Vrijeme T'(1) sluzi kao referentno vrijeme za usporedbu sekvencijalnih i pa-
ralelnih algoritama i standardno se uzima da je 7'(1) vrijeme najboljeg sekvenci-
jalnog algoritma (ili barem najboljeg poznatog sekvencijalnog algoritma — ako nije
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dokazano da je taj algoritam najbolji). Objasnimo pojam najboljeg sekvencijalnog
algoritma i najboljeg poznatog sekvancijalnog algoritma.

3.1.1. Donja i gornja granica

Generalno, ako zelimo analizirati neki novi sekvencijalni algoritam, nuzno je
postaviti dva pitanja:

e da li je optimalan;

e ako nije, kakav je njegov odnos prema najboljem postoje¢em algoritmu za taj
problem.

Odgovor na prvo pitanje dobivamo usporedivanjem broja operacija u algoritmu
u najgorem slucaju, s poznatom donjom granicom za taj problem. Ako je taj broj
operacija reda velicine donje granice, algoritam je optimalan.

Primjer 3.1.1.

Donja granica za racunange produkta dvije (opée) matrice redan je n* aritme-
tickih operacija.

Produkt te dvije matrice ima n® nezavisnih elemenata koje treba izracunati, pa
algoritam sigurno zahtijeva n® operacija i ne moze bolje.

Do danas nije poznat algoritam koji bi dvije (opée) matrice reda n pomnozio u
O(n?) operacija. Klasiéno mnoZenje dvije matrice reda n zahtijeva O(n®) operacija.
Poznata su neka ubrzanja za matricno mnoZenje.

Strassenov algoritam formulira se blokovski i osniva se na uravnoteZenju tra-
janja zbrajanja dvije matrice reda m (sto je O(m?) operacija), odnosno klasi¢nog
mnoZenja za iste matrice (O(m?3) operacija).

Osnova algoritma je mnoZenje dvije 2 X 2 matrice, sto se moZe provesti sa 7
mnoZenja i 15 zbrajanja. U prvi ¢as, ako smatramo da mnoZenje i zbrajanje realnih
brojeva traje jednako, ideja se nije ¢inila narocito privlacnom. Ako pak 2 X2 matrice
zamijenimo n/2 X n/2 matricama, kao posljedica izlazi da se mnoZenje dvije n X n
matrice moZe provesti sa 7 matriénih mnoZenja matrica redan/2 i odgovarajuci broj
zbrajanja matrica reda n/2, odnosno rekurzivno:

Tim) — b ,zan <2
(n)_{7T(n/2)+an2 ,zan>2

gdje su a i b konstante. RjeSavanjem prethodne rekurzije dobiva se slozenost O(n'87)
operacija. Victor Y. Pan radio je osamdesetih godina na generalizaciji Strassenovog
algoritma — dijelio je matrice u sve vece blokove i pokusavao smanjiti broj mnozZenja
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u odgovarajucem bloku. Pokazao je da se dvije 70 x 70 matrice mogu pomnoZiti u
143.640 skalarnih mnozZenja.

Asimptotski najbrzi, do sad poznati, algoritam konstruirali su Coppersmith i
Winograd 1986., a potreban broj operacija je O(n?37).

Zbog toga, u ovom slucaju, za usporedivanje paralalnog i sekvencijalnog algo-
ritma usporedujemo sekvencijalni standardni i paralelni standardni algoritam, sek-
vencijalni Strassenov algoritam i paralelni Strassenov algoritam, itd.

Usko vezano uz mnozenje matrica, je i rjeSavanje sistema linearnih jednadzbi
Axr = b. Na tu temu, dva velika matematicara Peter Alfeld i Nick L. Trefethen
su sklopili i okladu 25. 6. 1985. u 100$ oko toga, da li ¢e se do 31. 12. 1994. naéi

algoritam koji za rjesavanje linearnog sistema reda n treba O(n*") operacija.

Trefethen je okladu platio u veljaci 1996. Oklada je obnovljena i na slijede¢ih
10 godina (do 1. 1. 2006.). Takoder, sklopljena je i dodatna oklada 13. 2. 1996. na
200$. Da bi dobio tu okladu, Peter Alfeld mora pokazati da ne postoji algoritam koji
koristi O(n?) operacija. Obratno, da bi dobio tu drugu okladu, Nick L. Trefethen
mora konstruirati algoritam koji koristi O(n?) operacija, §to je, naravno, mnogo
teze, nego samo pokazati da on postoji.

Primjer 3.1.2.

Donja granica za broj operacija za sortiranje n slucajno poredanih brojeva
(usporedivanjem parova brojeva) je O(nlogn) operacija.

Primigetimo da postoji n! mogucih rasporeda tih n brojeva. Za zapis svih tih
rasporeda potrebno je lgn! bitova (svaki bit 0 ili 1). Buduéi da vrijedi

n"? < npl <n"

logaritmiranjem izlazi da je potrebno najmanje O(nlgn) usporedivanja.

Postoje mnogi algoritmi koji dostizu tu donju granicu u najgorem slucaju.
Takav je, na primjer, heapsort algoritam, pa za njega mozZemo reéi da je optimalan.
Jasno je da ¢emo u ovom slucaju, paralelne algoritme usporedivati s vremenom tra-
janja optimalnog sekvencijalnog algoritma.

3.1.2. Ubrzanje i efikasnost

Standardno gledamo slijede¢e dvije mjere za paralelni algoritam.

e Ubrzanje (speedup), u oznaci S(p), definiramo s
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tj. to je mjera koliko puta brze racunamo s p procesora, obzirom na samo 1
procesor. Bitno je da je referentni 7'(1) dobar (najbolji u odgovarajuéoj klasi),
inace ¢emo dobiti nerealno veliko ubrzanje. Idealni paralelni algoritam trebao
bi imati ubrzanje p, medutim, kao sto ¢emo to kasnije vidjeti, to je nerealno.

Efikasnost (efficiency), u oznaci E(p), definiramo s
S(p
p

tj. mjeri se koliko se dobro paralelizira algoritam. U idealnom slucaju, oce-
kujemo E(p) = 1, tj. svi procesori su non—stop zaposleni i nema nepotrebnih
viSaka, obzirom na sekvencijalni algoritam.

Jednostavno je uociti da vrijede neke ograde na S(p) i E(p).

Pseudoteorem 3.1.1. (Brent)

Vrijeds

Pseudo dokaz:

Jedan procesor moze simulirati rad p procesora u najvise p puta vise vremena,

izvodeci redom, jedan po jedan korak svakog od p sekvencijalnih programa koji tvore
paralelni program:

1

DN =

[\)

=

=

. korak procesora Procy;

. korak procesora Proc,;
. korak procesora Procy;

. korak procesora Procy;
. korak procesora Procy;

. korak procesora Procy;

pseudo W

Uz odredene teoretske pretpostavke na sekvencijalni i paralelni model racuna-

nja, prethodni pseudoteorem moze postati pravi teorem.
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Ova tvrdnja vrijedi, samo ako se za T'(1) uzima najbolji sekvencijalni algori-
tam. Njen dokaz ide na kontradikciju — jer bi, u protivnom, nasa konstrukcija dala
bolji sekvencijalni algoritam od polaznog.

Osim toga, bitne pretpostavke na model rac¢unanja i algoritam su, na primjer:

e algoritam je deterministicki;

e memorija je sva ravnopravna — iste brzine, tj. nema hijerarhije.

To znaci da sekvencijalno i paralelno racunanje smijemo ravnopravno usporedivati,
po trajanju osnovnih operacija.

Standardni sekvencijalni model racunanja je deterministicki Turingov stroj s
beskona¢nom trakom ili beskona¢nim RAM-om. Za paralelni model mozemo uzeti
p takvih Turingovih strojeva sa zajednickom kontrolnom jedinicom.

Ako ne vrijede prethodne pretpostavke, moze se dogoditi da dobijemo i nad-
linearno ubrzanje, tj. kad gledamo S(p) kao funkciju od p, dobijemo da je S(p) > p.

Standardni slucajevi kad se to moze dogoditi su:

e nedeterministicki algoritam — u paralelnom algoritmu uzimamo razlicite pute-
ve obrade od sekvencijalnog algoritma;

e problem (tj. n) je prevelik za jedan procesor s hijerarhijskom strukturom me-
morije i on mora ces¢e i¢i po podatke u sporiju memoriju, nego kad se isti
problem raspodijeli na puno procesora. Ovo je vrlo ¢est i bitan slucaj u praksi.

Nas pseudoteorem kaze da u grafu (p, S(p)), pravac Sp(p) = p odozgo ograduje
stvarno ubrzanje. Kvaliteta paralelne implementacije se ¢esto mjeri po tome, koliko
je ponasanje naseg paralelnog algoritma blizu “idealnog” ubrzanja.

A 9
S(p) \//
i
5\
p >
Idealno ubrzanje, uglavnom, nije dostizno — c¢ak ni teoretski, jer se vec¢ina

algoritama ne moze idealno paralelizirati. Osim toga, nije smisleno (niti realno)
neograniceno povecavati broj procesora p, ne vodeéi racuna o veli¢ini problema n.
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Naime, ovako definirane mjere S(p) i E(p) ovise, zapravo, samo o p (ne vidi se
zavisnost o n). Ispada da, za razne n, ako poveéavamo p, sve mjere treba prikazati
nad (p,n) ravninom. Da bismo dobili realisticnu mjeru ponasanja paralelnog algo-
ritma, treba uzeti odgovaraju¢i odnos izmedu p i n.

Na primjer, ako fiksiramo n, oCito je, da povecavanje p vodi, na kraju, u sve

manju efikasnost. Za dovoljno velike p, ve¢ina procesora je besposlena, tj. vrijedi

lim E(p) =0

p—00

Ljudi kupuju paralelna rac¢unala, ne zato da bi postojece probleme mogli rijesiti
brze, nego zato da mogu rijesiti vece probleme. Zbog toga, u stvarnosti, veli¢ina
problema n(p) raste u ovisnosti o broju procesora p.

Tada dobivamo skalirano ubrzanje (scaled speedup)

S(pn(p) = T
i skaliranu efikasnost (scaled efficiency)
E(p.n(p)) == Lp’;(p))

Obi¢no pokusavamo sastaviti takozvani “skalabilni” (engl. “scalable”) algori-
tam, u kojem je efikasnost E(p,n(p)) odozdo ogradena pozitivnom konstantom, tj.
kako p raste, zelimo da je

lim E(p,n(p)) =c>0

p—00

Na primjer, jedan od najceséih slucajeva u praksi je, da n(p) raste tako da
je potrebna (iskoristena) memorija za algoritam konstantna po svakom procesoru
— bez obzira na p. Tj. n(p) raste tako da prostorna slozenost paralelnog algoritma
“linearno” ovisi o p, odnosno preciznije, svaki procesor koristi konstantnu koli¢inu
memorije. Na primjer, za matricno mnozenje C' = A - B matrica reda N na p
procesora, uzimamo 3N? = n(p) = p- M (3 kao faktor, jer spremamo 3 matrice!),
gdje je M konstantna kolicina memorije po procesoru.

Napomenimo jos da ovisnost o n svakako treba uzeti u obzir. Nije smisleno
unaprijed fiksirati n, pa onda odabrati najbolji pripadni sekvencijalni algoritam, bas
za taj n, odnosno, praviti paralelni algoritam za taj fiksni n.

[139%)]

Ako zelimo razumnu usporedbu, na neki nacin “n” mora biti parametar oba
algoritma — tj. oba algoritma moraju ovisiti o n (bar u nekim granicama n < nyay), a
paralelni algoritam mora ovisiti jos i o p (opet u nekim granicama p < pyax). Obi¢no
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s€ Pmax lako nalazi iz n ili Ny, ili je jednostavno zadan arhitekturom racunala, pa
tako odreduje npax.

Vecina algoritama se ne moze idealno paralelizirati, jer neke operacije moraju
i¢i sekvencijalno. Amdahlov zakon daje vrlo jednostavnu ocjenu (odozgo) za ubrza-
nje koje mozemo postici.

Zakon 3.1.1. (Amdahlov zakon)

Pretpostavimo da vrijedi Brentov pseudoteorem. Neka je f < 1 dio ukupnog
vremena T(1) koji se trosi na posao koji se moze paralelizirati, a s = 1 — f dio
vremena T'(1) koji se trosi na posao koji je sekvencijalan. Tada je

T(p) > T(l)i +T(1)s

p
Primigetimo da smo ovdje iskoristili dio iz dokaza Brentovog pseudoteorema koji
kaze da sekvencijalno racunalo moze simulirati paralelno. Nejednakost je posljedica
toga sto je T'(1) najbolje moguce sekvencijalno vrijeme. Zbog toga je

T(1 1 1
S =)< L <!
T(p) ~ flp+s~ s
a ocjena je neovisna o tome koliko procesora p imamo. Za efikasnost vrijedi
S 1
E(p) = (p>§ —0 ,zap— o0
p T ftsp

Dakle, ubrzange je odozgo omedeno s 1/s i poveéange p preko f/s = f/(1—f)
ne moze povecati brzinu (ubrzanje) za faktor veéi od 2.

Pouka Amdahlovog zakona je da algoritam ne smije imati serijsko usko grlo!
Na primjer, ako je s = 1% (samo 1% programa je strogo sekvencijalno), ubrzanje je
najvise
S(p) <100
i ne isplati se koristiti vise od p = 100 procesora, ako zelimo visoku efikasnost.

Dakle, kod projektiranja algoritma treba vrlo pazljivo mjeriti performanse
programa, tako da se otkriju eventualna serijska uska grla. Moguce je da se refor-
mulacijom algoritma, dio tog serijskog uskog grla moze otkloniti.

Na primjer, nadimo koji dio vremena smije troSiti sekvencijalni dio algoritma
(u ovisnosti o p), ako zelimo da algoritam ima efikasnost barem 50%:

E(p) 205+ S(p) = £ .
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pa iz Amdahlovog zakona dobivamo

1
f/p+s

N3

<S(p) <

?

odakle slijedi
f+sp=(1-8)+sp=1+s(p—1)<2 ,
odnosno
< 1
=01
tj. sekvencijalni dio algoritma mora biti proporcionalan najvise inverzu broja proce-
sora. Naravno, sekvencijalni dio algoritma ne mozemo mijenjati (ili paralelizirati),
pa prethodnu relaciju treba interpretirati kao ocjenu za broj procesora p < 1+ 1/s,
za zeljenu efikasnost. Drugim rije¢ima, ostale procesore u ra¢unalu (ako ih ima),
treba dodijeliti (paralelno) nekom drugom poslu!

)

3.1.3. Cijena
Cijena paralelnog algoritma definira se kao:

Clp) =T p ,
tj. podrazumijeva se da svi procesori rade isti broj koraka.

Kazemo da je paralelni algoritam optimalan ako je
C(p) = O(donja granica za sekv. broj op., odn. vrijeme) = O(T'(1))

Paralelni algoritam sigurno nije optimalan, ako postoji sekvencijalni algoritam cije
je vrijeme izvodenja T'(1) < C'(p).

3.1.4. Donja ograda za paralelno izracunavanje funkcije s
n parametara

Pretpostavimo da je dozvoljeno koristiti samo binarne operacije, tj. 2 operanda
daju jedan rezultat. Pretpostavimo da te operacije traju podjednako dugo.

Jasno je da u jednom vremenskom koraku mozemo izracunati funkciju koja
ovisi 0o samo 2 parametra (1 binarna operacija). U drugom vremenskom koraku,
svaki od dva operanda moze ovisiti o 2 parametra, odnosno ukupno ulaz ovisi o
najvise 4 nezavisna parametra. U svakom slijede¢em koraku, najveci broj nezavisnih
ulaznih parametara se udvostrucuje.
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Prema tome, u k = Ign vremenskih koraka mozemo izracunati funkciju koja
ovisi 0 najvise 2¥ = n nezavisnih parametara. Preciznije re¢eno

flzy,...,x,) = Q(lgn) |
pri ¢emu se (n) (¢itati reda najmanje n) definira na slijedeéi nacin:

Definicija 3.1.1.
Neka su f,g : N — R*t. Funkcija g je reda nagmange f, u oznaci Q(f(n)), ako

postoje pozitivne konstante ng i ¢ takve da vrijedi

gn)>c-f(n) , Yn>ng

Na primjer, zbrajanje n brojeva je funkcija n nezavisnih argumenata i ne moze
se obaviti u vremenu kra¢em od O(lgn). Algoritam je stablast — zbraja u paraleli
n/2 parova brojeva, pa slijedeé¢ih n/4, sve dok ne preostane za zbrojiti 2 broja
(vidjeti slijedece poglavlje).

Teorem 3.1.1. (Munro—Paterson (1973.))

Ako se sekvencijalno racunanje nekog rezultata (funkcijskih vrijednosti) sastoji
od x elementarnih aritmetickih operacija (maksimalno binarnih)

T(1) =z (ili O(z))

(bitno samo da elementarne operacije podjednako traju), onda je vrijeme T(p) po-
trebno za paralelno racunanje istog rezultata s p procesora

gz + 1] , ako x < 207l

T(p) > 1 — 2Msr]
rrime +lgp , ako x > 2MeP]

Primjer 3.1.3.

Pretpostavimo da moramo zbrojiti 8 brojeva. Sekvencijalno zbrajanje traje 7
vremenskih jedinica, dok paralelno zbrajanje traje 3 vremenske jedinice, ako imamo
na raspolaganju 4 procesora. Tj. ovdje je x =T, p = 4, pa je x > 22, odakle slijedi
T(4)=3.

Slijedeci teorem govori o ubrzanju, ako na raspolaganju imamo nedovoljan broj
procesora.
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Teorem 3.1.2. (Brent (1974.))

Ako je T paralelno vrijeme racunanja za postupak od x elementarnih binarnih
operacija, uz dovoljno veliki broj procesora (1. sluc¢aj Munro—Patersonovog teorema,),
onda se isto racunangje (postupak) moze obaviti za vrijeme T'(p) sa samo p procesora,

gdje je
-7
T(p) = {Terp J :

(2. slu¢aj Munro—Patersonovog teorema,). |

Primjer 3.1.4.

Pretpostavimo da moramo zbrojiti 8 brojeva, a na raspolaganju imamo 3 pro-
cesora. Prema Brentovom teoremu imamo:

7—3

T(3) = {‘HTJ =

Sastavite takav algoritam zbrajanja!

Primijetimo da prethodna dva teorema ne uzimaju u obzir komunikaciju medu
procesorimal
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4. Brzi algoritmi na stablima

Mnogi algoritmi numericke linearne algebre su stablasti. Kao sto smo veé
pokazali, za izvrednjavanje bilo koje netrivijalne funkcije s n parametara, potrebno
je najmanje lg n paralelnih koraka, uz pretpostavku da u svakom paralelnom koraku
koristimo samo (unarne ili) binarne operacije.

Cilj poglavlja je pronalazenje najbrzih mogué¢ih paralelnih algoritama, bez
obzira na potreban broj procesora ili na njihovu numericku stabilnost. Neki od
njih ¢e biti samo akademskog karaktera, a neki ¢e imati i veliko prakticno znacenje.

4.1. Emitiranje i redukcija na stablima

Na binarnim stablima s p procesora, emitiranje se odvija na prirodan nacin.
Otac posalje podatke svojim sinovima, oni svojim sinovima, sve dok podaci ne
stignu do listova. Vremensko trajanje je dubina koristenog binarnog stabla, odnosno
lg(p + 1) — 1 koraka.

Redukcija (s asocijativnim operacijama — zbog poretka racunanja) je, na neki
nacin, obratna operacija od emitiranja. Svaki sin posalje podatke svom ocu, pa kao
i u slucaju emitiranja, vrijeme trajanja je lg(p + 1) — 1 paralelnih koraka.

Redukciju mozemo zamisljati i kao stablasto racunanje vrijednosti nekog izra-
za. U listovima se nalaze polazni podaci (atomi izraza), a svi o¢evi obavljaju neku
zadanu binarnu operaciju nad podacima iz svojih sinova i rezultat operacije Salju
svom ocu. Krajnji rezultat (vrijednost izraza) je konacni podatak u korijenu stabla
(nakon $to on obavi svoju operaciju).

Opéenito, ovakav postupak ovisi o tome koje binarne operacije treba obaviti (i
kojim redom). Ako su sve te binarne operacije iste i jo$ je ta operacija asocijativna,
onda rezultat ne ovisi o redoslijedu njihovog izvrsavanja. To omogucava jednostav-
nu paralelizaciju postupka izra¢unavanja, s vrlo velikom prakti¢cnom primjenom.

Ilustrirajmo takvu redukciju na primjeru zbrajanja n = 2%, k& € N, brojeva
(zanemarujudi, nakratko, broj procesora p). Zbroj mozemo pisati kao

S=xo+ -+ a1 =(xo+ -+ Tpp1)+ @np+-F+Tu1)
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sto prikazuje operaciju na vrhu (u korijenu) stabla. Clanove u zagradama mozemo
nezavisno, tj. paralelno izracunati. Rekurzivhom primjenom ovakvog rasclanji-
vanja na ¢lanove u zagradama (sve do razine osnovnih vrijednosti z;), dobivamo
algoritam paralelnog zbrajanja, poznat pod imenom paralelni prefiks.

Za n = 8, stablo racunanja ima slijede¢i oblik:

(o + 21 + 22 + 23) + (x4 + 25 + 26 + 27)

(o + x1) + (2 + 23) (x4 + x5) + (26 + 27)

To + 21 g + T7

Zo Z1 T2 Zs3 T4 Ts Te i

Ovaj algoritam vrijedi i za bilo koju drugu asocijativnu binarnu operaciju .
Naziv “prefiks” dolazi od uobicajenog funkcijskog zapisa te operacije. Rezultat a®b
pisemo kao @(a,b), tj. u prefiks notaciji.

Uz malo dodatnog posla, mozemo izracunati i sve pocetne “parcijalne sume”
zadanih vrijednosti, tzv. “scan” polaznog niza podataka xg,...,z,_1.

4.2. Zapis algoritama za paralelni prefiks i scan

Uvedimo preciznu definiciju operatora scan.

Definicija 4.2.1.

Neka je zadan niz od n brojeva xy, ..., x, 1 i neka je & asocijativna binarna
operacija. Rezultat primjene operatora scan(x) (za zadanu asocijativnu binarnu
operaciju ) na miz T = T, ..., Tu_1 J€ MZY = Yo, . - -, Yn—1, 20 koji vrijedi

Yyi=20D---Dx; , 1=0,...,n—1

Ovako definirani operator “scan” se katkad naziva © “prescan”, jer racuna pocetne
parcijalne sume. Analogno se moZze definirati i operator “postscan” koji racuna
straznje parcijalne sume.
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Uocimo da komutativnost binarne operacije nije bitna. Za binarnu operaciju
@ mozemo, na primjer, uzeti: zbrajanje, mnozenje, minimum, maksimum, matri¢no
mnozenje, itd.

Ponovno, neka je zadan niz brojeva g, ..., 2,1, n = 2¥, k € N. Treba naci
y = scan(z) tog niza, tj. niz yo, ..., Yn_1,

Yi =20 ® -+ O x; = oznaka = x(0 : 1)

Za rezultat primjene operacije @& na bilo kojem bloku uzastopnih ¢lanova niza
uvodimo oznaku

;@ @rj=oznaka=zx(i:j) , i<}

Radi jednostavnosti, za binarnu operaciju @& uzmimo obi¢no zbrajanje.

4.2.1. PRAM forma algoritma

Na pocetku, paralelni algoritam formuliramo sasvim opcenito, u tzv. PRAM
formi, ignorirajuci broj procesora i veze medu njima, tj. naznacavamo paralelizam
dopusten (ili ograni¢en) samo meduzavisnoséu podataka.

Pretpostavljamo da se zadani niz, na pocetku, nalazi spremljen u polju z, tako
da je z[i] = x4, zai = 0,...,n — 1, a rezultat treba spremiti u polje y, tako da je
yli] =y, zai=0,...,n— 1.

Graf racunanja (ili ovisnosti podataka) za n = 8 = 2% ima oblik:

i) T xT9 T3 Ty Ts Te T
® ® t=0
n n o 1. korak
O =1
2. korak
4:7
O (4:7) i
3. korak
0:7
O (0:7) i3
4. korak
o
O t=4
5. korak
0:0 0:2
CONNS (0:2) o s
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pri ¢emu, na prethodnom grafu, vrijednosti y; su meduvrijednosti, a y; su konacne
vrijednosti elemenata polja y. UocCimo da se u prva tri vremenska koraka obavlja
penjanje po stablu (kao u redukciji za nalazenje ukupnog zbroja), a u posljednja
dva dolazi do spustanja po stablu (da nademo preostale ¢lanove niza y).

Ako ovako podijelimo i vremenske korake, proces traje 2k — 1 koraka, a svaki se
podatak koristi najvise jednom u danom trenutku (za $to je dovoljan EREW model
racunala). Ako koristimo CREW ili CRCW model, odmah mozemo ustediti jedan
vremenski korak potreban za zbrajanje ys + y5. Tada i cijelu drugu fazu algoritma
mozemo vremenski pomaknuti za jedno mjesto prema gore pa proces traje 2k — 2
koraka.

Za pocetak, dokazimo da ovaj algoritam nije daleko od optimalnog algoritma
za racunanje niza y = scan(z). Za dokaz, treba na¢i minimalni broj vremenskih
koraka za (paralelno) racunanje cijelog niza y, duljine n = 2. Tvrdimo da je taj
broj jednak k. Promotrimo slijedeée “nezavisne” grafove za racunanje o, ..., Yn_1-

To

Zo 1o Zo T 1) To T1 T2 z3 T4  Ts Te Tt
Yo Y1 N
Y2

Y7

Ako dozvolimo viSestruko paralelno ¢itanje istih podataka, ove grafove mozemo
“preklopiti” na mjestu zajednickih polaznih podataka (Sto odgovara paralelnom
¢itanju tih podataka). Sve ostale dijelove tih grafova (rezultate y;) mozemo neza-
visno paralelno ra¢unati (uz dovoljan broj procesora). Odavde slijedi da je ukupan
broj vremenskih koraka jednak maksimalnom broju vremenskih koraka potrebnih za
racunanje pojedinih ¢lanova y;. Najdulje traje racunanje zadnjeg ¢lana y,_; (sume
cijelog niza ) i to totno k = lgn koraka. Medutim, y,_; ovisi o n = 2* nezavisnih
parametara, Sto znaci da trebamo barem k vremenskih koraka za njegovo racunanje.
Dakle, najbrzi algoritam za rac¢unanje niza y treba toctno k£ vremenskih koraka.

Zaklju¢ujemo da je algoritam na bazi paralelnog prefiksa za nalazenje niza
y = scan(z) najvise za faktor 2 sporiji od najbrzeg moguéeg, tj. ima optimalni red
velic¢ine.

Algoritam paralelnog prefiksa ima nekoliko prednosti pred opisanim optimal-
nim algoritmom. Kao prvo, nema visSestrukog racunanja istih medurezultata. To nije
jako bitno, jer paralelizmom zelimo smanjiti vremensku, a ne aritmeticku slozenost.
Nadalje, nema istovremenog visestrukog (paralelnog) ¢itanja istih podataka, pa mo-
zemo koristiti i EREW arhitekturu racunala. Na kraju, paralelni prefiks se jednos-
tavno i prirodno realizira na racunalima s razdijeljenom memorijom uz standardne
mreze povezivanja (o¢ito je binarno stablo prirodna mreza).
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Algoritam 4.2.1. (PRAM — algoritam)
{Penjanje}

m:=ndiv 2; {broj paralelnih operacija u pojedinom koraku}
step :=1; {razmak indeksa za zbrajanje}
for i := 1 to m parallel do {1. korak penjanja}
y2xi—1]=x2%i—2]+z2xi—1]; {==x(20—2:2i—1)}
for j:=2tokdo {j-ti korak penjanja}
{ekvivalentno je while m > 1 do ili while step < n div 2 do}
begin
m:=mdiv2; {m =ndiv2/ =27}
step := 2 * step;  {step = 2971}
for i := 1 to m parallel do
y[2*ixstep — 1] ;== y[(2%1 — 1) x step — 1] + y[2 * i * step — 1];
{=2((2i — 2) - step : (2i) - step — 1)}
end; {for j}
{Ako je n>1 (tj. k>0), onda ovdje vrijedi:
m=1, step=ndiv2=211
y[n — 1] sadrzi ¢itavu sumu z(0:n —1).
U protivnom, za n=1 vrijedi m=0.}

{Spustanje}

for j:=1tok—2do {j-ti korak spuStanja - koristi samo y}
begin
m:=2xm; {m=2}
step := step div 2;  {step = n div (2m) = 2k-U+1) = 2k—i-11
for i :==1tom — 1 parallel do {za 1 manje nego prije}
yl(2%i+ 1)« step — 1] :=y[(2 i * step — 1] + y[(2 i + 1) * step — 1];
{=x(0:(2i4+1)-step—1)}
end; {for j}
m:=2xm; {m=2"1=ndiv?2}
{ovdje ne treba: step := step div 2; jer izlazi toZno step = 1}
parallel begin
y[0] := z[0];
for i := 1 to m — 1 parallel do
y2*id) :=y2xi— 1] +x[2*4d]; {=x(0:2i)}
parallel end;

Ako je n = 1, onda se petlja po j ne izvrsava, a u zadnjem bloku je m = 0, pa
se ne izvrsava niti petlja po i. Tj. za n = 1, samo kopiramo x[0] u y[0].

Za n > 1, algoritam u j-tom koraku penjanja (za j = 1,..., k) racuna

yli2d — 1] i=a((i —1)27 129 = 1) | i=1,...,2"9 |
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a u j-tom koraku spustanja (za j =1,...,k — 1) racuna
y[i2h = 42kt Q= 2(0: 2" 428 1) ) i=1,...,20 —1

Analizirajte koje od ovih vrijednosti su i kona¢ne za pripadne elemente u polju y, u
fazi penjanja odn. spustanja. Nakon toga, indukcijom se lagano dokazuje korektnost
algoritma.

Ovako zapisan algoritam strogo odgovara ranijoj slici. Ako imamo dovoljan
broj procesora na raspolaganju, ovaj algoritam traje najvise 2k — 1 vremenskih ko-
raka, a moze i manje (ovisno o broju procesora i podjeli posla). To vrijedi za PRAM
arhitekturu ili za odgovarajuc¢i pristup globalnoj memoriji, odnosno odgovarajuce
veze medu procesorima.

Zapis algoritma ne ovisi o broju procesora i nigdje se ne vidi koji procesor
izvodi koju operaciju. Kod analize slozenosti, broj procesora ulazi u igru, a jednako
tako i detalji arhitekture.

Za prakticnu primjenu, ovaj je zapis preapstraktan. On je na nivou opceg ili
potencijalnog paralelizma, tj. grafa ovisnosti podataka. Uoc¢imo da se u prethodnom
algoritmu i petlja po 7 moze paralelizirati, uz dovoljan broj procesora.

Napomena 4.2.1.

Ako pretpostavimo da na pocetku algoritma vrijedi

onda se zapis algoritma bitno skracuje, jer ne treba posebno pisati 1. korak penjanja
1 zadnji korak spustanja.

Tu pretpostavku nije tesko osigurati jednom vektorskom operacijomy := x s, na
primjer, n procesora, pri cemu svaki obavlja po jedno skalarno kopirangje vrijednosti.
Vremensko trajanje raste za jednu vremensku jedinicu (uz n procesora,).

Ovakav zapis algoritma koristi poneke lokacije y[i] za spremanje medurezultata
i to viSe puta, za razne podatke. Na primjer, y[7] sadrzi redom

z(6:7) , x(4:7) , x(0:7)=konacni y[7] ,

U drugoj fazi, tj. kod spustanja, sve izracunate vrijednosti su konacne, samo se
koriste medurezultati u istim lokacijama (na primjer, y[5]).

Zadatak 4.2.1.

Napisite tocno broj medurezultata y; koji nisu i konacne vrijednosti tih lokacija.
Napisite PRAM algoritam koji koristi polje y samo za spremange konacnih rezultata,
a za medurezultate koristi pomocéno polje z i to svaku lokaciju u polju z koristi
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to¢no jednom za spremanje (pisanje). Dozvoljeno je vise puta citati isti podatak.
Analiziragte koji podaci se vise puta citaju i u kojem koraku.

Napravite to isto, ali uz dodatno ogranicenje da se svaki rezultat smije tocno
jednom citati (za viSestruko citanje, svaki puta se mora iznova spremiti podatak).

Koliko se lokacija koristi u polju z u svakom od ova dva slucaja?

Zadatak 4.2.2. (“Pametni” — kratki zapis PRAM algoritma)

Pretpostavimo da polje x sadrzi niz x spremljen tako da na pocetku vrijedi:
zn+il=z , i=0,....n—1 |, n=2" |
tj. oy ..., Tp_1 SU na mjestima xn|, ..., x[2n —1]. Promotrimo slijedeéi algoritam:

for j :=k — 1 downto 0 do
for i := 27 to 2! — 1 parallel do
xli] == x[2 x4 + 2[2 %0 4+ 1];
y[1] = z[1];
for j:=1to k do
for i := 27 to 2! — 1 parallel do
if odd(i) then

oli= - 1) div-)
yli] == yli div 2] — z[i + 1];

(a) DokaZite da na kraju algoritma vrijedi: yjn+i) = > z; = z[n]+- -+ z[n+1i],
=0
zat1=0,...,n—1.
(b) Sto je dobro, a sto lose u ovom algoritmu?

(¢) Da li se ovaj algoritam moZe generalizirati na bilo koju asocijativnu binarnu
operaciju b7 Ako da, kako?

(d) Da li je ovaj algoritam “blizu” odgovora na prosli zadatak i Sto bi trebalo
popraviti?

4.2.2. Algoritam za arhitekturu sa zajednickom memori-
jom
Pretpostavimo da imamo na raspolaganju paralelno racunalo sa

(a) zajednickom memorijom (shared memory);

(b) p > [n/2] procesora, tj. p > 2F~1,
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Zbog uvjeta (b), imamo dovoljno procesora da sve prirodno paralelne korake
(operacije) zaista izvedemo paralelno (na primjer, 1. korak zbrajanja).

Zajednicka memorija znaci da su sve lokacije — adrese x[i| = xz;, y[i] = y;, za
1=20,...,n—1, globalne za cijelo racunalo, tj. za sve procesore.

Ako dodatno pogledamo graf (stablo) procesa rac¢unanja, vidimo da gotovo
nema konflikata u pristupu podacima, u smislu da vise procesora istovremeno ¢ita
i/ili pise u istu lokaciju.

Jedini potencijalni konflikt je u zavrSsnom koraku penjanja i prvom koraku
spustanja — oba koraka koriste y[n/2 — 1] = (0 : n/2 — 1). Zbog toga smo ta dva
koraka pisali vremenski odvojeno, §to pokriva EREW (ekskluzivno ¢itanje je bitno)
model. Ako je dozvoljeno istovremeno ¢itanje (CR), ova dva koraka mogu se spojiti
u isti vremenski trenutak.

Veze medu procesorima nisu bitne, jer koristimo zajednicku memoriju i nema
konflikata ¢itanja i pisanja.

Sve ovisi o tome kako su procesori vezani na memoriju. Ako su procesori vezani
kao stablo, onda se samo finalni rezultati pisu u zajednicku memoriju.

Postoje jos dvije moguénosti za ubrzanje.

e Medurezultat (2 : 3) ne treba pisati kao y[3], ve¢ se moze lokalno ¢uvati u
registru procesora P;.

e Posljednju operaciju moze obaviti procesor P, pa mu Fy i P, Salju medure-
zultate (to trazi barem n — 1 procesora i vodi na algoritam za razdijeljenu
memoriju).

Slijedec¢i algoritam o tome ne vodi rac¢una. Te detalje pokazujemo kasnije, u algo-
ritmu s lokalnom ili razdijeljenom memorijom.

Algoritam za procesore sa zajednickom memorijom koristi toéno p = n/2 pro-
cesora, koji su indeksirani brojevima od 0 do n/2 — 1 = 28-1 — 1.
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Slijede¢a slika prikazuje koji procesor obavlja koju operaciju s prethodnog
grafa. Stablo procesa racunanja za n = 8 = 23 s n/2 = 4 procesora By, Py, P, i Ps:

Zo Z1 Z2 Zs3 Ty Ts Te x7

t=20

1. korak

t=1

2. korak

t=2

3. korak

t=3

4. korak

t=4

5. korak

t=5

Mozemo izabrati i drugacije pridruzivanje operacija procesorima (u svim ko-
racima osim prvog i zadnjeg). Na slijedecoj slici prikazana su tri takva rasporeda.
Raspored (a) odgovara prethodnoj slici, raspored (b) je simetrican rasporedu (a),
dok je kod rasporeda (c) postovano balansirano opterecenje procesora, tj. u unutar-
njim koracima svaki procesor koristimo to¢no jednom.

O @@ @G 0®®EE © & @& @& @

Svi ovi rasporedi imaju fiksiran prvi i zadnji red (indeksi procesora rastu s in-
deksima podataka). Ocito je da mozemo izabrati i bilo koju drugu polaznu i zavrsnu
permutaciju indeksa procesora (ali to nema smisla za pregledni zapis algoritma).



4. BRZI ALGORITMI NA STABLIMA PARALELNI PREFIKS - 58

Dogovor za zapis raspodjele operacija po procesorima

Pretpostavimo da svaki procesor ima registar—konstantu, zovimo ju MYPROC,
koja sadrzi njegov indeks. Za indeksiranje procesora u programu koristimo rezervira-
ni globalni identifikator (konstantu) MYPROC, koja, zapravo, adresira odgovarajuéi
registar procesora.

Ako neka naredba u programu sadrzi parametar (identifikator) MYPROC,
pretpostavljamo da se ta naredba izvodi paralelno — istovremeno na svim proce-
sorima, s tim da svaki procesor koristi svoju vrijednost za MYPROC.

U paralelnim petljama, radi preglednosti programa, obi¢no koristimo naredbu
oblika
if MYPROC = i then (naredba;) ;

sa znacenjem da procesor P; (¢iji registar MYPROC sadrzi vrijednost i) izvrsava
zadanu naredbu naredba;. U ovom zapisu, ¢ je indeks u okolnoj paralelnoj petlji, a
naredba; je neka naredba koja, obi¢no, ovisi o 7 (tj. sadrzi identifikator 7).

Potpuno isto znacenje mozemo posti¢i i tzv. skracenim zapisom. Tada ne
pisemo okolnu petlju (s indeksom i) i prethodnu if-naredbu, veé samo:

naredbanyproc ;

tj. u tijelu naredbe pisemo MYPROC, umjesto ¢. Uz dogovor o paralelnom izvrsa-

vanju ove naredbe po svim procesorima, efekt je isti, jer svaki procesor koristi svoju
vrijednost za MYPROC.

Za analizu slozenosti, pogodniji je dulji zapis, jer se paralelne petlje eksplicitno
pisu, pa se lako nalazi potreban broj procesora (iz granica petlje). Naredbe unutar
takvih petlji pisemo u terminima MYPROC, a ne indeksa petlje (tj. kao u skra¢enom
zapisu).

Ako je memorija zajednicka, ovaj dogovor je dovoljan za zapis algoritama (jer

svi procesori operiraju na zajednickoj memoriji, tj. sve adrese su globalne).

Kod razdijeljene memorije, kad procesor moze izravno adresirati samo svoje
lokalne podatke, parametar MYPROC koristimo i za lokalno adresiranje. Tada, za
komunikaciju medu procesorima, koristimo posebne naredbe send i receive (posalji
i primi), oblika

send (podatak,i) , receive (podatak,i) |,

sa znacenjem “posalji podatak procesoru P;”, odnosno “primi podatak od procesora
Pi” .

Algoritam za operaciju scan na racunalu sa zajedniCkom memorijom izlazi
direktno iz PRAM algoritma.
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Algoritam 4.2.2. (Algoritam na zajednickoj memoriji)

{¢‘Penjanje’’ u stablu procesa rafunanja}

m:=ndiv 2; {broj paralelnih operacija u pojedinom koraku}
step :=1; {razmak indeksa za zbrajanje}
for i := 1 to m parallel do {1. korak penjanja}
if MYPROC =i — 1 then
y[2 % MYPROC + 1] := 2[2 * MYPROC] + z[2 * MYPROC + 1];
(=2(20—2:2—1), y[2i—1]:=a[2—2 +22%i—1]}
for j:=2to kdo {j-ti korak penjanja}
begin
m:=mdiv2; {m =ndiv?2/ =27}
step := 2 x step;  {step = 2971}
for i := 1 to m parallel do
if MYPROC =i x step — 1 then
y[2 %« MYPROC + 1] := y[2 * MYPROC + 1 — step] + y[2 * MYPROC + 1];
{=2((2i — 2) - step : (2i) - step — 1)}
end; {for j}
{Ako je n>1 (tj. k>0), onda ovdje vrijedi:
m=1, step=ndiv2=211i yn—-1]=2(0:n-1).
U protivnom, za n=1 vrijedi m=0.}

{¢‘Spustanje’’ u stablu procesa rafunanja}

for j:=1tok—2do {j-ti korak spuStanja - koristi samo y}
begin
m:=2%m; {m=2}
step := step div 2;  {step = n div (2m) = 2k-U+1) = 2k—i-11
for i :=1tom — 1 parallel do {za 1 manje, MYPROC za jedan vige}
if MYPROC = (i + 1) * step — 1 then
y[2* MYPROC + 1 — step] := y[2 * MYPROC + 1 — 2 x step| +
y[2* MYPROC + 1 — step];
{=2(0:(2i4+1)-step—1)}
end; {for j}
m:=2xm; {m=21=ndiv 2}
{ovdje ne treba: step := step div 2; jer izlazi to&no step = 1}
if MYPROC = 0 then
y[0] := x[0]
else
for i := 1 to m — 1 parallel do
if MYPROC =7 then
y[2* MYPROC] := y[2 * MYPROC — 1] + z[2 * MYPROC]; {=2(0:2i)}
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4.2.3. Algoritam za arhitekturu s razdijeljenom memori-
jom

Na kraju, pretpostavimo da imamo paralelno ra¢unalo s razdijeljenom memo-
rijom.

Razumno je pretpostaviti da je lokalna memorija svakog procesora relativno
mala, u svakom slucaju, mnogo manja od n.

U protivnom, mozemo pretpostaviti da svaki procesor ima svoju kopiju niza,
pa smo u slicnoj situaciji kao da je memorija zajednicka, osim Sto svaki procesor
koristi svoje lokalne podatke.

Granicni slucaj, kad razumno veliki komad niza stane u lokalnu memoriju, na
primjer n/8 ili n/16 (opéenito n/2°), nije posebno zanimljiv za praksu, jer n moze
varirati. Algoritam je tada kombinacija algoritama za zajednicku i razdijeljenu
memoriju i treba sve $to se moze raditi lokalno, zaista i raditi lokalno.

Dakle, kao zakljucak, pretpostavimo da u lokalnu memoriju stane malo po-
dataka. Druga bitna stvar za algoritam je povezanost procesora, jer moraju komu-
nicirati. Zbog toga, algoritam ne mozemo razumno sastaviti bez dogovora o mrezi
povezivanja.

Prirodna arhitektura za paralelni prefiks je stablo procesora i to binarno stablo,
jer koristimo binarne operacije.

Za prvi korak penjanja trebamo n/2 procesora — listova tog stabla, da obave
n/2 paralelnih zbrajanja u istom vremenskom trenutku. Ako binarno stablo ima
2F=1 = n /2 listova, onda ¢itavo stablo ima 2¥ — 1 = n — 1 procesora.

Procesore numeriramo redom brojevima od 1 (korijen stabla), a zatim nivo po
nivo stabla, slijeva udesno rastu¢im indeksima. Ova numeracija je obratna od one
za zajednicku memoriju, ali olaksava zapis algoritma. Osim toga, sad imamo n — 1
procesora, a a ne samo n/2.

Procesori u najdonjem redu (listovi) imaju indekse P, s, ..., P,—1. Takoder, ako P,
nije korijen, onda je otac procesora P; procesor P; giv 2. Ako P; nije list, njegov lijevi
sin je Ps;, a desni sin P 1.
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Algoritam 4.2.3. (Algoritam na razdijeljenoj memoriji)

U zapisu algoritma pretpostavijamo da jen > 4 ili k > 2, bez dodatne provjere,
tako da izbjegnemo ispitivanje n ili k prije pojedinih faza algoritma.

{Penjanje - 1. korak}

m = n div 2;
for 7 := 1 to m parallel do
if MYPROC =i+ m — 1 then
begin
LIMYPROC] := global z[2 « MYPROC — n|; {z[2i — 2]}
RIMYPROC] := global x[2 « MYPROC + 1 —n|; {z[2i — 1]}
SIMYPROC] := LIMYPROC] + RIMYPROC];
send (SMYPROC], MYPROC div 2);
{ovdje se koristi k> 2 - ima bar 2 nivoa}
end;
for j:=2tok—1do {Penjanje - j-ti korak}
begin
m:=mdiv2; {m =ndiv?2/ =27}
for i := 1 to m parallel do
if MYPROC =i+ m — 1 then
begin
receive (L[MYPROC], 2 *x MYPROC);
receive (RIMYPROC], 2 x MYPROC + 1);
SIMYPROC] := LIMYPROC] + RIMYPROC];
send (SIMYPROC], MYPROC div 2);
end;
end; {for j}

{Penjanje - k-ti korak, poZetak spuitanja}

m:=mdiv2;, {=1}
if MYPROC =1 then
begin
receive (L]MYPROC], 2 x MYPROC);
receive (RIMYPROC], 2 x MYPROC + 1); {Moze se izbaciti!}
SIMYPROC] := LIMYPROC] + R[MYPROC]; {Moze se izbaciti!}
send (L]MYPROC], 2 *« MYPROC + 1);
{suma 1lijevog podstabla prenosi se u desno podstablo}
end;
for j:=1tok—2do {Spuitanje - j-ti korak}
begin
m:=2xm; {m=2}
if MYPROC = m then {nema nule kao neutrala!'}
send (LMYPROC], 2 « MYPROC + 1);
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else
for i := 2 to m parallel do
if MYPROC =i+ m — 1 then

begin
receive (T[MYPROC], MYPROC div 2);
send (T[MYPROC], 2 * MYPROC);
SIMYPROC] := TIMYPROC] + LIMYPROC];
send (S[MYPROC], 2 «* MYPROC + 1);
end;

end; {for j}

{Spustanje - (k— 1)-i korak}

m:=2xm; {m=21=ndiv 2}
if MYPROC = m then
begin
global y[2 « MYPROC — n] := LIMYPROC];
global y[2 « MYPROC + 1 — n| := SIMYPROC];
end
else
for i := 2 to m parallel do
if MYPROC =7+ m — 1 then
begin
receive (T[MYPROC], MYPROC div 2);
global y[2 * MYPROC — n] := TIMYPROC] + LIMYPROC];
global y[2 * MYPROC + 1 — n] := T[MYPROC] + SIMYPROC];
end;

Na pocetku, procesori listovi (u stablu procesora) sadrze po dva odgovarajuca
susjedna clana polaznog niza x. Ta dva ¢lana mozemo interpretirati kao njihovu
djecu (u smislu podataka). U fazi penjanja, procesori ra¢unaju sumu djece (svojih
podstabala) i salju ju roditelju. Tako svaki procesor ima zbroj svih podataka ispod
sebe. Na kraju penjanja, u korijenu dobivamo cijelu sumu (ako nam ona posebno
treba).

Da bismo dobili scan polaznog niza, procesorima (koji nisu najljeviji u svom
nivou) fali jo§ suma svih podataka s indeksima manjim od njegove djece (tj. lijevo
od njegove djece). U fazi spustanja, procesor od roditelja dobiva taj podatak. Svom
lijevom djetetu ga proslijeduje, a za desno dijete mora dodati jos sumu svog lijevog
podstabla (zapamcenu iz faze penjanja). Na kraju, procesori listovi, kad dobiju
podatak od roditelja, tom podatku dodaju svoje ¢lanove polaznog niza. Zbog toga,
ti procesori, osim svog lijevog ¢lana, pamte i sumu oba svoja ¢lana niza.

Za realizaciju ovog postupka, svaki procesor ima 4 lokalne varijable (memorij-
ske lokacije) L, R, S i T, za primanje, slanje i paméenje podataka. Indeks varijable
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oznacava kojem procesoru ona pripada. Toc¢na znacenja tih varijabli su:

e L[i], R[i] sadrze zbroj svih ¢lanova niza x u lijevom, odnosno desnom podstablu
procesora P;, respektivno. Ako je P; list, te varijable sadrze njegove clanove
niza.

e S[i] je njihov zbroj, tj. zbroj svih elemenata ispod (u podstablima) procesora
P,

e Ti] sadrzi sumu sve ljevije djece (u fazi spustanja).

U procesorima koji nisu listovi, samo L pamti podatke izmedu faze penjanja i
spustanja, a sve ostale varijable sluze za komuniciranje. U listovima, L i R sadrze
¢lanove niza, a S njihov zbroj. Osim L, jos i S treba zapamtiti do faze spustanja
(zadnjeg koraka algoritma).

U pojedinoj fazi koristimo samo 3 varijable, pa jednu mozemo eliminirati. Na
primjer, R se koristi samo u penjanju, a 7" u spustanju, pa ih smijemo poistovjetiti.

Na kraju, uoc¢imo da korijen P; bespotrebno prima R i rac¢una S, jer se S
ne koristi poslije. U nekim prakti¢nim primjenama, korisno je odmah naéi i sumu
S cijelog niza z, s kojom P; moze dalje operirati (ili ju poslati nekom drugom).
Ako nam suma cijelog niza ne treba prije kraja algoritma, pripadne dvije naredbe
u korijenu mozemo izbaciti.

[lustrirajmo rad algoritma za n = 8 i polazni niz podataka
r=(3,1,2,0,4,1,1,3)

Slijedec¢e dvije slike pokazuju stanje lokalnih varijabli i komunikaciju izmedu proce-
sora u pojedinim fazama algoritma.
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Faza penjanja (prema korijenu stabla procesora) ima oblik

Py
L1: 6
Ri=9
S1 =15
6 9
PQ P3
Ly =4 Ls=5
Ry = R3 =
Sy =6 Ss =
4 2 5 4
P4 P5 P6 P7
L4:3:$0 L5:2=.’172 L6:4:$4 L7:1:$6
R4:1:.’L‘1 R5:0:$3 R6:1:$5 R7:3:.’L‘7
Sy =4 S5 =2 S =5 Sy =4
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Faza spustanja (prema listovima stabla procesora) ima oblik

Py
Li= 6
S1 =15
gl 6
P2 P3
Ly, =4 Ly= 5
T3 = 6
/
/
g 4 6 11
/
Py Ps Ps Py
L,=3 Ls =2 Lo =4 L= 1
Ty = Ts =6 T =11
Si=4 S5 = Se =5 S, = 4
y0=3 y2=6 y4=10 y6=12
=4 ys =6 ys = 11 yr =15

Konacni rezultat je niz

y = scan(z) = (3,4,6,6,10,11,12,15)

Napomenimo jos neke Cinjenice, vazne za razumijevanje paralelnog algoritma
na razdijeljenoj memoriji.

Napomena 4.2.2.

Lokalno indeksiranje moZe se i ispustati, ako vrijedi dogovor da su svi nein-
deksirani objekti lokalni. Operacije s globalnom memorijom mogu se odavde izbaciti
1 pretpostaviti da L i R w listovima vec sadrZe odgovarajuée vrijednosti iz polja x.
Pri tome treba pretpostaviti da se punjenge tih vrijednosti (lokalnih objekata) iz polja
x odvija paralelno u jednom koraku. U protivnom, moZe se promijeniti vremenska
slozenost cijelog algoritma. Na kraju, sprema se (globalno) polje y, takoder, u jed-
nom vremenskom koraku.

Primijetimo jo$ da proces racunanja ne mora vremenski odgovarati petlji po
j. Operacije u lijevom podstablu mogu se odvijati i brze (ranije).
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Zadatak 4.2.3.

Napisite pripadni algoritam u kojem petlje po j odraZavaju optimalno vremen-
sko odvijanje procesa.

Zadatak 4.2.4.

Prethodni algoritam moZe se realizirati i sa samo n/2 procesora. Tada vise
ne radimo s binarnim stablom. Kako treba postaviti procesore iznad listova, uz
pretpostavku veza slicnih onima na stablu (2 ulaza i 1 izlaz)? Da li je u redu ovakav

Obratite paznju na potrebnu lokalnu memoriju, tj. analizirajte sto sve mora pamtiti
pojedini procesor (posebno pruvi).

raspored.:

Zadatak 4.2.5.

Modificirajte algoritam za razdijeljenu memoriju, ako procesore numeriramo
kao u algoritmu za zajednicku memoriju, tj. da “listovi” imaju najmanje indekse.

4.3. Povecanje efikasnosti

Ako imamo p > n/2 procesora, onda paralelni prefiks niza duljine n traje
O(logn) koraka. Medutim, znamo da efikasnost tezi u 0, za n — oo, tj. u prethod-
nom algoritmu, u kasnijim koracima penjanja i pocetnim koracima spustanja, ve¢ina
procesora ne radi nista. Tocnije:

1. korak penjanja — radi n/2 procesora,
2. korak penjanja — radi n/4 procesora;

k. korak penjanja — radi n/2* procesora.

Pretpostavimo da na raspolaganju imamo p < m/2 procesora. Mozemo po-
stupiti na dva nacina. Prvo, mozemo koristiti Brentov teorem, tj. mozemo naci
potrebno vrijeme za izvodenje algoritma na nedovoljnom broju procesora. Drugi
pristup je modifikacija algoritma.
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Podijelimo niz z duljine n na p grupa: p—1 grupa ima [n/p] ¢lanova, a posljed-
nja ima preostatak, tj. n — (p—1) - [n/p] < [n/p] ¢lanova. Svakoj grupi dodijelimo
njezin procesor. Taj procesor obraduje svoju grupu sekvencijalno, pa je za obradu
potrebno vrijeme linearno ovisno o duljini grupe O(n/p). Grupe obradujemo para-
lelno, pa nakon O(n/p) vremena imamo blok—prefiks veli¢ine p. Taj blok—problem
(blok—scan) mozemo rijesiti u O(logp) vremena na rac¢unalu s p procesora. Na
kraju, za svaku grupu treba napraviti pravi scan, sto se radi sekvencijalno, za svaku
grupu na njenom procesoru (za grupe, naravno, paralelno). Ovaj korak svodi se
na dodavanje sume prethodnih grupa lokalnom scan-u grupe, $to je linearno u n/p.
Zbrajanjem potrebnih vremena za svaki korak, dobivamo ukupno vrijeme za ovaj
algoritam, koje je jednako O(n/p + logp). Ako uzmamo p = n/logn < n/2, za
vece n, izlazi da je ukupno vrijeme O(logn), tj. optimalno, ali sada uz optimalno
iskoristavanje procesora (efikasnost vise ne tezi u 0, za velike n).

4.4. Mnozenje matrica reda n u vremenu O(logn)

Neka su A i B dvije matrice reda n. Pretpostavimo da imamo na raspolaganju
p = n? procesora. Tada produkt matrica C' = A - B moZemo izra¢unati u vremenu

O(logn).

Uoéimo da za mnoZenje dvije matrice reda n treba izrac¢unati to¢no n® pro-
dukata oblika c;j;, = a; - by, za Sto je potreban samo jedan vremenski korak. Nakon
toga, svaki element c;; matrice C

n
i =Y Cyr , 1<ij<n |
k=1

dobivamo zbrajanjem n brojeva. Za zbrajanje n? skupina od n brojeva potrebno je
n?/2 procesora, a potrebno vrijeme je (paralelni prefiks) O(logn).

Dakle, ukupno vrijeme potrebno za izvrsavanje ovog paralelnog algoritma je,
takoder, O(logn).

Grubo skicirajmo algoritam:

for 7 := 1 to n parallel do
for j :=1 to n parallel do
for k£ :=1 to n parallel do
cli, j, k] == ali, k] = blk, j];
{Paralelni prefiks}

for 7 := 1 to n parallel do
for j :=1 to n parallel do

C[Z,j] = Z C[iLj) k]v

k=1
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Uoc¢imo jos da skalarni produkt dva vektora duljine n mozemo izracunati u
vremenu O(logn). Naime, svaki element ¢;; je, zapravo, jedan skalarni produkt
vektora (i-tog retka matrice A i j—tog stupca matrice B).

4.5. Invertiranje trokutastih matrica reda n u
vremenu O(log” n)

Za konstrukciju ovog algoritma potrebna nam je jedna lema.

Lema 4.5.1.

Neka je T regularna donjetrokutasta matrica reda n. Tada za proizvolynu par-
ticiju matrice T' oblika

A0
C B

pri cemu su A i B kvadratne matrice redova m 1 n — m, vrijedi:

At 0

T =
—Bl'CA! B!

Dokaz:

Uocimo da je trokutasta matrica regularna, ako su joj svi dijagonalni elementi
razliciti od nule. Dakle, ako je T regularna, regularne su i donjetrokutaste matrice
A1 B, pa ih smijemo invertirati.

Ostaje jos dokazati da je T-T—' = T-1.T = I,,. Dokaz provodimo mnoZenjem
matrica. Kod mnozenja blok matrica treba samo paziti da su odgovarajuci blokovi
kompatibilni, tj. da su njihove dimenzije takve da ih (kao matrice) smijemo pomno-
ziti. Vrijedi:

7.1 _ A0 At 0 | I, 0 B
|CoB| |-B'CA' B |CA'—CBB A I,,,| "

Jednakost T—! - T = I, dokazuje se na isti nac¢in. (Ili jo§ jednostavnije, zbog

kvadrati¢nosti matrice T, ako je T - T~' = I,,, onda je T~ ' i inverz od T.) [ |

Algoritam koji koristi prethodnu lemu je tipa “podijeli pa vladaj” (divide—
and—conquer). Radi jednostavnosti, pretpostavimo da matrica T ima red n = 2F.
Izaberimo matrice A i B reda n/2 (tj. m = n/2). Primjenom prethodne leme,
invertiranje matrice 7" svodi se na dva invertiranja matrica reda n/2 i dva matri¢na
mnozenja.
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Matrice A i B su opet donjetrokutaste, pa na njih rekurzivno primjenjujemo
prethodnu lemu, sve dok matrice A i B ne postanu reda 1. Tada je njihov inverz
reciprocna vrijednost odgovarajuceg broja.

Paralelni potprogram koji realizira prethodni algoritam je rekurzivan i glasi:

function Trilnv(T,n); { vraca T~'}

begin
if n =1 then
T-':=1/T
else
begin

parallel begin
A~ = Trilnv(A, n/2);
B! := Trilnv(B, n/2);
parallel end;
D:=-B71CA Y,
A7t 0
D B!

T-1.=

’

end;
end; {Trilnv}

Pretpostavimo da ponovno imamo na raspolaganju n® procesora. SloZenost
prethodnog algoritma izrazena je rekurzivnom relacijom

T(n)=T(n/2)+ O(logn)

pri cemu prvi ¢lan s desne strane dolazi od paralelnog invertiranja matrica A i B,
a drugi ¢lan zbog nalazenja matrice D, tj. matricnog mnozenja matrice C' s odgo-
varajuéim inverzima, $to (uz dovoljan broj procesora) mozemo realizirati paralelno
u vremenu O(logn) (vidjeti prethodni odjeljak).

Rjesenje prethodne rekurzije mozemo dobiti ili raspisivanjem, ili rjeSavanjem
nehomogene rekurzije. Vrijedi redom:

T(n) = T(n/2)+ O(logn)
T(n/2) = T(n/4) + O(logn/2)
T(n/4) = T(n/8) + O(logn/4)

T(2) =T(1)+ O(log2)
T(1) = const
Uvrstavanjem svake slijedece jednakosti u prethodnu, dobivamo da se ¢lanovi oblika

O(logn/2%) javljaju toéno onoliko puta koliko je jednakosti, a to je lgn. Zbog toga,
mozemo zakljuéiti da je slozenost prethodnog algoritma O(log®n).
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Zadatak 4.5.1.
Precizno dokazite da je T(n) = O(log”n).

Zadatak 4.5.2.

Kolika je sloZenost algoritma Trilnv, ako inverze matrica A i@ B racunamo
sekvencijalno, a ne paralelno, s tim da sve ostale operacije (mnoZenje matrica) os-
taju paralelne? Sto dobivamo za sloZenost, ako je cijeli algoritam sekvencijalan?
Usporedite rezultat s poznatim algoritmima za invertiranje trokutastih matrica.
Zadatak 4.5.3.

U algoritmu Trilnv pretpostavili smo da matrica T ima red n = 2% i da je
m =mn/2, tj. blokovi A i B imaju isti red.

o Analizirajte sloZenost u funkciji od m, ako m wvarira od 1 don — 1. PokaZite

da m = n/2 daje nagmanju sloZenost.

o Ako red n matrice T nije potencija od 2, matricu T moZemo prosiriti (dopuni-
ti) do trokutaste matrice Ty ¢iji red je potencija od 2. Kako treba konstruirati
T, 1 kako se dobiva inverz od T iz inverza od T ¢

Modificiragte algoritam tako da radi (bez dopune matrice T) za bilo koji red n 1
analizirajte njegovu sloZenost u funkciji od n © m. Koji izbor za m daje najmanju
sloZenost?

4.6. Invertiranje punih matrica reda n u vre-
menu O(log” n)
Algoritam za invertiranje punih matrica reda n konstruirao je Csanky (1977.).
Algoritam zahtijeva cCetiri leme. Prva lema je Hamilton—Cayley-ev teorem.

Lema 4.6.1. (Teorem Hamilton—Cayley)

Neka je A zadana matrica reda n i neka je p(x) = det(zl — A) njen karakte-
ristiéni polinom, u oznaci

px)=2"+c, 2"+ ar+

Nultocke tog polinoma Ay, ...\, su karakteristicne (svojstvene) vrijednosti matrice
A. Matrica A ponistava svoj karakteristicni (svojstveni) polinom, tj. vrijedi

p(A) = A" + Cn_lAn_l + 4 ClA + COI =0

Takoder, vrijedi co = (—1)"det A i ¢,,_y = —tr A. |
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Dokaz prethodnog teorema moze se na¢i u mnogim udzbenicima linearne al-
gebre.

Ako je matrica A nesingularna, njena je determinanta razli¢ita od 0 (¢ # 0),
pa koristenjem Hamilton-Cayley-evog teorema, A~! mozemo izraziti kao polinom u
A. Mnozenjem p(A) s A71 i dijeljenjem s —cp, dobivamo

1
A= = (A" e An o)
Dakle, ako znamo izracunati koeficijente ¢;, znamo izracunati i A=!. Slijedeéa lema
daje na¢in na koji to mozemo uciniti.
Lema 4.6.2. (Newtonovi identiteti)
Neka je
p(z) = 2" + 2™ - ez + e

polinom stupnja n s korijenima (nultockama) Ay, ..., \,. Neka je
S = Z /\iC , ke N() s
i=1

zbroj k—tih potencija korijena. Tada koeficijenti ¢, i brojevi sy zadovoljavaju slijedeci
trokutasti sistem linearnih jednadzbi:

1 Cp—1 -5
S1 2 Cn—2 —S2
S9 S1 3

S3 S9 S1 4

8] —Sp-1

| Sn—1 Sn—2 =" " St n Co —Sn

Dokaz:

Derivaciju karakteristicnog polinoma izrazimo na dva nacina. Prvo, vrijedi
! -1 -2
plz)=na""4+n—1c,12" "+ 41

Ako su Aq, ..., A\, nultocke polinoma p, onda ga mozemo napisati u formi

p(o) = [Tz - A)

plx) = En: L(xi\i

i=1 L~
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Za fiksni 7, dijeljenjem izlazi

= 2" (N e )" (A e\ Fenn)T TP+
e AT e AT )

s ostatkom
At e AT e oo =p(AN) =0

Drugim rijecima, vrijedi

p(x) nz_:l zn: —k—1\ k&
= CoN; AN
= A —0 \U=kt1

k=0
pri cemu definiramo ¢, = 1. Zbrajanjem svih takvih relacija po ¢ =1,...,n, izlazi
n p(ZE) n n—1 n - . n—1 n .
v Z Z Z CoN; " | = Z Z CoSp—p—1 | T
=1 T T A o1 \k=0 \¢=k+1 k=0 \l=k+1

[zjednacavanjem koeficijenata u p/(z) dobivamo
Z CESEfk71:<k+1)Ck+l ) Zak:oala"'an_l
(=k+1
Zamjenom varijabli ¥ =n — k — 1, dobivamo
Z CoSpatm—(M—K)epnw=0 , zakl=n-—1,...,0
L=n—k’

Analizirajmo detaljnije ove relacije. Uo¢imo da, po definiciji, vrijedi

n
3022)\?:71
i=1

Prvi ¢lan u sumi, za £ = n — k', glasi ¢,_psg = nc,_p. Za k' =0, to je i jedini ¢lan
sume, pa cijela relacija glasi nc,_p — nc,_p = 0, tj. trivijalno.
Ako je K/ > 1, suma ima barem 2 ¢lana. Njen zadnji clan, za ¢ = n, glasi

CnSk = S, jer je ¢, = 1, po definiciji. Prebacimo taj ¢lan na desnu stranu. Dobi-
vamo

n—1
Z Cy Sk'+0—n + k?lcn_k/ = — Sk, zZa k’, = 1, oo, — 1
l=n—k'+1
To su upravo jednadzbe trokutastog linearnog sustava iz tvrdnje leme. [ |

Slijedece dvije leme pokazuju kako mozemo izracunati koeficijente sy.
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Lema 4.6.3.

Trag matrice A definira se kao

n
trA= Z Qi
i=1
ali vrijeds @

1=1

Dokaz:

Izjednacavanjem koeficijenta karakteristicnog polinoma p uz 2”1

n
2+ axt o= [[(z = N)
i=1
dobivamo tvrdnju. (Ova lema standardni je dio Hamilton—Cayley-evog teorema i
obi¢no se tamo i izrice.) |

Posljednja potrebna lema govori o odnosu svojstvenih vrijednosti matrice i
svojstvenih vrijednosti potencije te iste matrice.

Lema 4.6.4.

Ako su svojstvene vrijednosti matrice A jednake Ay, ..., \,, onda su svojstvene
vrijednosti matrice A* jednake \¥, ... \E.
Dokaz:

Ako je A svojstvena vrijednost matrice A, onda (po definiciji) postoji svojstveni
vektor x # 0 takav da je

Axr = Mz
Za AF vrijedi
Afg = A A = XAV e = XNAPTPAr = NAF P = = 0
Prema tome,  je svojstveni vektor, a A\¥ svojstvena vrijednost matrice A*. [ |

Sada mozemo napisati osnovne korake algoritma za invertiranje matrica:
Algoritam 4.6.1. (Csanky-jev algoritam za invertiranje matrica)

1. Izratunavanje potencija A%, k=2,...,n—1,
koriStenjem paralelnog prefiksa;
2. Izratunavanje s; = tr(A¥);
3. RjeSavanje Newtonovih jednadzbi za ¢;
4. Izvrednjavanje A~! koristenjem Hamilton-Cayley-evog teorema.



4. BRZI ALGORITMI NA STABLIMA PARALELNI PREFIKS — 74

Analizirajmo slozenost prethodnog algoritma.

U prvom koraku racunamo potencije matrice A, paralelnim prefiksom (tj.
scanom) s operacijom matri¢nog mnozenja. Potrebno vrijeme je O(logn) koraka
paralelnog prefiksa, puta trajanje svake pojedine operacije u paralelnom prefiksu.
Svako mnozZenje matrica reda m mozemo paralelno izvesti u vremenu O(logn).
Dakle, ukupno potrebno vrijeme za prvi korak je O(log?n), uz dovoljan broj proce-
sora. Trebamo barem n?/2 procesora, zbog n/2 mnozenja matrica reda n, u prvom
koraku paralelnog prefiksa.

Drugi korak zahtijeva izracunavanje n suma od po n brojeva. Te sume su
nezavisne pa ih mozemo rac¢unti paralelno, a za svaku koristimo paralelni prefiks
(operacija je zbrajanje skalara). Uz pretpostavku n?/2 procesora (sto je osigurano 1.
korakom), potrebno vrijeme odgovara jednom paralelnom prefiksu, a to je O(logn).

Treci korak algoritma obavljamo invertiranjem trokutaste matrice, pa mnoze-
njem inverza s desnom stranom. Invertiranje trokutaste matrice zahtijeva paralelno
vrijeme O(log®n). Na kraju, za mnozenje matrice vektorom desne strane, treba
izracunati jos n skalarnih produkata, s redom 1,2,... n c¢lanova. Zbog nezavis-
nosti, te produkte ra¢unamo paralelno. Najdulji skalarni produkt traje O(logn).
Dominantan ¢lan u ukupnom vremenu tre¢eg koraka je O(log®n), a procesora ima
dovoljno jos iz prvog koraka.

Cetvrti korak mnozi elemente matrica A* skalarima i zbraja ih. Uz dovoljan
broj procesora (n?/2), taj algoritam je, zapravo, n? nezavisnih paralelnih prefiksa
(svaki je, zapravo, skalarni produkt!) i traje O(logn) vremena.

Zbrajanjem vremena, zakljuéujemo da cijeli algoritam ima trajanje O(log® n),
uz barem n*/2 procesora. Tablica sloZenosti pojedinih koraka je:

korak paralelno vrijeme broj procesora
1. korak O(log®n) O(n?)
2. korak O(logn) O(n?)
3. korak O(log®n) O(n?)
4. korak O(logn) O(n?)
ukupno O(log®n) O(n?)

Opisani algoritam je prilicno nestabilan. Numericki je testiran za invertiranje
matrice oblika 3 - [,,. Tocnost racunanja bila je 16 znacajnih dekadskih znamenki
(standardni “double precision”). Za n > 50, ovaj algoritam ne daje niti jednu toénu
znamenku u inverzu. Uzrok nestabilnosti je veli¢ina ¢lanova u produktu ¢, A* (i
¢ i elementi u A* su ogromni). Rezultat invertiranja je A™' = 1/31,,, tj. matrica
s elementima 1/3 ili 0. No, ti elemenati se racunaju oduzimanjem velikih realnih
brojeva. Zbog konacnosti prikaza, dolazi do krac¢enja i gubitka tocnosti.
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Teoretski, mogli bismo prethodni algoritam modificirati tako da to¢nost racu-
nanja raste s porastom n. Ako u cijenu algoritma uklju¢imo i tu dodatnu cijenu
tocnije aritmetike (u kojoj aritmeticke operacije na skalarima vise nisu elemen-
tarne), moguce je pokazati da za vremensku slozenost tog algoritma i dalje vrijedi
O(log®n). Medutim, taj nezeljeni dodatak pisanja paketa za tocnu aritmetiku ¢ini
ovaj algoritam neatraktivnim.

4.7. Rjesavanje trodijagonalnog linearnog siste-
ma reda n u vremenu O(logn)

Pretpostavimo da zelimo rijesiti linearni sistem Tz = y, gdje je T' trodijago-
nalna matrica:

a; b
c1 az bo

cy az b3

Cn—2 Qn-1 bn—l

Cph—1 Qn

Rjesavanje Gaussovim eliminacijama bez pivotiranja provodi se u 3 koraka:

1. Faktorizacija T'=L-U, L je donjetrokutasta s 1 na dijagonali,
a U je gornjetrokutasta matrica;

2. RjeSavanje trokutastog linearnog sistema Lz = y;

3. RjeSavanje trokutastog linearnog sistema Ux = z.

Pokazimo da koristenjem algoritama tipa paralelnog prefiksa trebamo toc¢no
O(logn) operacija za svaki od ta tri koraka.
Prvo, mnozenjem 7' = L - U, izlazi da matrice L i U imaju samo po jednu

netrivijalnu sporednu dijagonalu, tj. oblik

1 _dl €1
(1 dy ey
fy 1 ds e3

gn72 1 dnfl €n—1
gnfl 1_ dn _

Iz jednakosti T;; = (L - U);j, za j =i —1,4,i+ 1, dobivamo jednakosti:

Cic1 = Vi1 -diq
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aip = Lli—1-€i-1+d;

bi:ei

Odatle, odmah dobivamo rjesenja za e;. RjeSavanjem prve jednadzbe po ¢;_; i
supstituiranjem u drugu jednadzbu dobivamo

di =a; — e - Ci—l/di—l =a; + fi/di—l )
gdje je
Ji=—ei1-cii1=—=bi_1- ¢
Ako mozemo rijesiti tu rekurziju za sve d;—ove, tada mozemo izracunati sve ¢; = ¢;/d;
u samo jednom (paralelnom) koraku.

Pokazimo kako mozemo, koristenjem paralelnog prefiksa, izra¢unati clanove
te rekurzije u vremenu O(logn). Napisimo d; u obliku d; = p;/g; i uvrstimo to u
rekurziju. Vrijedi
Pi fi _aipic1t figia

qi pi—l/gi—l Di—1

Sada stavimo
pi=a;-pi-i+fiqG-1 . ¢G=Di—1 ,

pi| _ |- piatficgia| | fi||Pia

di Pi—1 10 Gi—1
— M- Pi—1 = M, - M,y M, - Po — N, Po ’
qi—1 q0 qo0

odnosno

gdje je f1 = 0, po = 11 qo = 0. Zbog toga, trebamo izracunati produkt od n
matrica M;, reda 2. Racunanje se vrsi paralelnim prefiksom, a matricno mnozenje
2 x 2 matrica je pridruzena asocijativna binarna operacija. Potreban broj koraka je
O(logn), pa faktorizaciju matrice T = L - U mozemo izvrsiti paralelno u vremenu

O(logn).

Razmotrimo jos i rjeSavanje trokutastog linearnog sistema Ux = z. Rjesavanje
sistema Lz = y bit ¢e analogno. Ovaj problem opet pretvaramo u paralelni prefiks,
s mnozenjem matrica reda 2 kao binarnom operacijom. Izjednacavanje (Uz); = z;
daje

diw; + biip = 2

Preuredivanjem dobivamo rekurziju

T; = —bz/dl cTiv1 Zz/dz = Qi1 + BZ
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Taj linearni sistem rjesavamo po opadajuc¢im indeksima . Zapisom z; u obliku
razlomka s nazivnikom 1, prethodnu relaciju pretvaramo u matricno mnozenje.

i | | T+ B i Bi | | Tis1
1 1 01 1
Lit1

=P =P Py Poy-

Tn| _ o | Tn
1]_@1[1] |

gdje je x,, = 2, /d,. Matrice (); mozemo izracunati u vremenu O(logn), koristenjem
“paralelnog sufiksa”. To je operacija tipa “scan”, u kojoj se racunaju straznje (a ne
prednje) parcijalne sume. O¢ito, dovoljno je preokrenuti numeraciju P; matrica, da
dobijemo paralelni prefiks.

Algoritam dekompozicije matrice T' radi bez pivotiranja, sto moze biti uzrok
nestabilnosti algoritma.

Kombiniranjem tehnika proslog i ovog odjeljka, moze se pokazati da je za
rjeSavanje vrpcastog linearnog sistema reda n, Sirine vrpce m, potrebno vrijeme
O(lognlogm).

4.8. Parno—nmeparna redukcija za trodijagonalne
linearne sisteme
Trodijagonalni linearni sistem reda n mozemo rijeSiti i na drugaciji nac¢in u

vremenu O(logn). Ponovno, neka je zadan trodijagonalni linearni sistem Tx = y,
gdje je T trodijagonalna matrica oblika:

a; b
c1 az bo

Cy Qg bg

Cn—2 Qn-1 bn—l

Chn—1 Qn |

Osnovna ideja parno—neparne redukcije je rjesavanje k—te jednadzbe u line-
arnom sistemu koristenjem dvije susjedne, tj. po varijablama xy_1 i z,.1. Ako to
napravimo za sve jednadzbe s neparnim indeksom, ostao je ponovno trodijagonalni
linearni sistem (Sto treba jos pokazati), ali s poloviénim brojem jednadzbi i varijabli.
Radi jednostavnosti zapisa za sve jednadzbe, definirajmo zy =z, =01icy = b, = 0.
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U linearnom sustavu Tz = y, k-ta jednadzba je
Ch—1Tk—1 T Ok + bpTr1 = Y

odakle, uz pretpostavku a; # 0, proizlazi:

1

T = — (Yr — Ch—1Tk—1 — bkTri1)
k

Koristenjem prethodne jednakosti za k =4 — 11 k =i+ 1, eliminirali smo varijable
Zi—1 1 x;y1 U i-toj jednadzbi. Vrijedi

Ci—1 i

(yi—l — Ci—2Ti—9 — bz‘—l%‘) + a;x; + (yi-i-l — Gy — bz‘+1$z‘+2) =Y

;1 Q41

Sredivanjem izlazi:

_ Gi-1Gi—2

bi—1ci—1 bic; bibit1 Ci—1Yi—1 bilit1
Ti—gp+ | a; — - i — Tit2 = Yi — -

a;—1 Ai—1 Q41 Q41 Ai—1 Q41

Prethodna jednadzba vrijedi za sve parne indekse i, 1 < ¢ < m. Ocito se radi o
trodijagonalnom linearnom sistemu u varijablama xy, x4, ..., T2, /2.

Ovu proceduru eliminacije varijabli koristimo rekurzivno, sve dotle dok ne os-
tane ili jedna ili dvije jednadzbe. Nekom vrstom povratne supstitucije (u povratku iz
rekurzivne eliminacije), tada se ta izracunata rjesenja uvrstavaju u ostale jednadzbe
(koje su bile eliminirane na tom koraku rekurzije).

Uoc¢imo da se u svakom koraku eliminacije, broj varijabli smanji na priblizno
pola, §to znaé¢i da ukupno imamo O(logn) koraka eliminacije. Ako imamo dovoljno
procesora (tj. ako je broj procesora proporcionalan broju nepoznanica), onda svaki
od procesora u svakom koraku obavlja nekoliko zbrajanja, mnozenja i dijeljenja.
Preciznije, k—ti procesor obavlja samo eliminaciju nepoznanica u k-toj jednadzbi.
Sliéno vrijedi i za povratnu supstituciju.

Prema tome, vrijeme potrebno za rjesavanje trodijagonalnog linearnog sistema
prema ovom algoritmu je

T(n) = O(logn)

Primijetimo da je broj ukupan broj racunskih (aritmetickih) operacija u sa-
mom algoritmu O(n), jer se u svakom koraku broj nepoznanica reducira na priblizno
pola. To implicira da postoji sekvencijalni algoritam koji zadani problem rjesava u
vremenu O(n). Jedan takav algoritam su standardne Gaussove eliminacije za trodi-
jagonalni linearni sistem. Taj algoritam je ekvivalentan sekvencijalnom izvodenju
algoritma iz prethodnog odjeljka, bez svodenja na paralelni prefiks.
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4.9. Zbrajanje dva n—bitna cijela broja u vre-
menu O(logn)

Neka su
= Qp_10p_20n_3° Ay 1 b="0by_ 10, 2b,_3---by

dva n—bitna binarna broja s binarnim znamenkama a,_; do ag, odnosno, b,_; do
by. Zelimo izracunati zbroj ta dva broja, tj. broj s = a + b, gdje je

S = SpSp—15n—-25n-3 """ S0

(Zbroj se moze produljiti za jednu znamenku.)

Standardni algoritam zbraja ta dva broja zdesna ulijevo, propagirajuci prijenos
duljine jednog bita (engl. carry—bit) ¢;.
Algoritam 4.9.1. (Standardno zbrajanje binarnih brojeva)

Ako znamenku 0 kodiramo kao false, a 1 kao true, pri ¢emu su Xor, or i
and standardne logicke operacije, onda slijedeci algoritam zbraja dva n—bitna broja

begin
c[—1] := false;
for.:=0ton—1do
begin
cli] :== ((a[é] xor b[i]) and c[i — 1]) or (a[i] and b[7]);
sli] := ali] xor b[i] xor c[i — 1];
end; {for i}
s[n] :==¢[n —1];
end;

Najveci izazov prethodnog algoritma je brzo propagiranje prijenosa c; zdesna
ulijevo. Ako znamo prijenose ¢; za svaki ¢, onda se znamenke s; zbroja racunaju
paralelno, u jednom vremenskom koraku.

Ozna¢imo “propagiranje bita prijenosa” na i—tom mjestu (¢;_; se prenosi na
i) s
p; = a; Xor b;

a “generiranje bita prijenosa” (¢;) na i—tom mjestu s
¢; = a; and b;

Ove definicije reduciraju rekurziju za bit prijenosa ¢; na “propagiraj c;_; ili generi-
(] (2
9

raj
C; = (pz and Ci—l) or q;
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Prethodnu rekurziju izvrednjavamo koristenjem paralelnog prefiksa, pri ¢cemu
je pridruzena asocijativna operacija matri¢cno mnozenje dvije Booleove matrice (ma-
trica s elementima true ili false) reda 2. Vrijedi:

G _ _ | b 4 Ci—1
true false true true
c_
- O, !
true
Mnozenje Booleovih matrica je asocijativno, zbog toga sto su operacije and i or

distributivne i zadovoljavaju iste zakone distributivnosti kao obic¢no zbrajanje i
mnozenje (and odgovara mnozenju, a or zbrajanju).

p; and ¢;_y or g

true

Ci-1 =C;-Cyq-Cp-

true

Prethodni algoritam zove se jos i “pogledaj unaprijed za prijenos” (eng. “carry
look—ahead”) i koristi se u svakom mikroprocesoru za cjelobrojno zbrajanje. Algori-
tam je u svojoj rudimentarnoj formi bio poznat Babbageu u devetnaestom stoljecu.

4.10. Paralelno izvrednjavanje rekurzija

Razmotrimo paralelno izvrednjavanje rekurzije

2 = fi(zifl)

pri cemu je z; broj, a f; je racionalna funkcija. Pretpostavimo da racionalna funkcija
fi ima oblik

pi(2)
fl (Z) az (Z)
pri ¢emu su p; i ¢; polinomi koji nemaju zajednicki faktor. Takoder, neka je stupan;
svake racionalne funkcije f; jednak d (to je veéi od stupnjeva polinoma p; i ¢;). Na
ovom mjestu prezentirat ¢emo Kungov teorem koji govori o tome kad se z, moze
efikasno paralelno izracunati (u ovisnosti o n), iz zadanog zy, uz zadane racionalne
funkcije f;, zai=1,...,n.

Teorem 4.10.1. (Kung)

Neka je z; definiran racionalnom rekurzijom z; = fi(zi—1) fiksnog stupnja d,
kao gore. Tada vrijedi:

1. ako je d = 1, z, se moze izracunati v O(logn) vremena, koristenjem pa-
ralelnog prefiksa, s matricnim mnoZenjem matrica reda 2 kao asocijativnom
operacijom;
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2. ako je d > 1, izvrednjavange z, koristenjem samo racionalnih operacija (zbra-
janja, oduzimanja, mnoZenja i dijeljenja), traje Q(n) vremena, tj. paralelno
ubrzangje nije moguce.

Drugim rijecima, paralelni prefiks, s matricnim mnoZenjem matrica reda 2 kao asoci-
jativnom operacijom, nuzan je i dovoljan za paralelizirange svih racionalnih rekurzija
koje se uopcée mogu paralelizirat.

Dokaz:

Sustina dokaza svodi se na ¢injenicu da supstitucija linearnih (racionalnih)
izraza u linearne (racionalne) izraze ne mijenja stupanj, tj. izraz ostaje linearan.
U protivnom, za izraze stupnja ve¢eg od 1, supstitucijom se stupnjevi mnoze, tj.
stupanj eksponencijalno raste s brojem supstitucija.

Prvo, razmotrimo sluc¢aj d = 1. Tada svaka racionalna funkcija f;(z) ima oblik

a; + 2+ bz
i\2) = ——~
f ( ) C;i - 2+ dl
Upotrijebimo sli¢ni trik kao ranije, tj. napisimo z; u obliku razlomka
_ Db
2=
d;

i nadimo rekurzije za brojnik i nazivnik. Supstutucijom dobivamo

pi iz tb
zp = Jilzic1) = — = ——————
filzin) G Citzie1td

_ G “Pic1/qi—1 + b; _ @i pia +bi - qi—1
¢ Pic1/Gi—1+di  ¢iopic+di- i

Napisimo prethodnu relaciju u obliku matri¢nog mnozenja:
pi|  |@picitbicgioa | a bi| | pica
qi ¢ pi-1tdi - gica ¢ di | | ¢

_ g | P Pl _ | P
q0 4o

di—1
Matrice N; se dobivaju kao paralelni prefiks (“scan”) niza matrica M;. Dakle, sve
matrice N;, a onda i svi z;, mogu se izracunati u O(logn) vremena, kao §to smo
zeljeli pokazati.

= M; M, M, -

Neka je sada d > 1. Zelimo pokazati da izvrednjavanje z, traje barem pro-
porcionalno s n. Da bismo to postigli, promotrimo 2z, kao racionalnu funkciju od
polazne vrijednosti zg i upitajmo se koji je njen stupanj. Preciznije, ako z, napisemo
kao racionalnu funkciju od zy, treba odrediti koji je maksimalni stupanj polinoma



4. BRZI ALGORITMI NA STABLIMA PARALELNI PREFIKS — 82

koji se javlja u brojniku ili nazivniku. Buduéi da se d—te potencije polinoma javljaju
u svakom od f;—jeva, stupanj polinoma raste s faktorom d puta u svakom koraku,
tj. stupanj od z, je najvise d". Pazljivim sredivanjem dobit ¢emo da je taj stupanj]
jednak bas d", osim u “sretnom” slucaju da zbrajanje rezultira kra¢enjem vodecih
¢lanova polinoma (Sto je rijetkost i izuzetak od opéeg rezultata).

Pretpostavimo da izvrednjavamo z, u m paralelnih (vremenskih) koraka ko-
riste¢i samo racionalne operacije. Pokazat ¢emo da je tada stupanj od z, (u ovisnosti
0 zp) najvise 2. Da bismo “pokrili” korektan stupanj polinoma z,, onda mora vri-
jediti 2™ > d", odnosno, jednostavnije, m > n, zbog toga sto je d > 1. Zbog toga
trebamo vise od n paralelnih koraka za izvrednjavanje z,.

Pokazimo jos da je nakon m vremenskih koraka, stupanj z, jednak najvise
2™, Dokaz se provodi indukcijom po m. Nakon m = 0 koraka, jedina moguénost
je zn = 20, tj. 2, ima stupanj 1 = 2°. Pretpostavimo da nakon m — 1 koraka, z,
ima stupanj 2™~ !. U m-tom koraku mozemo primijeniti jednu od ¢etiri dozvoljene
racionalne operacije na dvije racionalne funkcije stupnja najvise 21, Sada je lako
vidjeti da ¢e primjena neke od te cetiri operacije na te dvije racionalne funkcije,
u najgorem slucaju, povecati njihov stupanj 2 puta (mnozenjem, nakon sredivanja
brojnika i nazivnikal). |

Naglasimo jos jednom da je prethodni teorem istinit, jer dozvoljavamo samo
zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje. Ako dozvoljavamo, na primjer, trans-
cendentalne operacije — druge korijene, eksponenciranje ili logaritmiranje, moguce
je daljnje ubrzanje. Na primjer, za nalazenje pozitivnhog drugog korijena iz nekog
broja a, mozemo koristiti Newtonovu metodu za rjesavanje jednadzbe

2

gx)=2"—a=0
To daje rekurziju
x? +a
Tit1 = 27 flai)

varijabli koristenjem transcendentalne (neracionalne) transformacije

o eth(u) = . SXPWi) + exp(—yi)
%= V- dhiy) = Va exp(yi) — exp(—;)

Dobivamo rekurziju
Yiy1 =2y,

koja, ocito, ima stupanj 1, tj. moze se ubrzati. Dakle, ovakva zamjena varijable
smanjila je stupanj rekurzije.

Nazalost, time nismo nista dobili. Ova rekurzija za y; ima trivijalno rjesenje
Yoo = 00, odakle, ocekivano, slijedi z,, = y/acth(occ) = y/a. Medutim, ako ne
znamo izracunati 1/a, a to je polazni problem, iz brzo izracunatih cth(y;)-ova (koji
daju sve bolje aproksimacije jedinice), ne¢emo moéi dobiti x;—ove.
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4.11. Paralelno izvrednjavanje izraza

Ovo poglavlje zavr§imo Brentovim teoremom.

Teorem 4.11.1. (Brent)

Neka je E proizvoljni izraz koji se sastoji od operacija +, —, -, /, zagrada i n
varijabli, ali tako da se svaka pojava varijable racuna zasebno. Ili drugacije: neka je
E proizvoljno binarno stablo izraza s n listova (varijabli), ¢ije je svaki unutarnji ¢vor
oznacen s jednom od operacija +, —, -, /. Tada se E moze izracunati u O(logn)
vremena koristenjem komutativnosti, asocijativnosti v distributivnosti. [ |

Moderniji dokaz prethodnog teorema koristi pohlepni algoritam, koji u svakom
vremenskom koraku sve listove stabla (paralelno) sazima u njihove roditelje, a svi
lanci (nizovi istih operacija) se izvrednjavaju koristenjem paralelnog prefiksa.

Algoritmi iz ovog poglavlja imaju, uglavnom, samo teorijsku vaznost, u smislu
— koliko brzo mozemo neke operacije izvesti paralelno, ne vodec¢i racuna o broju
procesora i njihovoj povezanosti.

Ova situacija nije realna. Na stvarnim arhitekturama rac¢unala, dohvacanje
podataka iz memorije je bitno skuplja operacija od racunanja, tj. treba voditi racuna
o mrezi povezivanja — procesora medusobno, i procesora s memorijom. Takoder, ovi
rezultati o paralelnoj vremenskoj slozenosti podrazumijevaju da je broj procesora
neogranicen, u smislu da raste s velicinom problema. To, u praksi, nije slucaj.
Broj procesora je (vise, manje) fiksan, a zadanu veli¢inu problema treba pametno
raspodijeliti na raspolozive procesore.

Drugim rije¢ima, Brentov slucaj Munro—Patersonovog teorema uvijek do-
minira u praksi, ili:
e broj procesora je mali obzirom na veli¢inu problema koji se rjesava,

e pristup podacima je (vrlo) spor, obzirom na brzinu racunanja.
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5. Matricno mnozenje
na hijerarhijskoj memoriji

Na racunalima s hijerarhijskom memorijom mogu se brzo realizirati neki os-
novni algoritmi linearne algebre, kao $to je matricno mnozenje. “Gradevni blokovi”
za dizajniranje takvih algoritama standardizirani su u biblioteci nazvanoj BLAS
(Basic Linear Algebra Subroutines). Motivacija za takvu biblioteku je jednostavna:
prenosivost programa s jednog ra¢unala na drugo, s ciljem da se maksimalno iskoristi
snaga svakog pojedinog racunala. BLAS je zbirka potprograma (uglavnom: FOR-
TRAN 77, a, modernije: FORTRAN 90 ili 95, ili C, C++), koju proizvodaci opti-
miziraju za svako racunalo posebno (i trebali bi ju isporuciti zajedno s rac¢unalom,
za potrebe tzv. znanstvenog racunanja — “scientific computing”).

5.1. BLAS

Projekt pisanja potprograma BLAS zapocet je 1973. kao privatna inicijativa
za standardizaciju osnovnih algoritama. Ubrzo projekt podupire ACM—-Signum, pa
je uskoro publicirana i prva takva jednostavna biblioteka BLAS 1.

Danas postoji podjela BLAS-a na 3 nivoa, prema slozenosti operacija koje
sadrzi. Standardno, BLAS potprogrami podrzavaju realnu aritmetiku jednostruke
i dvostruke toc¢nosti (pocetna slova u nazivima potprograma: ‘S’, odnosno ‘D’ res-
pektivno) i kompleksnu aritmetiku jednostruke i dvostruke tocnosti (pocetna slova
u nazivima potprograma: ‘C’; odnosno ‘Z’; respektivno). Podjela prema nivoima je
slijedeca:

e BLAS 1 (ili BLAS nivoa 1) operira na vektorima (jednodimenzionalnim po-
ljima) ili parovima vektora. Ako vektori imaju duljinu n, ti potprogrami su
slozenosti O(n) operacija na skalarima i, kao rezulatat, vra¢aju ili vektor ili
skalar. Ta grupa potprograma obuhvaca, na primjer:

— xaxpy (prvi x = jedno od slova prema konvenciji o imenima potprograma
—‘s’, ‘d’, ‘¢’ ili ‘z’) za ra¢unanje y = y + a- x, gdje je a skalar, a x i y su
vektori;
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— xscal za skaliranje vektora y skalarom a, tj. vy = a - y;

— xrot primjenjuje Givensovu rotaciju za kut ¢, s izracunatim s = sin ¢ i
¢ = cos (p, pri ¢emu se vektori x i y zamjenjuju, respektivno, s c-z+s-y,
odnosno, —s-x +c-y;

n
— xdot za racunanje skalarnog produkta vektora s = (z,y) = Z i+ Yi-
i=1

e BLAS 2 (ili BLAS nivoa 2) operira na matricama (dvodimenzionalnim polji-
ma) i vektorima (jednodimenzionalnim poljima). Ako je matrica reda n, ti
potprogrami su slozenosti O(n?) operacija na skalarima. Ta grupa potpro-
grama obuhvaca, na primjer:

— xgemv matricno—vektorsko mnozenje y = y+A-x, x i y vektori, A matrica;

— azuriranje matrice matricom ranga 1, tj. racunanje A = A+y -2, A
matrica, x i y vektori;

— rjeSavanje trokutastih linearnih sistema y = T'z, T' trokutasta matrica, y
zadani vektor.

e BLAS 3 (ili BLAS nivoa 3) operira na parovima ili trojkama matrica (dvodi-
menzionalnim poljima). Ako su matrice reda n, ti potprogrami su slozenosti
O(n?) operacija na skalarima. Ta grupa potprograma obuhvaca, na primjer:

— matricno—matri¢no mnozenje C' = C' + A - B, A, B i C' matrice tipova
(m,n), (n,k) i (m, k), respektivno;

— cak preciznije, potprogram xgemm dozvoljava nesto opcenitiju operaciju
C=0b-C+a-op(A)-op(B), pri cemu su a i b skalari, a op () je opciono
transponiranje matrica;

— rjeSavanje trokutastih linearnih sistema s vise desnih strana, tj. rjesava-
nje Y =T - X, gdje je T trokutasta matrica, Y zadane desne strane.

Matematicki gledano, svi su ti potprogrami ekvivalentni. Na primjer, o skalar-
nom produktu mozemo razmisljati kao o produktu (1,n) i (n, 1) vektora. Zbog toga,
postavlja se pitanje kakve su razlike izmedu algoritama. Odgovor je — performansa.

Na Sveucilistu Berkeley ispitivali su matricno mnozenje na RS 6000/590 ra-
¢unalu. Na slijedecoj slici, najvisa krivulja dobivena je koristenjem BLAS-a 3 (ma-
tricno-matri¢no mnozenje), slijede¢a po visini (za velike n) dobivena je koristenjem
BLAS-a 2 (mnozenje matrice na vektor), a najniza (za velike n) koristenjem BLAS-a
1 (saxpy potprogram). Brzina dobivena BLLAS-om 3 priblizno je jednaka maksimal-
noj mogucoj brzini na tom racunalu (266 Mflops-a). (Grafovi su “posudeni” iz
predavanja J. Demmela za kolegij CS 267.)
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Brzine BLAS-a 1,213

250 —

200 —

150 —

100 —

Brzina u Mflopsima

50 —

0 T T T T T

0 100 200 300 400 500
Red vektora/matrica

Da bismo kvantificirali usporedbe, uvedimo jednostavan model kako radi hi-
jerarhijska memorija. Pretpostavimo da hijerarhijska memorija ima dva nivoa: brzi
i spori dostup. Pretpostavljamo da su na pocetku svi podaci spremljeni u sporoj
memoriji. Za svaki poziv potprograma saxpy, sgemv, odnosno sgemm, za matrice
reda n i vektore duljine n, usporedivat ¢emo slijedece podatke:

m — broj poziva spore memorije potrebnih da se proc¢itaju pocetni podaci iz nje
i rezultati ponovo spreme u nju;

f — broj floating—point operacija;
q — prosjecan broj flops-a po jednom pozivu spore memorije, tj. ¢ = f/m.

Slijedeca tablica daje podatke o prethodnim veli¢inama za potprograme saxpy,
sgemv, odnosno sgemm.

potp. m objasnjenje za m f q
saxpy 3-n |Citanje x; i y; jednom, pisanje y; jednom 2-n (2/3
sgenmv |n? + O(n)|citanje A;; jednom + kao za saxpy 2-n?|~
sgemm | 4-n? |citanje A;;, B;; 1 Ci; jednom, pisanje C; ; jednom|2 - n®|n/2

U prethodnoj tablici, ocita je razlika u g—ovima za razlic¢ite nivoe BLAS potpro-
grama. Vaznost veli¢ine ¢ lezi u ¢injenici da se svaki podatak Cita iz spore memorije
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i na njemu se u prosjeku obavi ¢ operacija dok je u brzoj memoriji. Sto je veéi g,
algoritam vise operira s podacima u brzoj memoriji, pa je efikasniji.

Postoji jo§ jedan nacin opisivanja veli¢ine ¢ u terminima “omjera promasaja”
(engl. miss ratio). Omjer promasaja mjeri omjer broja memorijskih poziva spore
memorije obzirom na ukupan broj memorijskih poziva. Pojam je vezan za brze
“cache” memorije (male, skupe), obzirom na sporu, standardnu memoriju (veca,
jeftinija). Dobar algoritam ima nizak omjer promasaja. Ako pretpostavimo da su
na pocetku i kraju algoritma, svi podaci u sporoj memoriji i da svaka floating—point
operacija uklju¢uje 2 poziva memorije (bilo spore, bilo brze), mozemo ograditi omjer
promasaja s

broj poziva spore memorije S m 1

omjer promasaja = =
erp ) ukupan broj poziva memorije — 2-f 2-q

Dakle, mozemo zakljuciti, sto je ve¢i ¢, nadamo se da je manji omjer proma-
saja.

Iskoristimo vrlo jednostavan primjer za ilustraciju, zbog cega se nadamo da
veéi ¢ znaci veéu brzinu.

Primjer 5.1.1.

Pretpostavimo da se u brzoj memoriji floating—point operacije mogu odvijati
brzinom od 1 Mflops-a. Dovlacenje podataka iz spore memorije traje 10 puta dulje
po podatku. Pretpostavimo da imamo jednostavni (sekvencijalni) algoritam:

begin

s:=0;

for s :=1to n do
si= s+ f(2:);

end;

pri cemu izracunavanje f(x;) traje ¢ — 1 operaciju na podatku x;, $to se moze oba-
viti kad se podatak x; dovuce u brzu memoriju (ne spremajuci ga u Sporu Memoriju
izmedu operacijal). Pretpostavimo da se i s nalazi u brzoj memoriji. Za ovaj algo-
ritam je oc¢ito m =n, f = q-n. Pitamo se kolika je brzina ovog programa.

Pretpostavimo da se x; na pocetku nalazio u sporoj memoriji. Za dohvacanje
svakog x;—ja algoritam potrosi 10 mikrosekundi, odnosno za sve x;—jeve ukupno 10-n
mikrosekundi. Zatim, potrebno je jos q - n floating—point operacija za izracunavanje
s, §to traje q - n mikrosekundi. Ukupno, potroseno vrijeme je tadat=q-n+10-n
mikrosekundi, odnosno, posao se obavlja brzinom

f q-n q

I _ — M i
t qg-n+10-n ¢+ 10 flops-a

Porastom q, pribliZzavamo se vrsnoj brzini.
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Obrazlozimo jos neke detalje naseg jednostavnog hijerarhijskog modela:

1. Postoje samo dva nivoa hijerarhije — brzi (cache) i spori (standardna me-
morija). U slucaju distribuirane memorije, brza odgovara lokalnoj memoriji
procesora, a spora svoj preostaloj memoriji (pristup mrezom povezivanja pro-
cesora).

2. Mala brza memorija ima kapacitet M rijec¢i (podataka), gdje je M < n?
pa u nju mozemo smjestiti samo manji dio n X n matrice. Jednako tako,
pretpostavljamo da je M > 4 -n, pa se u nju moze smjestiti nekoliko cijelih
redaka ili stupaca.

3. Svaki podatak iz spore memorije ¢ita se zasebno (u praksi, obicno se Cita vise
rije¢i u cache ili nekoliko blokova memorije, ali to ne mijenja bitno osnovnu
analizu).

4. Mi imamo potpunu kontrolu nad tim kako se podaci kre¢u izmedu dva me-
morijska nivoa. To je najbolja moguca pretpostavka, jer, obi¢no, hardware
(cache ili sistem virtuelne memorije) donosi te odluke umjesto nas. Medutim,
u slucaju paralelnog racunanja, ako su ta dva nivoa memorije — lokalna memo-
rija procesora i memorije udaljenih procesora, ¢esto imamo takvu eksplicitnu
kontrolu transfera podataka (htjeli mi to ili ne).

Ovaj jednostavni model koristimo za detaljniju analizu nekoliko razli¢itih al-
goritama za mnozenje matrica (operacija xgemm). Na kraju ¢emo konstruirati algo-
ritam koji “optimalno” koristi hijerarhijsku memoriju.

5.2. Tri implementacije mnozenja matrica

Promotrimo tri razli¢ite implementacije matricnog mnozenja i izracunajmo
faktor ¢ = f/m za svaku. Te tri verzije algoritma su:

1. bez blokova (engl. unblocked);
2. s blokovima stupaca (engl. column blocked);
3. s kvadratnim (ravninskim) blokovima (engl. square blocked, 2D blocked);
U zapisu algoritama, osim racunskih operacija, piSemo i operacije pristupa

sporoj memoriji. Te operacije piSemo u komentarima, ne ulaze¢i u detalje njihove
realizacije.

5.2.1. Mnozenje matrica bez blokova

Algoritam mnozenja matrica bez blokova je klasi¢ni algoritam mnoZzenja ma-
trica.
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Algoritam 5.2.1. (Mnozenje matrica bez blokova)

for ::=1tondo
begin
{Ugitati redak i matrice A u brzu memoriju}
for j:=1tondo
begin
{Ugitati C[i,j] u brzu memoriju}
{Ugitati stupac j matrice B u brzu memoriju}
for k:=1ton do
Cli,j] :== Cli, j] + Ali, k] = Blk, j]:
{Napisati C[i,j] u sporu memoriju}
end; {for j}
end; {for i}

Najdublja, unutarnja petlja po k racuna, zapravo, skalarni produkt i—tog retka
matrice A s j—tim stupcem matrice B, odnosno graficki:

Cij Cij Ali,:
) = ‘o + (&) * B(:,5)

c C A B

Oznake A(7,:) 1 A(4, 1 : n) su skradene oznake za i—ti redak matrice A, a B(:, j)
i B(1:n,7) za j—ti stupac matrice B (vidjeti malo kasnije).

Primijetimo da unutarnje dvije petlje u prethodnom algoritmu (po j i k)
mozemo interpretirati kao BLAS 2 operaciju mnozenja vektora i matrice (i-ti redak
matrice A pomnozen matricom B daje i—ti redak matrice C'). To sugerira da ovaj
algoritam nece biti nista bolji od ovih BLAS 2 operacija, jer se te operacije nalaze
u unutarnjoj petlji (preciznije — unutar vanjske petlje po i, pa je A(i,:) veé u brzoj
memoriji i nema prostora za ustedu).

Nadimo broj poziva m spore memorije. Uo¢imo da algoritam zahtijeva:

e n? poziva zbog uéitavanja svakog stupca matrice B to¢no n puta.

e n? poziva zbog ucitavanja svakog retka matrice A jednom. Taj redak drzimo
u brzoj memoriji za vrijeme izvodenja dvije unutarnje petlje.

e 2n? poziva za po jedno uéitavanje svakog elementa matrice C' u brzu memoriju
i, jednako tako, njegovo pisanje natrag u sporu memoriju.

Zbrajanjem nalazimo da je ukupan broj poziva spore memorije jednak

m = n> + 3n?
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Odavde odmah mozemo izracunati q

3
/ <y

1= = e S

Uoc¢imo da ¢ dobivamo kao kod potprograma sgemv, Sto ne iznanaduje, obzirom na
ve¢ danu BLAS 2 interpretaciju. Za veée n, taj ¢ je mnogo manji od gornje ograde
n/2, §to sugerira da se algoritam moze poboljsati.

Zadatak 5.2.1.

Pokazite da drugaciji nacini uctavanja matrice B u brzu memoriju ne mogu
bitno popraviti m i q.

Zadatak 5.2.2.

U prethodnom algoritmu poredak petlji je (i, j, k), od izvana, prema unutra (po
blokovima). Te 3 petlje moZemo permutirati, s tim da svaka od njih i dalje ide od 1
do n. Moze li to popraviti algoritam — dati veéi q? (Odgovor: Ne! — Opravdagte.)

5.2.2. Mnozenje matrica blokovima stupaca

Poboljsanje algoritma iz prethodnog odjeljka dobivamo, ako matricu B rasta-
vimo u blokove stupaca. Za zapis algoritma trebamo dodatne oznake. Matricu C'
promatramo kao blok-matricu oblika

C=[Cy,Ch...,Cx]

sastavljenu od N blok-stupaca C;, j = 1,..., N. Svaki blok-stupac C} sastoji se od
tocno n/N potpunih stupaca, tj. C; je tipa (n,n/N), uz pretpostavku da N dijeli
n. Matricu B particioniramo na isti nacin. Za kratko oznacavanje podmatrica i
blokova koristimo slijedecu, tzv. “Matlab” notaciju.

Oznakom A(i : j,k : £) oznacavamo podmatricu matrice A koja se nalazi na
presjeku izmedu i—tog i j—tog retka (oba ukljucena) i k—tog i f—tog stupca (oba
ukljucena). Takva podmatrica je tipa (j — ¢+ 1,¢ — k 4+ 1). Preciznije:

Qi Gig41 -0 Qi

.. Qip1,k Qi1k+1 °°° Ai410
Al gk 0) = ] ) )

Uik Gjk+1 -0 Qe

Dodatno, raspon ¢ : ¢ piSemo samo kao ¢, tj. oznakom

Ak 0) = {az‘,k i jt1 * " az‘,ﬁ}
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oznacavamo i—ti redak matrice A izmedu stupaca ki £.

Puni raspon 1 : n piSemo samo kao :, tj. oznaka

a,j
a2,j

A, j) =

an7]

oznacava cijeli j—ti stupac matrice A.

Algoritam 5.2.2. (Mnozenje matrica s blokovima stupaca)

for j:=1to N do
begin
{Utitati blok-stupac B, u brzu memoriju}
{Utitati blok-stupac C; u brzu memoriju}
for k:=1ton do
begin
{Ugitati stupac k matrice A u brzu memoriju}
C;:=Cj+ A(:, k) x Bj(k,1);
{popravak (engl. update) matrice C; matricom ranga 1}
end; {for k}
{Napisati C; natrag u sporu memoriju}
end; {for j}

Unutarnja petlja po k vise nije skalarni produkt, nego rang—1 popravak matrice
C;, matricom koja nastaje mnozZenjem k-tog stupca matrice A s k-tim retkom
matrice B;.

Slikoviti prikaz procesa za N = 4 blok—stupca:

Cl CQ 03 04 = Cl CQ 03 04 + A * Bl BQ Bg B4
il = |G| + A *BJ:C’jJrZ K —
k=1
A( 7k) Bj(ka )

Pretpostavljamo da je brza memorija dovoljno velika da u isto vrijeme sadrzi
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blokove B;, C; i jedan stupac matrice A, tj.

2
M22~%+n

Odavde dobivamo gornju ogradu za veli¢inu bloka, odnosno donju ogradu na broj

N blokova stupaca:
2n? 2n?

uz pretpostavku da je M dosta veéi od n, na primjer, 4n < M < n?.
Broj poziva spore memorije m ukljucuje:
e n? poziva zbog utitavanja svakog bloka B; jednom (tj. cijeli B jednom).
e N -n? poziva zbog uéitavanja svakog stupca matrice A toéno N puta.

e 2n? poziva za po jedno uéitavanje svakog elementa matrice C' u brzu memoriju
i, jednako tako, njegovo pisanje natrag u sporu memoriju.

Zbrajanjem nalazimo da je ukupan broj poziva spore memorije jednak
m = (N + 3)n?
Odatle odmah slijedi (za malo veée N)

f 2n3 2n 2n

1= T~ (N+3m2 N+3 N

Algoritam mozemo ubrzati tako da poveéavamo ¢, tj. smanjujemo N (sve vedi
blokovi), dok je to mogucée. Medutim, N je ograden odozdo veli¢inom brze memorije

22
MZ%jLn

Ako odaberemo najmanji moguéi N, onda je

2 2
NI
M
sto daje
2n M
q ~Y ﬁ ~ —
n
Ako zelimo dobiti razumno velik ¢ (na primjer ¢ > 2 ili vise), onda M mora rasti
(barem) proporcionalno s n. Osim toga, ta konstanta proporcionalnosti ne smije
biti mala. Uz raniju pretpostavku 4n < M < n?, dobivamo 4 < ¢ < n, §to je bitno

losije od gornje ograde n/2, a tek nesto bolje od prethodnog algoritma.

U praksi ni to, obi¢no, nije moguée — najcesce je M fiksan. Za fiksni M, kad
n raste, oéekujemo da se algoritam usporava (jer pada ¢), Sto nije dobro svojstvo.
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5.2.3. Mnozenje matrica kvadratnim blokovima

U ovom odjeljku matricu C' promatramo kao blok-matricu (blok—)reda N,
sastavljenu od N x N kvadratnih blokova Cj;, 7,5 = 1,..., N, uz pretpostavku da
N dijeli n. Svaki kvadratni blok C;; je podmatrica od C' reda n/N, tj. vrijedi

Cll C(1N
C=| : :
C1N1 C(NN

Matrice A i B particioniramo u blokove na isti nacin.

Algoritam 5.2.3. (Mnozenje matrica kvadratnim blokovima)

for ::=1to N do
for j:=1to N do

begin

{Utitati blok Cj; u brzu memoriju}

for k:=1to N do
begin
{Ugitati blok A;; u brzu memoriju}
{Utitati blok Bj; u brzu memoriju}
Cij = CZ']‘ + Azk; * Bkj;
end; {for k}

{Napisati blok C;; natrag u sporu memoriju}

end; {for j,i}

Slikoviti prikaz procesa za blok-red N =4 je:

= + * B
Cij C'ij Al
c c A B
- F « L - B
Unutarnja petlja — operacija Cy; := Ci; + Ay, * Byj je, zapravo, mnoZenje

matrica reda n/N (koje nismo posebno raspisali u pripadne 3 petlje — jer smatramo
da je to, na primjer, osnovna BLAS 3 operacija).

Pretpostavljamo da je brza memorija dovoljno velika da sva 3 bloka Cj;, A i

By; odjednom stanu u brzu memoriju, tako da se ovo mnozenje matrica reda n/N
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odvija iskljuc¢ivo u brzoj memoriji. To znaci

2 3
MZB(%) ili N>y—on

sto je donja ograda za blok-red N.
Broj poziva spore memorije m ukljucuje:
e N - n? poziva zbog uéitavanja svakog bloka By; tocno N® puta (tj. N puta
cijeli B).
e N - n? poziva zbog ucitavanja svakog bloka A;, toéno N?® puta (tj. N puta
cijeli A).
e 2n? poziva za po jedno ucitavanje svakog elementa matrice C' u brzu memoriju

i, jednako tako, njegovo pisanje natrag u sporu memoriju.

Zbrajanjem nalazimo da je ukupan broj poziva spore memorije jednak
m = (2N + 2)n?

Dobivamo
o 2n3 o n
I m T 2N+ N+1 N

Posljednja priblizna jednakost vrijedi za N dosta veéi od 1.

Ovo izgleda losije od prethodnog algoritma (tamo je ¢ ~ 2n/N), ali ovaj N
nema isto znacenje i ogranicenja (ovaj N je priblizno korijen ranijeg). Kao i prije,
algoritam ubrzavamo povecanjem ¢, tako da uzmemo najmanji moguc¢i N. Iz uvjeta

na M, to znaci
[3 M
NN —_ ~Y _
i n = q 3

Ovaj g ne ovisi o n. Za konstantni M, dobivamo i konstantni ¢ (Sto je bitno bolje
od prethodnog algoritma).

Drugim rijecima, zbog neovisnosti ¢ o n, ¢ini se da ovaj algoritam optimalno
(do na konstantni faktor) koristi raspolozivu brzu memoriju.

To nije u kontradikciji s ranijom gornjom ogradom za ¢, oblika ¢ = n/2.
Naime, ako brza memorija M raste paralelno s n, na primjer, M = 3n?, tako da sve
3 matrice ¢itave stanu u brzu memoriju, onda je N =11 tada je

n n

“N+1 2

q

(sada N nije bitno veéi od 1), tj. optimalno.

Moze se dokazati da je ovaj g (~ /M /3) optimalan u smislu reda veli¢ine (tj.
do na faktor), jer vrijedi slijedeéi teorem.
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Teorem 5.2.1. (X. Hong i H. T. Kung, 1981.)

Za bilo koju blok—verziju ovog algoritma za mnoZenje matrica vrijedi
qg=QVM) |,
5. q raste barem kao konstantni visekratnik od /M. [ |

Napomena 5.2.1.

Pod pojmom “ovog algoritma za mnoZenje matrica” smatra se klasic¢ni algori-
tam s 2n® operacija, tj. f = 2n3. Sve nase blok-verzije nastale su iz istog osnovnog
algoritma. Ako se uzme drugaciji, brzi osnovni algoritam, ovaj teorem wviSe mije
primjenjiv.

Napomena 5.2.2.

Brzi osnovni algoritam je, na primjer, Strassenov algoritam brzine
f — O(nlog2 7) — O(n2.81>

koji je rekurzivan i ima prirodnu blok-strukturu. U novije vrijeme, koristi se za
velike n (n 2 100), na velikim racunalima, za ubrzanje BLAS 3 operacija.

Postoje, asimptotski, jos i brZi algoritmi (rekord f = O(n*3")), ali su oni pre-
spori (1 prekomplicirani) za n—ove koji se danas mogu koristiti (obzirom na velic¢inu
i brzinu racunala).

5.3. Paralelno mnozenje matrica — razdijeljena
memorija

Pokazimo kako se moze implementirati matricno mnozenje — matri¢na opera-
cija C := C'4+ A x B, na paralelnim racunalima s distribuiranom memorijom, uz
nekoliko standardnih mreza komuniciranja.

Za predvidanje vremenskog trajanja, koristimo ranije modele komuniciranja.

Ponasanje ovih algoritama ovisi o nekoliko faktora:

1. Osnovni algoritam — koristimo standardni algoritam za mnozenje matrica koji
zahtijeva 2n® aritmetickih operacija. Ako imamo p procesora, optimalni pa-
ralelni algoritam ima trajanje 2n®/p vremenskih jedinica.

Raspodjela (tzv. scheduling) ovih operacija po procesorima je zanimljiv
dio konstrukeije algoritma (tj. koji procesori ra¢unaju koje dijelove produkta
A x B i kako se ti dijelovi akumuliraju na C').
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2. Raspodjela podataka (data layout) — kako su A, B i C' spremljeni po proce-
sorima, koji dijelovi od A, B i C se pamte u kojim (lokalnim) memorijama
procesora.

Najcesée se koriste 2 osnovna rasporeda polaznih podataka (tj. stanja u
pocetnom trenutku):

(a) 1D blokovski (1D blocked) raspored — odgovara particiji matrice na bloko-
ve stupaca. Svaki procesor sadrzi svoj blok stupaca. Pretpostavljamo da
p dijeli n. Procesore indeksiramo linearno I, ..., P,—; — Sto je prirodno
za 1D blokovski raspored;

Slika raspodjele blokova stupaca za p = 9:

Py|P,|Py| P3| Py | P5| Ps| P7 | Ps

matrica

(b) 2D blokovski (2D blocked) raspored — odgovara particiji matrice na kva-
dratne blokove. Uz pretpostavku da je p potpun kvadrat, blokovi su reda
n/\/p i svaki procesor pamti svoj blok. Procesore mozemo indeksirati
linearno indeksima (0,...,p — 1) ili dvodimenzionalno, s dva indeksa,
svaki indeks ide od 0 do /p — 1.

Slika raspodjele blokova za p = 9 = 3%

By Py P
(111 P() 0) (111 P071) (111 Po 2)
P P, P
(ili Pr,o)|(li Py 1)|(ili Pr2)
Ps Py Py
(111 P2 0) (lh Pg’l) (lh P2 2)
matrica

3. Mreza povezivanja — procesori jedan drugom salju pojedine blokove matrica.

Pokazat ¢e se da mreze veée povezanosti (valencije), poput dvodimen-
zionalnog polja, torusa i hiperkocke, omogucavaju brze algoritme od slabo
povezanih mreza, poput prstena ili sabirnice.

Ubrzanje ili ustedu na komunikaciji mozemo posti¢i na dva nacina:
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(a) mreze s ve¢om bisekcijom dopustaju da vise nezavisnih podataka putuje
mrezom u istom trenutku, bez kolizija.

(b) paralelizacijom komunikacije u svakom pojedinom procesoru.

Standardno, pojedini procesor P; moze, u danom trenutku, slati i/ili
primati najvise jednu poruku (sekvencijalna komunikacija). Cak i ako
dozvolimo istovremeno (sinkrono) slanje i primanje — najvise dvije veze
(Zice) iz tog procesora se mogu koristiti u svakom pojedinom trenutku,
pa veca valencija nema odgovarajuci utjecaj na brzinu.

Ako cijelu valenciju procesora (sve zice) mozemo istovremeno koristiti za
komuniciranje (paralelno komuniciranje) dobivamo bitno ubrzanje.

Modernije arhitekture to dopustaju, ali na mrezama koje su mnogo slabije
povezane od potpunog grafa (tj. valencija < p). Na primjer, u hiperkocki
s p procesora, valencija je log,p (8to je mali cijeli broj u danasnjim
racunalima).

Napomena 5.3.1.

Geometrigski je prirodno koristiti 1D blokovsk: raspored na mreZama koje imaju
jednodimenzionalni oblik (sabirnica, prsten), a 2D blokovski na svim ostalim visedi-
menzionalnim topologijama. U prethodna dva odjeljka pokazali smo da 2D blokouvsk:
raspored osigurava brze algoritme. Analogiju s ranijom analizom dobivamo tako da
smatramo da brZa memorija odgovara lokalnoj memoriji, a spora memorija odgovara
komuniciranju preko mreZe.

Drugim rijecima, 1D blokovski raspored nema smisla probati na visedimenzio-
nalnim mreZama.

5.3.1. 1D blokovski raspored

Radi jednostavnosti, pretpostavljamo da je n djeljiv s p. Oznaéimo s B(7)
podmatricu tipa n X (n/p) matrice B, koja je na pocetku spremljena u procesoru
P, zai=0,...,p— 1. Podmatrice A(i) i C(i) definiramo na isti nacin.

Osim toga, neka je B(j,i) podmatrica reda n/p od B(i) (pa i od B), koja
sadrzi retke j - (n/p)+1do (j+1)- (n/p) od B(i), za j =0,...,p — 1, tj. kao na
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slici:

B(0,1)

B(1,1)

B(pflai)

Algoritam mnozenja dobivamo particijom matrice C' na blokove stupaca:
pa C(i) racunamo kao u algoritmu za mnozenje matrica blokovima stupaca

Ci) = C() + A% B) = C(i) + 3" AG) * B, i)

=0

(Okrugle zagrade koristimo za indeksiranje blokova.) Procesor P; sadrzi blokove
C(i) i B(i), ali nema sve blokove A(j) koje trazi formula, ve¢ samo blok A(i). Zbog
toga, algoritam mora poslati svaki A(j) svakom procesoru (tj. svaki A(j) mora obiéi
svaki procesor). Ovime smo implicitno pretpostavili da je lokalna memorija svakog
procesora P; dovoljna za pohranjivanje 4 bloka A(i), B(7), C(i) i jos jednog A(j).

Ostatak algoritma ovisi o mrezi — modelu komunikacije.

5.3.2. 1D blokovski raspored na sabirnici (bez emitiranja,
s barijerom)

Uzmimo, za pocetak, najjednostavniji model mreze. Procesori se svi nalaze
na jednoj zici — sabirnici (engl. bus). U bilo kom trenutku, najvise jedan procesor
moze slati i najvise jedan procesor moze primati poruku. Pretpostavljamo da se
slanje i primanje poruka obavlja istovremeno (sinkrono). U protivnom, vrijeme
komuniciranja raste najvise za faktor 2.

Ovaj model odgovara vezi p rac¢unala povezanih jednim ethernet kablom.
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U prvom trenutku, svi procesori rac¢unaju svoj komad produkta iz trenutno
raspolozivih podataka, tj. svaki P; racuna svoj:

C(i) == C(i) + A(i) * B(1,1)

Nadalje, svaki procesor P; mora poslati svoj A(i) svim ostalim procesorima
P;, za j #i.
No, mrezom u danom trenutku moze putovati najvise jedna poruka. Zbog toga,

nakon svake poruke, radi sinkronizacije i izbjegavanja kolizija na mrezi, postavljamo
barijeru, sto piSemo kao poziv procedure barrier( ).

Algoritam 5.3.1. (Mnozenje matrica: 1D raspored na sabirnici)
Algoritam bez emitiranja i s barijerama.

for i := 0 to p — 1 parallel do
if MYPROC =i then
C(MYPROC) := C(MYPROC) + AMYPROC) x BIMYPROC, MYPROC);
for i := 0 to p — 1 {parallel} do
for j :=0 to p — 1 {parallel} do
{u ovim dvjema petljama nema stvarnog paralelizma}
if i <> j then
begin
if MYPROC =7 then
send (A(7), )
else if MYPROC = j then
begin
receive (A(i),1);
C(MYPROC) := C(MYPROC) + A(7) * B(i, MYPROC);
end; {else if}
barrier ( );
end; ({if, for j, i}

Napomena 5.3.2.
Prva petlja se katkad skraceno pise samo kao:

C(MYPROC) := C(MYPROC) + A(MYPROC) * B(MYPROC, MYPROC) ,

a podrazumijeva se da svaki procesor (istovremeno) izvriava svoj dio te naredbe, tj.
da MYPROC prolazi svim procesorima.

Za analizu ovog algoritma koristimo slijede¢e pretpostavke:

e svaka aritmeticka (floating—point) operacija traje 1 vremensku jedinicu;
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e priprema (inicijalizacija) poruke kosta o vremenskih jedinica;

e slanje poruke traje [ vremenskih jedinica po svakoj rijeci (smatrat ¢emo da
je svaki podatak dugacak jednu rije¢) — jedan podatak je, na primjer, jedan
element matrice;

e slanje poruke od n rijeci kosta a + n - § vremenskih jedinica;
e smatramo da je slanje i primanje poruke sinkrono.
Nadimo trajanje aritmetike (ra¢unanja) i komuniciranja u prethodnom algo-

ritmu. Oznacimo s T, ukupno trajanje aritmetickih operacija, a s T, ukupno trajanje
komuniciranja.

Promotrimo unutarnju petlju (za fiksne i i j) algoritma. Neka je ¢, trajanje
aritmetickih operacija u toj petlji, a ¢, trajanje komuniciranja:
e aritmetika: 5
2
ta = 2n(n/p)* = =
p
jer mnozimo blok A(7), tipa nx (n/p), s (malim) blokom B(i, MYPROC), tipa
(n/p) x (n/p). Isto trajanje ima i prva petlja (prije slanja A(7)).

?

e komunikacija:
te=a+n(n/p)s
jer blok A(i) sadrzi n(n/p) rijeci (podataka), a slanje i primanje je sinkrono.
Operacije u unutarnjoj petlji se izvode p(p — 1) puta (zbog barijere koja

onemogucava paralelno racunanje i komuniciranje). Ukupno trajanje aritmetike
uvecava se jos za trajanje prve petlje, prije slanja A(i), i ono je jednako

Ta:(p(p—1)+1)'ta:(p(p_1)+1)2p—n;

Ukupno vrijeme komuniciranja je

T.=pp—1)-te=plp—1)(a+n(n/p)b) |,
pa je ukupno vrijeme ovog algoritma

T(n,p) = Tu 4 To — (p(p — 1)+ 1) QPi Fp(p— 1) (0 + n(n/p)d)

Ako uzmemo samo ¢clanove s najvisim potencijama od p, a nize potencije zane-
marimo, izlazi
T(n,p) ~2n° +p’a+pn’s
Sto je viSe od trajanja sekvencijalnog algoritma (2n?) i raste s p, umjesto da pada,
s pove¢anjem p.
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Ovo je prilicno los paralelan algoritam. U stvari, on uopce nije paralelan, jer,
zbog barijere, najviSe jedan procesor moze racunati u svakom trenutku.

Rezultat, medutim, nije nerealan. Zamislimo da je n toliko velik da trebamo
p procesora samo za spremanje matrice (nema velike zajednicke memorije), a svaki
procesor ima ograni¢enu lokalnu memoriju (na primjer, konstantnu). Povecanje n
onda povecava i p, a komunikacija, oc¢ito, raste s p (i nema paralelizmal).

5.3.3. 1D blokovski raspored na sabirnici (bez emitiranja
i barijere)

Ocekujemo da ¢emo dobiti bolji rezultat ako uklonimo barijeru, tako da se
rac¢unanje i komuniciranje mogu vremenski preklapati i tako da A(i) mozemo (ne
nuzno istovremeno) poslati ve¢em broju procesora, pa oni mogu paralelno ra¢unati.

Algoritam 5.3.2. (Mnozenje matrica: 1D raspored na sabirnici)
Algoritam bez emitiranja i bez barijera.

for j := 0 to p — 1 parallel do
if MYPROC = j then
begin
C(MYPROC) := C(MYPROC) + AMYPROC) x BIMYPROC, MYPROC);

{Primi A(i) od prethodnih P}
{petlja je sekvencijalna za fiksni MYPROC}

for i := 0 to MYPROC — 1 {parallel} do
begin
receive (A(i),1);
C(MYPROC) := C(MYPROC) + A(i) * B(i, MYPROC);
end; {for i}

{Pogalji A(MYPROC) svim preostalim P;}
{petlja je sekvencijalna za fiksni MYPROC}

for i := 0 to p — 1 {parallel} do
if MYPROC <> ¢ then
send (A(MYPROC),1);

{Primi A(i) od slijedeéih P}

{petlja je sekvencijalna za fiksni MYPROC}
for i := MYPROC + 1 to p — 1 {parallel} do

begin

receive (A(i),1);

C(MYPROC) := C(MYPROC) + A(i) * B(i, MYPROC);
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end; {for i}
end; ({if, for j}

Napomena 5.3.3.

Kao i prije, istovremeno komuniciraju samo 2 procesora (sinkroni send i re-
ceive), tj. u danom trenutku, na sabirnici moze biti najvise 1 poruka i nju Salje
jedan procesor (naravno!) i prima samo jedan procesor.

Poredak slanja © primanja moZe se v drugacije zadati. Ovaj zapis je najlaksi za
citange, jer ranije poruke idu od procesora manjeq indeksa u procesor veceq indeksa.

VAZNO: Owaj zapis ne zadaje u potpunosti vremenski redoslijed poruka (tko
komu kada $alje)!

Prethodni program je, dakle, nedeterministicki:

e redoslijed slanja i primanja poruka ne mora biti isti kao u algoritmu s bari-
jerama;

e to ne mijenja rezultat algoritma (tj. “utrkivanje” procesora nema utjecaja), jer
dobivamo isti rezultat, neovisno o redoslijedu poruka. Bitno je samo da svaki
procesor P; posalje svoj A(i) svim preostalim P; i primi od njih sve njihove
A(7) 1 izracuna pripadni dio produkta.

Pokazimo primjerom da i u nasem zapisu ima vise mogucih redoslijeda slanja
i primanja poruka. Neka je p = 4. Tada imamo to¢no 12 = 4 - 3 poruka (P; salje,
P; prima, j # i, uz i,j € {0,1,2,3}).

Za svaki procesor, napravit ¢emo (vremenski) redoslijed njegovih poziva pro-
cedura send i receive (jer on radi sekvencijalno — pa vremenski redoslijed ima
smisla).

Pojedini procesori su stupci na slici, a redovi su pripadni pozivi. U svakom
stupcu (za pripadni procesor) koristimo slijede¢e oznake:

S; — (send) posalji procesoru P;;

R, — (receive) primi od procesora P;.

U zagradi iza te oznake pisemo redni broj te poruke na sabirnici (od 1 do 12), onako
kako to diktira na$ zapis algoritma — svaki procesor mora prvo primiti podatke
od prethodnih, pa poslati preostalima, pa primiti od onih s indeksom ve¢im od
njegovog.

Na primjer, “S2(5)” u stupcu procesora P; i “R1(5)” u stupcu procesora P,
znadi da je 5. poruka na sabirnici (vremenski gledano), ona poruka koju procesor Py
Salje procesoru Ps.
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redoslijed Procesor

poziva Py j2) P, Py
1. S1(1) | Ro(1) | Ro(2) | RO(3)
2 52(2) S0(4) | RI(5) |RI1(61li7)
3 S3(3) S2(5) |S0(61ili 7)| R2(9)
4, RI(4) [S3(6ili7)| S1(8) | S0(10)
5 R2(6ili 7)| R2(8) | S$3(9) | SI1(11)
6 R3(10) | R3(11) | R3(12) | S2(12)

Uocite da dvije poruke — poruka procesora P; za P3 i poruka Fy za P, mogu
biti u bilo kom medusobnom redoslijedu — bilo koja od njih moze biti Sesta ili sedma.

Precizno, ovaj fenomen opisujemo ovako: Parcijalni uredaji dogadaja komu-
niciranja, odredeni s p programa na pripadnim procesorima, ne ¢ine (ne zadaju)
potpuni uredaj dogadaja komuniciranja (na sabirnici).

Zadatak 5.3.1.
Pokazite da je za p = 3, redoslijed poruka jednoznacno odreden (tj. nedeter-

minizam se prvi puta javlja za p = 4). Sto se dogada za p =57

Primijetimo da koraci racunanja i komuniciranja u unutarnjoj petlji algoritma
traju kao i ranije, tj.

7 le=a+n(n/p)p

Sto treba ocekivati za ponadanje algoritma? Ako je cijena (trajanje) komu-
niciranja dovoljno manja od cijene (trajanja) racunanja, onda bi efikasnost trebala
biti velika.

Obratno, ako je trajanje komuniciranja usporedivo s trajanjem racunanja, ili
ako dominira, o¢ekujemo malu efikasnost.

[zracunajmo ukupno vremensko trajanje algoritma. Prvo nacrtajmo vremen-
sko ponasanje algoritma, tj. nacrtajmo pojedine operacije na vremensku os, uz pret-
postavku da je t. <t, (suprotni slu¢aj analiziramo malo kasnije).

Uvedimo slijede¢e oznake na vremenskoj osi:



5. MATRICNO MNOZENJE NA HIJERARHIJSKOJ MEMORLJI ~ MATRICNO MNOZENJE — 104

e i —> j — poruka koju P; Salje procesoru P;. Njeno trajanje je t..

e i C— procesor P; racuna. Trajanje racuna je t,.

Radi jednostavnosti, pretpostavljamo da se komuniciranje odvija istim redosli-
jedom kao u algoritmu s barijerama (iako to nije bitno za ukupno vrijeme — samo
za skicu).

| 0->p-1 | (p-1) C |

Uocite da pretpostavka t. < t, znaci da u dijelu vremena imamo paralelno
racunanje (na primjer, 1 Ci 2 C se preklapaju u dijelu vremena).

Ocito se ¢itav postupak odvija u obliku protoka kroz cijev (pipeline). Treba
izracunati (vremensku) duljinu cijevi, tj. njeno trajanje. Za to treba pogledati
da li ima “mjehuri¢a” u cijevi, tj. da li komunikacioni koraci mogu zapoceti bez
prethodnog zastoja (jer odgovarajuéi procesor jos radi prethodni racun).

Sto bi se odvijalo dalje, iza nacrtanog dijela algoritma? Prva slijedeé¢a komu-
nikacija (iza 0->p-1), koja nije nacrtana, je 1->0. Poruka 1->0 moze poceti, nakon
Sto 0->p-1 zavrsi, bez ¢ekanja, samo ako je procesor P; nezaposlen — tj. ako je
zavrsio racunanje 1 C, nakon poruke 0->1.

To se dogada u slucaju da je
ta<(p—-2)-t. , p=2
Uz tu pretpostavku, nema “mjehuri¢a” u cijevi, pa je ukupno vrijeme
T(n,p)=pp—1)-t.+2-t, |, (5.3.1)

tj. jednako je trajanju svih p(p—1) poruka, plus trajanje racunanja prije slanja prve
i nakon slanja zadnje poruke. Naravno, ista ova relacija vrijedi i za t. > t,.

Ako nema mjehuri¢a, dobivamo gornju ogradu za vrijeme
T(np) <plp—1) te+2(p=2) te= (" +p—4) L

Opcenitu donju ogradu za T'(n,p) mozemo dobiti (neovisno o mjehuri¢ima) iz
¢injenice da svaki procesor mora izracunati svoj dio matrice C', za Sto mu treba svih
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p dijelova matrice A i jos mora poslati svoj dio od A svim ostalim procesorima (p—1
poruka) i od svakog dobiti njegov dio matrice A (jos p — 1 poruka). Dobivamo:

T(nap) Zp'ta+2(29—1)'tc

Ako nema mjehurica, tj. ako je t. odozdo ograden s

imamo
2(p—1)

— e > (p+2) te>p-ta

T(n,p) >p-te+

Uz odabrani standardni algoritam mnozenja matrica, najbolji, (ujedno i uo-
bi¢ajeni) sekvencijalni algoritam ima trajanje 2n3, pa je najbolje moguée vrijeme
paralelnog algoritma 2n?/p. No, ovdje je t, = 2n?/p?, pa je:

2 3
idealni T'(n,p) = il =p-t,<(p+2)-t, <T(n,p)
p

i vidimo da se idealno ubrzanje skoro dostize, ako je t. na donjoj granici

pa je
2
T(n,p) PH 2 idealni T(n,p)
p

Ako je broj procesora p dovoljno velik, a komunikacija dovoljno brza i nema
mjehuric¢a, dobivamo skoro idealno ubrzanje. Tada ¢injenica da je sabirnica serijsko
usko grlo nema bitni utjecaj.

Ako je komunikacija jos brza ($to nije realisti¢no!), tj. ako vrijedi

lq
p—2

t. <

)

onda imamo rupe — mjehuri¢e na vremenskoj osi, pa vise ne vrijedi polazna relacija
(5.3.1) za T'(n,p).
Zadatak 5.3.2.

Nadite u tom slucaju toénu relaciju za T'(n,p) i pokaZite da se ubrzanje malo
povecava, ali ne bitno.
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Za praksu je puno zanimljivije promatrati slucaj kad t. raste obzirom na t,.

Dakle, uzmimo opet da je
2

p—2
i promatrajmo sto se dogada kad t. raste. O¢ito, ubrzanje se smanjuje!

te 2

U trenutku kad je t. = t,, imamo

_pPop+2
p

T(n,p)=pp—1) te+2-ta = (P> —p+2) -t 2n° ~ 2n°
(ako uzmemo samo vodeéi ¢lan brojnika), tj. trajanje je priblizno jednako sekvenci-
jalnom algoritmu — paralelizam nista ne pomaze.

Ako je t. > t,, algoritam je sporiji od sekvencijalnog, sto je ocito iz vremenskog
grafa, jer nema paralelnog racunanja, a samo se dio komunikacija izvodi paralelno
s racunanjem.

Nadimo jos i efikasnost algoritma, uz pretpostavku ¢, > t,/(p—2). Iskoristimo
li da je 2n® = p? - t,, dobivamo

E( ) S(p) T(LP) 2%3 D ta
p g g g g

p p-Tnp p-Thp) T(n,p)

B 1 B 1

- T(n,p) le

p- ta a
B 1
2 pP-p? P’ —p
P oms + 2n g

Ako je omjer t./t, blizu 1/(p — 2), efikasnost je blizu 1. Za t./t, blizu 1,
efikasnost je skoro 1/p, tj. nema paralelnog ubrzanja.

Gledano u funkciji n i p, vidimo da je t./t, mali, ako je n > p, i ako a i 3
nisu jako veliki.

Ako uzmemo fiksni p, a n raste, onda t, raste kao n3, a t. kao n?, pa t,
dominira za velike n (tj. t./t, je mali), sto daje visoku efikasnost. To nije jako
realno! Ako p raste linearno s porastom n (tj. lokalna je memorija konstantna),
onda t, raste linearno, kao i t., pa je omjer priblizno konstantan, tj. efikasnost je
priblizno konstantna, Sto je bolje od proslog algoritma.

5.3.4. 1D blokovski raspored na sabirnici (s emitiranjem)

Osnovna prepreka efikasnosti ranija dva algoritma je stroga sekvencijalnost
poruka i ogranicenje da jednu poruku prima samo jedan procesor.
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Pretpostavimo stoga da jednu poruku na mrezi moze primiti viSe procesora —
u ovom slucaju, svi preostali na sabirnici.

Takvo slanje poruke, u kojem jedan procesor salje poruku svim preostalim pro-
cesorima, zove se emitiranje (engl. broadcast). U algoritmu, emitiranje zapisujemo
pozivom procedure broadcast, u obliku broadcast (podatak).

Algoritam 5.3.3. (Mnozenje matrica: 1D raspored na sabirnici)
Algoritam s emitiranjem 1 bez barijera.

for i := 0 to p — 1 {parallel} do {ovo ide sekvencijalno}
for j :=0 to p — 1 parallel do
if MYPROC = j then
begin
if MYPROC =i then {FP, salje A(i) svim preostalim}
broadcast (A(7))
else {svi preostali sinkrono primaju A(i)}
receive (A(i),1);
C(MYPROC) := C(MYPROC) + A(i) * B(i, MYPROC);
end; {for j,i}

Uocite da prve faze ranijih algoritama nema, ona se obavlja u unutarnjoj
paralelnoj petlji. Procesor P; ra¢una sa svojim (pocetnim) A(4), nakon sto ga posalje
ostalima, tj. u isto vrijeme kad i svi ostali procesori rac¢unaju s tim istim A(3).

Uz isti model komunikacije, ukupno vrijeme trajanja ovog algoritma je

T(n,p)=p-(tc+ta)

jer u svakom vremenskom koraku (po i), P; posalje A(i) svima ostalima (samo
jedna komunikacija u trajanju t.), a zatim svih p procesora paralelno racuna svoj
dio matrice C' — dodajuéi onaj dio koji ovisi o A(i).

Uvrstimo ¢, i ., koji su isti kao ranije, u formulu ukupnog trajanja:

n? 2n3 2n3
T(n’p>:p'<tc+ta):p' <C¥+?'ﬁ+?> =7+p'&+n2-5

Pripadna efikasnost je
2n3 1 1

CpTlnp) gl o P4

E(p)

U usporedbi s algoritmom na sabirnici bez emitiranja, ¢lan t./t, u nazivniku
efikasnosti je p — 1 puta manji, tj. efikasnost je mnogo manje osjetljiva funkcija od

p.
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Sliéno kao i prije, zbog toga sto ocekujemo av > 11 3 > 1, mora biti n > p
za efikasni paralelizam. Medutim, donja ograda za n/p za postizanje efikasnog
paralelizma je ovdje mnogo manja nego na sabirnici bez emitiranja.

Ovdje je i komunikacija paralelizirana, a ne samo racunanje, sto je, o¢ito, bolje.

5.3.5. 1D blokovski raspored na prstenu procesora

Slicno ponasanje mozemo posti¢i i na prstenu od p procesora (bez upotrebe
emitiranja), jer istovremeno imamo opet p poruka u mrezi. Potrebni komadi matrice
A kruzno putuju (paralelno) uokolo prstena.

Radi jednostavnosti, opet pretpostavljamo sinkrono slanje i primanje poruka.
U najgorem slucaju, dobit ¢emo da komunikacija traje za faktor 2 dulje od sinkrone.
To dobivamo tako da, umjesto istovremenog slanja i primanja, prvo neparni pro-
cesori Salju parnima, a zatim parni neparnima. Ovo je korektno, ako prsten ima
paran broj procesora, jer susjedi u prstenu onda imaju razli¢itu parnost. Ako imamo
neparan broj procesora u prstenu, razmislite o tome i rijeSite kao zadatak.

Algoritam 5.3.4. (Mnozenje matrica: 1D raspored na prstenu)

for j := 0 to p — 1 parallel do
if MYPROC = j then
begin

{kopiranje svog komada matrice A u lokalni pomoéni}
{prostor T koji sluzi za komunikaciju}

T := A(IMYPROC);

C(MYPROC) := C(MYPROC) + T+ BIMYPROC, MYPROC);

end; {for j}

for i :=1to p—1 {parallel} do {ovo ide sekvencijalno}
for 7 := 0 to p — 1 parallel do

if MYPROC = j then
begin
send (7, (MYPROC + 1) mod p); {slanje desnom}
receive (T, (MYPROC — 1) mod p); {primanje od lijevog}

{lokalni T sadrzi polazni A((MYPROC — i) mod p)}

C(MYPROC) := C(MYPROC) + T+ B((MYPROC —7) mod p, MYPROC);
end; {if, for j, i}

Uz isti model komuniciranja, ¢, i t. u unutarnjoj petlji su isti kao ranije. Svaki
procesor racuna p puta, a komunicira p — 1 puta (jedna komunikacija izmedu svaka
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dva ra¢unanja), pa je

3 2
T'(n,p) :p'ta+(p—1)'tczp'229i2+(p_1). (Oth_.g)

on? -1
-1 e+l
p p

sto je malo bolje od prethodnog algoritma s emitiranjem. Pripadna efikasnost je:

ot 1 1
p-Tn,p)  P=1 L 1+p(p ).(Hp
P tq 2n3 on

E(p)

-0
Ponovno, tocno za jedan ¢, bolje od algoritma na sabirnici s emitiranjem.

Napomena 5.3.4.

Posljednja dva algoritma su optimalna, sto se reda velicine tice, tj. do na
konstantnu faktor.

Dokaz:

Osnovni algoritam za mnozenje matrica, uz 1D blokovski raspored po proce-
sorima, daje raniju formulu

p—1

C(j) =C(j) + >_ Al) = B(i, j)

=0

Svaki sumand (tj. produkt A(7)*B(i, 7)) se akumulira — zbraja na C'(j) u procesoru
P;. To je posljedica 1D blokovskog rasporeda, u kojem je blok C(j) rezultata C
spremljen u procesoru Pj, tj. nije bitno gdje se taj sumand racuna! To znaci da se
neki blok podataka veli¢ine n - (n/p) (na pr., faktor A(7) ili ¢itav sumand) mice sa
svakog procesora P; na svaki procesor P;, a to zahtijeva barem p — 1 poruka veli¢ine
n?/p.

Uoc¢imo da je broj sumanada p(p — 1) i svaki procesor ih treba p komada, od
kojih je najvise jedan njegov — zbog pocetnog rasporeda matrica. Dakle, mora
ih primiti (barem) p — 1, §to je jednako broju poruka. Dodatni faktor p se gubi
paralelizacijom komuniciranja (p istovremenih poruka u mrezi). Kod emitiranja,
faktor je p — 1 u paralelizaciji, Sto je istog reda veli¢ine kao p.

Dakle, za 1D blokovski raspored na sabirnici ili prstenu, to je donja ograda za
paralelno vrijeme
T(nap) Zp'ta+(p— 1)tc

Na prstenu, ona je dostizna, a na sabirnici se skoro dostize, ako koristimo emitiranje.
|
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Za prsten, optimalnost se jos lakse vidi direktno iz algoritma. Svi procesori su
tocno jednako optereceni i rade non—-stop — racunaju ili komuniciraju (a to dvoje
ne ide simultano u istom procesoru). Kad komuniciraju, sve veze medu procesorima
su potpuno iskoriStene, pa nema prostora za ustedu.

Napomena 5.3.5.

Prsten (1D torus) moze se uloZiti u bilo koji visedimenzionalni torus i hiperkoc-
ku (s dovoljnim brojem procesora), tj. uz dovoljnu duljinu stranice torusa, odnosno
dovoljnu dimenziju hiperkocke.

Zbog toga, prethodni algoritam radi © na takvim mreZama. Medutim, postoje @
mnogo bolji algoritmsi, koje opisujemo u nastavku.

5.3.6. Cannonov algoritam na 2D torusu

Prvo ¢emo opisati Cannonov algoritam za mnozenje matrica uz 2D blokovski
raspored, bez pozivanja na mrezu, a kasnije dodajemo i prirodni oblik mreze (u
ovom slucaju, 2D torus).

Pretpostavljamo da je broj procesora p potpun kvadrat, tj.
p=s

i da je n djeljiv sa s = |/p. Procesore oznacavamo prirodno, s dva indeksa, P;; za
i,7€40,1,...,s—1}.

Analogno, B(i, j) oznacava kvadratni blok — podmatricu od B, reda n/s, koja
je na pocetku spremljena u procesoru P(i,j) = P, ;. Isto vrijedi za A(7, j) i C(i, 7).
Napomena 5.3.6.

Ovaj B(i,7) je razlicit od onog B(i,j) iz 1D blokovskih algoritama. Ovaj ima
red n/s = n/\/p, a raniji je bio reda n/p.

Kao osnovni algoritam za mnozenje matrica uzimamo standardni algoritam s
2n3 operacija, samo pisan u 2D blokovskoj formi. Svaki blok C(i, j) se racuna kao

s—1
C(i,j) =C(i,j)+ > A(i,k)« B(k,j) , zai,j=0,...,5s—1

k=0

Cannonov algoritam preureduje redoslijed sumacije u ovoj sumi (unutarnjoj
petlji algoritma) u oblik:

C(i,j)=0C(i,7) + si: A(i,(i+ 7+ k) mod s) x B((: + j + k) mod s, j)
k=0
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Vrijednosti (i + j + k) mod s prolaze svim vrijednostima od 0 do s — 1, ali ne tim
redoslijedom!

Algoritam 5.3.5. (Mnozenje matrica: Cannonov algoritam)

{¢‘Zaokretanje’’ ili ‘‘ukoSavanje’’ matrice A (engl. ‘‘skew’’)}

for i := 0 to s — 1 parallel do
kruzno ulijevo rotiranje blok-retka i od A za i mjesta,
tako da A(i,j) bude prepisan s A(i, (j + i) mod s);

{¢‘Zaokretanje’’ ili ‘‘ukoSavanje’’ matrice B}

for j := 0 to s — 1 parallel do
kruzno nagore rotiranje blok-stupca j od B za j mjesta,
tako da B(i,j) bude prepisan s B((i+ j) mod s,j);

{MnoZenje}

for k:=0to s — 1 {parallel} do {ovo ide sekvencijalno}
for + := 0 to s — 1 parallel do
for j :=0 to s — 1 parallel do
begin
Cli, ) = Clir§) + Ali,§) * B, )
{A(i,7) i B(i,j) su trenutne vrijednosti ovih blokova u P(i,j)}

kruzno ulijevo rotiranje svakog blok-retka od A za 1,
tako da se A(i,j) prepisuje s A(i, (j + 1) mod s);

kruzno nagore rotiranje svakog blok-stupca od B za 1,
tako da se B(i,j) prepisuje s B((i+ 1) mod s,j);
end; {for (i,j), k}

Zadnje rotacije za vrijednost £k = s — 1 ne treba raditi. Iz ovog algoritma,
iako se ne spominju procesori P(i, j), ocito je koji procesor obavlja koju rac¢unsku
operaciju i tko kome Salje kakve poruke.

Algoritam je najlakse predociti slikom koja pokazuje stanje lokalnih blokova
A(1,7), B(i,7) nakon pojedinih koraka algoritma. U odgovarajucée polje A(i, j), od-
nosno B(i,j), upisujemo koji blok polazne matrice se, u tom trenutku, nalazi u
pripadnom lokalnom bloku u procesoru P(3, j).
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Uzmimo p = 9 procesora, tj. blok-red je s = 3.

A B

Pocetno stanje A i B A(0,0)| A0,1)| A(0,2) B(0,0)| B(0,1)| B(0,2)
A(1,0)| A(1,1) | A(1,2) B(1,0)| B(1,1)|B(1,2)
A2,0)[ A2, 1)[A2,2) B(2,0)| B(2,1)|B(2.2)

A, B nakon zakreta A(0,0)| A(0,1) | A(0,2) B(0,0)| B(1,1)| B(2,2)
A(1,1)| A(1,2) | A(1,0) B(1,0)| B(2,1)| B(0,2) 1
A(2,2)| A2,0)| A2, 1) B(2,0)|B(0,1)|B(1,2)

k = 0: racun, pomak PR

;tf:mékon pomaka A(0,1)A(0,2)| A(0,0) B(1,0)|B(2,1)|B(0,2)
A(1,2)| A(1,0)| A1, 1) B(2,0)|B(0,1)|B(1,2) 1
A(2,0)| A(2,1)| A(2,2) B(0,0)| B(1,1)| B(2,2)

k = 1: ratun, pomak —

gf:njkon pomaka A(0,2) | A(0,0)| A0, 1) B(2,0)|B(0,1)|B(1,2)
A(1,0)| A(1,1) | A(1,2) B(0,0)| B(1,1)|B(2,2)
A2, 1) A2,2) | A2,0) B(1,0)| B(2,1)| B(0,2)

k=2

racun (pomak ne treba)
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Nakon pocetnog “zakreta” i svakog daljnjeg pomaka, u procesor P(i,j) stizu

upravo blokovi oblika A(i, k) i B(k,j) iz polazne matrice. Redoslijed k—ova daje
razli¢ite permutacije na raznim procesorima, a zadan je s (i + j + k) mod s.

Na primjer, pogledajmo kako se formira rezultat C'(1,2) u procesoru P(1,2).

Nakon pocetnog zakreta, u P(1,2) se nalaze blokovi A(1,0) i B(0,2), koje mnozimo
i dodajemo na pocetni C(1,2). Nakon prvog pomaka (k = 1), stizu blokovi A(1,1) i

B(1,

2), koje mnozimo i akumuliramo na C'(1,2). Na kraju, nakon pomaka za k = 2,

stizu blokovi A(1,2) i B(2,2), koje mnozimo i akumuliramo.

Ovaj algoritam dobro odgovara 2D torusu s p = s X s procesora — blok—stupci

i blok-reci mogu nezavisno putovati po stupcima, odnosno recima mreze.

(1)

Trajanje pojedinih dijelova algoritma je:

“Zakret” A: svaki blok-redak matrice A putuje nezavisno od ostalih — tj.
paralelno sa svim ostalima. Zbog kruzne veze u retku, poruku saljemo krac¢im
putem (lijevo ili desno). Uz pretpostavku da svaki procesor simultano Salje i
prima, trajanje je najvise

2 2
T (o (3) 8) =Y rangsn

jer imamo najvise s/2 poruka (najveéa udaljenost bilo koja 2 procesora), a
svaka poruka je jedan blok, tj. duljine (n/s)2.

U nekim recima (na primjer, pocetnim), zakret traje i mnogo krace, jer
elemente treba maknuti za manje mjesta ulijevo (pripadni procesori su mnogo
blize). Medutim, T} se dostize za i ~ |s/2].

“Zakret” B: trajanje je potpuno isto kao i trajanje zakreta A (samo se zami-
jene uloge redaka i stupaca). Ova operacija ne ide paralelno sa zakretom od A,
jer isti procesori ne mogu slati/primati vise od jedne poruke. (Ako procesor
moze paralelno komunicirati i po retku i po stupcu, onda se zakret od B moze
odvijati paralelno sa zakretom od A).

Dakle: TQ = Tl-

Pomak A ulijevo za jedno mjesto, odnosno pomak B nagore za jedno mjesto:
obavlja se paralelno u svakom retku (a zatim u svakom stupcu). Bududi da
prvo putuje jedna poruka (zapravo, puno njih sinkrono) za A, a zatim jedna
za B, svaka duljine (n/s)?, onda je trajanje

e ()25

Lokalno mnozenje bloka od A s blokom od B i akumulacija na C' izvodi se
paralelno na svim procesorima i traje kao standardno mnozenje matrica reda



5. MATRICNO MNOZENJE NA HIJERARHIJSKOJ MEMORLJI ~ MATRICNO MNOZENJE — 114

n/s, tj. , ,
n) 2n

n=2(3) ="

Ukupno paralelno trajanje prethodnog algoritma je:

Tmm):2ﬂ+{&—nﬂﬁ+sﬂg:@3_@.&%%G$%g>+%ﬁ

s s?
2n3 3P — 2)n?
2 3p—2)-ag BVEZIM
p p
Efikasnost je:
1
E(p) =
3y/p—2 3v/p—2
1—|—7<\/_ )p-oﬁi\/]3 -3
2n3 2n

U usporedbi s prstenom, vidimo da je:

e aritmeticko vrijeme isto;

e komunikacijsko vrijeme je ovdje manje i to za faktor

p—1
-~ 3
3\/]_7 -2 \/2_)/
Taj faktor je reda velicine s = ,/p, sto odrazava cinjenicu da je bisekcija
2D torusa za faktor ,/p veca od one na prstenu (a na$ algoritam paralelno
komunicira, tako da bisekcija dolazi do izrazaja).

5.3.7. Mnozenje matrica na 3D torusu

Na 3D torusu trajanje komunikacija moze se smanjiti za dodatni faktor p'/¢,
obzirom na 2D torus. U formuli:
s—1

Cli,j) = Ci,§) + 3 A, k) * B(k, j)
k=0
mnozenje A(i, k) x B(k, j) obavlja procesor P(i,j, k) u 3D torusu. Sume se zatim
akumuliraju duz redova ove mreze (R. Agarwal, 1995.). Pokusajte sami sastaviti
odgovarajuci algoritam!

5.3.8. Mnozenje matrica na hiperkocki
Torus mozemo uloziti u hiperkocku i tako preslikati pripadni Cannonov algori-

tam. Medutim, postoji i bolje rjesenje. Hiperkocka ima veci broj Zica po procesoru
od pripadnog torusa, sto omogucava ubrzanje pocetne faze zakreta u algoritmu.



5. MATRICNO MNOZENJE NA HIJERARHIJSKOJ MEMORLJI ~MATRICNO MNOZENJE — 115

Prvo treba polazni 2D raspored blokova preslikati na hiperkocku. Za to koris-
timo ulaganje 2D polja i 2D torusa u hiperkocku, koje smo ve¢ ranije opisali.

Neka je 2D polje, odnosno torus, kvadratnog oblika sa stranicom s = 2™, tj.
cijelo polje (ili torus) ima 2™ x 2™ procesora (p = 2*™), i neka je

G(m) ={9(0),...,9(2" = 1)}
Grayev m—bitni kod. Tada procesoru (i, j) iz polja/torusa pridruzujemo procesor
g(i) - 2™ +g(j)

u hiperkocki (konkatenacija m bitova od g(i) s m bitova od ¢(j) daje adresu u
hiperkocki dimenzije 2m).

Na primjer, za m = 2 imamo slijede¢e preslikavanje 4 x 4 polja ili torusa u 4D
hiperkocku. Polja sadrze odgovarajuce adrese u hiperkocki.

0000 0001 0011 0010
0100 0101 0111 0110
1100 1101 1111 1110
1000 1001 1011 1010

Iz ovog preslikavanja je ocito da se reci matrice, odnosno, reci procesora iz
polja ili torusa, preslikavaju u nezavisne pod-hiperkocke polazne hiperkocke. Isto

vrijedi i za stupce.

0010

0110

1111

1101
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To znaci da “visak” zica — dodatne veze u hiperkocki, mozemo iskoristiti za
ubrzanje faze zakreta u Cannonovom algoritmu. Autori te modifikacije su Dekel,
Nassimi i Sahni.

Bez smanjenja opcenitosti (za pojednostavljivanje zapisa) mozemo pretposta-
viti da su blokovi A(4, j), B(i,j) i C(i,j) spremljeni u procesoru i - 2™ + j.

Algoritam 5.3.6. (Mnozenje matrica: Dekel, Nassimi, Sahni)

MmnozZenje matrica na hiperkocks.

for k:=0tom —1do
begin
jk :=2%and j; {logitki ‘‘i’’ brojeva 2% i j, po bitovima}
ik == 2% and i; {logitki ‘‘i’’ brojeva 2% i i, po bitovima}
for : := 0 to s — 1 parallel do
for j := 0 to s — 1 parallel do
begin
zamijeni A(i,j xor ik) i A(i,j]);
zamijeni B(jk xori,j) i B(i,J);
{xor = logitki ‘‘ekskluzivni ili’’ brojeva, po bitovima}
end; {fori, j}
end; {for k}
for k:=0tos—1do
for i := 0 to s — 1 parallel do
for 7 := 0 to s — 1 parallel do
begin
Clirj) i= Ci,§) + Ali,5) * Bli, j):

kruzno ulijevo rotiranje svakog blok-retka od A za 1,
u poretku Grayevog koda;

kruzno nagore rotiranje svakog blok-stupca od B za 1,
u poretku Grayevog kdéda;

end; {for (i, ), k}

Promotrimo rad algoritma. Nakon faze zakreta, polazni A(i,j) dolazi na
mjesto A(7, j xor ). To postizemo promjenom po jednog bita od j u svakom trenu
(od bita k = 0, do bita k = m — 1), tako da dobijemo odgovarajuéi bit u j xor 7.

U svakom koraku, j xor ik se moze razlikovati od j samo u k—tom bitu, pa
zamjena sadrzaja s drugim procesorom treba samo komunikaciju medu najblizim
(susjednim) procesorima. To znac¢i da se navedene zamjene zaista mogu izvesti
paralelno, u m vremenskih koraka.

Analogno, B(i,j) se pomic¢e u B(j xor i, j), jedan po jedan bit u svakom od
m vremenskih koraka.
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Trajanje ovakve faze zakreta je

sto je za faktor

vP oL P

2 2m 2lgp
bolje od Cannonovog algoritma na torusu. Ostatak algoritma (mnozenje, akumuli-
ranje, micanje) ima istu cijenu, odnosno trajanje.

Za jos brzi algoritam, mozemo pretpostaviti da svih lg p Zica vezanih na svaki
procesor u hiperkocki, mozemo koristiti istovremeno — sto daje lgp paralelizam
komunikacije. Autori tog algoritma su Ho, Johnsson i Edelman.

Ovaj algoritam koristi “sve zice, svo vrijeme” na hiperkocki, pa je optimalan
u tom smislu paralelne komunikacije. Odgovaraju¢i hardware bio je realiziran u
racunalu CM—2, a ovaj algoritam se koristio za mnozenje matrica u pripadnoj bibli-
oteci potprograma.

Usporedni pregled broja koraka za pojedine operacije u ova 3 algoritma za
mnozenje n - 2" X n - 2" matrica na 2n dimenzionalnoj hiperkocki:

: zapocinjane korafz ' aritmeticki
Algoritam (startanje) slanja .
koraci
poruka poruka
Cannon 2-(2"—1) 2n? - (2" —1) 2n3 - 2"

Dekel, Nassimi, Sahni | n+2"—1 | n*+n?- (2" —1) 2n3 - 2"

Ho, Johnsson, Edelman | n+2"—1 | n®+n-(2"—-1) 2n3 - 2"
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