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1. Aproksimacija
funkcija (nastavak)

1.1. Diskretna metoda najmanjih kvadrata

Ponovno, neka je funkcija f zadana na diskretnom skupu tocaka xq,...,x,.
Takoder, pretpostavljamo da je tih tocaka mnogo vise nego nepoznatih parametara
aproksimacione funkcije.

Aproksimaciona funkcija

o(z,ag,. .., an)

odreduje se iz uvjeta da je 2-norma vektora pogresaka u ¢vorovima aproksimacije
najmanja moguca, tj. tako da minimiziramo

n

S=> (f(zx) — ¢(21))* — min.

k=0

Ovu funkciju S (kvadrat 2-norme vektora greske) interpretiramo kao funkciju
nepoznatih parametara

S = S(ag,...,amn).

Ocito je uvijek S > 0, bez obzira kakvi su parametri. Dakle, zadatak je minimizirati

funkciju S kao funkciju vise varijabli ay, . .., a,,. Ako je S dovoljno glatka funkcija,
a ova je (jer je funkcija u parametrima ag), nuzni uvjet ekstrema je
oS

— =0, k=0,...,m.
3% ) ) , m

Takav pristup vodi na tzv. sustav normalnih jednadzbi.

1.1.1. Linearni problemi i linearizacija

[lustrirajmo to na najjednostavnijem primjeru, kad je aproksimaciona funkcija
pravac.
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Primjer 1.1.1. Zadane su tocke (xo, fo), .., (xn, fn), koje po diskretnoj metodi na-
Jmangih kvadrata aproksimiramo pravcem

o(x) = ap+ a1z

Greska aproksimacije u ¢vorovima koju minimiziramo je

n n

S = S(ag,a1) =Y _(fu — e(xr))* =D _(fe — a0 — a1z5)> — min.

k=0 k=0

Nadimo parcijalne derivacije po parametrima ag 1 ay:

oS i
— = —_9 — g —
0 Pa kz_%(fk ap — a1Ty),
oS n
0= P = -2 Z(fk — ag — a1Tk) Ty
a1

k=0

Digeljenjem s —2 1 sredivanjem po nepoznanicama ag, a1, dobivamo linearni sustav

ap(n+1) +ay ixk:ifk

k=0 k=0
n n n
2
ag Z$k+a1 Zxk = ka;xk;'
k=0 k=0 k=0
Uvedemo li standardne skracene oznake
n n
¢ ¢
Sg:Zl'k, tf:ka"L‘ka EZOa
k=0 k=0

onda linearni sustav moZemo pisati kao

Soag + s1a1 =ty (1 1 1)
S1Qq0 + S9a1 = tl. o

Nije tesko pokazati da je matrica sustava reqularna, sto slijedi iz linearne neza-
visnosti vektora
(1,1,....,0)" 4 (wg,21,...,2,)7,

uz wvjet da imamo barem dvije razlicite tocke xy (prirodan uvjet za pravac), pa

postoji jedinstveno rjesenje sistema. Samo rjesenje dobiva se rjeSavanjem linearnog
sustava (1.1.1).

Ostaje jos pitanje da i smo dobili minimum, ali i to nije tesko pokazati,
koristenjem drugih parcijalnih derivacija (dovoljan uvjet minimuma je pozitivna
definitnost Hesseove matrice). Ipak, provjera da je to minimum, moZe i puno lakse.
Buduci da se radi o zbroju kvadrata, S predstavlja paraboloid s otvorom prema gore
u varijablama ag, ay, pa je jasno da takvi paraboloidi imaju minimum. Zbog toga se
nikad ni ne provjerava da li je dobiveno rjeSenje minimum za S.
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Za funkciju ¢ mogli bismo uzeti i polinom viseg stupnja,
o(z) =ap+ arx+ -+ apz™,

ali postoji opasnost da je za malo veée m (m ~ 10) dobiveni sustav vrlo lose uvje-
tovan (blizak singularnom), pa dobiveni rezultati mogu biti jako pogresni. Zbog
toga se to nikada, ovako direktno, ne radi. Ako se uopce koriste aproksimacije
polinomima visih stupnjeva, onda se to radi koristenjem ortogonalnih polinoma.

Linearni model diskretnih najmanjih kvadrata je potpuno primjenjiv na opéu
linearnu funkciju
(p(.’L’) = aOQOO(x> + - 'am(pm(x)a
gdje su o, ..., pm poznate (zadane) funkcije. Ilustrirajmo to ponovno na opéoj
linearnoj funkciji s 2 parametra.

Primjer 1.1.2. Zadane su tocke (xo, fo), .., (s, fn), koje po diskretnoj metodi na-
gmangih kvadrata aproksimiramo funkcijom oblika

p(r) = agpo(r) + arpi(x).

Postupak je potpuno isti kao u proslom primjeru. Opet minimiziramo kvadrat
2-norme vektora pogresaka aproksimacije u cvorovima

n n

S = S(ag,a1) = Y (fx — p(wr))* = Y_(fr — aopo(x) — arpo(zx))* — min.

k=0 k=0

Sredivanjem parcijalnih derivacija

0— g_s — 23 (i — aoo(en) — arpr(ar)) golan).
o k=0

0— 5_5 — 23 (i — aoo(en) — arpr(an)) 1),
ax k=0

po varijablama ag, a1, uz dogovor da je

so=>_wolxr),  s1=Y_ wolzp)ei(zr), s2=_ ¢ (),
k=0 k=0 k=0

to = z”: fewo(rr), t= z”: freer (),
k=0 k=0

dobivamo potpuno isti oblik linearnog sustava

Soap + s1a1 =ty

S1Qq + Sq9a1 = tl.

Ovaj sustav ima ista svojstva kao i u prethodnom primjeru. PokaZite to!
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Sto ako ¢ nelinearno ovisi o parametrima? Dobili bismo nelinearni sustav
jednadzbi, koji se relativno tesko rjesava. Uglavnom, problem postaje ozbiljan opti-
mizacijski problem, koji se, recimo, moze rjesavati metodama pretrazivanja ili nekim
drugim optimizacijskim metodama, posebno prilagodenim upravo za rjeSavanje neli-
nearnog problema najmanjih kvadrata (na primjer, Levenberg—Marquardt metoda).

Postoji i drugi pristup. Katkad se jednostavnim transformacijama problem
moze transformirati u linearni problem najmanjih kvadrata.

Nazalost, rjesenja lineariziranog problema najmanjih kvadrata i rjeSenja ori-
ginalnog nelinearnog problema, u principu, nisu jednaka. Problem je u razlicitim
mjerama za udaljenost (gresku).

[lustrirajmo, ponovno, nelinearni problem najmanjih kvadrata na jednom jed-
nostavnom primjeru.

Primjer 1.1.3. Zadane su tocke (xo, fo), ..., (xn, fn), koje po diskretnoj metodi na-
gmangih kvadrata aproksimiramo funkcijom oblika

o(r) = ape™”

Greska aproksimacije u ¢vorovima (koju minimiziramo) je

n

S = S(ag,a1) = zn:(fk — o(xr))® =D _(fr — ape™™*)* — min.

k=0 k=0

Parcijalnim deriviranjem po varijablama ag @ aq dobivamo

oS -
0= E. = Z | — age™Tr) ek
0
oS "
0= 0 Z (fx — ape™™*)ag xpe™*,
a1 k=0

Sto je nelinearan sustav jednadzbi.
S druge strane, ako logaritmiramo relaciju
o(r) = ape™”

dobivamo
Inp(x) = In(ag) + ar .

Moramo logaritmirati jos © vrijednosti funkcije f u tockama xy, pa uz supstitucije

hz)=Inf(z), hy="h(zx)=Infy, k=0,...,n,

U(x) = Inp(r) = by + by,
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gdje je
bo =Inag, b1 =a,
dobivamo linearni problem najmangih kvadrata

n n

S = S(bo,b1) = > (hi — (1)) = > (hy — bo — brzg)? — min.

k=0 k=0

Na kraju, iz rjesenja by i by ovog problema, lako ocitamo ag 1 a;

bo
)

ag = € alzbl.

Uocite da ovako dobiveno rjesenje wvijek daje pozitivan ag, tj. linearizacijom do-
bivena funkcija p(x) ée uvijek biti veca od 0. Nekako je odmah jasno da to nije
“pravo” rjesenje za sve pocetne podatke (xy, fi)! No, mozZemo li na ovako opisani
nacin linearizirati sve pocetne podatke? Ocito je ne, jer mora biti fr, > 0 da bismo
mogli logaritmirati.

Ipak, 1 kad su neki fr, < 0, nije tesko, koristenjem translacije svih podataka
dobiti f + translacija > 0, pa onda nastaviti postupak linearizacije. PokuSajte
korektno formulirati linearizaciju!

Konacno, evo i popisa nekoliko funkcija koje su cesto u upotrebi i njihovih
standardnih linearizacija u problemu najmanjih kvadrata.
(a) Funkcija
o(x) = agz™
linearizira se logaritmiranjem
1/1(95) = lOgQO(.fL') :log(a0)+a1 lOgl', hk = logfka k= 07"'7”'

Drugim rije¢ima, dobili smo linearni problem najmanjih kvadrata

S = S(bo,b1) = > (hg — by — by log(w))? — min,

k=0
gdje je
bo = log(ao), b1 = ai.

U ovom slucaju, da bismo mogli provesti linearizaciju, moraju biti iz > 01 fr > 0.

(b) Funkcija

1
pl) = ag + ayx
linearizira se na sljedec¢i nacin
$@) = —— —ap+mz, b=, k=0
= —F — Qo a1, k — =Y, y
o(z) i
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Pripadni linearni problem najmanjih kvadrata je

S = g(ao,al) = Z(hk —ag — ayr;)* — min.

k=0

(c) Funkciju
x

p(r) = Gt o

mozemo linearizirati na vise na¢ina. Prvo, mozemo staviti

1
-~ agn= h, = — k=0,....n.
U(x) ) aox + aq, k 7 0,....,n

Pripadni linearni problem najmanjih kvadrata je

o n 1

S = S(ag,a1) = Y _(hy, — ap— — a1)*> — min.
k=0 Lk
Moze i ovako
T T
r)=——=ay+ax, hi=—, k=0,...,n
= o T =

Pripadni linearni problem najmanjih kvadrata je

n

S = S(ao,al) = Z(hk — Qg — alxk)Q — min.

k=0

(d) Funkcija

(0) = ——

xr) =

1 ag + aje~*
linearizira se stavljanjem
b(r) = —— =gt ame, hi=—, k=0
T) = —— = Qo ae -, k= 7, =uU,...,n.
o(z) Jr

Pripadni linearni problem najmanjih kvadrata je

S = S(ag,ay) = > (hy, — ag — are”**)* — min.

k=0
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1.1.2. Matri¢cna formulacija linearnog problema najmanjih
kvadrata

Da bismo formirali matri¢ni zapis linearnog problema najmanjih kvadrata,
moramo preimenovati nepoznanice, naprosto zato da bismo matricu, vektor desne
strane i nepoznanice u linearnom sustavu pisali u uobic¢ajenoj formi (standardno su
NepozZNanice T, . .., Ty, & Ne A, . . . , Ay,

Pretpostavimo da imamo skup mjerenih podataka (tx,yx), k = 1,...,n,1ida
zelimo taj model aproksimirati funkcijom oblika (). Ako je ¢(t) linearna, tj. ako
je

p(t) = zp1(t) + - - + Tmipm (1),

onda bismo zeljeli pronaéi parametre x; tako da mjereni podaci (¢, yx) zadovoljavaju

3

Yp = ijgoj(tk), k=1,...
j=1

Ako oznac¢imo
arj = ¢i(tr), bk = Yk,

onda prethodne jednadzbe mozemo u matriécnom obliku pisati kao

Ax =b.
Ako je mjerenih podataka vise nego parametara, tj. ako je n > m, onda ovaj sustav
jednadzbi ima vise jednadzbi nego nepoznanica, pa je preodreden.

Kao sto smo ve¢ u uvodu rekli, postoji mnogo nacina da se odredi “najbolje”
rjesSenje, ali zbog statistickih razloga to je ¢esto metoda najmanjih kvadrata, tj.
odredujemo x tako da minimizira gresku r = Az — b (r se ¢esto zove rezidual)

min |[rll; = min||Az — bll;, A €R™™  beR" (1.1.2)

Ako je rang(A) < m, onda rjeSenje z ovog problema o¢ito nije jedinstveno, jer
mu mozemo dodati bilo koji vektor iz nul-potprostora od A, a da se rezidual ne
promijeni. S druge strane, medu svim rjeSenjima = problema najmanjih kvadrata
uvijek postoji jedinstveno rjesenje x najmanje norme, tj. koje jos minimizira i ||x||s.

1.1.3. Karakterizacija rjesenja

Prvo, karakterizirajmo skup svih rjeSenja problema najmanjih kvadrata.

Teorem 1.1.1. Skup svih rjesenja problema najmangih kvadrata (1.1.2) oznacimo
s

S={z eR"|| Az — || = min}.
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Tada je x € S ako i samo ako vrijedi sljedeca relacija ortogonalnosti

AT(b— Az) = 0. (1.1.3)

Dokaz:
Pretpostavimo da z zadovoljava
ATp =0, 7=b— Az
Tada za bilo koji z € R™ imamo
r=b—Ar=r+AT— Az =71 — A(x — ).
Ako oznacimo
e=x—1,

onda je
7l = 7 = (7 = Ae)! (7 = Ae) = "7 + | el
z.

Sto je minimizirano kad je z =

S druge strane, pretpostavimo da je

ATP =240
1 uzmimo
rT=21+e¢z.
Tada je
r=r—cAz
i
7|2 = rTr = 717 — 2e2T 2 4 £2(A2) T (A2) < #TF
za dovoljno mali €, pa Z nije rjeSenje u smislu najmanjih kvadrata. [ |

Relacija (1.1.3) ¢esto se zove sustav normalnih jednadzbi i uobic¢ajeno se pise
u obliku
AT Az = A”b.

Matrica AT A je simetri¢na i pozitivno semidefinitna, a sustav normalnih jed-
nadzbi je uvijek konzistentan, jer je

ATh € R(AT) = R(AT A).
Cak Stovise, vrijedi i sljedeéi teorem.

Teorem 1.1.2. Matrica AT A je pozitivno definitna ako i samo ako su stupci od A
linearno nezavisni, tj. ako je rang(A) = m.
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Dokaz:

Ako su stupci od A linearno nezavisni, tada za svaki z # 0 vrijedi Az # 0
(definicija linearne nezavisnosti), pa je za takav x

2T AT Ax = ||Ax||3 > 0,
tj. AT A je pozitivno definitna.

S druge strane, ako su stupci linearno zavisni, tada postoji zo # 0 takav da je
Axg = 0, pa je za takav xg
xd AT Az, = 0.
Ako je x takav da je Az # 0, onda je 27 AT Az > 0, pa je AT A pozitivno semidefi-
nitna. |

Iz prethodnog teorema slijedi, da ako je rang(A) = m, onda postoji jedinstveno
rjeSenje problema najmanjih kvadrata, koje je dano s

v =(ATA)TATh, r=b— A(ATA)TATD.

Ako je S C R™ potprostor, onda je Ps € R"*" ortogonalni projektor na S,
ako je R(Ps) = S'i
Pi =Py, P§ =P,

Nadalje, vrijedi i
(I —Py)*=1-Ps, (I—Ps)Ps=0,

pa je I — Pg projektor na ortogonalni komplement od S.

Tvrdimo da postoji jedinstveni ortogonalni projektor na S. Pretpostavimo da
postoje dva ortogonalna projektora P, i Py. Za sve z € R", onda vrijedi

[(Py = Po)z|l5 = 2" (P1 — Po)" (Pr — Po)z = 2" (P{ P, — Py P, = P{ P+ P, Py)z
=21(P,— PP, — PP, + P)z
=2T"P(I — Py)z+ 2" Py(I — P)z = 0.
Odatle odmah slijedi da je P, = P, tj. ortogonalni je projektor jedinstven.

Iz geometrijske interpretacije problema najmanjih kvadrata odmah vidimo da
je Ax ortogonalna projekcija vektora b na R(A).
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Takoder
r=( = Pr)b

i u slucaju punog ranga matrice A vrijedi

P’R(A) = A(ATA)_lAT.

Ako je rang(A) < m, onda A ima netrivijalni nul-potprostor i rjeSenje prob-
lema najmanjih kvadrata nije jedinstveno. Istaknimo jedno od rjesenja z. Skup
svih rjesenja & onda mozemo opisati kao

S={r=2+2]|2zeN(A)}.
Ako je & L N(A), onda je
=]l = 12115 + [l2113,

pa je T jedinstveno rjesenje problema najmanjih kvadrata koje ima minimalnu 2-
normu.

1.2. QR faktorizacija

U mnogim je primjenama simetricna matrica A reda n zadana svojim, gene-
ralno, pravokutnim faktorom G, tako da je

A=GTG.

Na prvi je pogled jasno da je tako definirana A simetri¢na. Lako dokazujemo da je
tako definirana matrica pozitivno semidefinitna, jer je

v Ar = (27 G (Gx) = (Gx)T(Gz) > 0. (1.2.1)
Da bi A bila pozitivno definitna, potrebni su jos neki uvjeti na oblik faktora G.

e Ako je G tipa m X n, onda mora biti m > n. U protivnom, kad bi bilo m < n,
onda bi bio rang(G) < m, §to povlaci da je i rang(A) < m, tj. A je singularna.

e (G mora imati puni stupcani rang, tj. mora biti rang(G) = n. U tom je slucaju
nul-potprostor od G (tj. svi oni vektori za koje je Gx = 0) trivijalan (samo
r =0), pa za sve x # 0 vrijedi Gz # 01 u (1.2.1) izlazi 7 Az > 0.

Dakle, pretpostavimo da je pozitivno definitna matrica A zadana svojim fak-
torom G tipa m X n, m > n, rang(G) = n. Znamo da se svaka takva matrica
A moze rastaviti faktorizacijom Choleskog u A = RTR. Pitamo se moZe li se to
napraviti i ako je A implicitno zadana faktorom G. Ocito je da moze i to eksplicitnim
formiranjem matrice G. S numericke strane takvo eksplicitno formiranje matrice A
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nije jako pozeljno, prvo zato jer formiranjem elemenata od A radimo neke greske
zaokruzivanja, a drugo, takav proces predugo traje.

Kad bismo mogli matricu G odmah faktorizirati tako da je

G:QR:Q[?], (1.2.2)

gdje je @ ortogonalna matrica reda m a Ry gornjetrokutasta matrica reda n s pozi-
tivnim dijagonalnim elementima, onda bismo lako procitali faktorizaciju Choleskog
matrice A, jer je

A=G"G =R'Q"QR = R"R = RIR,,
pa bi Ry bio bas trazeni faktor.

Faktorizacija (1.2.2) za G punog stupcanog ranga uvijek postoji i zove se QR
faktorizacija. Primijetite da smo (1.2.2) mogli pisati i u jednostavnijoj formi, ako
prvih n stupaca matrice () oznacimo s @)y (pazite @)y je tipa m x n), onda je

G =QR=QoRy, Q(Qy= I,

Ostaje samo pokazati da QR faktorizacija matrice G' postoji.

Teorem 1.2.1. Neka je G € R™" m > n i neka je rang(G) = n. Tad postoji
jedinstvena faktorizacija oblika

G = Q0R07

pri éemu je Qo tipa m X n, Q¥ Q, = I,, a Ry gornjetrokutasta s pozitivnim dijago-
nalnim elementima.

Dokaz:

Najjednostavniji je dokaz ovog teorema je koristenjem Gram-Schmidtove or-
togonalizacije. Ako stupce matrice G = g1, go, . .., gn] ortogonaliziramo slijeva
udesno, dobit ¢emo ortonormalni niz vektora ¢; do ¢, koji razapinje isti potprostor
kao i stupci od G. Stavimo i Qo = [q1, o, - - -, qn], dobili smo m x n ortogonalnu
matricu. Takoder Gram—Schmidtov postupak ortogonalizacije racuna i koeficijente
Tj = qugZ- koji polazni stupac g; izrazavaju kao linearnu kombinaciju prvih ¢ vektora
q; ortonormirane baze, tako da je

9i = Z Tjid;-
j=1

Elementi r;; su elementi matrice Ry. Iz Gram-Schmidtovog algoritma bit ¢e jasno
da se moze uzati r;; > 0. [ |

Iako je ovaj dokaz ortogonalizacijom elegantan, u praksi se nikad ne koristi
Gram—Schmidtov (CGS) postupak ortogonalizacije, jer je nestabilan kad su stupci
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od G skoro linearno zavisni. Umjesto toga, moze se koristiti tzv. modificirani Gram—
Schmidtov postupak (MGS) koji je mnogo stabilniji, ali i kod njega se moze dogoditi
da je izracunati Qg vrlo daleko od ortogonalnog, tj. ||QF Q, — I|| > u kad je G lose
uvjetovana.

Potpunosti radi, dajemo i CGS i MGS algoritam.
Algoritam 1.2.1. (Klasi¢éni i modificirani Gram—Schmidt)

for i :=1ton do
{Nadi i-ti stupac od @ i R}
begin
qi = Gi;
for j:=1to1—1do
{Oduzmi komponentu u ¢; u smjeru g;}
begin
i = qugZ-; {kod CGS-a} ili rj; := quqi; {kod MGS-a}
qi ‘= qi — T5iq5;
end;
rii += |||z
if Ty = 0 do
begin
error 1= true;
exit;
end
else
begin
error := false;
G = i/ Tii;
end;
end;

Pokazite da su dvije formule za rj koje koriste CGS i MGS matematicki ek-
vivalentne.

Kad zZelimo ortogonalan (), koristimo ili Givensove rotacije ili House-
holderove reflektore kojima ponistavamo odgovaraju¢e elemente u matrici G,
Sto ¢e nam, ponovno, dati konstruktivni dokaz teorema 1.2.1.

1.2.1. Givensove rotacije

Matrica

| cosp —sing
R(Qp)_[simp cosw]
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je Givensova rotacija koja svaki vektor z € R? rotira obrnuto od kazaljke na satu
za kut ¢.

Mozemo definirati i Givensovu rotaciju u (7, j) ravnini s

[ J
- ! -
1
1
CoS @ —sinp —i
1
R(i,j, ) =
1
sin ¢ Cos ¢ —j
1

i 1]

Za zadani vektor x € R™, lako ponistavamo njegovu j-tu komponentu z;
koristenjem rotacije R(i,j, ). Primijetite da mnozenjem matrice R(i,j,¢) na z
mijenjamo samo ¢-tu i j-tu komponentu u z, pa dobivamo

cosp —sing | |z | |z
sing cose | |z; | |0
Drugi redak u matri¢noj jednadzbi je
sinpx; +cospr; =0.

Ako je x; = 0 nemamo Sto ponistavati, a ako nije, dobivamo

L

ctgp = ——,

Ly

odakle, koristenjem trigonometrijskog identiteta
1

sin? o

1+ctg2ap:

slijedi
cos?p=1—sin’p =

7
1 .
x; + a7 x? + a3

sin? p =

Sada mozemo izabrati predznake za sin ¢ i cos ¢, tako da 2 bude pozitivan. Ako

stavimo
T xX;

2 2’ cos@ = 2 2’
\/ i T T \/Ti + x5

sinp = —
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dobivamo

T ZT; x +x
x;:\/ﬁxz—i—\/ﬁ \/m \/l‘ —|—.’L' > 0.

Primijetite da je element z dobiven nakon transformacije upravo norma i-te i j-te
komponente polaznog vektora.

Sistematskim ponistavanjem elemenata, konstruirat ¢emo QR faktorizaciju
matrice G. Poc¢nimo s prvim stupcem. Redom, mozemo ponistavati elemente g;i,
Jj = 2,...m koristenjem rotacija R(1, 7, ¢), tj. rotacija koje “nabacuju” normu pr-
vog stupca na prvi element u stupcu. Zatim to mozemo ponoviti za drugi, treéi
i svaki daljnji stupac. Primijetite, da time necemo “pokvariti” ve¢ sredene nule u
prethodnim stupcima. Graficki, za jednu matricu tipa 5 x 3 to izgleda ovako

T x T x T X T T
T T 0z x 0z x 0zx
zxx| — |0zx| — |[00x| — [00x
T TT 0xx 00« 000
T TT 0xx 00« 000

Za ocjenu greske zaokruzivanja postoji i bolji raspored ponistavanja eleme-
nata, jer se ovakvom transformacijom, pri “sredivanju” prvog stupca prvi redak
mijenja m — 1 puta. Kad bismo ujednacili da se svaki redak podjednak broj puta
transformira, onda bi nasa ocjena greske bila bolja. To mozemo posti¢i koristenjem
niza nezavisnih rotacija koje ne zahvacaju iste retke. Osim toga, takav raspored
odvijanja rotacija dozvoljava paralelizaciju algoritma.

Naravno, na kraju algoritma, na mjestu matrice G pise matrica R. Kako ¢emo
pronaci Q7 Ako promatramo transformacije koje obavljamo, dobivamo

R(na m, @nm) : R(nv m — 17 (pn,mfl) o R(L 27 ()012)G = QilG = R.

Primijetimo da smo matricu G slijeva mnozili produktom ortogonalnih matrica, koji
je i sam ortogonalna matrica, a mozemo je oznaciti s Q7 !, pa je G = QR.

1.2.2. Householderovi reflektori

Umyjesto da elemente u stupcu ponistavamo jedan po jedan, koristenjem House-
holderovih reflektora, mozemo odjednom ponistiti sve elemente, osim jednog, u di-
jelu odgovarajuceg stupca.

Matrica H definirana s

H=1-2uu”, |ul,=1
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zove se Householderov reflektor. Matrica H je simetricna, Sto je oc¢ito, i ortogonalna.
Vrijedi
HH" = H*> = (I — 2uu™) (I — 2uu®) = I — 4uu® + 4uuvu®
= I —duu” 4 du(uTu)u’ = I — dun” + 4)|u|)5uu” = 1.
Zasto bas ime reflektor? Promatrajmo hiperravninu koja je okomita na u i

prolazi ishodistem. Reflektor H sve vektore x preslikava u simetri¢ni obzirom na tu
ravninu.

Ako imamo zadan vektor z, jednostavno je pronaci u za Householderov reflek-
tor tako da ponistimo sve osim prve komponente vektora z, tj. trazimo da je

C

0
Hx=|_ | =c-e.

Raspisimo tu jednadzbu
Hr = (I —2uu’)r =2 — 2u(u’z) = c-e;.

(uTz je broj!) Odatle, premjestanjem pribrojnika, slijedi

2(uTz) (= cer),

tj. u mora biti linearna kombinacija od x i ceq, tj. mora biti
u=a(r — cep).
Takoder, zbog unitarne invarijantnosti mora biti
lall> = I Hall2 = |e],
pa u mora biti paralelan s vektorom
u=x =+ ||z|2e1, (1.2.3)

a jedini¢ne norme, pa je

Oba izbora znakova u (1.2.3) zadovoljavaju Hx = cey, sve dok je @ # 0, ali se
u praksi, zbog stabilnosti koristi

i = @ + sign(m) o261,
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jer to znaci da nema kracenja pri racunanju prve komponente od u, koja je jednaka
g =z + sign(z1)|z|2,

tj. oba su pribrojnika istog znaka.

Primijetite da se ra¢unanje u moze izbjeci, ako definiramo

au®

H=1-2

aTa’

Ponovno, sustavna primjena Householderovih reflektora na ponistavanje ele-
menata prvog stupca, zatim elemenata drugog stupca od dijagonalnog mjesta na-
dolje daje konstrukciju QR faktorizacije.

1.2.3. Numericko rjeSavanje problema najmanjih kvadrata

Postoji nekoliko nacina rjeSavanja problema najmanjih kvadrata u praksi.
Obicno se koristi jedna od sljede¢ih metoda:

1. sustav normalnih jednadzbi,
2. QR faktorizacija,
3. dekompozicija singularnih vrijednosti,

4. transformacija u linearni sustav.

Sustav normalnih jednadzbi

Prva od navedenih metoda je najbrza, ali je najmanje tocna. Koristi se kad je
AT A pozitivno definitna i kad je njena uvjetovanost mala. Matrica AT A rastavi se
faktorizacijom Choleskog, a zatim se rijesi linearni sustav

AT Az = A™b.

Ukupan broj aritmetickih operacija za racunanje AT A, ATb, te zatim faktorizaciju
Choleskog je nm2+%m3+0(m2). Budud¢i da je n > m, onda je prvi ¢lan dominantan
u ovom izrazu, a potjece od formiranja AT A.

Koristenje QR faktorizacije u problemu najmanjih kvadrata

Ponovno, pretpostavimo da je AT A pozitivno definitna. Polazimo od rjesenja
problema najmanjih kvadrata dobivenog iz sustava normalnih jednadzbi

z = (ATA)1 A",
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Zatim napisemo QR faktorizaciju matrice A
A= QR = Q0R07

gdje je Qo ortogonalna matrica tipa (n,m), a Ry trokutasta tipa (m,m) i uvrstimo
u rjesenje. Dobivamo

v = (ATA)TIATY = (RgQy Qo Ry) ™ Ry Qpb
= (Ry Ry) 'Ry Qo0 = Ry' Ry Ry Qo'b = Ry Qg
tj. « se dobiva primjenom “invertirane” skracene QR faktorizacije od A na b (po
analogiji s rjesavanjem linearnih sustava, samo $to A ne mora imati inverz).

Preciznije, da bismo nasli x, rjeSavamo trokutasti linearni sustav

Ryx = QTb

Na ovakav se nacin najcesce rjesavaju problemi najmanjih kvadrata. Nije tesko

pokazati da je cijena racunanja 2nm? — §m3, sto je dvostruko vise nego za sustav

normalnih jednadzbi kad je n > m, a priblizno jednako za m = n.

QR faktorizacija moze se koristiti i za problem najmanjih kvadrata kad ma-
trica A nema puni stupcani rang, ali tada se koristi QR faktorizacija sa stup¢anim
pivotiranjem (na prvo mjesto dovodi se stupac ¢iji “radni dio” ima najveéu normu).
Zasto bas tako? Ako matrica A ima rang r < m, onda njena QR faktorizacija ima
oblik

Rll R12
A=QR=Q| 0 o0 |,
0 0

gdje je Ry; nesingularna reda r, a Ry neka r X (m — r) matrica. Zbog gresaka
zaokruzivanja, umjesto pravog R, izracunamo

Rll R12
R, - O R22
0 O

Naravno, zeljeli bismo da je || Roz||2 vrlo mala, reda velicine || A2, pa da je mozemo
“zaboraviti”, tj. staviti Ryy = 0 i tako odrediti rang od A. Nazalost, to nije uvijek
tako. Na primjer, bidijagonalna matrica

2

A:

N [= p—t

je skoro singularna (det(A) = 27"), njena QR faktorizacija je @ = I, R = A, i nema
niti jednog Rss koji bi bio po normi malen.

Zbog toga koristimo pivotiranje, koje R;; pokusava drzati sto bolje uvjeto-
vanim, a Rss po normi Sto manjim.
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Dekompozicija singularnih vrijednosti i problem najmanjih kvadrata

Vjerojatno jedna od najkorisnijih dekompozicija i s teoretske strane (za dokazi-
vanje ¢injenica) i s prakti¢ne strane je dekomporzicija singularnih vrijednosti (engl.
“singular value decomposition”) ili, skra¢eno, SVD.

Teorem 1.2.2. Neka je A proizvoljna matrica tipa n X m, n > m. Tada se A moze
dekomponirati kao

A=U ﬁ] V*=UZV*,

gdje je

Y =diag(oy,...,0m), 01> >0, >0,
U= [U,Ug] jen xn, aV jem x m unitarna matrica. Stupce matrice U (u oznaci
u; ) zovemo lijevi singularni vektori, stupce matrice V- (u oznaci v;) desni singularni
vektori, a dijagonalne elemente matrice ¥ singularne vrijednosti. Ako je n < m,
dekompozicija singularnih vrijednosti definira se za A*. Ako je A realna, U 1V su,
takoder, realne.

Umjesto dokaza (v. prosirene verzije skripte), objasnimo znacenje dekompozi-
cije. Ako o matrici A razmisljamo kao zapisu operatora koji preslikava vektor x € R™
u vektor y = Ax € R”, onda mozemo izabrati ortogonalni koordinatni sustav u R™
(osi su mu jedini¢éni vektori stupci u V') i drugi ortogonalni koordinatni sustav u R”
(osi su mu jedini¢éni vektori stupci u U), takve da je zapis tog operatora u tom paru
baza dijagonalna matrica.

Drugim rije¢ima, A preslikava vektor

m
T = Z Bivi
i=1

y=Ar = Zgzﬂiuz‘,
=1

tj. svaka se matrica moze “dijagonalizirati” u paru baza, ako smo joj za domenu i
sliku izabrali odgovarajuce ortogonalne koordinatne sustave (baze).

Veza izmedu SVD-a i problema najmanjih kvadrata dana je sljede¢om tvrd-
njom.

Teorem 1.2.3. Neka je A = USVT dekompozicija singularnih vrijednosti (SVD)
realne matrice A tipa n X m, n > m.

Tvrdnja 1. Ako A ima puni rang, onda je rjeSenje problema najmangih kvadrata

min || Az — b|;
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jednako
r=VE U,

tj. dobiva se primjenom “invertiranog” skraéenog SVD-a od A na b.

Dokaz:
Vrijedi
[Az = 0]l = UV 2 — b]]3.
Bududi da je A punog ranga, to je i ¥. Zbog unitarne ekvivalencije 2-norme, vrijedi

2

N T
|USVTz — 0|3 = | UT(USV Tz —b)|5 = H [gg] (USVTz —b)

2
2

= [SVTe = U blI3 + 1Ug blf5-

2

[ =vTz —uTh
- ~UTb

Prethodni izraz se minimizira ako je prvi ¢lan jednak 0, tj. ako je
r=VE U,
Usput dobivamo i vrijednost minimuma min | Az — bl|2 = |ULD||». |

Uocite da u prethodnom teoremu pise rjesenje problema najmanjih kvadrata
kad je matrica A punog ranga. Uobi¢ajeno se SVD primjenjuje u metodi najmanjih
kvadrata i kad matrica A nema puni stupcani rang. RjeSenja su istog oblika (sjetite
se, vise ih je), samo $to moramo znati izracunati “inverz” matrice ¥ kad ona nije
regularna, tj. kad ima neke nule na dijagonali. Takav inverz zove se generalizirani

inverz i oznacava sa ©* ili ©T. U slucaju da je

120
=[50
pri cemu je ¥ regularna, onda je
20
+_ | &
s[5

Jos preciznije, za problem najmanjih kvadrata tada vrijedi sljede¢a propozicija.

Propozicija 1.2.1. Neka matrica A ima rang r < m. Rjesenje x koje minimizira
| Az — b||s moZe se karakterizirati na sljedeéi nacin. Neka je A= UXVT SVD od A
1 neka je

0

A=UxVT = [U,, U, [o 0

‘| [‘/17 %]T = Ulz]l‘/lT’
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gdje je ¥ nesingularna, reda r, a matrice Uy 1 Vi tmaju r stupaca. Neka je
g = O-min(zl)a

najmanja ne-nula singularna vrijednost od A. Tada se sva rjesenja problema naj-
mangih kvadrata mogu napisati u forms

x =V, S UTh + V2,

gdje je z proizvolyni vektor. Rjesenje x koje ima minimalnu 2-normu je ono za koje
je z =0, t.

r=V,X U,
1 vrijedi ocjena

]l < L2l
g

Dokaz:

Nadopunimo matricu [Uy, Us] stupcima matrice Uz do ortogonalne matrice
reda n, i oznacimo je s U. Koristenjem unitarne invarijantnosti 2-norme, dobivamo

2

Ui
1Az —b])5 = |U" (Az = b)5 = || | US| (U, %, V{2 —b)
ur )
S Ve —UTb ]|
= ~Uyb = |=,Vi"x — U053 + [|U7 b5 + | U5 0f5.
—UTb ,

Ocito, izraz je minimiziran kad je prva od tri norme u posljednjem redu jednaka 0,
tj. ako je

S\Vie =Uib,
ili

r= V57U .

Stupci matrica V; i V4 su medusobno ortogonalni, pa je VIV,z = 0 za sve
vektore z. Odavde vidimo da z ostaje rjesenje problema najmanjih kvadrata i kad
mu dodamo V52, za bilo koji z, tj. ako je

x =V, S UTb+ V2.

To su ujedno i sva rjeSenja, jer stupci matrice V5 razapinju nul-potprostor N (A)
(tvrdnja 7 teorema 1.2.3. u prosirenoj skripti). Osim toga, zbog spomenute ortogo-
nalnosti vrijedi i

lll3 = Vi7" U7 blI3 + [[Va2ll3,
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a to je minimalno za z = 0. Na kraju, za to minimalno rjesenje vrijedi ocjena

Ufb b
|zlls = VBT UT b)), = |27 0T b)), < I i 2 _ [1Bll2

o
Primjerom se lako pokazuje da je ova ocjena dostizna. [ |

Rjesenje problema najmanjih kvadrata koristenjem SVD-a je najstabilnije, a
moze se pokazati da je, za n > m, njegovo trajanje priblizno jednako kao i trajanje
rjesenja koristenjem QR-a. Za manje n, trajanje je priblizno 4nm? — %m3 +O0(m?).

Transformiranje problema najmanjih kvadrata na linearni sustav

Ako matrica A ima puni rang po stupcima, onda problem najmanjih kvadrata
mozemo transformirati i na linearni sustav razlicit od sustava normalnih jednadzbi.

Simetri¢éni linearni sustav
I A ri _|b
AT 0 x| 0]’

ekvivalentan je sustavu normalnih jednadzbi. Ako napiSemo prvu i drugu blok-
komponentu
r4+Ar =b, ATr=0,

onda uvrstavanjem r-a iz prve blok-jednadzbe u drugu dobivamo sustav

AT(b— Az) = 0.

Prvi sustav ima bitno manji raspon elemenata od sustava normalnih jednadzbi.
Osim toga, ako je matrica A lose uvjetovana, kod tog sustava mozemo lakse koristiti
iterativno profinjavanje rjesenja.

1.3. Opdéi oblik metode najmanjih kvadrata

Nakon sto smo napravili osnovni oblik diskretne metode najmanjih kvadrata,
na slican nacin mozemo rijesiti i opéi problem aproksimacije po metodi najmanjih
kvadrata, tj. u 2-normi. Dovoljno je uociti da je diskretna 2-norma generirana
obi¢nim euklidskim skalarnim produktom na kona¢no dimenzionalnim prostorima.
Po istom principu, u op¢em slucaju, radimo na nekom unitarnom prostoru s nekim
skalarnim produktom, a pripadna norma je generirana tim skalarnim produktom.

Na pocetku zgodno je uvesti oznake koje nam omogucavaju da diskretni i
neprekidni slucaj analiziramo odjednom, u istom opéem okruzenju unitarnih pros-
tora.
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1.3.1. Tezinski skalarni produkti

Unitarni prostor U je vektorski prostor na kojem je definiran skalarni produkt.

1.4. Familije ortogonalnih funkcija

Za dvije funkcije re¢i ¢emo da su ortogonalne, ako je njihov skalarni produkt
jednak 0. Na primjer, za neprekidnu ili diskretnu mjeru dX, te funkcije u i v koje
imaju kona¢nu normu mozemo definirati skalarni produkt kao

/u(x) v(x) dA.

R

Postoji mnogo familija ortogonalnih funkcija. Evo nekoliko primjera takvih
familija (sistema).

e Ortogonalni polinomi;

e Trigonometrijski polinomi.

1.5. Neka svojstva ortogonalnih polinoma

Ortogonalni polinomi imaju jos i niz dodatnih “dobrih” svojstava, zbog ko-
jih se mogu konstruktivno primijeniti u raznim granama numericke matematike.
Sljedeéi niz teorema sadrzi samo neka osnovna svojstva koja ¢emo kasnije iskoristiti
za konstrukciju algoritama. Sva ta svojstva su direktna posljedica ortogonalnosti
polinoma i ne ovise bitno o tome da li je skalarni produkt diskretan ili kontinuiran.

Medutim, na ovom mjestu je zgodno napraviti razliku izmedu diskretnih i
kontinuiranih skalarnih produkata, prvenstveno radi jednostavnosti iskaza, dokaza
i kasnijeg pozivanja na ove teoreme. Pazljivije ¢itanje ¢e samo potvrditi da bitne
razlike nema.

Standardno ¢emo promatrati neprekidni skalarni produkt

b

(u,v) = /w(:p)u(x)v(x) dx

a

generiran tezinskom funkcijom w > 0 na [a,b]. Ako svi polinomi pripadaju odgo-
varaju¢em prostoru kvadratno integrabilnih funkcija, onda postoji pripadna familija
ortogonalnih polinoma koju oznac¢avamo s {p,(z) | n > 0}. Dogovorno smatramo
da je stupanj polinoma p, bas jednak n, za svaki n > 0.
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Paralelno ¢emo promatrati i diskretni skalarni produkt

n

(u,v) = Z wiu(x;)v(z;)

=0
generiran medusobno razli¢itim ¢vorovima x, ..., , i pripadnim pozitivnim tezi-
nama wy, ..., W,. Pripadni unitarni prostor “funkcija” na zadanoj mrezi ¢vorova

(izomorfno) sadrzi sve polinome stupnja manjeg ili jednakog n, pa sigurno postoji
pripadna baza ortogonalnih polinoma koju oznac¢avamo s {px(x) | 0 < k < n}. Opet
uzimamo je stupanj polinoma py bas jednak k, za svaki k € {0,...,n}.

Teorem 1.5.1. Neka je {p,(z) | n > 0} familija ortogonalnih polinoma na inter-
valu [a,b] s tezinskom funkcijom w(x) > 0. Ako je f polinom stupnja m, tada
vrigeds

= (i)
/= nz::o Do) 1

Dokaz:

Prvo, pokazimo da se svaki polinom moze napisati kao kombinacija ortogonal-
nih polinoma stupnja manjeg ili jednakog njegovom.

Dokaz ide koristenjem Gram—Schmidtove ortogonalizacije. Pokazimo, redom,
da se monomi {1, z, 22, ...} mogu prikazati pomoc¢u ortogonalnih polinoma.

Ako je stupanj ortogonalnog polinoma 0, on je nuzno konstanta razlic¢ita od
nule, tj. vrijedi
po(w) = coo, coo # 0,

pa se prvi monom 1 moze napisati kao

Za polinome stupnja jedan, konstrukcija slijedi iz Gram—Schmidtovog procesa
ortogonalizacije sustava funkcija {1, z}

p1(r) = crar + cropo(x), ci1 #0,

tj. vrijedi
1
r = — [pi(x) — c10p0(2)].
C1,1
Koristenjem indukcije u Gram-Schmidtovom procesu na {1, z,z?, ..., 2"}, do-
bivamo

pn(x) - Cn,nxn + Cn,n—lpn—l(l‘) + -+ Cn,OpO(x)a Cn,n 7é Oa
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gdje su pg, p1, - - -, pn_1 dobiveni ortogonalizacijom iz {1,x,..., 2" '}, pa je
" 1
T = C—[ n(l‘) - Cn,nflpnfl(x) — = Cmopo(l')].

Neka je f bilo koji polinom stupnja (manjeg ili jednakog) m, za neki m € N.
Tada se f mozZe napisati kao linearna kombinacija monoma {1, z, ..., 2™}, prikazom
u standardnoj bazi. Bududci da se svaki monom moze napisati kao linearna kombi-
nacija ortogonalnih polinoma stupnja manjeg ili jednakog od stupnja tog monoma,
odmah slijedi da se i f moze napisati kao neka linearna kombinacija ortogonalnih
polinoma stupnjeva manjih ili jednakih m, tj. da vrijedi

f=>bp;.
=0

Ostaje samo odrediti koeficijente b;. Mnozenjem prethodne relacije tezinskom funk-
cijom w, pa polinomom p,, a zatim integriranjem na |a, b], tj. skalarnim mnozenjem
S Pn, dobivamo

(f:pn) Z (Pjs Pn) = bulPns ),
koristeci ortogonalnost p; i p,, za j # n. Odatle odmah slijedi da je

_ i)
(Pns Pn)

n

jer je |[pull®> = (P, pn) > 0. m

Razvoj polinoma f stupnja m iz prethodnog teorema mozemo napisati i tako
da suma ide do oo, a ne do m, samo su svi dodatni koeficijenti b, = 0, za n > m.
To je posljedica sljede¢e tvrdnje.

Korolar 1.5.1. Ako je f polinom stupnja manjeg ili jednakog m — 1, onda je

<f7pm> = 07

tj. pm je okomit na f. Dakle, p,, je okomit na sve polinome stupnja strogo manjeg
od m.

Dokaz:

Po prethodnom teoremu, f se moze razviti po ortogonalnim polinomima stup-
nja manjeg ili jednakog m — 1

m—1
n=0
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Mnozenjem s w(z)p, (), te integriranjem, dobivamo da je

m—1
<fapm> = Z bn<pnapm> =0,
n=0
zbog svojstva ortogonalnosti ortogonalnih polinoma (p,, p,,) = 0, za n # m. [ |

Teorem 1.5.2. Neka je {p,(z) | n > 0} familija ortogonalnih polinoma na inter-
valu [a,b] s tezinskom funkcijom w(zx) > 0. Tada svaki polinom p, ima toc¢no n
razlicitih (jednostrukih) realnih nultoéaka na otvorenom intervalu (a,b).

Dokaz:

Neka su x1, z9, ..., x,, sve nultocke polinoma p,, za koje vrijedi:

o a<ux; <b,

e p,(x) mijenja predznak u z;.

Budu¢i da je p, stupnja n, po osnovnom teoremu algebre, polinom p, ima
ukupno n nultocaka, pa onih koje zadovoljavaju prethodna dva svojstva ima manje
ili jednako n. Pretpostavimo da je nultocaka koje zadovoljavaju trazena dva svojstva
striktno manje od n, tj. m < n. Pokazimo da je to nemoguce.

Definiramo polinom
B(x)=(z —x1) - (x — zp).
Po definiciji tocaka z, ..., x,,, polinom
Pa(@)B(x) = (v — 21) -+ (¥ — 2 )pu()

ne mijenja znak prolaskom kroz tocke x1, ..., x,,, tj. ¢itav polinom ne mijenja znak
na (a,b). Preciznije, to implicira oblik funkcije p,

pa(@) = h(@) (& = 1) - - (3 = 7)™,

pri ¢emu moraju biti svi ; neparni, a h(x) ne smije promijeniti predznak na (a, b).
Mnozenjem s B(x), dobivamo

pu(2)B(x) = h(z)(x — 2)" T (20— 2) ™
Nadalje, vrijedi
/w(l")B(»’U)pn(x) dz # 0,
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bududi da je to integral nenegativne funkcije. S druge je strane taj integral skalarni
produkt od B (polinom stupnja m < n) i sa p, (polinom stupnja n), pa je po
prethodnom korolaru

/w(x)B(x)pn(:p) dx = (B,p,) = 0.

a

To je, ocito kontradikcija, pa je pretpostavka o stupnju polinoma B bila pogresna,
tj. mora biti m = n. Budud¢i da p, ima totno n nultocaka zi,...,x, u kojima
mijenja predznak, one moraju biti jednostruke, jer je p/, (z;) # 0. [ |

Neka je ponovno zadana familija ortogonalnih polinoma na intervalu [a,b] i
neka su prva dva koeficijenta funkcije p,, jednaki

Pu(z) = Ana” + Bpa" ™t 4 - -
Takoder, tada p, mozmo napisati i kao
Pn(x) = Ap(x — xp1) (2 — 2p2) -+ (T — Tpn).

Definiramo takoder i

Teorem 1.5.3. (troclana rekurzija) Neka je {p,(x) | n > 0} familija ortogonal-
nih polinoma na intervalu [a,b] s tezinskom funkcijom w(z) > 0. Tada za n > 1
vrijedi rekurzija

Pns1 (%) = (an® + bn)pn () = Copn(2),

pri cemu Su

B _
bn:a/n( nt1 _&)’ (o = Ani1An1t .
An-‘rl An A%L Yn—1
Dokaz:
Promatrajmo polinom
G(.’L’) = anrl(x) - anxpn(x)
AnJrl

= (An+1x”+1+Bn+1:E”+---)—

An BTL
= <Bn+1_7£; >$n+

Ocito, polinom G je stupnja manjeg ili jednakog n, pa ga mozemo napisati kao
linearnu kombinaciju ortogonalnih polinoma stupnja manjeg ili jednakog n, tj.

G(l’) = dnpn(x) +eeet dopo@)
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za neki skup konstanti d;. Racunanjem d; izlazi

4 — gjﬁi _ %«pnﬂ,p» R

Buduéi da je (ppi1,p:) =0zai <nidazai<n—2vrijedi

(wpa i) = [wl@)pa(@)api(e) dz =0,

zakljucujemo da je stupanj polinoma xp;(z) manji ili jednak n — 1. Kombiniranjem
ta dva rezultata, dobivamo

d;i=0 za0<i<n-—2,

pa je zbog toga
G(:E) = dnpn(x) + dn—lpn—l(x)
Pot1(2) = (anz + dn)pn(2) + dp—1pn-1(2).
Ostaje jos samo pokazati koliki su koeficijenti d,,_; i d,,. 1z prve od dvije prethodne
relacija, usporedivanjem vodecih koeficijenata funkcije G i vodecih koeficijenata fun-
cije s desne strane, dobivamo relaciju za d,,. [ |

Teorem 1.5.4. (Christoffel-Darbouxov identitet) Neka je {p,(x) | n > 0}
familija ortogonalnih polinoma na intervalu [a,b] s tezinskom funkcijom w(zx) > 0.

Za njih vrigedi sljedeci identitet

n

3 Pr(@)pr(y) _ Poa (@)Pa(y) = pa(@)Pari(y)

k=0 Yk anYn(T = Y)

Dokaz:

Manipulacijom troclane rekurzije. |

1.5.1. Klasi¢éni ortogonalni polinomi

U aproksimacijama i rjeSavanju diferencijalnih jednadzbi najcesce se susre¢emo
s pet tipova klasi¢nih ortogonalnih polinoma. Za polinome

{pO,pl,an <oy Pny - '}a
pri ¢emu indeks polinoma oznacava njegov stupanj, re¢i ¢emo da su ortogonalni
obzirom na tezinsku funkciju w, w(x) > 0 na intervalu [a, b], ako vrijedi

/w(x) P () pu(z)dx =0, za m #n.

Tezinska funkcija odreduje sistem polinoma do na konstantni faktor u svakom od
polinoma. Izbor takvog faktora zove se jos i standardizacija ili normalizacija.
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Cebisevljevi polinomi prve vrste

Cebisevljevi polinomi prve vrste obitno se oznacavaju s Tj,. Oni su ortogonalni
na intervalu [—1, 1] obzirom na tezinsku funkciju

1

wlw) = =
Vrijedi
0, za m #n,
, zam=mn =0,

jﬂmwn@hm:
1 V1-a? /2, zam=n#0.
Oni zadovoljavaju rekurzivnu relaciju

Toi1(z) — 22T, (z) + Tm1(z) = 0,

uz start
To(l') = 1, Tl(l') = X.

Za njih postoji i eksplicitna formula
T, (x) = cos(n arccos x).

Osim toga, n-ti Cebigevljev polinom prve vrste T, zadovoljava diferencijalnu jed-
nadzbu
(1 — 2%y — 2y +n?y = 0.

Graf prvih par polinoma izgleda ovako.

v
75 1
51

o] — 1w

Ty(x)

~1l[-0.% —0.9-0.25/\ 025\05 p75[[1 Ty(x)
0.5 1
—0.75 1
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Katkad se koriste i Cebisevljevi polinomi prve vrste transformirani na interval
[0, 1], u oznaci 7. Koristenjem linearne (preciznije, afine) transformacije

0, 1] 32— &:=2r—1€[-1,1]
dolazimo do svih svojstava tih polinoma. Na primjer, relacija ortogonalnosti tada

postaje
1 0, za m # n,

1, (x) T, ()
/ud‘x: m, zam=mn =0,
0 Va — /2, zam=n#0,
a rekurzivna relacija
To(x) =22z = )T7(x) + T5 4 (x) = 0,
uz start

Ti(x) =1, T{(z)=2z—1.

Cebisevljevi polinomi druge vrste

Cebigevljevi polinomi druge vrste obi¢no se oznacavaju s U,. Oni su ortogo-
nalni na intervalu [—1, 1] obzirom na tezinsku funkciju

w(r) =vV1— a2
Vrijedi
1

[V @U@= {%, B

/2, zam=n.
“1

Oni zadovoljavaju istu rekurzivnu relaciju kao Cebisevljevi polinomi prve vrste
Upi1(z) — 22U, (x) + Up—1(x) =0,
samo uz malo drugaciji start
Up(z) =1, Ui(x)=2x.
Za njih postoji i eksplicitna formula

Un(x) = sin((n + 1) arccos x)

sin(arccos z)

Osim toga, n-ti Cebisevljev polinom druge vrste U, zadovoljava diferencijalnu jed-
nadzbu
(1 —2%)y" —3zy' +n(n+2)y =0.
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Graf prvih par polinoma izgleda ovako.

y
5 41
4..
\ 3 /
27 -
— Ui (2)
1._
02505 075 1@ — Us(x)
B Us(z)
—91
_3 1
41

Legendreovi polinomi

Legendreovi polinomi obi¢no se oznacavaju s P,. Oni su ortogonalni na inter-
valu [—1, 1] obzirom na tezinsku funkciju

w(x) = 1.

Vrijedi
i 0 zam=#n
/Pm(x) Pufw) de = {2/(2n+1), za m = n.

-1

Oni zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
(n+1)Pi1(x) — (2n+ D)zP,(z) + nP,—1(z) =0,

uz start
Py(z) =1, Pi(x)=u=z.

Osim toga, n-ti Legendreov polinom P, zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

(1—2%)y" —2zy +n(n+ 1)y = 0.
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Graf prvih par polinoma izgleda ovako.

y
1 1
0.75 |
0.51

95 1 Pi(z)

Py(z)

~1 4075 le L0.25 — Py(a)

—0.75 1

Laguerreovi polinomi

Laguerreovi polinomi obi¢no se oznacavaju s L,,. Oni su ortogonalni na inter-
valu [0, 00) obzirom na tezinsku funkciju

w(zr) =e".
Vrijedi .
/e_m Ly (z) Ly(x)dx = {

0

0, zam #n,
1, zam=n.

Oni zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
(n+1)Lp1(z) + (. —2n— 1)Ly (x) + nly—(x) =0,

uz start
Lo(x) =1, Li(z)=1-u=z.

Osim toga, n-ti Laguerreov polinom L, zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

zy" + (1 —2)y +ny =0.
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Graf prvih par polinoma izgleda ovako.

]

— Li(z)

A
N\ z — Ls(x)

1 Ly(z)

U literaturi se cesto nailazi na jos jednu rekurziju za Laguerreove polinome
Lni1(x) + (£ —2n — 1)Ly (2) + n’Ly_y(z) = 0,
uz jednaki start B B
Lo(z) =1, Ly(x)=1—=.
Usporedivanjem ove i prethodne rekurzije dobivamo da je
Ln(z) = n! L,(x),

tj. radi se samo o drugacijoj normalizaciji ortogonalnih polinoma. Lako je pokazati

da vrijedi

/e_m L (x) Ly () dz = {

0, za m # n,
(n))?, zam=n.

Hermiteovi polinomi

Hermiteovi polinomi obi¢no se oznacavaju s H,. Oni su ortogonalni na inter-
valu (—o0, 00) obzirom na tezinsku funkciju
.2
w(z)=e"
Vrijedi
o
0 za m # n,

2 )
/ e Hm(x> Hn(l') d(E - {27’1 ,n[\/7_1-’ za m = n.

—0o0
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Oni zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
H,1(x) —2xHy,(x) + 2nH,—1(x) =0,

uz start
Ho(z) =1, H(x)=2x.

Osim toga, n-ti Hermiteov polinom H,, zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

y" — 2xy + 2ny = 0.

Graf prvih par polinoma izgleda ovako.

Yy
250 t
200 t
150 t
100 t
501 ()
Hy ()
—07 Hi(x)

1.6. Trigonometrijske funkcije

Trigonometrijske funkcije
{1, cos z, cos 2x, cos 3z, ..., sinx, sin 2z, sin 3z, ... }
¢ine ortogonalnu familiju funkcija na intervalu [0, 27| uz mjeru

A\ — {dx na [0, 27],

0 mace.
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Pokazimo da je to zaista istina. Neka su k,/ € Ny. Tada vrijedi

2 27

1
/sin kx - sin lx dx = —3 /(cos(k: + 0)x — cos(k — 0)x) dz.
0 0

U slucaju da je k = ¢, onda je prethodni integral jednak

1 [sin(k: +0)x } o
— | —z| | =T
2 k+¢ 0
Ako je k # ¢, onda je jednak
1 {sin(k‘ + Oz sin(k — E):L‘:| 27T_ 0
20 k+¢ k—¢ 1|,
Drugim rijecima, vrijedi
7 0, k#¢
/sinkx-sinﬁxdx:{ ' 7 & kl=1,2,...,
m, k=1{,

0

Na slican nacin, pretvaranjem produkta trigonometrijskih funkcija u zbroj, mozemo
pokazati da je

2 0, k#L
/coskm-cosfxdx:{Qﬂ, k=(=0, ki{=0,1,...,
0 m, k=10>0,
te, takoder, da je
27
/sinkx~cos€xdx20, k=1,2,..., £=0,1,...,

0

Ako periodicku funkciju f osnovnog perioda duljine 27 zelimo aproksimirati
redom oblika

f(t) = % + Y (ak cos kz + by, sin kx),
k=1

onda, mnozenjem odgovarajué¢im trigonometrijskim funkcijama i integriranjem, za
koeficijente u redu formalno dobivamo

2w

27
1 1
ap = —/f(x) coskxdr, by= —/f(x) sin kz dzx.
T T
0 0

Prethodni red poznat je pod imenom Fourierov red, a koeficijenti kao Fouri-
erovi koeficijenti.
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Posebno, ako Fourierov red odsijecemo za k = m i dobijemo trigonometrijski
polinom, koji je najbolja Ly aproksimacija za f u klasi trigonometrijskih polinoma
stupnja manjeg ili jednakog m, obzirom na normu

fullo = <Z\U(t)|2dt>1/2.

1.6.1. Diskretna ortogonalnost trigonometrijskih funkcija

Umjesto neprekidne, za pripadnu mjeru mozemo uzeti i diskretnu mjeru, pa
umjesto integrala, dobivamo sume. Ako pogodno izaberemo tocke, opet dobivamo
da su trigonometrijske funkcije medusobno ortogonalne, ali u diskretnom smislu.

Za dokaz pripadnih relacija diskretne ortogonalnosti trebamo sljede¢u pomoé-
nu tvrdnju.

Lema 1.6.1. Neka je n € N zadani prirodni broj. Za bilo koji cijeli broj m € Z
promatramo trigonometrijske sume

Z coS (] Qm—ﬂ> Z sin (] Qm—ﬂ>

Ove sume, u principu, ovise o n, ali to necemo posebno oznaciti, radi preglednosti.
Za ove sume vrijede relacije

Cnm =

{n, zammod n =0, Sm =0, za svakim € Z.

0, zammodn # 0,
Dakle, samo C,, stvarno ovisi o n.

Dokaz:

Bitno najlaksi dokaz dobivamo prijelazom na kompleksne brojeve u trigono-
metrijskom (polarnom) obliku i koristenjem De Moivreove formule za potenciranje
kompleksnih brojeva.

Za zadani n € N, neka je w osnovni n-ti korijen iz jedinice

2T 2T A
W = COS — + isin — = 2™/,
n n

Nadalje, za bilo koji fiksni m € Z, definiramo kompleksni broj ¢ relacijom

2mm . . 2mm
+ 281 ——
n n

_ €i2m7r/n )

q:=w" = cos
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Sad promatramo kompleksni broj Z,, := C,, + iS,,. Kad uvrstimo sume za C,, i
Sm, dobivamo redom

n—1
2 2
A= cos (j _mw) 41 Z sin (j _mw)
n

=0 =0 n
= ( ( 2m7r) . ( 2m7r))
= cos|y)—— | +esin|y) ——
=0 n n
n—1 - n—1
_ 62j2m7r/n _ Z ( 12m7r/n) Z q
§=0 §=0

Ova geometrijska suma se lako ra¢una, samo treba paziti je li ¢ = 1 ili ne.

Ako je m mod n = 0, onda je ¢ = 1, pa je

Prijelazom na realni i imaginarni dio od Z,, slijedi

Cpn=mn, S,=0, zammodn=0Q0.

Ako je mmod n # 0, onda je g # 1, pa koristimo poznatu formulu za ge-
ometrijsku sumu

n—1 qn -1 eiQnmﬂ/n -1 €i2m7r -1 1—-1

I =3¢ = == = = — = 0.

q— 1 ei2mm/n _ | ei2mm/n _ 1 ei2mm/n _ 1

Prijelazom na realni i imaginarni dio od Z,, slijedi
Cn=0, S,=0, zammodn #0.

Usput smo dokazali da za sumu Z,, vrijedi ista formula kao i za C,,. [ |

Trigonometrijske funkcije zadovoljavaju sljedece relacije diskretne ortogonal-
nosti, iz kojih onda dobivamo aproksimacije u smislu diskretne metode najmanjih
kvadrata.

Teorem 1.6.1. Za trigonometrijske funkcije, na mrezi od N +1 tocaka 0,1,... N,
uz oznake

2 2T

mk$j, Tyj = mng’ j = O, c. .,N,

Ti=1D1 Tkj=
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vrijede sljedece relacije ortogonalnosti

N 07
> cosay,jcos Ty = { (N+1)/2,
j=0 N+1,

. . 0,
sinxy ;Sinxy; = {(N +1)/2,

-

0

J

sinwy, j cos xy; = 0

M-

<
Il
o

uz wvjet da je k+¢ < N.

Dokaz:

k40,
k=040,
k=0=0,
k40ik=0=0,
k=040,

Za dokaz koristimo standardne formule za pretvaranje produkta trigonometri-

jskih funkcija u zbroj ili razliku

cosa - cosfF =

sina - sin § =

N =N DN —

sina - cos 3 =

(cos((x — ) + cos(a + ﬁ)),
(cos(a — ) — cos(a + ﬁ)),
(sin(a — ) +sin(a + ﬁ))

Stvaljanjem a = xy; i 8 = 2, traZene sume iz tvrdnje dobivaju oblik

N N It

jz:ocos Tj j COS Ty j = jZ:oCOS ( N1 k:xj) cos <N7—|—1€$j>
__gﬁj{ ( ) (.%k+@w”
24 N+1 TN+

N N 2)

jzz;)sin Ty jsinw; = Z::sin <N T 1k:xj> - sin <N7L€xj)

1 X 2(k - Om 2(k+O)m

_523%%( N+1)_GEO N+1)}

N 2T 2
Jz%smxkjcosxg] ]2231H(N+1kxj)-cos(N+1€xj)
L& (k—0Omy\ . 20k+0r
=5 o (5 7) + o (7))

Ako ozna¢imo n = N + 1, onda mozemo iskoristiti oznake za sume kosinusa i sinusa
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iz leme 1.6.1., pa dobivamo

N

1
> cosxyjcos Ty = 3 (Ckfe + Ck+€>7
=0
N 1
Z sin xy ;sinxp ; = 3 (Ck_g — C/H_g),
=0
N 1
Z sin xy, j cos Ty ; = 3 (Sk,g + Sk+e>-
=0

Prema tvrdnji leme 1.6.1., za sume vrijedi

c _{N—l—l, za m mod (N + 1) =0,

0, za m mod (N + 1) # 0, Sm =10, zasvakim € Z.

Iz druge relacije odmah slijedi zadnja relacija ortogonalnosti

N

> sinayjcosze; =0,
J=0

za bilo koje ki /.

Kodnasjem=k—/lilim=k+/{, stimdajek,/>0ik+¢<N. Onda
mora vrijediti i —N < k — ¢ < N, sto pokazuje da je uvijek —N < m < N. Dakle,
vidimo da je m mod (N + 1) = 0 ako i samo ako je m = 0. To se dogada ako i samo
akojem=k—/(ik=1/{ stimdasmijebitiim=k+(=0, kad je k =¢=0.

Za k 7& fje Ck_g = C]H_g = 0, pa je

N N

> cosayjcosze; =Y sinay;sinag; = 0.
J=0 J=0

Zak=0>0jeCry=N+1iCiy=0,paje
a ~ . N+1
Zcos T),j COS T j = Z sinxy, jsinxy ; = ————.

=0 =0 2

Konacno, za k =0 =0 je Cy_y = Cr1y = N + 1, pa dobivamo

N N
Zcosxk,j cosxp; =N +1, Zsin Ty sinxy; = 0.
=0 j=0
Time su dokazane sve relacije ortogonalnosti iz tvrdnje. [ |
Ovo znaéi da restrikcije funkcija
2T . 2T

ka, (1.6.1)

kx, sin

NI N+1
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na mrezi {0, ..., N}, mozemo koristiti kao ortogonalnu familiju, pri ¢emu su dozvol-
jeni k € Ny za kosinuse i k& € N za sinuse. Linearne kombinacije funkcija (1.6.1)
zvat ¢emo trigonometrijskim polinomima.

Nazalost, baze takvih trigonometrijskih polinoma ovise o parnosti broja N.

Neparan broj tocaka

Neka je zadan neparan broj tocaka M = {0,1,...,N = 2L}. Za bazu se
tada uzima prvih L + 1 kosinusa (prvi je konstanta) i prvih L sinusa, a pripadna
trigonometrijska aproksimacija ima oblik

L
Ty(z) = % + ) (ak cos zy + by sinay,), (1.6.2)
k=1

pri ¢emu je
2m 2w

N g ke

T =

Koeficijenti trigonometrijskog polinoma odreduju se iz relacija ortogonalnosti
na uobicajeni na¢in, mnozenjem lijeve i desne strane u (1.6.2) izabranom funkcijom
baze uz koju je odgovarajuéi koeficijent. Ako trigonometrijski polinom T inter-
polira funkciju f u z € M, tj. ako je T,,(z) = f(z) onda mnozenjem (1.6.2) s cos xy,
¢ > 0, i upotrebom relacija ortogonalnosti dolazimo do koeficijenata a,

a L L
f(z)cosxy = 50 cos Ty + Z @y, COS Tj, COS Ty + Z by, sin xj, cos x;.
k=1 k=1
Zbrajanjem po svim x dobivamo

L 2L L 2L

2L
Z f(x)cosxy = Z cos0cosxy + Z a, Z COS T}, COS Ty + Z by Z sin Ty, COS Ty
x=0

k=1 =0 k=1 =0
_2L+1

2

Qy.

Odatle odmah zaklju¢ujemo da je (pisuéi k umjesto ¢)

ap = Zf x)cosxy, k=0,...,L.

2L+1

Na slican na¢in, mnozenjem sa sin z,, £ > 0, i zbrajanjem po svim x dobivamo

2L 2L
Z f(z)sinx, = Z cos0sinz, + Z ay, Z cos Ty sin xy + Z by Z sin x, sin xy
=0 k=1 z=0 k=1 z=0
2L + 1
= be.

2
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Sli¢no kao kod ag, imamo

b, = Zf x)sinzg, k=1,...,L.

2L—|—1

Dakle, u sluc¢aju neparnog broja tocaka koeficijenti u (1.6.2) su

aj = Zf r)cosxy, k=0,..., L,

2L+1

b, = 2L—|—1Z‘f sinz,, k=1,...,L.

Zadatak 1.6.1. Pokazite da za bilo koju tocku x*, ne nuzno iz M vrijedi

Tn(z") 2L+1 Zf (écos(Qij_lk(x—x*))).

Paran broj tocaka

Neka je zadan paran broj tocaka M = {0,1,...,N = 2L — 1}. Za bazu se
tada uzima prvih L+ 1 kosinusa (prvi je konstanta) i prvih L — 1 sinusa, a pripadna
trigonometrijska aproksimacija ima oblik

L-1
1
Ty(x) = (120 + > (ag cos zy, + by sinxy) + 0L COsTL, (1.6.3)
k=1
pri ¢cemu je
27
= ko = —k
mk = ke = phe

Na slican nacin kao kod neparnog broja tocaka, koeficijenti u (1.6.3) su

12L1

:—Zf r)cosxr, k=0,...,L,

2L—-1

Zf x)sinz,, k=1,...,L—1.

Zadatak 1.6.2. Pokazite da i u slucaju neparnog i u slucaju parnog broja tocaka,
Tn 1ma period N+1. Zbog toga se jednostavno koristi za interpolaciju trigonometri-
jskih funkcija, a dovoljno je zadati samo tocke x iz jednog perioda.
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Primjer 1.6.1. Funkcija f ima period 3 i zadana je tablicno s
ze O 1]2]
Sl O] 1] 1]

Nadimo trigonometrijski polinom koji interpolira f w svim tockama iz Z, a zatim
izracunagmo Tn(1/2) i Tn(3/2).

Buduéi da je N = 2, broj tocaka je neparan, pa je

1 2 2
Tr(x) = §a0 + a; cos %x + by sin —Wx.

Prema formulama za koeficijente, dobivamo

2
ap = 5(00050+1~COS0+1'COSO) =

2
3

~— W

2 2 4
a1:§<OCOSO—I—1-COS§—|—1.COS§

2 2 4
b1:§(OsinO%—l-sin%—Fl-sin%) = 0.

Prma tome, trigonometrijski polinom koji interpolira zadane tocke je
2 2 2w
Ty(x) = = — = cos —.

3 3 3

Odatle se odmah moZe izracunati da je

T5(1/2) =

(@]
@)
»n

q wly
|

LIkl =

T5(3/2) =

Wl W Do
o
@)
9]

Wl W] N

Metoda majnanjih kvadrata za trigonometrijske funkcije

I za metodu najmanjih kvadrata mozemo koristiti trigonometrijske polinome,
jer je dovoljno uzeti podskup baze prostora. Slicno kao kod interpolacije biramo
pocetni dio baze (1.6.1). Takoder moramo paziti na parnost/neparnost broja tocaka
N i na parnost/neparnost stupnja trigonometrijskog polinoma M, M < N.

[ustrirajmo to na slu¢aju N = 2L paran (broj tocaka neparan) i M = 2m
paran (neparna dimenzija potprostora). Trigonometrijski polinom odgovarajuéeg
stupnja je

1 m
Ty(x) = §AO = (A coszy, + Bysinzy), (1.6.4)
k=1
gdje je
2 2
Ty = T kr = T kx.

N +1 2L+1
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Metoda najmanjih kvadrata minimizira kvadrat greske
2L
S=>(f(x) — Ta(z))* — min.
=0

Tvrdimo da je rjeSenje problema mininizacije trigonometrijski interpolacijski
polinom kojemu je
Ak:ak, k::(],...,m
Bk:bk, kzl,...,m,

a koeficijenti ay i b se racunaju po formulama za interpolaciju. Primijetite da u
tockama interpolacije x, x = 0,...,2L interpolacijski polinom ima istu vrijednost
kao funkcija f, pa je dovoljno (u tockama interpolacije) usporedivati interpolacijski
trigonometrijski polinom 7Tx, N = 2L i trigonometrijski polinom Ty, M = 2m
dobiven metodom najmanjih kvadrata. Vrijedi

1 m
Tn(x) —Ty(x) = 5 (ap — Ap) + Z ar — Ag) cosxy + (b — By) sin xy,)
; -
+ Z (ay, cos xy, + by sin xy,).
k=m+1

Dakle, u tockama interpolacije x vrijedi

Greska S koju minimiziramo dobiva se upotrebom relacija ortogonalnosti. Izlazi

2L
S:= (Tn(z) = Tu(x))?
=0
2L 1 2L m )
— Z Z(ao — A0)2 + Z Z ((ar, — Ag) cos zy + (b, — By) sin xy)
=0 =0 k=1
+ Z Z (ay, cos xy, + by sin xk)z
=0 k=m-+1
1 ) 2L m ) )
- Z(ao — A 2L+ 1)+ D> [(ak — Ag)” cos” xy,
=0 k=1
+ 2(ag — Ap) (b — By,) cos x sin wy, + (b — By)? sin® xk}
L
+ Z Z (az cos? xp + 2axby cos Ty sin xy + bi sin? xk)
2=0 k=m+1
2L + 1

ak; — Ap)? + (b, — By)?)

= i(ao — A0)2 : (2L

2oL +1 &
5 > (@t )

k=m-+1
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Prema tome, odmah je vidljivo da je greska S minimalna ako je
Ak:ak, k:O,...,m
Bk:bk, kzl,...,m,

i njena minimalna vrijednost jednaka je

oL+1 &
—5 > (ai +by).

k=m+1

Smin =

Ovaj oblik minimalne greske nije praktican, jer uobi¢ajeno ne znamo ay, b, za k > m.

Zadatak 1.6.3. Dokazite da vrijedi

2L 2L +1 2L +1 ™
Smin = Z(f(x>>2 - 4 ag - 9 (az + bz)
=0 k=1

koristenjem relacija ortogonalnosti. Prethodni oblik greske cesto se koristi za de-
tekciju stupnja trigonometrijskog polinoma, jer nagli pad greske pri dizanju stupnja
trigonometrijskog polinoma znaci da smo otkrili stupanj polinoma. Greska pritom
ne mora biti 0, jer je pojava mogla imati slucajne greske koje smo ionako Zeljeli
maknut.

Zadatak 1.6.4. [zvedite metodu najmangih kvadrata za tri preostala slucaja:

1. broj tocaka paran N = 2L — 1, dimenzija prostora neparna M = 2m,

2. broj tocaka neparan N = 2L, dimenzija prostora parna M = 2m — 1,

3. broj tocaka paran N = 2L — 1, dimenzija prostora parna M = 2m — 1.
Zadatak 1.6.5. Neka je funkcija f zadana na mrezi tocaka M = {0,1,..., P—1},
P neparan (tj. tocaka je paran broj) i neka je P period funkcije f, tj.

fle+P) = f(x).

Pokazite da su tada

2 & 2
ap = — Z f(x)cos —=kzx, k=0,...,L
P r=—L+1 P
2 & 2m
be=—= Y.  flz)sin—ke, k=1,...,L—1
P r=—L+1 P

ak:O, k= ,...,L
4L—1
bk—ﬁz:f(x)sm—kx, k=1,...L—1
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Ako je f parna funkcija f(—x) = f(x), pokazite da je

~ 20 Dycoskm) + 23 e k=0.....L
ak—?(f( )+f( )COS 7T)—|—§mz::1f(l')COS? x, — Uy

by =0, k=1,...L—1.

Zadatak 1.6.6. Rijesite prethodni zadatak uz uvjet da je P = 2L+1, tj. da funkcija
ma neparan period.

1.7. Diskretne ortogonalnosti polinoma 7,

Bududi da su Cebigevljevi polinomi T}, zapravo kosinusi, onda oni zadovoljavaju
relacije diskretne ortogonalnosti vrlo slicne onima koje zadovoljavaju trigonometrij-
ske funkcije.

Neka su x; sve razlicite nultocke Cebisevljevog polinoma T, tj. neka je
Tnyi(xj) = cos(N + 1), = 0.
Nije tesko izracunati da je tada

25+ 1) ‘
xj = cosvj, ﬁj:ﬁ’ 7=0,...,N.

Teorem 1.7.1. Za Cebisevljeve polinome, u nultockama polinoma Ty 1 vrijede slje-
dece relacije ortogonalnosti

Uk = Z Ty (z)Ty(z;) = Z cos(kv;) cos(€v;),

§=0 §=0
gdje je
0 k#L, uzk, ¢ <N,
Uk,g:{(N—l—l)/Q kIf,UZO<]€§N,
N+1 k=/¢=0.
Dokaz:

Za dokaz ovih relacija koristimo formulu za pretvaranje produkta dva kosinusa
u zbroj trigonometrijskih funkcija. Vrijedi

cosa - cosff = % (cos(a — ) + cos(a + ﬁ))
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% [COS( (k—0) (2(j )1)> eos ((H@%ﬂ

j

N (23+1 (25 + )m
k—7¢ (k4+0) —/—= |-

[z:ocos<( (N+1)+Zcos< + (N—I—l))}

Iz pretpostavke 0 < k, ¢ < N slijedi

—N<k—(<N, 0<k+/¢<2N.

Dakle, za nastavak dokaza trebamo izracunati vrijednost sume

(25 +1 mm
ZCQS( N+1) ZCQS( It 2(N+1))’

za razne vrijednosti m, s tim da mozemo uzeti —N < m < 2N.

Ova suma C! je slicna sumi C), iz leme 1.6.1., ali se ne moze svesti na nju.
Za m = 1, ranija suma C} obilazi sve visekratnike od 27/n po cijeloj jedini¢noj
kruznici. Za razliku od toga, uz n = N + 1, ova suma (] obilazi samo neparne
visekratnike od 7/(2n) i to po “gornjoj” polovini jediniéne kruznice (kutevi manji
od 7). Svejedno, dokaz se provodi na slican nacin kao i ranije.

Prvo uocimo da je

mm mm
(2 — R (2 +1)=——).
ZCOS( J+l 2(N+1)) eZeXp( gt )2(N+1))
Za bilo koji fiksni m, definiramo kompleksni broj ¢ relacijom

mi mi ;
— . — zmﬂ/(2(N+1)).
q: 00872(N+1)+zsm72(]\[+1) e

Sad promatramo kompleksni broj Z! = C! +iS! . gdje je S!. zbroj odgovarajucih
sinusa

Zsm( 27 +1 Q(Ni) _ImZexp( 27 + )%)

Onda imamo redom

Zexp ( 2j + 1)£) _ i (emm/eo ) _ i 2541 _ qiqzj_
2N+ 1) 2 2

j=0
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Ovo je geometrijska suma s faktorom ¢, pa treba paziti je li ¢> = 1 ili ne.

Zbog ¢? = e2mm/CIN+D) " vidimo da je ¢® = 1 ako i samo ako je m cjelobrojni
visekratnik od 2(NN + 1). No, iz ogranicenja —N < m < 2N odmabh slijedi da je to
moguce ako i samo ako je m = 0.

Dakle, ako je m = 0, onda jei ¢ = 1, pa je
Zy=1-> 1=N+1,
=0
odakle slijedi C) = N +11 S} = 0.
Ako je —N <m < 2N im # 0, onda je ¢*> # 1, pa dobivamo

/ N y PN+ 1
VARES qu:(:)q =4q ﬁ
Odmah vidimo da je
PN+ Z 2N+ ma/NAD) _ gimm {L za m paran,
—1, za m neparan.

Ako je m paran (i m # 0), onda izlazi Z,, = 0, pa vrijedi i C/ =0, S!, = 0.

Za neparne m dobivamo Z! = —2q/(¢* — 1). Za nastavak dokaza pret-
varamo nazivnik u realan broj, tako da brojnik i nazivnik pomnozimo konjugiranim
nazivnikom g2 — 1. Osim toga, koristimo i ¢injenicu da je |q| = 1.

—2_1 —2_1
Z=—2te = a o Dot 0T )
=1 -1 ¢&-1 1¢? — 1]

_ o9 dd—q_ -9 _ , d-q
| — 12 ¢* — 1] g2 — 1>

Nazivnik je realan, a u brojniku ostaje samo imaginarni dio, jer se realni dijelovi u
g — q skrate. Dakle, mora biti Re Z/, = C,,, = 0. Usput, ovdje je S/, # 0, ali nas ta
suma ne zanima.

Time smo dokazali da za —N < m < 2N vrijedi

C =

m

{N+1, zam =0,
0, za m # 0.

Sad se vratimo u polazne relacije za Uy, .

1
Uiy = 3 (Cr_e + Chiro)-
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Za k = ¢ = 0 dobivamo
1
UO,O:§<(N+1)+(N+1)) —N+1.

Za k =/{#0, zbog k + ¢ # 0, dobivamo

Uk,kzé((z\fﬂ)w):%.

Kona¢no, za k # ¢ imamo k — ¢ # 01 k + ¢ # 0, pa odmah dobivamo Uy, =0. ®
Sada mozemo funkciju razviti po Cebisevljevim polinomima koristeéi prethod-

nu relaciju diskretne ortogonalnosti. Te relacije su namjerno zapisane u nultockama
polinoma Ty 1, Sto je zgodno za paralelu s trigonometrijskim funkcijama.

Medutim, za formulaciju rezultata o koeficijentima pripadnog razvoja, zgodnije
je promatrati nultocke polinoma T;,, tj. uzeti da je N +1 =n. Tada je

27+ 1
x; = cos(V;), 19]-:%, j=0,....,n—1.

Relacije diskretne ortogonalnosti tada glase

n—1 n—1
Uy = Z Ty(xj)Ty(x;) = Z cos(kd;) cos(v;),
j=0 7=0

gdje je

n/2 k=40uz0<k<n,

0 k#10 uz k,{ <n,
UM:{
n k=/¢=0.

Uz te oznake, moze se pokazati da vrijedi sljede¢i teorem.

Teorem 1.7.2. Neka je f,(z) aproksimacija za f(z),

d n—1
fn(cos?) = 50 + Y dicoskd,

k=1
ile
dO n—1
fal) = 5 T > A Ti(x). (1.7.1)
k=1
Tada je
2 n—1 92 n—1

de == f(cosd;)coskd; = = f(x;)Ti(;).
n = n =

Pretpostavimo da je f' neprekidna na [—1, 1], osim najvise u konacno mnogo tocaka,
gdje ima ogranicene skokove. Tada se f moZe razviti u konvergentan red oblika

f@) =24 Y ali), (172)
k=1
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gdje je
1 by
2 [ f(@)T(x) 2
C = ;_/1 ﬁdﬂf = ;O/f(COSﬂ) cos kv di.

Osim toga, postoji veza izmedu koeficijenata u diskretnom i kontinuiranom
razvoju:

do = Cp + 2 Z(_l)TCQTTL

r=1

dk = Cg + Z(—l)ngrn,k + Z(_1>Tc2rn+k’ k= 1, N 1.
r=1 r=1

Sljedeci teorem govori o greskama koje smo napravili aproksimacijom f,, obzi-
rom na f.

Teorem 1.7.3. Neka je
en(r) = fz) = ful2),
pri cemu su f, i f zadani s (1.7.1) 1 (1.7.2). Za gresku €, tada vrijedi

2n—1
€n(cos ) = cosni (cn + 2 Z Cnar COSTY + €3, COS 2m9)
r=1
2n—1
— sin 2nY (03n sin nd + 2 Z C3nar SIN(n 4 1)V + c5p, sin 3m9)
r=1
2n—1
+ cos 3nv <c5n cos 2nv + 2 Z Csntr COS(2n + 1)V + ¢y, COS 4m9> —

r=1

odnosno, priblizno

2¢,
€n(cos V) = ¢, cos m9<1 + G+l o 19).

Cn

Posebno, vrijedi
en(cos ;) = 0.

Iz prethodnih teorema uocavamo da x; leze u unutrasnjosti intervala. U
mnogim je primjenama je korisno dozvoliti aproksimaciju i u rubnim tockama +1 i
tockama koje leze u sredini medu oJ;. Primijetite da su to ekstremi odgovarajuceg
Cebisevljevog polinoma. Sada mozemo napraviti slican niz tvrdnji kao za diskretnu
ortogonalnost u nultockama.

Neka su x; sve razlicite tocke ekstrema Cebisevljevog polinoma 7T}, na [—1,1],
tj. neka je

T
xj = cosj, %:F’ 7=0,...,n.
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Teorem 1.7.4. Za Cebisevljeve polinome, u ekstremima polinoma T, vrijede slje-
dece relacije ortogonalnosti

Vi = 500 i) + Tilas Te) + 3 T Til)

n—1
- %( cos(kiby) cos(lahy) + cos(kiy,) cos(lapy,)) + Y cos(ki;) cos(y;),
j=1
gdje je

n/2 k=40 uz0<k<n,

0 k#£4L, uz k,l <n,
Vk,ez{
n k=0=01ilik=/{¢=n.

Sada mozemo funkciju razviti po Cebisevljevim polinomima koristeéi prethod-
nu relaciju diskretne ortogonalnosti. Moze se pokazati da vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 1.7.5. Neka je f,(x) aproksimacija za f(x),

n—1
fn(cos) = € + Z ey cos ki) + & cos na,
2 2
ali
eg "l en
k=1

Tada je

2/fM)+ (D1 | =
< 5 + ]Z::l f(cos ;) cos k:wj>

Osim toga, postoji veza izmedu koeficijenata u diskretnom i kontinuiranom
razvoju:

00
602004—2202,«”

r=1

€n = 2¢, + 2 Z C2r+1)n

r=1

00 00
€kICk—|—ZCQTn,k+ZCQML+k, kzl,...,n—l.

r=1 r=1

Sljedeci teorem govori o greskama koje smo napravili aproksimacijom f,, obzi-
rom na f.
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Teorem 1.7.6. Neka je
On(2) = f(2) = ful2),
pri cemu su f, i f zadani s (1.7.8) 1 (1.7.2). Za gresku d,, tada vrijedi

dn(cos®) = =2sinnyY > Cupypsinrey
r=1

odnosno, priblizno

2¢cy,
dp(cost)) = —2sinny sinwcn+1(1 + CC +12 cos 1/1).
n+

Posebno, vrijedi

dp(cos1p;) = 0.

Ako se ¢ iz razvoja f integrira po trapeznoj formuli (vidjeti kasnije), onda
se takvom aproksimacijom dobivaju koeficijenti e. I dj. su koeficijenti koji se dobi-
vaju pribliznom integracijom ¢, (modificiranom trapeznom formulom, odnosno, tzv.
“midpoint” pravilom).
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2. Izvrednjavanje funkcija

Jedan od osnovnih zadataka koji se javlja u numerickoj matematici je izracu-
navanje vrijednosti funkcije u nekoj tocki ili na nekom skupu tocaka (tzv. izvred-
njavanje funkcije). Zasto bas to?

Efikasno racunanje mozemo raditi samo s onim vrstama funkcija za koje imamo
dobar algoritam za izvrednjavanje. Pri tome moramo voditi racuna o tome da
aritmetika racunala stvarno podrzava samo cetiri osnovne aritmeticke operacije,
pa samo njih mozemo koristiti u algoritmima. Osim toga, i tada rac¢unanje nije
egzaktno, ve¢ u svakoj operaciji imamo greske zaokruzivanja. Zbog toga, pri kon-
strukeiji algoritama imamo dva cilja. Dobar algoritam za izvrednjavanje mora (kao,
uostalom, i svaki numericki algoritam) zadovoljavati dva uvjeta:

e cfikasnost ili brzina, tj. imati Sto manji broj aritmetickih operacija;

e tocnost, u smislu stabilnosti ili osjetljivosti na greske zaokruzivanja.

Oba zahtjeva su posebno bitna bas kod izvrednjavanja, jer se ono obi¢no puno
puta koristi, pa i mala lokalna ubrzanja daju velike ukupne ustede u vremenu,
a isto vrijedi i za ukupni efekt gresaka zaokruzivanja. Opcenito, ocekujemo da
brzi algoritam ima i manju gresku, jer imamo manje operacija koje unose gresku u
rac¢un. Medutim, ovo ne mora biti istina! U mnogim slu¢ajevima mozemo drasti¢no
popraviti stabilnost algoritma tako da zrtvujemo dio efikasnosti, a katkad ¢ak i bez
toga, uz pametnu reformulaciju algoritma.

U ovom poglavlju ¢emo vise paznje posvetiti efikasnosti, a manje stabilnosti,
osim tamo gdje je nestabilnost opasna. Cilj nam je konstruirati efikasne algoritme
i opravdati njihovu efikasnost, a ne analizirati ili dokazivati njihovu stabilnost. U
skladu s tim, potencijalne nestabilnosti izlazemo opisno i ilustriramo na primjerima,
bez strogih dokaza.

Pretpostavimo da je zadana funkcija f : D — R, gdje je D C R neka domena.
Nas zadatak je izracunati vrijednosti te funkcije f u zadanoj tocki xqg € D. Pre-
ciznije, moramo sastaviti algoritam koji ra¢una f(zq). Naravno, tocka zy moze biti
bilo koja i nas algoritam mora raditi za sve ulaze xy € D.

Trenutno zanemarimo pitanje kako se zadaje funkcija f. Naime, ako je f ulaz
u algoritam, onda f mora biti zadana s najvise konacno mnogo podataka o f, i ti
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podaci moraju jednoznacéno odrediti f. Ovo je, ocito, fundamentalno ogranicenje i
bitno smanjuje klasu funkcija koje uopce mozemo algoritamski izracunati. Odgovore
na takva pitanja daje tzv. teorija izracunljivosti u okviru matematicke logike i osnova
matematike.

U praksi odmah dobivamo i bitno jaca ogranicenja. Naime, ako imamo na
raspolaganju samo 4 osnovne aritmeticke operacije, onda su racionalne funkcije
jedine funkcije f kojima mozemo izracunati vrijednost u bilo kojoj tocki xq € D.
A takve funkcije mozemo jednoznacno zadati konaénim brojem parametara — na
primjer, ponasanjem (vrijednostima) u kona¢nom broju tocaka (vidjeti poglavlje o
interpolaciji) ili koeficijentima u nekom prikazu.

Dakle, sigurno trebamo efikasne algoritme za racunanje vrijednosti racionalnih
funkcija. Ako se sjetimo da racionalnu funkciju mozemo napisati kao kvocijent dva
polinoma, onda je zgodno imati i algoritme za izvrednjavanje polinoma. Osim toga,
polinomi su jos jednostavnije funkcije, jer nema dijeljenja, definirane su na cijeloj
domeni (nema problema s nultockama nazivnika), a koriste se “svagdje”.

I da zavrsimo ovo filozofiranje o izvrednjavanju funkcija. Strogo govoredi, sve
ostale funkcije moramo aproksimirati na neki na¢in — ako ni zbog ¢ega drugog,
onda zato jer naSa aritmetika nije dovoljno jaka da bismo izracunali njihovu vri-
jednost u tocki. To niposto nije jedini razlog za aproksimacije funkcija, ali i on
pokazuje zasto je aproksimacija centralni problem numericke analize. Uostalom, u
nastavku se gotovo iskljuc¢ivo bavimo raznim metodama za nalazenje razlicitih vrsta
aproksimacija (i to, uglavnom, funkcija)!

Medutim, u praksi mozemo pretpostaviti da za neke osnovne matematicke
funkcije f veé imamo dobre aproksimacije za priblizno racunanje vrijednosti f(xo)
u zadanoj tocki x:

e procesor racunala (“hardware”) ima ugradene aproksimacije i odgovarajuce
instrukcije za njihov poziv (izvrsavanje), ili

e koristimo neki gotovi (pot)program (“software”) koji to radi.

Standardno, to su: /= (a katkad i opée potenciranje x%), trigonometrijske, ekspo-
nencijalne, hiperbolicke i njima inverzne funkcije. Kako se nalaze takve aproksi-
macije za razne funkcije f za “hardware” ili “software” implementaciju — o tome
kasnije, kod aproksimacija (jasno je da su polinomne ili racionalne)!

Bez obzira na realizaciju, u oba slucaja, bitno je samo to da ih mozemo direktno
koristiti u nasim algoritmima i da znamo da izracunata vrijednost trazene funkcije
f u zadanoj tocki xy ima malu relativhu gresku u odnosu na tocnost ra¢unanja.
Dakle, mozemo pretpostaviti da za fl(f(xy)) vrijede iste ili slicne ocjene kao i za
osnovne aritmeticke operacije (vidjeti (1-2.6.2), ali i primjer 1-4.1.1.).

Reklo bi se: “gotova prica”, dalje se ne trebamo brinuti oko toga. Medutim,
nije bas tako. Racunanje f(xo), u principu, traje dulje, a katkad i puno dulje, nego
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sto je trajanje jedne osnovne aritmeticke operacije (Cak i ako sve Cetiri operacije
nemaju isto ili podjednako trajanje). Za osnovne funkcije, taj omjer moze biti 10
pa i vise puta. Zato ponekad izbjegavamo puno poziva takvih funkcija, pogotovo
ako se to moze razumno izbjedi, tj. efikasno i bez ve¢eg gubitka toc¢nosti.

U mnogim slu¢ajevima se to moze napraviti i u ovom poglavlju ¢emo pokazati
neke opce algoritme tog tipa. Ideja je da se iskoriste neke rekurzivne relacije koje
zadovoljavaju takve i slicne, a za aproksimaciju vazne funkcije. Na primjer, u teoriji
se obi¢no koriste ortogonalni sustavi funkcija za aproksimaciju, a funkcije takvog
sustava zadovoljavaju troclanu rekurziju, sto je kljucno za efikasno racunanje.

2.1. Hornerova shema

Polinomi su najjednostavnije algebarske funkcije. Mozemo ih definirati nad
bilo kojim prstenom R u obliku

p(z) = Zaixi, n € Ny,

gdje su a; € R koeficijenti iz tog prstena, a x je simbolicka “varijabla”. Polinomi,
kao simbolicki objekti, takoder, imaju algebarsku strukturu prstena.

Medutim, polinome mozemo interpretirati i kao funkcije, koje mozemo izvred-
njavati u svim tockama xy iz tog prstena R, uvrstavanjem x, umjesto simbolicke
varijable z. Dobiveni rezultat p(x¢) je opet u R. Zanimaju nas efikasni algoritmi za
racunanje te vrijednosti.

Slozenost oc¢ito ovisi o broju ¢lanova u sumi. Da broj ¢lanova ne bi bio umjetno
prevelik, standardno uzimamo da je p # 0 i da je vode¢i koeficijent a,, # 0, tako da
je m stupanj tog polinoma p. Kada zelimo naglasiti stupanj, polinom oznac¢avamo s

Pn.

Algoritmi koje ¢emo napraviti u principu rade nad bilo kojim prstenom R, ali
neki rezultati o njihovoj slozenosti vrijede samo za beskonacna neprebrojiva polja,
poput R i C, sto su ionako najvazniji primjeri u praksi. Zbog toga, u nastavku
mozemo uzeti da radimo iskljuc¢ivo s polinomima nad R ili C.

Kako zadajemo polinom? Pretpostavljamo da je polinom zadan stupnjem n
i koeficijentima ay, ..., a, u nekoj bazi vektorskog prostora polinoma stpunja ne
veéeg od n. Na pocetku koristimo standardnu bazu 1,z,22, ..., 2", a kasnije ¢emo
modificirati algoritme i za neke druge baze.

Slozenost, naravno, mjerimo brojem osnovnih aritmetickih operacija. Kad
radimo nad R, stvar je ¢ista, jer aritmetika racunala modelira upravo te operacije,
pa je brojanje korektno. No, kad radimo nad C, treba voditi racuna o tome da
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se kompleksne aritmeticke operacije realiziraju putem realnih, sto znaci da tek broj
realnih operacija daje pravu mjeru slozenosti. Bas na tu temu, u nekim kompleksnim
algoritmima mozemo ostvariti znacajne ustede, pazljivim promatranjem realnih ope-
racija.

2.1.1. Racunanje vrijednosti polinoma u tocki

Zadan je polinom stupnja n
polz) = Zaixi, an, # 0

kojemu treba izracunati vrijednost u tocki xy. To se moze napraviti na vise nacina.
Prvo, napravimo to direktno po zapisu, potencirajuc¢i. Krenemo li od nulte potencije
2° = 1, svaka sljede¢a potencija dobiva se rekurzivno kao

Imamo li zapaméen z¥~!, lako je izracunati z* koristenjem samo jednog mnozenja.

Algoritam 2.1.1. (Vrijednost polinoma s paméenjem potencija)

sum = ap;
pot :=1;
for i :=1ton do
begin
pot := pot * xy;
sum = sum -+ a; * pot;
end;
{ Na kraju je p,(zo) = sum. }

Prebrojimo zbrajanja i mnozenja koja se javljaju u tom algoritmu. U unutar-
njoj petlji javljaju se 2 mnozenja i 1 zbrajanje. Buduci da se petlja izvrsava n puta,
ukupno imamo

2n mnozenja -+ n zbrajanja.

Naravno, kad smo nad C, ove operacije su kompleksne.

Izvrednjavanje polinoma u tocki moze se izvesti i s manje mnozenja. Ako
polinom p,, zapiSemo u obliku

Po(z) = (- ((an + ap_1)x + ap_2)x + - - - + a1)x + ao.

Algoritam koji po prethodnoj relaciji izvrednjava polinom zove se Hornerova
shema. Predlozio ga je W. G. Horner, 1819. godine, ali slican zapis je koristio i [saac
Newton, jos 1669. godine.
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Algoritam 2.1.2. (Hornerova shema)

SUM = Qy;

for i :=n — 1 downto 0 do
sum = sum * g + a;;

{ Na kraju je p,(zo) = sum. }

Odmabh je oc¢ito da smo koriStenjem ovog algoritma broj mnozenja prepolovili,

tj. da je njegova slozenost

n mnozenja + n zbrajanja.

2.1.2. Hornerova shema je optimalan algoritam

Bitno je napomenuti da se Hornerovom shemom izvrednjavaju opéi polinomi
za koje znamo da imaju ve¢inu nenula koeficijenata. Na primjer, polinom

ploo(l') = 33'100 + 1

besmisleno je izvrednjavati Hornerovom shemom, jer bi to predugo trajalo (binarno
potenciranje je brze). Ili, kad izvrednjavamo polinom koji ima samo parne koefici-
jente

n
p2n($) = Z A2 $21,
i=0
treba modificirati Hornerovu shemu tako da koristi samo parne potencije. Isto
vrijedi i za polinom koji ima samo neparne potencije. Sastavite pripadne algoritme.

Za Hornerovu shemu moze se pokazati da je optimalan algoritam.

Teorem 2.1.1. (Borodin, Munro) Za op¢i polinom n-tog stupnja potrebno je ba-
rem n aktivnih mnoZenja. Pod aktivnim mmnoZenjem podrazumjevamo mnozZenje
izmedu a; 1 x.

Dakle, Hornerova shema ima optimalan broj mnozenja.

Rezultat prethodnog teorema moze se poboljsati samo ako jedan te isti poli-
nom izvrednjavamo u mnogo tocaka. Tada se koeficijenti polinoma prije samog
izvrednjavanja adaptiraju ili prekondicioniraju, tako da bismo kasnije imali Sto
manje operacija po svakoj pojedinoj tocki.

Zanimljivo je da u sluc¢aju polinoma stupnjeva n = 1, 2 i 3, Hornerova shema
je optimalna ¢ak i kad racunamo vrijednost polinoma u vise tocaka. Pokazimo jedan
primjer adaptiranja koeficijenata za polinom stupnja 4.

Primjer 2.1.1. Uzmimo opéi polinom stupnja 4

pa(x) = agx* + azx® + axx® + a1z + ag
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1 promatrajmo shemu racuananja u formai

y = (x4 co)x + 1,
pa(z) = ((y+ 2+ o)y + e3)ey

Primijetite da ona ima 3 mnoZenja 1 5 zbrajanja, ako uspijemo odrediti c; u ovisnosti
0 a;.

Izrazimo li ovaj oblik za py u potencijama od x, dobivamo

p4($) = C4$4 + (20004 + 04)$3 + (03 +2¢; + coey + 0204)5152
+ (2cyc1¢4 + €104 + CoCocy )T + (cley + ¢yege, + c5ey).

Uocite da veza izmedu a; i ¢; nije linearna. Rjesavanjem po a;, dobivamo

€y = ay ¢ =aj/ay — cob
COI(ag/a4—1)/2 CQZb—2C1
b:ag/a4—co(co—|—1) CgZCLQ/CL4—Cl(Cl+CQ).

Ove relacije zahtjevaju dosta racunanja, ali se to obavlja samo jednom, pa ée izvred-
njavangje u dovoljno tocaka zahtjevati manje mnoZenja.

Dapace, V. Pan je pokazao da vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 2.1.2. (Pan) Za bilo koji polinom p,, stupnja n > 3 postoje realni brojevi
¢, di, e;, 2a 0 <i < [n/2] — 1, takvi da se p, moZe izracunati koristenjem

(|m/2] + 2) mnozenja + n zbrajanja
po sljedecoj shemi

y=x+c
w =1’
{ (any + do)y + €9, n paran,
any+eo, n neparan,
=z(w—d;)+e, zai=1,2,...[n/2]—1.

U prethodnom teoremu nismo nista rekli o tome koliko nam je operacija
potrebno za racunanje c, d; i e;.

Teorem 2.1.3. (Motzkin, Belaga) Sluc¢ajno odabrani polinom stupnja n ima vje-
rojatnost 0 da ga se moZe izracunati za strogo manje od [(n + 1)/2] mnoZenja/di-
jeljenja ili za strogo mangje od n zbrajanja/oduzimanja.

Sto to znaci? To znaci da je red veli¢ine broja operacija u Hornerovoj shemi
optimalan za gotovo sve polinome.
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2.1.3. Stabilnost Hornerove sheme

Sada znamo da je Hornerova shema optimalan algoritam u smislu efikasnosti.
Pazljivom analizom greSaka zaokruzivanja nije tesko pokazati da je Hornerova shema
i stabilan algoritam.

1.0-10713

0.5-10713

—0.5-10713

—1.0-10713 .

I[zvrednjavanje polinoma (z — 1)'° razvijenog po potencijama od z:
koristenjem direktne sumacije u double precision aritmetici.

Izvrednjavanje polinoma (z — 1)'° razvijenog po potencijama od z:
koristenjem Hornerove sheme u double precision aritmetici.

2.1.4. Dijeljenje polinoma linearnim faktorom oblika x —x

Kako se prakticno zapisuje Hornerova shema kad se radi “na ruke”? Napravi
se tablica na sljede¢i nac¢in. U gornjem se redu popisu svi koeficijenti polinoma p,.
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Donji se red formira na sljede¢i nacin: vodeci se koeficijent prepise, a svi ostali se
racunaju tako da se posljednji izracunati koeficijent pomnozi s g, a zatim mu se
doda koeficijent iznad. Na kraju, ispod koeficijenta ag piSe vrijednost polinoma u
tocki xg. Pokazimo kako to funkcionira na konkretnom primjeru.

Primjer 2.1.2. [zracunajmo vrijednost polinoma
ps(7) = 22° — 2 +42” + 1

u tocki xg = —1.

Formirajmo tablicu:

Dakle, ps(—1) = 4.

Pogledajmo opcéenito Sto je znacenje koeficijenata c¢; koji se javljaju u donjem
redu tablice

Primijetite da prema algoritmu 2.1.2. (pravilu za popunjavanje tablice) vrijedi da je

Cn—1 = Qp, (2 1 1)
Ci—1 = C; ¥ Ty + Q;—1, ’l:n,,l

Ocito je rg = pp(xp). Promatrajmo polinom koji dobijemo dijeljenjem poli-
noma p,, linearnim faktorom x — xy. Nazovimo taj polinom ¢, ;. Tada vrijedi

Pu() = (& — Z0)gn-1(2) + 70. (2.1.2)

Znamo da je ¢,_1 polinom stupnja n — 1 s koeficijentima

n—1
qn,1($> = Z bfL'Jrle. (213)
1=0

Dodatno, oznac¢imo s by = ry.

Uvrstimo li (2.1.3) u (2.1.2) i sredimo koeficijente uz odgovarajuée potencije,
dobivamo

Pn(®) = bp™ + (by1 — 20 by)x™ " + -+ + (b1 — 2o ba)x + by — T by.
Za vodeci koeficijent vrijedi b, = a,, a za a;, uz i < n, je

a; = b; — xo -+ by,
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odnosno, b; mozemo izracunati iz b;;
bz‘ =a; +xg - bi+1~

Primijetite da je to relacija istog oblika kao (2.1.1), samo s pomaknutim indeksima,
pa je
bi:Ci—h izl,...,n,

tj. koeficijenti koje dobijemo u Hornerovoj shemi su bas koeficijenti kvocijenta i
ostatka pri dijeljenju polinoma p, linearnim faktorom x — x.

Primjer 2.1.3. Podijelimo
ps(z) =22° — 2% +42% + 1

linearnim polinomom x + 1.

Primigetite da je to ista tablica kao u primgjeru 2.1.2., pa imamo

1
~1| 2|-2] 1| 3|-3] 4
Odatle lako citamo

20° — 2% + 42 + 1= (z+1) (22" — 22° + 2* + 32 — 3) + 4.

Konaé¢no, napisimo algoritam koji nalazi koeficijente pri dijeljenju polinoma
linearnim polinomom.

Algoritam 2.1.3. (Dijeljenje polinoma linearnim faktorom (z — x))

bn ‘= Qp;
for i :=n — 1 downto 0 do
b := b1 * o + ai;

2.1.5. Potpuna Hornerova shema

Sto se dogada ako postupak dijeljenja polinoma linearnim faktorom nastavimo,
tj. ponovimo vise puta?
Vrijedi
pn(x> = (.I' - xO)Qn71<x) + 7o
= (z — 20)[(z — z0)qn—2() + r1] + 1o
= (2 — 20) gu_s(x) + 71 (z — 20) + 70

=rp(x —x0)" + -+ 11(z — 20) + 10



2. 1IZVREDNJAVANJE FUNKCIJA IZVREDNJAVANJE FUNKCIJA - 60

Dakle, polinom p, napisan je razvijeno po potencijama od (z—x). Koja su znacenja
r;? Usporedimo dobiveni oblik s Taylorovim polinomom oko x

“ pl) ZLo i
() :Zp" (o) (x — x0)".

=
Odatle odmah izlazi relacija za koeficijente

ﬁf)(l’o)
7!

ri = )

tj. potpuna Hornerova shema racuna sve derivacije polinoma u zadanoj tocki.

Primjer 2.1.4. Nadite sve derivacije polinoma
ps(z) =22° — 2 +42° + 1
u tocki —1.

Formairagmo potpunu Hornerovu tablicu.

21 of-1| 4] o0
—1| 2| —2| 1] 3|-3]| 4
1| 2| —4| 5| —2|-1
—1| 2| =6 11| -13
—1| 2| =8/ 19
1| 21 -10
—1] 2
Odatle lako citamo
ps(—1) =4, PV (=1)=—1-11 = —1,
PP (=1) = —13- 2! = —26, PP (=1) =193 =114,
PV (1) = —10-41 = —240,  p¥(~1) =2 5! = 240.

Algoritam koji nalazi koeficijente r;, odnosno derivacije zadanog polinoma u
tocki, moze se napisati u jednom jedinom polju.

Algoritam 2.1.4. (Taylorov razvoj)

for i := 0 ton do
T = Qg
for ::=1ton do
for j :=n —1downto:— 1 do
rj =T+ T *Tj41;
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2.1.6. “Hornerova shema” za interpolacijske polinome

Kao sto ¢emo vidjeti, kod izvrednjavanja interpolacijskog polinoma u Newto-
novoj formi, treba izracunati izraz oblika

Pn(z) = an (x —20) (x — 1) - (& —2p1) F apq (T — o) (T —21) -+ - (T — Tpp2)
+"'+CL1(I‘—IL‘Q)+(10,

pri cemu su tocke x; tocke interpolacije, a x tocka u kojoj zelimo izracunati vrijednost
polinoma.

Algoritam kojim se vrsi izvrednjavanje je vrlo slican Hornerovoj shemi. Ozna-
¢imo s y; = © — z;. Ponovno, postavimo zagrade kao u Hornerovoj shemi. Vrijedi

Po(x) = (- - ((@n¥Yn—1 + @n_1)Yn—2 + Qn—2)Yn—3 + - - - + a1)yo + ao.

Algoritam 2.1.5. (“Hornerova shema” za interpolacijske polinome)

SUM := ay;
for : :==n — 1 downto 0 do
sum = sum * (r — x;) + a;

Dakle, Hornerovu shemu mozemo iskoristiti i za ovakav prikaz polinoma, koji
viSe nije u standardnoj bazi.

2.2. Generalizirana Hornerova shema

U proslom odjeljku napravili smo nekoliko algoritama za izvrednjavanje poli-
noma i njegovih derivacija u zadanoj tocki. Te algoritme, koji su egzaktni u egzakt-
noj aritmetici, mozemo koristiti i kao priblizne algoritme za izvrednjavanje redova
potencija, tj. analitickih funkcija.

Pretpostavimo da se funkcija f u okolini neke tocke xy (u R ili C) moze razviti
u red potencija oblika

f(z) = f:oan(:c — x9)", (2.2.1)

s tim da znamo taj red konvergira prema f na toj okolini od zy. Dodatno, pret-
postavimo da znamo sve koeficijente a,, u ovom razvoju, u smislu da ih mozemo
brzo i to¢no izracunati. Naravno, ovu beskona¢nu sumu ne mozemo efektivno algo-
ritamski izracunati, jer zahtijeva beskonac¢an broj aritmetickih operacija.

Medutim, kona¢ne komade ovog razvoja mozemo iskoristiti za aproksimaciju
funkcije f na toj okolini. Iz konvergencije razvoja po tockama odmah slijedi da, za
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bilo koju unaprijed zadanu to¢nost € > 0, postoji N € N takav da je

N

(@) = an(z — o), (2.2.2)
n=0

aproksimacija za f(z) s greSkom manjom od e. Nije bitno da li gresku mjerimo u

apsolutnom ili relativnom smislu, osim ako je f(x) = 0. Sasvim opéenito, potrebna

duljina razvoja N ovisiio e io x. No, ako se sjetimo da redovi potencija konvergiraju

uniformno na kompaktima, mozemo postiéi i uniformnu aproksimaciju s toénoscéu e

na takvim kompaktima, pa N onda ovisi samo o €.

Kad uzmemo u obzir da ionako pribliZzno racunamo u aritmetici racunala,
ovim pristupom mozemo bitno povecati klasu funkcija s kojima mozemo rac¢unati.
Ako je greska € dovoljno mala, recimo reda veli¢ine osnovne greske zaokruzivanja u,
onda je pripadna aproksimacija fy(z) gotovo jednako dobra kao i f(x).

Algoritam za racunanje fy(x) u zadanoj tocki x bitno ovisi u tome da li
N znamo unaprijed ili ne. Ako ga ne znamo, onda se obi¢no koristi sumacija
unaprijed, sve dok se izracunata suma ne stabilizira na zadanu tocnost. Koliko
to moze biti opasno, ve¢ smo vidjeli u primjeru za sinz. Zbog toga se sumacija
unaprijed koristi samo kao “zadnje utociste”.

Vrlo ¢esto se N moze unaprijed odrediti iz analitickih svojstava funkcije f, tako
da dobijemo uniformnu aproksimaciju s to¢nos¢u € na nekom kompaktu. Obic¢no se
za taj kompakt uzima neki segment u R, odnosno neki krug u C. Cak nije jako bitno
da N bude “savrSen”, tj. najmanji moguci, ako je takav IV tesko izracunati. Katkad
je sasvim dobra i priblizna vrijednost za N. Tada je fy polinom poznatog stupnja
N i mozemo koristiti Hornerovu shemu i njene varijacije za racunanje fy(z).

Trenutno ne ulazimo u to kako se nalaze takve aproksimacije. Tome ¢emo
posvetiti punu paznju u poglavlju o aproksimacijama. Zasad recimo samo to da
se izbjegava direktno koristenje redova potencija (2.2.1) i pripadnih polinomnih
aproksimacija u obliku (2.2.2), zbog lose uvjetovanosti sustava funkcija

{1,(x —20), (x —20)?, ..., (x —20)", ...}

i nejednolikog rasporeda pogreske e(x) = f(z) — fnx(z) na domeni aproksimacije.

Umjesto reda potencija (2.2.1), standardno se koriste razvoji oblika

f(z) = ianpn(x), (2.2.3)

gdje je {pn | n € Ny} neki ortogonalni sustav funkcija na domeni aproksimacije.
U aproksimaciji elementarnih i “manje elementarnih” tzv. specijalnih funkcija vrlo
Gesto se koriste tzv. Cebisevljevi polinomi, zbog skoro jednolikog rasporeda greske
na domeni. Kasnije ¢emo pokazati i algoritam za nalazenje takve “kvazi—uniformne”
aproksimacije iz poznatog reda potencija (tzv. Cebisevljeva ekonomizacija).
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Razvoj funkcije f u red oblika (2.2.3) je ocita generalizacija reda potencija.
Njega, takoder, po istom principu, mozemo iskoristiti za aproksimaciju funkcije f,
ako znamo da on konvergira prema f na nekoj domeni. “Rezanjem” reda dobivamo
aproksimaciju funkcije f

fn(x) = Zoanpn(x), (2.2.4)

sto je ocita generalizacija polinoma iz (2.2.2). Naravno, da bismo izrac¢unali fy(x)
moramo znati sve koeficijente a, i sve funkcije p,. Medutim, u veéini primjena
nemamo direktnu “formulu” za ra¢unanje vrijednosti p,(x) u zadanoj tocki x, za
sve n € Ny. Umjesto toga, znamo da funkcije p, zadovoljavaju neku, relativno
jednostavnu rekurziju po n. Funkcije p, ne moraju biti polinomi. Dovoljno je da ih
mozemo rekurzivno racunati!

Pristup racunanju vrijednosti fy(x) je isti kao i ranije. Ako unaprijed ne
znamo N, onda se sumacija vrsi unaprijed, a p,(z) racuna redom iz rekurzije. S
druge strane, iz teorije aproksimacija, vrlo ¢esto je moguée unaprijed naci koliko
¢lanova N treba uzeti za (uniformnu) zadanu to¢nost. Tada bi bilo zgodno koristiti
neku generalizaciju Hornerove sheme za brzo izvrednjavanje fy oblika (2.2.4) i to je
cilj ovog odjeljka.

2.2.1. Izvrednjavanje rekurzivno zadanih funkcija

Buduc¢i da ortogonalni polinomi zadovoljavaju troclane, homogene rekurzije, a
vrlo se cesto koriste, posebnu paznju posvetit ¢emo bas takvim rekurzijama. Osim
toga, troclane rekurzije istog opceg oblika vrijede i za mnoge specijalne funkcije
koje ne moraju biti ortogonalne. Zato pretpostavljamo da funkcije p,,, za n € N,
zadovoljavaju rekurziju oblika

Prt1(2) + an(2)pp(x) + Bu(@)pp-1(x) =0, n=1,2,..., (2.2.5)

s tim da su poznate “pocetne” funkcije pg i py, i sve funkcije ay,, 6, za n € N, koje
su obicno jednostavnog oblika.

Primijetite da potencije p,(z) = 2" zadovoljavaju dvoclanu homogenu rekur-
ziju
pn(x) —xppa(z) =0, neN,
uz po(z) = 1, paje (2.2.5) zaista generalizacija polinomnog slucaja. Slican algoritam
za brzo izvrednjavanje fy moze se napraviti i kad p, zadovoljavaju cetveroclane ili

viseclane rekurzije, ali se takve rekurzije rijetko pojavljuju u praksi.

Algoritam je vrlo sli¢can izvrednjavanju realnog polinoma u kompleksnoj tocki.
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Definiramo rekurziju za koeficijente

Byi2 = Bni1 =0,

(2.2.6)
B, = a, — a,(2)Bny1 — Pni1(2)Bry2, n=N,...,0.
Uvrstavanjem u formulu (2.2.4) za fy(x), dobivamo
N N
fN(x) = Z anpn(x) = Z (Bn + an(x)Bn+1 + ﬁn+1($)Bn+2)Pn($)

n=0 n=0

N-1 N N+1

= Z BnJrlanrl(x) + Z Oén(x)BnJrlpn(x) + Z ﬁn(x)BnJrlpnfl(x)

n=-—1 n=0 n=1

= Zl Bri1(Pn1(x) + oo (2)pn(2) + Bn(@)pr—1(2))

+ Bopo(z) + Bipi(z) + ao(x) Bipo(z)
= Bopo(z) + Bipi () + ao(x) Bipo().

Pripadni silazni algoritam izvrednjavanja ima sljedeci oblik.

Algoritam 2.2.1. (Generalizirana Hornerova shema za fy(z))

Bl = O,
By := an;
for £k := N — 1 downto 0 do
begin;
By := By;
By = By;
By := ap — ag(x) x By — Bry1(x) * Ba;
end;

fn(x) := B x po(x) + By * (p1(z) + ao(x) * po(x));

Ako trebamo izrac¢unati i derivaciju fj(z), do pripadnog algoritma mozemo
dodi deriviranjem relacije (2.2.4)

fn(x) = Z_:O anp, (2),

i deriviranjem rekurzije (2.2.5), tako da dobijemo i rekurziju za funkcije p!,. Poku-
Sajte to napraviti sami.

Medutim, postoji i jednostavniji put, deriviranjem rekurzije (2.2.6), slicno kao
u algoritmu Bairstowa. Ovdje je to jos bitno jednostavnije, jer imamo samo jednu
varijablu. Koeficijente B,, shvatimo kao funkcije od x, Sto oni zaista i jesu. Zatim
deriviramo (2.2.6), s tim da B], oznacava derivaciju od B, po z, u tocki x. Takvim
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“formalnim” deriviranjem dobivamo rekurziju za koeficijente B,.
BN+2 = BN+1 = 07
B§V+2 = B;\H-l =0,
B, = an _an(x)Bn+1 _Bn—kl(x)Bn-l—Z) n=N,...,0.
B, = =y, (%) Bos1 — an(@) By 14
— B 1(2)Bpyo — Boi1(x)By, 5, n=N,...,0.
Odavde odmah vidimo da je i Bjy = 0. Uz standardnu oznaku
by, = —a,,()Bny1 — Bry1(2)Bpga, n=N,...,0,
s tim da je o¢ito by = 0, rekurziju za B! mozemo napisati u obliku

B, =b, —an(2)B,, .1 — Bnp1(x)Bl 5, n=N,...,0,

Sto ima skoro isti oblik kao i rekurzija za B,,, osim zamjene a,, u b,,. Konacni rezultat,
takoder, dobivamo deriviranjem ranijeg konac¢nog rezultata

fn(z) = Bopo(z) + Bi(p1(x) + ao(z)po(z)),
odakle slijedi

fn(x) = Bopo(x) + Bypo(x) + Bi(py(x) + ag(z)po(x) + ao(z)po()),
+ By (p1(x) + ao(z)po(x)).

Dakle, da bismo izracunali fj(z), dovoljno je znati samo derivacije “pocetnih”
funkcija pj i pj, koje su obi¢no jednostavne. Naravno, treba znati i derivacije o,
B!, funkcija iz polazne troclane rekurzije, ali i one su obi¢no jednostavne. Rekurzija
za derivacije p{, nas uopce ne zanima, iako ju nije tesko napisati.

Vidimo da nam za ra¢unanje fj(x) treba i rekurzija za rac¢unanje fy(z), pa
se te dvije vrijednosti obi¢no zajedno racunaju, a ne svaka posebno. Tada rekurzije
za B, i B}, provodimo u istoj petlji. Konacni rezultati izgledaju komplicirano, ali
kad u njih uvrstimo konkretne objekte, vrlo rijetko ostanu svi ¢lanovi. Obic¢no se te
formule svedu na

fn(z) = By, fjlv(x) = B(/)-

Algoritam 2.2.2. (Generalizirana Hornerova shema za fy(z) i fy(z))

Bl = 0,
BO = an;
B} :=0;
B} :=0;

for k := N — 1 downto 0 do
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begin;

BQ = Bl;

By := By;

By := ap, — ap(x) * By — Bpg1(x) * Bo;
Bl := By;

B := B{;

b= —aj(r) * By — B34 (7) * By;
B :=b— ag(z) * B} — Brr1(x) * Bl;
end;
fn(x) := Bo * po(x) + By * (ap(x) * po(z) + p1(z));
fn(@) == Bo x po(z) + By * po(z) + Br * (P (x) + ag(z) * po(z) + ao(z) * py(z))
+ B * (p1(x) + ag(z) * po(x));

Istim putem mozemo izvesti i rekurzije za rac¢unanje visih derivacija f](\f ) (x),
za k > 2. Zanimljivo je da u praksi to gotovo nikada nije potrebno. Razlog lezi
u Cinjenici da gotovo sve “korisne” familije funkcija p,, n € N, zadovoljavaju neke
diferencijalne jednadzbe drugog reda, s parametrom n. Jasno je da tada treba
koristiti odgovarajuéu diferencijalnu jednadzbu za racunanje ff(z), ali i to je vrlo
rijetko potrebno.

Cak i algoritam za derivacije se rijetko koristi. Naime, ako znamo nadi, tj.
izracunati koeficijente a,, u prikazu

f(x) = i (@),

s dovoljnom tocnoscu, za n < N, tako da je pripadni fx(z) dovoljno dobra aproksi-
macija, onda se ne isplati koristiti

In(z) = Z:O anp,, ()

kao aproksimaciju za f’(z), jer ona obi¢no ima manju toénost od aproksimacije za
f. Puno je bolje izracunati koeficijente a!, (to nisu derivacije) u pravom razvoju
derivacije f’ po istim funkcijama p,, a ne po njihovim derivacijama. Dakle, za f’
koristimo aproksimaciju oblika

N/
fro@) =3 anpa(e),
n=0

koja ne mora imati istu duljinu, ali zato ima zeljenu toc¢nost.

Slozenost ovih algoritama kljuéno ovisi o slozenosti racunanja svih potrebnih
funkcija — po, p1, n, Bn, 1 njihovih derivacija, pa je besmisleno brojati pojedinacne
aritmeticke operacije na nivou opceg algoritma.
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U prakti¢cnim aproksimacijama se najcesc¢e koriste tzv. ortogonalne familije
funkcija p,, koje ¢ine ortogonalnu bazu u nekom prostoru funkcija, obzirom na
neki skalarni produkt na tom prostoru. Vrlo ¢esto je p, polinom stupnja n, za
svaki n € Ny. Neke primjere klasicnih ortogonalnih polinoma i pripadnih rekurzija
dajemo nesto kasnije.

Medutim, ve¢ smo rekli da funkcije p,, ne moraju biti polinomi i prvi primjer
je bas tog tipa.

2.2.2. Izvrednjavanje Fourierovih redova

Za aproksimaciju periodickih funkcija standardno koristimo Fourierove redove.
Pretpostavimo, radi jednostavnosti, da je f periodicka funkcija na segmentu [—m, .
Tada, uz relativno blage pretpostavke, funkciju f mozemo razviti u Fourierov red
oblika

o o

> aycos(nz) + > by sin(n).

n=0 n=1
Umjesto ag, standardno se pise ag/2, ali to nije bitna razlika. Zanemarimo trenutno
pitanje konvergencije ovog reda i znacenja njegove sume. Uoc¢imo samo da ove
trigonometrijske funkcije tvore ortogonalan sustav funkcija, obzirom na skalarni
produkt definiran integralom.

Pretpostavimo da su nam koeficijenti a,, i b, poznati. Nas zadatak je izracunati
aproksimaciju oblika

In(x) = i\f: a, cos(nx) + g: b, sin(nx),
n=0 n=1

gdje je N unaprijed zadan. Ovakav izraz se ¢esto zove i trigonometrijski polinom.
Vidimo da se on sastoji iz dva dijela, kosinusnog i sinusnog, pa ¢emo tako i sastaviti
algoritam. Usput, sjetimo se da Fourierov red parne funkcije f(x) = f(—z) ima
samo kosinusni dio, a Fourierov red neparne funkcije f(z) = —f(—z) ima samo
sinusni dio razvoja.

Pretpostavimo stoga da je f parna funkcija i trebamo izracunati aproksimaciju

oblika
N

fn(x) =" a, cos(nz).

n=0
U direktnoj sumaciji trebamo N ra¢unanja funkcije cos, za cos(nz), uz n > 1. lako
to danas viSe ne traje pretjerano dugo, mozemo naci i bolji algoritam, koji treba
samo jedno jedino ra¢unanje funkcije cos.

Da bismo dobili polazni oblik aproksimacije (2.2.4) iz generalizirane Hornerove
sheme, ocito treba definirati

pn(z) = cos(nx).
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Nedostaje nam jos samo troclana homogena rekurzija za ove funkcije. Medutim, i
to ide lako, ako se sjetimo formule koja sumu kosinusa pretvara u produkt

a+b a—>b
cosa + cosb = 2 cos <T> cos< 5 )

Dovoljno je uzeti a = (n+ 1)z i b = (n — 1)x. Dobivamo
cos((n + 1)z) + cos((n — 1)z) = 2 cos(nx) cos x,
pa trazena rekurzija ima oblik
Pnt1(®) = 2cos2pn(2) + pua(z) =0, neN,
odakle slijedi da u opcoj rekurziji (2.2.5) treba uzeti
ap(r) = —2cosz, [u(x)=1, neN

Vidimo da «a,,(z) i 8,(z) ne ovise o n, a B,(x) ne ovisi ni o x, ve¢ je konstanta.

Rekurzija (2.2.6) za B,, ima oblik

BN+2 = BN+1 = 07

B,=a,+2cosx B,y1 — Bpi2, n=N,...,0.
Pocetne funkcije su po(x) = 11 pi(x) = cosz, pa je konaé¢ni rezultat

fn(z) = Bopo(z) + Bi(p1(x) + ao(@)po(z))
= By-1+ By(cosx —2cosz - 1)

= By — Bycoszx.
0
Sad imamo sve elemente za generaliziranu Hornerovu shemu.

Algoritam 2.2.3. (Fourierov “red” parne funkcije)

Bl = 0,

By = an;

alpha := 2 * cos x;

for k£ := N — 1 downto 0 do

begin;

BQ = Bl;

Bl = B(),

By := ai + alpha x By — Bo;
end;

fn(z) == By — 0.5 % alpha * By;
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Ovaj algoritam zaista “trosi” jedan jedini kosinus, pod cijenu jednog mnozenja
s 0.5. Sto se stabilnosti tice, on je podjednako stabilan kao i direktna sumacija. Male
vrijednosti cos(nz) ionako ne dobivamo s malom relativnom, ve¢ malom apsolutnom
greskom.

Ako trebamo izracunati i derivaciju fj (z), za pripadni algoritam trebamo

o () =2sinz, f(r)=0, neN.

n

Onda je
b, = —2sinx B,y;, n=N,...,0,

B, =b,+2cosz B, ., —B,.,, n=N,...,0,

a formalnim deriviranjem fy(z) = By — By cos z dobivamo
fn(x) = By — Bycosz + By sin.

Dakle, cijeli taj algoritam treba jos samo jedan sinus. I tog bismo mogli izbaciti,
tako da sinus izrazimo preko kosinusa,

sinx = £V 1 — cos? z,
ali to se ve¢ ne isplati, jer moramo paziti na znak, a oduzimanje moze dovesti do

nepotrebnog gubitka to¢nosti u sinusu.

Pretpostavimo sad da je f neparna funkcija. Trebamo izracunati aproksi-
maciju oblika

fn(z) = ;bn sin(nz).

Suma ovdje ide od 1, pa treba biti malo oprezan. Zgodniji je zapis
N—1
fn(@) = byyrsin((n + 1)z).

n=0

Nije bas lijepo ostaviti indeks N u fy, ali sad je ocito da treba definirati
pn(z) =sin((n + 1)x).

Zatim koristimo formulu

) ) /fa+b a—>b
sma—i—smbz?sm( 5 >cos< ),

2

i uzmemo a = (n 4 2)z i b = nz. Dobivamo

sin((n + 2)z) + sin(nz) = 2sin((n + 1)z) cos z,
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pa trazena rekurzija ima oblik
anrl(x) - 2cosxpn(£€) +pn,1(.%') =0, neN,

sto je potpuno isti oblik kao i za parne funkcije, odnosno za p,(x) = cos(nz). Dakle,
rekurzija za pripadne B, ima isti oblik, samo starta od N — 1

Bny1 = By =0,
B, =0b,1+2cosxB,y1 — Bpio, n=N-—-1,...,0.

Pocetne funkcije su po(x) = sinz i pi(z) = sin(2z) = 2sinz cosz, pa je kona¢ni
rezultat
fn(x) = Bopo() + Bi(pr(x) + ao(x)po(z))
= By -sinx + By(2sinzcosx — 2cosz - sinx)
= Bysinx.
Algoritam mozete i sami napisati.

Za opdéi Fourierov red koji ima i parni i neparni dio, treba spojiti prethodne
algoritme. Jedina je neugoda §to je neparni za 1 kradi, jer starta s N — 1. Ako
nas to bas jako smeta, onda mozemo i malo drugacije postupiti u neparnom dijelu.
Umjetno definiramo da je by = 0 i piSemo

fn(z) = Z:Obn sin(nx).

Zatim uzmemo
pn(z) = sin(nz).
Rekurzija za p,,, naravno, ostaje ista, a za B,, sad vrijedi “produljena” rekurzija
Byi1 = By =0,

B, =b,+2cosx B,y1 — Byy2, n=N,...,0.
Pocetne funkcije su po(x) = 01 p;(x) = sinx, pa je konac¢ni rezultat

fn(x) = Bopo(x) + Bi(p1(x) + ao(2)po(z))

= By 0+ Bi(sinz —2cosx - 0)

= Bjsinz.

To pokazuje da By uopée ne treba racunati, ali bas to i ocekujemo, kad smo rekurziju
pomakli za jedan indeks navise!

Spomenimo na kraju da obje funkcije cos(nz) i sin(nz) zadovoljavaju istu
diferencijalnu jednadzbu drugog reda

y" +ny = 0.



3. NUMERICKA INTEGRACIJA NUMERICKA INTEGRACIJA - 71

3. Numericka integracija

3.1. Opcenito o integracionim formulama

) Zadana je funkcija f : I — R, gdje je I obi¢no interval (moze i beskonacan).
Zelimo izrac¢unati integral funkcije f na intervalu [a, b],

I(f) = /f(x) dz. (3.1.1)

Svi znamo da je deriviranje (barem analiticki) jednostavan postupak, dok integri-
ranje to nije, pa se integrali analiticki u “lijepoj formi” mogu izracunati samo za
malen skup funkcija f. Zbog toga, u veéini slucajeva ne mozemo iskoristiti osnovni
teorem integralnog racuna, tj. Newton—Leibnitzovu formulu za racunanje I( f) preko
vrijednosti primitivne funkcije ' od f u rubovima intervala

1) = [ f(@)dz = Fb) = F(a).

Drugim rije¢ima, jedino $to nam preostaje je priblizno, numericko racunanje I(f).

Osnovna ideja numericke integracije je izracunavanje I(f) koristenjem vrijed-
nosti funkcije f na nekom kona¢nom skupu tocaka. Recimo odmah da postoje i
integracione formule koje koriste i derivacije funkcije f, ali o tome kako se one
dobivaju i cemu sluze, bit ¢e viSe rijeci nesto kasnije.

Opca integraciona formula ima oblik

I(f) = Im(f) + En(f),

pri cemu je m + 1 broj koristenih tocaka, I,,,(f) pripadna aproksimacija integrala, a
E,.(f) pritom napravljena greska. Ovakve formule za pribliznu integraciju funkcija
jedne varijable (tj. na jednodimenzionalnoj domeni) Cesto se zovu i kvadraturne
formule, zbog interpretacije integrala kao povrsine ispod krivulje.
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Ako koristimo samo funkcijske vrijednosti za aproksimaciju integrala, onda
aproksimacija I,,(f) ima oblik

La(f) = S0 wl™ f(a™), (3.1.2)
k=0

pri ¢emu je m neki unaprijed zadani prirodni broj. Koeficijenti x,(gm) Zovu se CVorovi

integracije, a w(™ tezinski koeficijenti.

U opc¢em slucaju, za fiksni m, moramo nekako odrediti 2m + 2 nepoznatih
koeficijenata. Uobic¢ajen na¢in njihovog odredivanja je zahtjev da su integracione
formule egzaktne na vektorskom prostoru polinoma sto viseg stupnja. Zasto bas
tako? Ako postoji Taylorov red za funkciju f i ako on konvergira, onda bi to
znacilo da integraciona formula egzaktno integrira pocetni komad Taylorovog reda,
tj. Taylorov polinom. Drugim rije¢ima, greska bi bila mala, tj. jednaka integralu
greske koji nastaje kad iz Taylorovog reda napravimo Taylorov polinom.

Zbog linearnosti integrala kao funkcionala

/(af(x) + Bg(z)) de = oz/f(x) dx + B/g(x) dz, (3.1.3)

dovoljno je gledati egzaktnost tih formula na nekoj bazi vektorskog prostora, recimo
na
{1,2,2%, 2%, ..., 2™ ...},

jer svojstvo (3.1.3) onda osigurava egzaktnost za sve polinome do najviseg stupnja
baze.

Ako su ¢évorovi fiksirani, recimo ekvidistantni, onda dobivano tzv. Newton—
Cotesove formule, za koje moramo odrediti m + 1 nepoznati koeficijent (tezine).
Uvjeti egzaktnosti na vektorskom prostoru polinoma tada vode na sustav linearnih
jednadzbi. Kasnije ¢emo pokazati da se te formule mogu dobiti i kao integrali
interpolacionih polinoma stupnja m za funkciju f na zadanoj (ekvidistantnoj) mrezi
¢vorova.

S druge strane, mozemo fiksirati samo neke c¢vorove, ili dozvoliti da su svi
¢vorovi “slobodni”. Ove posljednje formule zovu se formule Gaussovog tipa. U
slucaju Gaussovih formula (ali moze se i kod tezinskih Newton-Cotesovih formula)
uobicajeno je (3.1.1) zapisati u obliku

b
I(f) = / w(z) f(z) dr, (3.1.4)

pri ¢emu je funkcija w > 0 tzv. tezinska funkcija. Ona ima istu ulogu “gustoce”
mjere kao i kod metode najmanjih kvadrata. Ideja je “razdvojiti” podintegralnu
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funkciju na dva dijela, tako da singulariteti budu ukljuceni u w. Gaussove se for-
mule nikad ne racunaju “direktno” iz uvjeta egzaktnosti, jer to vodi na nelinearni
sustav jednadzbi. Pokazat ¢emo da postoji veza Gaussovih formula, funkcije w i
ortogonalnih polinoma obzirom na funkciju w na intervalu [a,b], koja omoguéava
efikasno racunanje svih parametara za Gaussove formule.

Na kraju ovog uvoda spomenimo jos da postoje primjene u kojima je korisno
traziti egzaktnost integracionih formula na drugacijim sustavima funkcija, koji nisu
prostori polinoma do odredenog stupnja.

3.2. Newton—Cotesove formule

Newton-Cotesove formule zatvorenog tipa imaju ekvidistantne ¢vorove, s tim
da je prvi évor u tocki xy := a, a posljednji u x,, := b. Preciznije, za zatvorenu (to
se ¢esto ispusta) Newton—Cotesovu formulu s (m + 1)-nom tockom évorovi su

b_
2™ = wo+ kb, k=0,...,m, hpy=-—o0

m

Drugim rije¢ima, osnovni je oblik Newton—-Cotesovih formula

/f(x) dz ~ I,(f) = fj wi™ f (o + k). (3.2.1)

3.2.1. Trapezna formula

[zvedimo najjednostavniju (zatvorenu) Newton—Cotesovu formulu za m = 1.
Za m = 1, aproksimacija integrala (3.2.1) ima oblik
1 (f) = wi f (o) + wi) f(wo + ),
pri cemu je

hI:hlz

=b—a,
1

pa je xg = a i x; = b. Da bismo olaksali pisanje, kad znamo da je m = 1, mozemo
izostaviti gornje indekse u w,(gl), tj., radi jednostavnosti, piSemo wy := w,(gl). Dakle,
moramo pronadi tezine wy i wy, tako da integraciona formula egzaktno integrira
polinome $to viseg stupnja na intervalu [a, b], tj. da za polinome f §to viseg stupnja

bude
J f@)da = L(f) = wof(a) +wr f (D)
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Stavimo, redom, uvjete na bazu vektorskog prostora polinoma. Ako je f neki
od polinoma baze vektorskog prostora, morat ¢emo izracunati njegov integral. Zbog
toga je zgodno odmah izracunati integrale oblika

b
/xkd:p, k>0,

a zatim rezultat koristiti za razne k. Vrijedi

b
k41
T
/xk de =

a

= . (3.2.2)

Za f(z) =1 = 2° dobivamo
b
b—a:/xodx:w(]'l—i—wl'l.

Odmabh je ocito da iz jedne jednadzbe ne mozemo odrediti dva nepoznata parame-
tra, pa moramo zahtjevati da integraciona formula bude egzaktna i na polinomima
stupnja 1.

Za f(x) = x izlazi

b

a

b? — a?

2

Sada imamo dvije jednadzbe s dvije nepoznanice
wo + wy = b—a
b? — a?

2

awy + bw, =

Pomnozimo li prvu jednadzbu s —a i dodamo drugoj, dobivamo

b — a? b* —2ab+a®>  (b—a)?
5 —a(b—a) = 5 =G

(b—a)w, =

Buduéi da je a # b, dijeljenjem s b — a, dobivamo

1 h
w1—§(b—a)_§.

Drugu tezinu wy lako izracunamo iz prve jednadzbe linearnog sustava

(b_a):ﬁa

wo=b—a—w = 5

1
2
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pa je wy = w.

Vidimo da je integraciona formula I;(f) dobivena iz egzaktnosti na svim poli-
nomima stupnja manjeg ili jednakog 1, i glasi

b
h
[ f@)de = 3 (@) + 1 0).
Ta formula zove se trapezna formula. Odakle joj ime? NapiSemo li je na malo
drugaciji nacin, kao
b
b
[ #ayde = OO )

odmah ¢emo vidjeti da je (f(a) + f(b))/2 srednjica, a b — a visina trapeza sa slike.

f(b)

Drugim rije¢ima, povrsinu ispod krivulje zamijenili smo (tj. aproksimirali) povrsi-
nom trapeza.

Koliko je ta zamjena dobra? Ovisi o funkciji f. Sve dok pravac razumno
aproksimira oblik funkciju f, greska je mala. Na primjer, za funkciju

f(a)
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pravac nije dobra aproksimacija za oblik funkcije f. Da smo nacrtali funkciju f
“simetricnije” oko sjecista, moglo bi se dogoditi da je greska vrlo mala, jer bi se ono
Sto je previse uracunato u povrsinu s jedne strane “skratilo” s onim §to je premalo
uracunato s druge strane. S numerickog stanovista, takav pristup je opasan.

Trapezna integraciona formula nece egzaktno integrirati sve polinome stup-
nja 2. To nije tesko pokazati, jer ve¢ za

HOEES
vrijedi
b a2 + b2

:/:p2d:p7éll(x2): 5 (b —a).

b3_a3
3

a

Slika nas upucuje na jos jednu ¢injenicu. Povucemo li kroz (a, f(a)), (b, f(b))
linearni interpolacioni polinom, a zatim ga egzaktno integriramo od a do b, dobivamo
trapeznu formulu. Pokazimo da je to tako.

Interpolacioni polinom stupnja 1 koji prolazi kroz zadane tocke je

pi(x) = fla) + fla, b} (x — a).
Njegov integral na [a, b] je

b

/pl(x)d:p = <f(a)x—af[a,b]x+f[a,b] %2)

a

b

(b—a)?
2

= (b—a)f(a) +

flat] = (b — ) IO

Ovaj nam pristup omogucava i ocjenu greske integracione formule, preko oc-
jene greske interpolacionog polinoma, uz uvjet da mozemo ocijeniti gresku interpo-
lacionog polinoma (tj. ako f ima dovoljan broj neprekidnih derivacija).

Neka je funkcija f € C?[a, b]. Greska interpolacionog polinoma stupnja 1 koji
funkciju f interpolira u tockama (a, f(a)), (b, f(b)) na intervalu [a, b] jednaka je

1) = @) - @) = T (2~ a) (2 ).
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Ostaje samo izracunati F1(f). Iskoristit éemo generalizaciju teorema srednje
vrijednosti za integrale. Ako su funkcije g i w integrabilne na [a, b] i ako je w(z) > 0
na [a,b], a

m= inf g(z), M = sup g(x),

z€fab] s€lad]

/ da:</ gM/bw(:c)dx

Prethodna formula lako se dokazuje, jer je

onda vrijedi

m<g(z) <M = muw(x) < g(z)w(r) < Mw(x),
pa je

m/bw( g/b ) dr < M/ (3.2.3)

Digresija za nematematicare. inf (¢itati infimum) je minimum funkcije koji se ne
mora dosti¢i. Na primjer, funkcija

g(x)=z mna (0,1) (3.2.4)
nema minimum, ali je
inf x=0.
z€(0,1)

Sliéno vrijedi i za sup (Gitati supremum). Supremum je maksimum funkcije koji se
ne mora dosti¢i. Na primjer, funkcija iz relacije (3.2.4) nema ni maksimum, ali je

sup = = 1.
z€(0,1)

Koristenjem relacije (3.2.3), lako dokazujemo integralni teorem srednje vrijed-
nosti s tezinama.

Teorem 3.2.1. Neka su funkcije g i w integrabilne na [a,b] i neka je

m = inf g¢g(z), M = sup g(z).

v€fa.b] velad

Nadalje, neka je w(x) > 0 na [a,b]. Tada postoji broj pu, m < p < M takav da
vrigedi
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Posebno, ako je g neprekidna na [a,b], onda postoji broj ¢ takav da je

/b w(z)g(z) dz = g(¢) / w(z) d.

Dokaz:
Ako je

onda je po (3.2.3) i

pa za i mozemo uzeti proizvoljan realan broj. Ako je

b
/w(x) dx >0,

onda dijeljenjem formule (3.2.3) s prethodnim integralom dobivamo

b
Jw(z)g(r)dx
m < <M,
Jw(zx)dx
pa za p mozemo uzeti
b
afw(x)g(x) dx
M g

Posljednji zakljucak teorema slijedi iz ¢injenice da neprekidna funkcija na segmentu
postize sve vrijednosti izmedu minimuma i maksimuma, pa mora postic¢ii g. Drugim
rije¢ima, postoji ¢ takav da je u = g({). |

Prisjetite se, ve¢ smo pokazali da je
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pa mozemo uzeti

(x —a)(z—0b)

we) =~ LI () =~ (€).

Po generaliziranom teoremu srednje vrijednosti, ako je f € C?[a, b], ($to znaci da je

f" € C%a,b]), vrijedi da je

b

B =) [N g

a

Ovaj se integral jednostavno racuna. Integriranjem dobivamo

ti@—aﬂx—wdr (b—a)® B
J 2 12 127

pa je
E(f)=-1"()=

3.2.2. Simpsonova formula

Izvedimo sljedecu (zatvorenu) Newton-Cotesovu formulu za m = 2, poznatu
pod imenom Simpsonova formula.

Za m = 2, aproksimacija integrala (3.2.1) ima oblik

L(f) = wl f(xo) + w® f (2o + ha) + wS f (20 + 2hy),

pri ¢cemu je

b—a

h:= hg = 9 .
Ponovno, da bismo olaksali pisanje, kad znamo da je m = 2, mozemo, radi jednos-
tavnosti, izostaviti gornje indekse u wy := w,(f). Oprez, to nisu isti wy i h kao u

trapeznoj formuli! Kad uvrstimo znacenje h u aproksimacionu formulu, dobivamo

a+b

B(F) = wof (@) + wi () + waf )

Stavimo uvjete na egzaktnost formule na vektorskom prostoru polinoma sto
viSeg stupnja. Moramo postaviti najmanje tri jednadzbe, jer imamo tri nepoznata
koeficijenta. Za f(x) = 1 dobivamo

b
b—a:/xodx:w0-1+w1-1+w2-1.
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Za f(x) = x izlazi

b

b’ — a? a+b
5 :/xdx:wo-a+w1 + wy - b.
Konacno, za f(x) = x? dobivamo
b
b3_ 3 b2
3a :/xde:wO'a2+w1(a+ ) + wy - b2

a

Sada imamo linearni sustav s tri jednadzbe i tri nepoznanice

w0+w1+w2:b—a/

a+b b? — a?
wy + bwy = 5

b —a?
1 wy + b*wsy = 3

Rjesavanjem ovog sustava, dobivamo

h b—a 4h  4(b—a)
w0:w2:_: s wlz—zi.
3 6 3 6

awgy +

a2w0 + (a + b)2

Drugim rije¢ima, integraciona formula I5( f) dobivena je iz egzaktnosti na svim
polinomima stupnja manjeg ili jednakog 2, i glasi

/f <2 (s + 15 (20 + ),

Simpsonova formula ima jo$ jednu prednost. Iako je dobivena iz uvjeta egzakt-
nosti na vektorskom prostoru polinoma stupnja manjeg ili jednakog 2, ona egzaktno
integrira i sve polinome stupnja 3. Dovoljno je pokazati da egzaktno integrira

fla) ="

b
a4
= ;

a po Simpsonovoj formuli, za f ( ) = 23 dobivamo

Lz 3 (a—l—b) —l—b3)

(0P + a2 + ab? + 1) =

Egzaktni integral jednak je

bt — a*

4
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Ponovno, nije tesko pokazati da je i ova formula interpolaciona. Ako povuc¢emo
kvadratni interpolacioni polinom kroz (a, f(a)), (%2, f(“£2)) i (b, f(b)), a zatim ga
egzaktno integriramo od a do b, dobivamo Simpsonovu formulu.

Ako pogledamo kako ona funkcionira na funkcijama koje smo veé¢ integrirali
trapeznom formulom, vidjet ¢emo da joj je greska bitno manja. Posebno, na prvom
primjeru, kvadratni interpolacioni polinom tako dobro aproksimira funkciju f, da
se one na grafu ne razlikuju.

f(b)

Gresku Simpsonove formule racunamo slicno kao kod trapezne, integracijom
gresSke kvadratnog interpolacionog polinoma

() = 1) o) = L = ) (2 - ) o - ),

Dakle, za gresku Simpsonove formule vrijedi

b

Es(f) = /eQ(x) dz.

a

Nazalost, funkcija
a+b

(:E—a)<x— >(:L‘—b)

nije vise fiksnog znaka na [a,b], pa ne mozemo direktno primijeniti generalizirani
teorem srednje vrijednosti. Pretpostavimo da je f € C*[a,b]. Oznac¢imo

a+b
2

C =

i definiramo
X

w(x):/(t—a)(t—c)(t—b)dt.

a



3. NUMERICKA INTEGRACIJA NUMERICKA INTEGRACIJA — 82

Tvrdimo da vrijedi
w(a) =w() =0, w(x)>0, z¢€(a,b). (3.2.5)

Skiciramo li funkciju
f(t) =t —a)(t —c)(t —b)

odmah vidimo da je ona centralno simetri¢na oko srednje tocke

f(t)

pa Ce integral rasti od 0 do svog maksimuma (plava povrsina), a zatim padati (kad
dode u crveno podrucje) do 0.

Ostaje samo joS napisati gresku interpolacionog polinoma kao podijeljenu ra-
zliku. To smo pokazali opéenito u poglavlju o Newtonovom interpolacionom poli-
nomu, a posebno za n = 3 vrijedi

)
=

f[a7 b? C? x:l =

Uz oznaku (3.2.5), gresku Simpsonove formule, onda mozemo napisati kao
= /w’(x)f[a, b, c, x| dr.
Parcijalnom integracijom ovog integrala dobivamo

@UﬁIw@ﬁabcx

/w fla, b, ¢, x] dz.

Prvi ¢lan je ocito jednak 0, jer je w(a) = w(b) = 0. Ostaje jos “srediti” drugi
¢lan. Kod splajnova smo objasnjavali da je podijeljena razlika s dvostrukim ¢vorom
jednaka derivaciji funkcije. Na slican je nacin derivacija trece podijeljene razlike
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fla, b, ¢, x] po x, cetvrta podijeljena razlika s dvostrukim évorom z. Prema tome,
dobivamo formulu greske u obliku

Ex(f) = —/w(x)f[a, b,c,x,z|dx.

Sad je funkcija w nenegativna i mozemo primijeniti generalizirani teorem srednje

vrijednosti. Izlazi
b

By(f) = —fla.be,n.n) [ w(z)da.

a

gdje je a < n <b. Napisemo li fla,b,c,n,n| kao derivaciju, dobivamo

b

(4)
By(f) = I [w(a) e

a

Ostaje jos samo integrirati funkciju w. Vrijedi

(t —a)(t—c)(t — b) dt = zamjena varijable y =t — ¢

g
=
I
—~—s

= [w=my+ndy= [~y dy
—h —h
4 2 r—c 4 2 4
Y 2Y (z—¢) 2 (z—¢) h
= (L —n = —h -
(% -#%) L4 > "1

; b — o)t 2 e
/w(x) dr = / ((x I h? (z—¢) + hz) dx = zamjena varijable y =z — ¢

h 'y 2 4 5 3 4 h
_ (Y e h_) _(y__zy_ M)
—{(4 Tyt )=\ e )|

RS RSB 4
—o( = -4 ) = 5

(20 6+4) 15

Kad to uklju¢imo u formulu za gresku, dobivamo

fO0Q 4,5 W

E =L ) B = —— ().
e T A(9

Primijetite, greska je za red veli¢cine bolja no sto bi po upotrijebljenom interpola-
cionom polinomu trebala biti.
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3.2.3. Produljene formule

Nije tesko pokazati da su sve Newton—Cotesove formule integrali interpola-
cionih polinoma na ekvidistantnoj mrezi. Ako ne valja dizanje stupnjeva interpola-
cionih polinoma na ekvidistantnoj mrezi, onda nece biti dobri niti njihovi integrali.

Pokazimo to na primjeru Runge. Prava vrijednost integrala je

5
d

/ Y 2arctg5 ~ 2.74680153389003172.

I 1+ 22

Sljedeca tablica pokazuje aproksimacije integrala izracunate Newton—Cotesovim for-
mulama raznih redova i pripadne greske.

Red formule m  Aproksimacija integrala Greska
1 0.38461538461538462 2.36218614927464711
2 6.79487179487179487 —4.04807026098176315
3 2.08144796380090498 0.66535357008912674
4 2.37400530503978780 0.37279622885024392
5 2.30769230769230769 0.43910922619772403
6 3.87044867347079978  —1.12364713958076805
7 2.89899440974837875 —0.15219287585834703
8 1.50048890712791179 1.24631262676211993
9 2.39861789784183472 0.34818363604819700
10 4.67330055565349876  —1.92649902176346704
11 3.24477294027858525  —0.49797140638855353
12 —0.31293651575343889 3.05973804964347061
13 1.91979721683238891 0.82700431705764282
14 7.89954464085193082  —5.15274310696189909
15 4.15555899270655713 —1.40875745881652541
16 —6.24143731477308329 8.98823884866311501
17 0.26050944143760372 2.48629209245242800
18 18.87662129010920670 —16.12981975621917490
19 7.24602608588196936  —4.49922455199193763
20 —26.84955208882447960  29.59635362271451140

Ocito je da aproksimacije ne konvergiraju prema pravoj vrijednosti integrala. Pot-
punije opravdanje ovog ponasanja dajemo nesto kasnije.

I sto sad? Ne smijemo dizati red formula, jer to postaje opasno. RjeSenje
je vrlo sliéno onome §to smo primijenili kod interpolacije. Umjesto da dizemo red
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formule, podijelimo interval [a,b] na vise dijelova, recimo, jednake duljine, i na
svakom od njih primijenimo odgovarajuc¢u integracionu formulu niskog reda. Tako
dobivene formule zovu se produljene formule. Na primjer, za funkciju koju smo
ve¢ razmatrali, produljena trapezna formula s 2 podintervala izgledala bi ovako.

Zo Z1 To X

Opéenito, produljenu trapeznu formulu dobivamo tako da cijeli interval [a, b]
podijelimo na n podintervala oblika [z, zx], za k =1,...,n, s tim da je

a=2)g<x1<--<xp_q1<xy=0Do,
i na svakom od njih upotrijebimo “obi¢nu” trapeznu formulu. Znamo da je tada

n

7 o

T TE—1

/bf(x)dx:k

pa na isti nacin zbrojimo i “obi¢ne” trapezne aproksimacije u produljenu trapeznu
aproksimaciju.

Najjednostavniji je slucaj kad su tocke xj ekvidistantne, tj. kad je svaki pod-
interval [xy_1, x| iste duljine h. To znaci da je
b—a

rr=a+kh, k=0,....n, h= .
n

Aproksimacija produljenom trapeznom formulom je

b
/f(af) dx = h<%f0+f1 4+t oo+ %fn) +EL(f),

pri cemu je ET(f) greska produljene formule. Nju mozemo zapisati kao zbroj gresaka
osnovnih trapeznih formula na podintervalima

T = h?

DAGED SEVI(AL

k=1
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Greska ovako napisana nije narocito lijepa i korisna, pa ju je potrebno napisati malo
drugacije
ET( f ( Z f// )
=

Izraz u zagradi je aritmeticka sredina vrijednosti drugih derivacija u tockama (.
Taj se broj sigurno nalazi izmedu najmanje i najvece vrijednosti druge derivacije
funkcije f na intervalu [a,b]. Buduéi da je f” neprekidna na [a,b], onda je broj u
zagradi vrijednost druge derivacije u nekoj tocki £ € [a,b], pa formulu za gresku
mozemo pisati kao

(b_a)h2 "

Iz ove formule izvodimo vaznu ocjenu za broj podintervala potrebnih da se postigne
zadana tocnost za produljenu trapeznu metodu
b—a)h? b—a)
b=t _(b-a)
12

P,
Eg(f):—ﬁf &) =-

By ()] < My, My = max |f"(z)|.

12n2 z€[a,b]

Zelimo li da je |[ET(f)| < ¢, onda je dovoljno traziti da bude

(b—a)?
T S
odnosno da je
b— a)3M:
n > %, n cijeli broj.
€

Na slican se nacin izvodi i produljena Simpsonova formula. Primijetite, os-
novna Simpsonova formula ima 3 tocke, tj. 2 podintervala, pa produljena formula
mora imati, takoder, paran broj podintervala. Pretpostavimo stoga da je n paran
broj. Ograni¢imo se samo na ekvidistantni sluc¢aj. Onda je ponovno

b—a

h = , Tp=a-+kh, k=0,...,n.
n

Aproksimaciju integrala produljenom Simpsonovom formulom dobivamo iz

tako da na svakom podintervalu [xgy_s, Tox], duljine 2h, primijenimo obié¢nu Simp-
sonovu formulu, za k = 1,...,n/2. Zbrajanjem izlazi

b
/f(x) dx = g(fo +4fi+2fo+4fs+ 2+ +4fa + fn> + E;(f),
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pri éemu je E2(f) greska produljene formule. Nju mozemo zapisati kao zbroj gresaka
osnovnih Simpsonovih formula na podintervalima

n/2 K5
EN(f)=>" —f(4)(Ck)%-
k=1

Opet je gresku korisno napisati malo drugacije

5(n n/2
B = -2 (22 @),

Slicnim zakljucivanjem kao kod trapezne formule, izraz u zagradi mozemo zamijeniti
s fA(€), € € [a,b], pa dobivamo

ES(f) = —@f“’(&) _ (b= ok €).

180 180
Ponovno, iz ove formule izvodimo ocjenu za broj podintervala potrebnih da se
postigne zadana toc¢nost za Simpsonovu metodu
(b—a)h! (b—a)®

ES(f)] < ——=—M, = M, M, = @ ().

Zelimo li da je |EZ(f)| < ¢, onda je dovoljno traziti da bude

(b—a)®
My <
180t =5
odnosno da je
b—a)®M.
n > Y %, n paran cijeli broj.
€

3.2.4. Primjeri

Primjer 3.2.1. [zracunajte vrijednost integrala

ze *dx

H\w

koristenjem (produljene) Simpsonove formule tako da greska bude manja ili jednaka
1078, Nadite pravu vrijednost integrala i pogreske. Koliko je podintervala potrebno
za istu tocnost koristenjem (produljene) trapezne formule?



3. NUMERICKA INTEGRACIJA NUMERICKA INTEGRACIJA — 88

Prmo, moramo ocijeniti pogresku za produljenu trapeznu i produljenu Simp-
sonovu formulu. Za to su nam potrebni maksimumi apsolutnih vrijednosti druge i
cetovrte derivacije na zadanom intervalu. Derivacije su redom

fO@)=1-a)e, fP)=(-2e" [O)=0EB-2)"

Nadimo maksimume apsolutnih vrijednosti derivacija na zadanom intervalu.

Prvo ocijenimo gresku za produljenu trapeznu formulu. Na intervalu [1,2] je
fO(x) >0, sto znaci da f® raste. Uocimo jos da je na zadanom intervalu f® (z) <

0, pa je maksimum apsolutne vrijednosti druge derivacije u lijevom rubu, tj.

M, = max | fP(z)| = |fP(1)] = e ~ 0.367879441171.

z€[1,2]

Broj podintervala ny za produljenu trapeznu formulu je

— a)3M. -1
nTZ\/(b a) 2:\/ ¢ ~ 175.00,

12¢ 12106

pa je nagmangi broj podintervala ny = 176.

Sada ocijenimo gresku za produljenu Simpsonovu formulu. Na intervalu [1,2]
je fO(x) >0, sto znaci da f raste. Takoder je i f)(x) <0, sto znaci da je njen
maksimum po apsolutnoj vrijednosti ponovno u lijevom rubu, tj.

M, = max |[fW(z)| = [fP Q)] =3-e7! ~1.103638323514.

z€[1,2]

Za gresku produljene Simpsonove formule imamo

af(b—a)®My 4 3-e7!
> A T — —— 3.
s = 180z V 150~ 105 ~ 8%

3. treba nagjmanje ng = 10 podintervala.

Sad mozemo upotrijebiti produljenu Simpsonovu formulu s 10 podintervala (11
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¢vorova). Imamo

k| a f ()

0 1.0 0.3678794412
1 1.1 0.3661581921
2 1.2 0.3614330543
3 1.3 0.3542913309
4 1.4 | 0.3452357495
) 1.5 0.3346952402
6 1.6 0.3230344288
7 1.7 | 0.3105619909
8 1.8 0.2975379988
9 1.9 0.2841803765
10 2.0 0.2706705665

Sada je

So = f(zo) + f(r10) = 0.63855000765,
St =A(f(z1) + fxs) = f(x5) + f(ar) + fzg)) = 6.5995485226,
Sy = 2(f(xa) + flxs) + f(ws) + f(25)) = 2.6544824628.

Vrijednost integrala po Simpsonovoj formuli je

0.1

L=
3

(So + 51+ S2) = 0.3297526998.

U ovom konkretnom slucaju moZemo bez puno napora izracunati i egzaktnu
vrigednost integrala. Jedina korist od toga je da vidimo koliko je zaista ocjena za
Sitmpsonovu metodu bliska sa stvarnom greskom. Parcijalna integracija daje

: u=x, du = dzx
/xe‘x dr = - s =—xe "
J dv=e"dr, v=—-e"

2

—e -2 2 e 24!t
1
=2 ' — 372 2 0.3297530326.

2 2

—1—/6_“” dx

7

—e -2 2%2_¢

Drugim rijecima, prava pogreska je
I — Is = 0.3297530326 — 0.3297526998 = 3.328 - 10",

5. ocjena greske nije daleko od prave pogreske.
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3.2.5. Midpoint formula

Ako u Newton—Cotesovim formulama ne interpoliramo (pa onda niti ne inte-
griramo) jednu ili obje rubne tocke, dobili smo otvorene Newton—Cotesove formule.
Ako definiramo z_1 := a, Tp1 :=b 1

B b—a
C om+ 2

m

onda otvorene Newton-Cotesove formule imaju oblik

/ f@)do ~ Ly(f) = fj wi™ f(zo + khn,). (3.2.6)

Vjerojatno najkoristenija i najpoznatija otvorena Newton—Cotesova formula je ona
najjednostavnija za m = 0, poznata pod imenom “midpoint formula” (formula
srednje tocke).

Dakle za bismo odredili midpoint formulu, moramo naci koeficijent wg := wéo)

takav da je

a/bf(x)dx:wof(a;b)

egzaktna na vektorskom prostoru polinoma Sto viseg stupnja.

Za f(x) =1, imamo
b
b—a:/ld:c:wo,

odakle odmah slijedi da je

jf(x)dx:(b—a)f<a+b).

Greska te integracione formule je integral greske interpolacionog polinoma stupnja
0 (konstante), koji interpolira funkciju f u srednjoj tocki. Ako definiramo

T

a+b

w(x):/(t—c)dt, ==,

a

onda koristedi istu tehniku kao kod izvoda greske za Simpsonovu formulu, izlazi da
je greska midpoint formule

Eo(f)

I
@\0‘

[
o
S
S—
QL
S

|
=
™
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Da bismo izveli produljenu formulu, podijelimo interval [a, b] na n podintervala
i na svakom upotrijebimo midpoint formulu. Tada vrijedi

L(f) =h(fr+-+ fa) + B (f), h= b;a, xk=a+<k—%)h,

pri cemu je EM(f) ukupna greska koja je jednaka

Z kah

k=1

3 h2(b — a)

TG re@) - 5o - e,

3.3. Rombergov algoritam

Pri izvodu Rombergovog algoritma koristimo se sljede¢im principima:

e udvostrucavanjem broja podintervala u produljenoj trapeznoj metodi,

e climinacijom c¢lana greske iz dvije susjedne produljene formule. Ponovljena
primjena ovog principa zove se Richardsonova ekstrapolacija.

Asimptotski razvoj ocjene pogreske za trapeznu integraciju daje Euler—Mac-
Laurinova formula.

Teorem 3.3.1. Nekajem > 0,n > 1, m, n cigeli brojevi. Definiramo ekvidistantnu
mrezu s n podintervala na [a,bl, tj
h—
h=""2" si—a+kh k=0, n

n

Pretpostavimo da je f € C®™ 2 a,b]. Za pogresku produljene trapezne metode vri-
jedi
b
o dai

Eu(f) = [ f@)de = I]() = Y- = + Fun,

y i=1
gdje su koeficijenti

Ba;
(24)!

doi = ———— (b— a)* (f*V(b) — f* V(a)),

a ostatak je

b

b )2mt2 T —a "
Frim = (27(n+2 22 / 2’”“( )f ) da
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Ovdje su By; Bernoullijevi brojeut,
1
0

a B; je periodicko prosirenje obicnih Bernoullijevih polinoma

_ . < <
Bilz) = {Bl(x), 2a0<x <1,

Bi(x—1), zax>1.
Ovo je jedan od klasi¢nih teorema numericke analize i njegov se dokaz moze
na¢i u mnogim knjigama.

Umjesto dokaza, nekoliko objasnjenja. Bernoullijevi polinomi zadani su im-
plicitno funkcijom izvodnicom

te -1 & t
et —1 ; (x)z!
Prvih nekoliko Bernullijevih polinoma su:
By(z) =0 Bi(z) ==z By(r) =2° —x
3 2
By(z) = 2% — % + g Bu(z) = 22(1 — )%
Uvijek vrijedi B;(0) = 0 za i > 0. Rekurzivne relacije su
Bl(z) = {iBl-l(x), za i paranii > 4,
A L i(Bio1(x) + Bi_y), za i neparan i > 3.

Iz prethodne se formule integracijom mogu dobiti B;(x), jer je slobodni ¢lan jed-
nak 0.

Bernoullijevi brojevi takoder su definirani implicitno

t o
= B, —
et — 1 ;J Ll

odakle se integracijom na [0, 1] po x u rekurziji za B;(z) dobiva

1
B = —/Bl-(x)dx, i>1.
0

Prvih nekoliko Bernoullijevih brojeva:

1 1 1 1
By=1 B =—- By = — By=—— Bg = —
0 ) 1 2, 2 67 4 305 6 427
1 5! 691 7 3617
B = —— B = — = —— = — = —_——
8 307 10 667 12 27307 14 67 16 510

i dalje vrlo brzo rastu po apsolutnoj vrijednosti

Bgo ~ —2.139994926 - 1034,
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Napomena 3.3.1. U literaturi se moZe naci 1 malo drugacija definicija Bernoulli-
jevih polinoma, oznacimo ih s Bf (x). Oni su zadani implicitno funkcijom izvodnicom

!
i=0 v

Veza izmedu jednih i drugih Bernoullijevih polinoma je Bf(x) = B;(z)+B;, zai > 0.

Rombergov algoritam dobivamo tako da eliminiramo ¢lan po ¢lan iz reda za
ocjenu greske na osnovu vrijednosti integrala s duljinom koraka h i h/2.

Za podintegralne funkcije koje nisu dovoljno glatke, takoder, se moze (uz blage
pretpostavke) asimptotski dobiti razvoj pogreske. Posebno to vrijedi za funkcije s
algebarskim (z®) i/ili logaritamskim (Inz) singularitetima.

Izvedimo sad Rombergov algoritam. Ozna¢imo s I'?) trapeznu formulu s dulji-
nom intervala h = (b — a)/n. Iz Euler—-MacLaurinove formule, ako je n paran, za
asimptotski razvoj greske imamo

d(o) d(o) d(o)
[—I0 =2 42 4. 4 20

n n n

4d(0) 16d(0) 22md(0)
[_17(10/)2:77/—22_'_ n44 T nszm‘i'Fn/ZM'

Ako prvi razvoj pomnozimo s 4 i oduzmemo mu drugi razvoj, skratit e se prva
y o) . o
greska s desne strane ds ', tj. dobit ¢emo

1242 604
4 —I) = (I - 1) = —— - =2+

n nb

[zluc¢ivanjem clanova koji imaju I na lijevu stranu, a zatim dijeljenjem, dobivamo

AP — Ly ad 204

=
3 nt nb

Prvi ¢lan zdesna mozemo uzeti kao bolju, popravljenu aproksimaciju integrala, u

oznacl
417(10) . ](0)

_77(11) = fnﬂ, n paran, n > 2.
Niz I?), IY 1) je novi integracijski niz. Njegova je greska
M
J—JW =4 476 4.
" n* = nb ’

gdje je
dV = —4dV¥, 4 = —204.
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Nadimo eksplicitnu formulu za I{V. Zbog podjele na odgovarajuéi broj podin-
tervala, ako je h duljina podintervala za I”), onda je h; := 2h duljina podintervala
za 17(1(;)2, pa vrijede sljedec¢e formule

19 = 2o+ 26+ 2hs 4 fa)

h
0= B2 s f)

Uvrstavanjem u IV, dobivamo

2h

4h /1 1 1 1
IV = ?<§f0 +2f 4+ 2fnn + §fn) - ?<§f0 +2fi42fpa + §fn)

= g(f0+4f2+2f4+ e dfn o +fn)>

sto je Simpsonova formula s n podintervala.

Slican argument kao i prije mozemo upotrijebiti i dalje. Vrijedi

(1) (1)
[=Ip=—+——+
Tada je
— 484V
16(1 — Iy — (1= 1)) = TG T,
odnosno

_ 1610 — 1{) - —4gdy
15 15nS
Ponovno, prvi ¢lan s desne strane proglasimo za novu aproksimaciju integrala

1 _ 7
10 _ 161 [n/2

Y= "2 ndieljivs 4, n>4

Induktivno, ako nastavimo postupak, dobivamo Richardsonovu ekstrapolaciju

4]@](1971) _ ](k_l)

7R — n/2 o> 2197
" 4k — 1
pri cemu je greska jednaka
45
B =1— I =358+ = G- a2, a<e<b

n2k+2
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Sada mozemo definirati Rombergovu tablicu

1
]2(0) ]2(1)
Iz,(LO) ]z,(Ll) Li2)

Ako pogledamo omjere gresaka clanova u stupcu, uz pretpostavku dovoljne
glatkoce, onda dobivamo
E®

EY

tj. omjeri pogresaka u stupcu se moraju ponasati kao

_ o2k+2
=2 ,

1

4 1

4 16 1

4 16 64 1

Pokazimo na primjeru da prethodni omjeri pogresaka u stupcu vrijede samo
ako je funkcija dovoljno glatka.

Primjer 3.3.1. Rombergovim algoritmom s tocnoiéu 10712 nadite vrijednosti inte-

grala
1

1 1
/e“dm, /x3/2d:c, /\/de
0 0 0
1 pokaZite kako se ponasaju omgjeri pogresaka u stupcima.
Pogledagmo redom funkcije. Eksponencijalna funkcija ima beskonacéno mmnogo
neprekidnih derivacija, pa bi se racunanje integrala morala ponasati po predvidanju.

Kao vrijednost, nakon 2° podintervala u trapeznoj formuli, dobivamo umjesto prave
vrigednosti integrala I, pribliznu vrijednost

I5 = 1.71828182845904524
I =e—1=1.71828182845904524
I —1;=0.
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PokazZimo omjere pogresaka u stupcima,

0 1.0000

1 3.9512 1.0000

2 3.9875 15.6517 1.0000

3 3.9969 15.9913 62.4639 1.0000

4 3.9992 15.9777 63.6087 249.7197  1.0000

5 3.9998 15.9944 63.9017 254.4010 1000.5738 1.0000

a zatim samo eksponente omjera pogresaka (eksponenti od 2, koji bi ako je funkcija
glatka morali biti 2k + 2).

0 1.0000

1 1.9823 1.0000

2 1.9955 3.9682 1.0000

3 1.9989 3.9920 5.9650 1.0000

4 1.9997 3.9980 5.9912 7.9642 1.0000

5 1.9999 3.9995 5.9978 7.9910 9.9666 1.0000

Sto je s drugom funkcijom? Funkciji f(z) = 2%/? puca druga derivacija u 0, pa
bi zanimljivo ponasanje moralo poceti veéu drugom stupcu (za trapez je funkcija do-
voljno glatka za ocjenu pogreske). Kao vrijednost, nakon 2'° podintervala u trapeznoj
formuli, dobivamo umgesto prave vrijednosti integrala I, pribliznu vrijednost

I5 = 0.40000000000004512
I =2/5=0.40000000000000000
I — I15 = —0.00000000000004512.

Primijetite da je broj intervala poprilicno velik! Sto je s omjerima pogresaka?

0
1
2
3
4
)
6

1.0000

3.7346 1.0000

3.8154 5.4847 1.0000

3.8721 5.5912 5.6484 1.0000

3.9112 5.6331 5.6559 5.6566 1.0000

3.9381 5.6484 5.6568 5.6568 5.6569 1.0000
3.9567 5.6539 5.6568 5.6569 --- 5.6569 1.0000

15 3.9981 5.6569 - -- -+ 5.6569 1.0000

Primjecujemo da su se nakon prvog stupca omjeri pogresaka stabilizirali. Bit ce
nam mmnogo lakse provjeriti sto se dogada ako napisemo samo eksponente omjera
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pogresaka.

1.0000

1.9010 1.0000

1.9318 2.4554 1.0000

1.9531 2.4832 2.4978 1.0000

1.9676 2.4939 2.4998 2.4999 1.0000
1.9775 2.4978 2.5000 2.5000 2.5000 1.0000

O O W N~ O

15 1.9993 2.5000

1.9843 2.4992 2.5000 2.5000 2.5000 2.5000 1.0000

2.5000 1.0000

Primigetite da su eksponenti omjera pogresaka od drugog stupca nadalje tocéno za 1

veéi od eksponenta same funkcije (integriramo!).

Situacija s funkcijom f(x) = \/x mora biti jo§ gora, jer njoj puca prva deriva-
cija u 0. Nakon 2% podintervala u trapeznoj formuli (§to je ogranicenje zbog velic¢ine

polja u programu), ne dobivamo Zeljenu tocnost

I5 = 0.66666665510837633

I =2/3=0.66666666666666667

I — I15 = 0.00000001155829033.

Omygeri pogresaka u tablici su:

1.0000

2.6408 1.0000

2.6990 2.8200 1.0000

2.7393 2.8267 2.8281 1.0000

2.7667 2.8281 2.8284 2.8284 1.0000
2.7854 2.8284 .- <o 2.8284 1.0000

Ot W N~ O

15 2.8271 2.8284
Pripadni eksponenti su

1.0000

1.4010 1.0000

1.4324 1.4957 1.0000

1.4538 1.4991 1.4998 1.0000

1.4681 1.4998 1.5000 1.5000 1.0000
1.4779 1.5000 - -- -+~ 1.5000 1.0000

O W N = O

15 1.4993 1.5000

2.8284 1.0000

1.5000 1.0000
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Ipak, u ova dva jednostavna primjera, moZe se Rombergovom algoritmu “po-
moéi” tako da supstitucijom u integralu dobijemo glatku funkciju. U oba slucaja,
ako stavimo supstituciju v = t2, podintegralna ée funkcija imati beskonaéno mnogo
neprekidnih derivacija, pa ée se algoritam ponasati po ocjeni pogreske.

U literaturi postoji i malo drugacija oznaka za aproksimacije integrala u Rom-
bergovoj tablici

ek k
4 7D k)

T*) m
m 4m — 1
Sama tablica ima oblik
T(O)
0
To(l) Tl(O)

TO(Q) Tl(l) T2(O)

Pokazimo sad nekoliko primjera kako treba, odnosno ne treba koristiti Romber-
gov algoritam.

Primjer 3.3.2. [zracunajte koristenjem Rombergovog algoritma pribliznu vrijed-

nost integrala
1

/sin(l?ww) dx
0

Tako da greska bude manga ili jednaka 10~*. Napisimo tablicu (samo prvih par
decimala, ostale pamtimo u racunalu, ali nemamo prostora za ispis)

0 0.00000

1 0.50000 0.66667

2 0.60355 0.63807 0.63616

3 0.62841 0.63671 0.63661 0.63662

4 —0.00616 —0.21768 —0.27464 —0.28910 —0.29273

5 0.02832 0.03982 0.05698 0.06225 0.06362 0.06397

6 0.03525 0.03756 0.03741 0.03710 0.03700 0.03697 0.03697

7 0.03690 0.03745 0.03745 0.03745 0.03745 0.03745 0.03745 0.03745
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Sto je razlog stabilizacije oko jedne, pa oko druge vrijednosti? Nedovoljan broj pod-
intervala u trapezu, koji ne opisuju dobro ponasanje funkcije.

Produljena trapezna formula s 2 podintervala.

Produljena trapezna formula s 4 podintervala.

Produljena trapezna formula s 8 podintervala.
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Produljena trapezna formula sa 16 podintervala.

3.4. Tezinske integracione formule

Dosad smo detaljno analizirali samo nekoliko osnovnih Newton—Cotesovih in-
tegracionih formula s malim brojem tocaka i pripadne produljene formule. U ovom
odjeljku napravit ¢emo opc¢u konstrukciju i analizu toc¢nosti za neke klase integra-
cionih formula, ukljuc¢ujuéi opé¢e Newton—Cotesove i Gaussove formule.

Zelimo (priblizno) izracunati vrijednost integrala

b
Lo(f) = / Fla)w(z) dr, (3.4.1)

gdje je w porzitivna (ili barem nenegativna) “tezinska” funkcija za koju pretpo-
stavljamo da je integrabilna na (a,b), s tim da dozvoljavamo da w nije defini-
rana u rubovima a i b. Interval integracije moze biti konacan, ali i beskonacan.
Drugim rije¢ima, promatramo op¢i problem jednodimenzionalne integracije zadane
funkcije f po zadanoj neprekidnoj mjeri d\ generiranoj tezinskom funkcijom w na
zadanoj domeni. Katkad koristimo i skra¢enu oznaku I(f), umjesto I, (f), za inte-
gral u (3.4.1), ako je w(x) = 1 na cijelom [a,b], ili kad je tezinska funkcija jasna iz
konteksta, da skratimo pisanje.

Kao i ranije, ovaj integral aproksimiramo “tezinskom” sumom funkcijskih vri-
jednosti funkcije f na kona¢nom skupu tocaka, Za razliku od ranijih oznaka, ovdje

je zgodnije tocke numerirati od 1, a ne od 0. Dakle, opc¢a tezinska integraciona ili
kvadraturna formula za aproksimaciju integrala I,,(f) ima oblik

L) =3 wf® f(a), (3.4.2)
k=1
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gdje je n prirodni broj. Kao i prije, gornje indekse (n) za ¢vorove i tezine ¢esto ne
pisemo, ako su ociti iz konteksta, ali ne treba zaboraviti na ovisnost o n.

Dakle, sasvim opc¢enito mozemo pisati

L(f) = [ f@)w(@) de = 1,(f) + Ea(f), (3.4.3)

gdje je E,(f) greska aproksimacije.

Osnovnu podlogu za konstrukciju integracionih formula i ocjenu greske FE, (f)
daje sljedeéi rezultat.

Teorem 3.4.1. Ako je 1,(f) iz (3.4.1) Riemannov integral, i ako je f bilo koja
druga funkcija za koju postoji 1,(f), onda vrijedi ocjena

1L (f) = Lo (F)] < [wlla]lf = flloos (3.4.4)
i postoji funkcija f za koju se ova ocjena dostiZe.

Dokaz:

Prvo uoc¢imo da w ne mora biti nenegativna, jer je rije¢ o Riemannovom inte-
gralu, ali zato treba pretpostaviti da je |w| integrabilna.

Ocjena izlazi direktno iz osnovnih svojstava Riemannovog integrala jer podin-
tegralne funkcije moraju biti ogranicene. Dobivamo

\@

1(F) = LD = | [ f@yuw) do— [ Flaywiz) do

o~

jw(@)[ - [f(x) = f(z)] de.

IA
Se— o

Iskoristimo ocjenu

[f(@) = F(@)] < sup |f(z) = F(@)| = |f = flloos V€ [a,b],

z€[a,b]

i definiciju Ly norme funkcije w (koja je apsolutno integrabilna po pretpostavci)

b
llly = [ ()| dz,

pa dobivamo trazenu ocjenu. Ako za perturbiranu funkciju f uzmemo

-~

f(@) == f(x) + csign(w(z)),
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gdje je ¢ > 0 bilo koja konstanta, onda u ocjeni (3.4.4) dobivamo jednakost, uz
1f = flloo = c. u
U ovoj formulaciji, za klasiéni Riemannov integral, domena [a, b] integracije

mora biti kona¢na. Teorem onda kaze da je apsolutni broj uvjetovanosti za I, (f)
upravo jednak ||wl|; i ne ovisi o f, ve¢ samo o I,,.

Ovaj rezultat moze se prosiriti i na neprave Riemannove integrale (beskona¢na
domena, singulariteti funkcija), i tada vise ne vrijedi zaklju¢ak o broju uvjetovanosti.
Medutim, trenutno nam to nije bitno, ve¢ je kljucna malo drugacija interpretacija
ocjene (3.4.4).

Zamislimo da je f neka aproksimacija (a ne perturbacija) funkcije f, koju
zelimo iskoristiti za priblizno racunanje integrala. Onda (3.4.4) daje ocjenu (apso-
lutne) pogreske u integralu, preko greske aproksimacije funkcije u uniformnoj (L)
normi na [a, b].

Ono §to stvarno zelimo dobiti je niz aproksimacija integrala koji konvergira
prema I,,(f). Jedan od puteva da to postignemo je izbor odgovarajuceg niza aproksi-
macija fn, n € N, za funkciju f. Prethodna ocjena upucuje na to da, u ovisnosti
o n, za aproksimacione funkcije fn treba uzimati takve funkcije za koje znamo da
mozemo posti¢i po volji dobru uniformnu aproksimaciju funkcije f, jer tada

If — fn”oo — 0= [1,(f) _[w(ﬁz)‘ — 0, n— oo.

Uocimo da ove aproksimacije, naravno, ovise o konkretnoj funkciji f. Da ne
bismo za svaki novi f posebno konstruirali odgovarajuéi niz aproksimacija, pozeljno
je da bilo koju funkciju f, za koju postoji integral I,,(f), mozemo dovoljno dobro
aproksimirati nekim prostorom funkcija. Tj. umjesto niza pojedinacnih aproksi-
macija, koristimo niz vektorskih prostora aproksimacionih funkcija V,,, a za svaki
pojedini f nademo pripadnu aproksimaciju fn e V.

Weierstralov teorem o uniformnoj aproksimaciji neprekidnih funkcija poli-
nomima na kona¢nom intervalu [a,b] sugerira da treba uzeti V,, kao prostor poli-
noma P, stupnja manjeg ili jednakog d, gdje d ovisi o n (i raste s n). Kao sto ¢emo
vidjeti, korisno je dozvoliti da bude d # n.

Isti princip koristimo i za beskonacne domene, samo treba osigurati da su
polinomi integrabilni s tezinom w. To postizemo dodatnim zahtjevom na tezinsku
funkciju w, tako da pretpostavimo da svi momenti tezinske funkcije

b
g = /ka(:p) dzr, k € Ny, (3.4.5)
postoje i da su konac¢ni. U nastavku pretpostavljamo da tezinska funkcija w zado-

voljava ovu pretpostavku. Takve tezinske funkcije obi¢no zovemo (polinomno) do-
pustivima.
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Napomenimo odmah da se ovaj pristup moze generalizirati i na bilo koji drugi
sustav funkcija aproksimacionih funkcija {f, | n € N} koji je gust u prostoru
C'la, b] neprekidnih funkcija na [a,b]. Pripadni prostori V,, generirani su pocetnim
komadima ovog sustava funkcija (kao linearne ljuske).

Za prakticnu primjenu ovog pristupa moramo moci efektivno izracunati inte-
gral I,,(f,) aproksimacione funkcije, i to za bilo koju funkciju f. To se najlakse
postize tako da konstruiramo pripadnu integracionu formulu I, koja je egzaktna na
cijelom prostoru V,, = P, aproksimacionih funkcija. Dakle, uvjet egzaktnosti za I,
je

I,(f)=L(f) ili E,.(f)=0, =zasvefeV,.

Iz relacija (3.4.3) i (3.4.4) odmah dobivamo i ocjenu greske pripadne integracione

formule I,,(f), za bilo koji f

|En(f)] = Hu(f) = L.(f)| = [Lu(f) — Iw(fn” < lwlli[lf - anoo

3.5. Gaussove integracione formule

Kao sto smo ve¢ rekli, Gaussove formule imaju dvostruko vise slobodnih
parametara nego Newton—Cotesove, pa bi zbog toga trebale egzaktno integrirati
polinome priblizno dvostruko veceg stupnja od Newton—Cotesovih.

Za razliku od Newton—Cotesovih formula, Gaussove integracijske formule
su oblika

[ srde > uwif()

u kojima tocke integracije x; nisu unaprijed poznate, nego se izracunaju tako da
greska takve formule bude najmanja. Motivirani prakticnim razlozima, promatrat
¢emo malo opcenitije integracijske formule oblika

b

[we) f@) e~ S wif (),

e i=1

gdje je w tezinska funkcija, pozitivna na otvorenom intervalu (a,b). Koeficijente
w; zovemo tezinski koeficijenti ili, skra¢eno, tezine integracione formule. Gornji
specijalni sluc¢aj u kojem je w = 1 ¢ine formule koje se zovu Gauss—Legendreove.
Tezinska funkcija u opéem slucaju utjece na tezine i tocke integracije, ali se ne
pojavljuje eksplicitno u Gaussovoj formuli.

Bitno je znati da se za neke tezinske funkcije na odredenim intervalima, ¢vorovi
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i tezine standardno tabeliraju u priru¢nicima. To su

tezinska funkcija w  interval formula Gauss—
1 [—1,1] Legendre
! [—1,1] Cebis
—_— -1, ebisev
V1— a2
V1 —a? —1,1] Cebisev 2. vrste
e’ [0, 00) Laguerre
e (—00, 00) Hermite

Glavni rezultat je sljedec¢i: ako zahtijevamo da formula integrira egzaktno
polinome Sto je moguce veéeg stupnja, onda su tocke integracije x; nultocke polinoma
koji su ortogonalni na intervalu (a,b) obzirom na tezinsku funkciju w, a tezine w;
mogu se eksplicitno izracunati po formuli

Pritom je ¢; poseban polinom Lagrangeove baze kojeg smo razmatrali u poglavlju o
polinomnoj interpolaciji, definiran uvjetom ¢;(z;) = d;; (v. (1-7.2.16)). Primijetimo
samo da je kod numericke integracije zgodnije ¢vorove numerirati od x; do x,, (za
razliku od numeracije xy do z,, u poglavlju o interpolaciji), pa je i ¢; polinom stupnja
n— 1.

Kao sto se Newton—Cotesove formule mogu dobiti integracijom Lagrangeovog
interpolacijskog polinoma, tako se i Gaussove formule mogu dobiti integracijom
Hermiteovog interpolacijskog polinoma. Takav pristup ekvivalentan je s pristupom u
kojem zahtijevamo da Gaussove formule integriraju egzaktno polinome sto je moguce
viSeg stupnja, tj. da vrijedi

b n
/w(:p)xjdx:Zwixg, j=0,1,...,2n— 1.
4 i=1

Mogli bismo iskoristiti ovu relaciju da napisemo 2n jednadzbi za 2n nepoznanica x;
i w;, medutim nepoznanice x; ulaze u sistem nelinearno, pa je ovakav pristup tezi.
Cak i dokaz da taj nelinearni sistem ima jedinstveno rjesenje nije jednostavan.

Napisimo jos jednom formulu za Hermiteov interpolacijski polinom hsg, 1,
stupnja 2n — 1, koji u ¢vorovima integracije x; interpolira vrijednosti f; = f(x;)
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ifl=f'(z;),zai=1,...,n. Iz relacija (1-7.2.19) i (1-7.2.20) dobivamo

NE

hon_1(x) = (hi,o@) fi+hii(z) fz/)

1

-
I

I
NE

(0 =20z — 2)l (@) (@) fi + (x — 1) G () f).

1

-
I

Integracijom dobijemo

b

/w(x) hons(2)dz =3 (4f: + Bif)), (3.5.1)

a =1

gdje su

A= / w(e) [1 = 20z — )0 ()] £(x) do,
(3.5.2)
B; = /w (v — x;) 03() d.

Integraciona formula (3.5.1) sli¢i na Gaussovu integracionu formulu, osim $to ima
dodatne ¢clanove B; f!, koji koriste i derivacije funkcije f u ¢vorovima integracije.

Kad bi, kao u Newton—Cotesovim formulama, ¢vorovi z; bili unaprijed zadani,
iz uvjeta egzaktne integracije polinoma trebalo bi odrediti 2n parametara — tezin-
skih koeficijenata A;, B;. Zato oc¢ekujemo da ovakva formula egzaktno integrira
polinome do stupnja 2n— 1 (dimenzija prostora je 2n). No, za upotrebu ove formule
trebamo znati ne samo funkcijske vrijednosti f(z;) u ¢vorovima, veé i vrijednosti
derivacije f’(x;) funkcije u tim ¢évorovima.

Zato je ideja da probamo izbje¢i koristenje derivacija, tako da izborom ¢vorova
x; ponistimo koeficijente B; uz derivacije f/. Tocnost integracione formule mora
ostati ista (egzaktna integracija polinoma stupnja do 2n — 1), ali tako dobivena
formula koristila bi samo funkcijske vrijednosti u ¢vorovima, tj. postala bi Gaussova
integraciona formula.

Zaista, odgovaraju¢im izborom ¢vorova x; moze se posti¢i da tezinski koefici-
jenti B; uz derivacije budu jednaki nula. Da bismo to dokazali, uvodimo posebni
“polinom ¢vorova” (engl. “node polynomial”) w,, koji ima nultocke u svim ¢vorovi-
ma integracije

wp = (. —x1)(x —x2) -+ - (T — T).

Taj polinom smo ve¢ susreli u poglavlju o Lagrangeovoj interpolaciji. Sljedeéi rezul-
tat govori o tome kako treba izabrati ¢vorove.
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Lema 3.5.1. Ako je w,(z) = (x — x1)---(z — z,,) ortogonalna s tezinom w na
sve polinome niZeg stupnja, tj. ako vrijedi

b

/w(x)wn(x)xkdxzo, k=0,1,...,n—1, (3.5.3)

a

onda su svi koeficijenti B; u (3.5.2) jednaki nula.
Dokaz:

Lagano provjerimo identitet

Supstitucijom u izraz (3.5.2) za B; slijedi
;b
Bi= o v en@) () da.

Kako je ¢; polinom stupnja n — 1, i po pretpostavci je w, ortogonalna s tezinom w
na sve takve polinome, tvrdnja slijedi. [ |

Lako se vidi da vrijedi i obrat ove tvrdnje, tj. da su svi koeficijenti B; = 0
u (3.5.1), ako i samo ako je polinom ¢vorova w,, ortogonalan na sve polinome nizeg
stupnja (do m — 1), s tezinskom funkcijom w. Razlog tome je Sto su funkcije ¢;,
i =1,...,n, Lagrangeove baze zaista baza prostora P,_; (zadatak 1-7.2.2.).

Iz ranijih rezultata o ortogonalnim polinomima znamo da ortogonalni polinom
stupnja n obzirom na w postoji i jednoznacno je odreden do na (recimo) vodeéi ko-
eficijent. Da bismo dobili Gaussovu integracionu formulu u (3.5.1), polinom ¢évorova
w, mora biti ortogonalni polinom s vodec¢im koeficijentom 1, tj. w,, postoji i jedin-
stven je.

Nadalje, uvjet ortogonalnosti (3.5.3) jednoznaéno odreduje raspored évorova
za Gaussovu integraciju. Iz teorema 1.5.2. slijedi da w, ima n jednostrukih nulto-
¢aka u otvorenom intervalu (a,b) (Sto nam bas odgovara za integraciju). Njegove
nultocke xi,...,z, mozemo samo permutirati (drugacije indeksirati), a uz stan-
dardni dogovor x; < --- < x,, one su jednoznacno odredene.

Time smo dokazali da postoji jedinstvena Gaussova integraciona formula oblika

b

[ (@) f@) de & 3w ).

a

Cvorovi integracije z; su nultocke ortogonalnog polinoma stupnja n na [a,b] s
tezinskom funkcijom w, a tezinske koeficijente mozemo izracunati iz (3.5.2), bududi
da je tada w; = A;, zai=1,...,n.
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Iskoristimo li pretpostavku ortogonalnosti iz leme 3.5.1., mozemo pojednos-
tavniti i izraze za koeficijente w; = A; u (3.5.2). Sasvim opéenito, koriste¢i relaciju
za B;, koeficijent A; mozemo napisati u obliku

b

A= /w V1 = 2(2 — @) ()] () d = /w(:c) (z) dz — 20(z,) B

Uz uvjet ortogonalnosti (Gaussova integracija) je B; =01 A; = w;, pa je

b

w; = /w(x) 2(x) da.

a

Podintegralna funkcija je nenegativna i ¢? je polinom stupnja 2(n — 1) koji nije
nul-polinom, pa desna strana mora biti pozitivna. Dakle, slijedi da su svi tezinski
koeficijenti u Gaussovoj integraciji pozitivni, w; > 0, za ¢ = 1,...,n, $to je vrlo
bitno za numericku stabilnost i konvergenciju.
Pokazimo jo$ da vrijedi i
b b

w; = /w(x) (Z(x)dr = /w(x) li(x) du.

a a
Ocito, to je isto kao i dokazati

b

/w(x)e2()dx—/ dx—/w (z) — 1) dz = 0.

a a

Ali polinom ¢;(x) — 1 se ponistava u toc¢ki = x;, po definiciji polinoma ¢;, jer
je li(z;) = 6;;. Znaci da {;(z) — 1 mora sadrzavati x — z; kao faktor, tj. mozemo
napisati

li(x) — 1= (x — x;)q(x),

gdje je g neki polinom stupnja n — 2, za jedan manje od stupnja polinoma ¢;. Dakle,

Wn () (li(z) —1) = gxi) wy () q(2),

wr, (i) (T — ;) wr,

Ci(z) (i) = 1) =

pa je zbog ortogonalnosti w,, na sve polinome nizeg stupnja

/bw(x) li(x) (bi(z) —1)d /bw q(z)dx = 0.
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Pokazali smo da Gaussovu integracionu formulu mozemo dobiti kao integral
Hermiteovog interpolacijskog polinoma, uz odgovarajuci izbor ¢vorova, a za tezinske

koeficijente vrijedi
b

w; = / w(z) b(x) de. (3.5.5)
Primijetimo da je ova formula za koeficijente ista kao i ona u Newton-Cotesovim
formulama, sto je ovdje posljedica pretpostavke o ortogonalnosti. U oba slucaja do
integracionih formula dolazimo interpolacijom funkcije u ¢vorovima.

Pokazimo i primjerom da ortogonalnost produkta korijenskih faktora, tj. funk-
cije w,(x) na sve polinome nizeg stupnja zapravo odreduje tocke integracije x;.

Primjer 3.5.1. Neka je w(z) = 1 i n = 3. Odredimo tocke integracije iz uvjeta
ortogonalnosti. Uobicajeno je da za interval integracije uzmemo (—1,1), buduéi da
integrale na drugim intervalima moZemo lagano racunati, ako podintegralnu funkciju
transformiramo linearnom supstitucijom. Problem se dakle svodi na to da odredimo
nultocke kubicne funkcije ws(x) = a + bxr + cx?® + 2* za koju vrijedi
1

/wg(:p) 2¥der =0, k=0,1,2.

41
Nakon integracije dobivamo sustav jednadzbi za koeficijente a, b, ¢

2 2 2 2 2
a—|—30 , 3 +5 , 3a+5c ,

odakle nademo a = c¢=0 1 b= —3/5. Dobivamo

3 3 3
-0 ()
odakle slijedi da su tocke integracije x; = —4/3/5, 0, 1/3/5.

Teorijski, ovaj pristup mozemo iskoristiti za sve moguce intervale integracije i
razne tezinske funkcije. Za vece n potrebno je odrediti nule polinoma visokog stup-
nja, Sto je egzaktno nemoguce, a numericki u najmanju ruku neugodno. Stoga je
potrebno za specijalne tezine i intervale integracije doc¢i do dodatnih informacija o
ortogonalnim polinomima. Na kraju, bilo bi dobro izracunati formulom i tezinske
faktore w; u Gaussovim formulama. Analiticki je moguce do¢i do ovakvih rezul-
tata za mnoge specijalne tezine w(x) koje se pojavljuju u primjenama. Rijesimo
na pocetku vaznu situaciju w = 1, a = —1, b = 1. Pripadne formule nazvali
smo Gauss—Legendreovima; u gornjem primjeru izra¢unali smo tocke integracije za
Gauss—Legendreovu formulu reda 3.

Zadatak 3.5.1. Iz uvjeta egzaktnosti i poznatih tocaka integracije za n = 3 izracu-
najte tezinske koeficijente w;. Primijetite da je sustav jednadzbi linearan, pa stoga
racunange ovih faktora ne predstavija veée probleme.
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3.5.1. Gauss—Legendreove integracione formule

Prepostavimo u daljnjem da je w = 1 na intervalu (—1, 1) i izvedimo specijalnu
Gaussovu formulu, tj. Gauss—Legendre-ovu formulu

L n

[ 1@y de =3 wif ().

-1 i=1

Kao sto znamo, Legendreov polinom stupnja n definiran je Rodriguesovom for-
mulom

1 dr
~ 2l dan
Tako definirani polinomi ¢ine ortogonalnu bazu u prostoru polinoma stupnja n,
tj. oni su linearno nezavisni i ortogonalni obzirom na skalarni produkt

P,(z) (% —1)"

1

(P,Q) = /P(x) Q(z) dz. (3.5.6)

-1

Pojavljuju se prirodno u parcijalnim diferencijalnim jednadzbama, kod metode se-
paracije varijabli za Laplaceovu jednadzbu u kugli. Za nas je bitno samo jedno
specijalno svojstvo, iz kojeg slijede sva ostala:

Lema 3.5.2. Legendreov polinom stupnja n ortogonalan je na sve potencije x*

stupnja, tj. vrijedi

nizeq

1
/:EkPn(x)dxzo, za k=0,1,....,n—1,
21

1 vrijedi
2n+1 (TL')Q

_/lx"Pn(x) de = 1)l

Dokaz:

Uvrstavanjem Rodriguesove formule, nakon k (k < n) parcijalnih integracija
dobivamo

1

R A" n R A ol s AV n
x w(x —1)'dx ==z d:p”*l(x -1) , —/kx dx"*l(x —1)"dx
1 1
=0
1 dn—k
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pa smo dokazali prvu formulu. Za k£ = n, na isti nac¢in imamo

1 1

1
/ T (2% — 1)"dx :(—1)”n!/(x2—1)”dx:2n!/(1—x2)”dx
a . 1 0

/2

={r=sint} =2n! [ cos®™¢dt.
{
0

Za zadnji integral parcijalnom integracijom izlazi

w/2 9 . w/2

"¢ sint|™/2 2
/ cos?t gy = S5t SmE T / cos? Lt dt
J 2n+1 o 2n +1 "

=0
w/2
2n(2n —2)---2

- .= Gnt D@ -1 3 0/costdt,

pa je stoga
| 2n(2n—2)---2
2n+1)(2n—1)---3

Pomnozimo li brojnik i nazivnik s 2n(2n — 2)---2 = 2"n!, a zatim, zbog definicije
Legendreovog polinoma P,, sve podijelimo s 2"n!, slijedi

1

Ty | . 9Ty | n+1(,,1)2
/ 2)di = 1 2n!2n.2n.:2 (n)
J, 2nn| 2n+1)!  (2n+1)!

Lema 3.5.3. Legendreovi polinomi su ortogonalni na intervalu (—1,1) obzirom na
skalarni produkt (3.5.6)

/Pm(:c) P,(x)dz =0, za m#n.

Norma Legendreovog polinoma je

1

1Pall? = [P do =

-1

2
n+1

Dokaz:

Prva tvrdnja je direktna posljedica dokazane ortogonalnosti na potencije nizeg
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stupnja. Druga tvrdnja slijedi iz

[ ! (Qn)!x”—i—--- P,(x)dx.

2npl nl

Le—

[Pn(x)de = /1

Potencije manje od =™ ne doprinose integralu, pa druga tvrdnja leme 3.5.2. povlaci

5 (2n)! 27T (n!)? 2
Pal@)l de = 5 s Gnr 1)~ an e

Le—

Lema 3.5.4. Legendreovi polinomi P, imaju n nultocaka, koje su sve realne i raz-
licite, 1 nalaze se u otvorenom intervalu (—1,1).

Dokaz:
Dokaz ide iz definicije Legendreovih polinoma
1 d
P, = —— (2= 1)"
n(7) 2nn! dan (@ )"

induktivnom primjenom Rolleovog teorema. Polinom (z? — 1)" je stupnja 2n i
ima viSestruke (n-terostruke) nultocke u rubovima intervala £1. Prema Rolleovom
teoremu, prva derivacija ima jednu nultocku u intervalu (—1,1). Medutim, prva
derivacija je, takoder, nula u +1, pa ukupno mora imati tri nultocke u zatvorenom
intervalu [—1,1]. Druga derivacija stoga ima dvije unutarnje nule po Rolleovom
teoremu, i dvije u 1, pa ima ukupno ¢etiri nule u [—1,1]. I tako redom, vidimo
da n — 1-a derivacija ima n — 1 unutarnju nultocku i jos dvije u 1. Na kraju
zaklju¢imo da n-ta derivacija, koja je do na multiplikativni faktor jednaka P,, ima
n unutarnjih nultocaka. [ |

Na taj nacin smo zapravo nasli tocke integracije u Gauss-Legendreovoj formuli
i bez eksplicitnog rjeSavanja nelinearnog sistema jednadzbi za w; i x;, iz uvjeta
egzaktne integracije potencija najveceg moguceg stupnja. Taj rezultat rezimiran je
u sljede¢em teoremu.

Teorem 3.5.1. Cvorovi integracije u Gauss—Legendreovoj formuli reda n su nultoc-
ke Legendreovog polinoma P, za svaki n.

Dokaz:

Znamo da su tocke integracije z; nultocke polinoma w, po konstrukciji. Zbog
uvjeta ortogonalnosti (3.5.3) polinom w,, s vodeéim koeficijentom 1, proporciona-
lan je Legendreovom polinomu F,. Vodedi koeficijent u P, lako izracunamo iz
Rodriguesove formule, odakle je
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pa vidimo da su sve nultocke polinoma w,, zapravo nultocke od P, (lema 3.5.4.). B

Primjer 3.5.2. Iz Rodriguesove formule moZemo izracunati nekoliko prvih Legen-
dreovih polinoma.

Po(.fL')Il,
1 d
Pl(x):§%($2—1)=$,
1 d? 9 9 1 9
Py(x) g@(ﬂf —1)7 =50 1),
1 d3 2 3 1 3
Py(x) 18 @(x - 1) —5(530 — 3x),
Py = — e gyt = D asat - 3002 49
T 1624 dat TRt T e

1
Ps(z) = 3 (632° — 702° + 15z),

1
Ps(z) = — (2312° — 3152* + 1052° — 5),

—_
(@)

1
Pr(z) = - (42927 — 6932° + 3152° — 35z),

=

Py(r) = o5 (64352° — 120122° + 69302* — 12602” + 35).

Vidimo, na primjer, da su nultocke od Ps identicne s tockama integracije koje smo
dobili v primgjeru 3.5.1., direktno iz uvjeta ortogonalnosti.

Racunanje nultocaka Legendreovih polinoma (na masinsku tocnost!) nije jed-
nostavan problem, budué¢i da egzaktne formule postoje samo za male stupnjeve.
Napomenimo za sad samo toliko, da postoje specijalni algoritmi, te da je dovoljno
tabelirati te nultocke jednom, pa brzina algoritma nije vazna, nego samo preciznost.
Tabelirane nultocke (kao i tezine w;) moguée je naéi u gotovo svim standardnim
knjigama i tablicama iz podruc¢ja numericke analize.

Postoji laksi nacin za ra¢unanje P, (z), zasnovan na Cinjenici da Legendreovi
polinomi zadovoljavaju troclanu rekurziju, ¢iji se koeficijenti mogu eksplicitno iz-
racunati. Ova rekurzivna formula igra vaznu ulogu i u konstrukciji spomenutog
specijalnog algoritma za trazenje nultocaka.

Lema 3.5.5. Legendreovi polinomi zadovoljavaju rekurzivnu formulu
(n+1)P1(x) = 2n+ 1)zP,(x) —nP,_1(x), n>1,

s pocetnim vrijednostima Py(z) =1, Pi(x) = z.
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Dokaz:

Kako je 2P,(z) polinom stupnja n + 1 i {P,;}!4} baza za prostor polinoma
stupnja do n + 1, postoje koeficijenti ¢; tako da vrijedi

zP,(z) = 2 ¢ Pi(x).

Pomnozimo li obje strane s Py(x) i integriramo od —1 do 1, zbog ortogonalnosti
(lema 3.5.3.) slijedi

/ka(x) P,(x)dr = ¢ / P(x) dx. (3.5.7)

Ali za k <n —1 je xP.(x) polinom stupnja manjeg ili jednakog n — 1, pa je P,(x)
ortogonalan na njega (lema 3.5.2.). Stoga je ¢, = 0za k < n—1, a usumi za xP,(x)
ostaju samo zadnja tri ¢lana

2P, (x) = chp1Pogi1(2) + cuPo(x) + e Paoi (). (3.5.8)
Treba jos izracunati koeficijente ¢, 11, ¢, 1 ¢,_1. Kako je

~(2n)!
— 2n(n!)2

z" 4 nize potencije od =,

usporedimo li koeficijente uz "™ u (3.5.8), dobivamo da je

(2n)! (2n +2)!
on(nl)2 ~ T ot (n 1)1

odakle slijedi da je

~n+1

241

Lagano se vidi (iz Rodriguesove formule) da se u Legendreovim polinomima po-
javljuju samo alternirajuce potencije, tj. P, je linearna kombinacija parnih poten-
cija 2%, k = 0,...,n, a Py, je linearna kombinacija neparnih potencija z?+!,
k = 0,...,n. Iz rekurzije (3.5.8) na osnovu toga zaklju¢imo da je ¢, = 0, pa
preostaje samo izracunati ¢,_;. Za k =n — 1, iz (3.5.7) imamo da je

Cn+1

1 1
/:L‘Pn_l(l') P.(z)dx = ¢, / P2 | (z)dz.
—1 -1

bo
e N R )]
@) = S

2" + nize potencije od x
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i ortogonalnosti P, na sve nize potencije od x, dobivamo

1

(2n —2
2”1n—1 2/ dx—cnl/P x)dz.

-1

Ovi integrali su poznati (lema 3.5.2. i lema 3.5.3.), pa slijedi

n
2n+1

Cph—1 =

Tako smo nasli sve nepoznate koeficijente u linearnoj kombinaciji (3.5.8), odakle
odmabh slijedi troclana rekurzija. Primijetimo da smo usput dokazali i formulu

(3.5.9)

1
n 2 2n
P, ((z) P(2) dz = — .
_/1”"j 1(@) Po(w)de = 5= o = 15

Zadatak 3.5.2. Buduci da Legendreovi polinomi zadovoljavaju troclanu rekurziju,
moguce je napisati algoritam za brzu sumaciju parcijalnih suma redova oblika

iojo a, P, (x)

poznat pod nazivom generalizirana Hornerova shema. Koristeéi rekurziju iz
leme 3.5.5., napisite eksplicitno taj algoritam. Razvoji po Legendreovim polinomima
pojavljuju se cesto kod rjesavanja Laplaceove jednadzbe u sfernim koordinatama.

Sljedec¢e dvije leme korisne su za dobivanje ekplicitnih formula za tezine u
Gauss—Legendreovim formulama.

Lema 3.5.6. (Christoffel-Darbouxov identitet) Za Legendreove polinome P,
vriedi

(t— ) 3 (2k + 1) Pe(2) Po(t) = (n + 1) [Paya () Pa() — Poa(t) Pasa ().

k=0

Dokaz:

Pomnozimo li rekurziju iz leme 3.5.5. (uz zamjenu n +— k) s Py(t), dobijemo
Zamijenimo li x i £ imamo
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Odbijanjem prve relacije od druge, slijedi

2k + 1)t — 2) Pr(x) Pi(t) = (k + 1) [Py () Pi(w) — Pi(t) Pega (2)]
—k [Pk(t)P]gfl({L') — Pk,l(t)Pk(l')]

Sumiramo li po k£ od 1 do n, sukcesivni ¢lanovi u sumi na desnoj strani se krate, pa
ostaju samo prvi i zadnji

(t—2) i 2% + 1) Pu(@) Pa(t) = (1 + 1) [Prsa () Pa() — Po(t) Posa (2)] — (£ — ).

Zadnji clan mozemo prebaciti na lijevu stranu kao nulti ¢lan u sumi, a to je bas
Christoffel-Darbouxov identitet. [ |

Lema 3.5.7. Derivacija Legendreovih polinoma moZe se rekurzivno izraziti pomocu
samih Legendreovih polinoma, formulom

(1 —2*)P.(z) + naP,(x) =nP,_1(z), n>1.

Dokaz:

Polinom (1 — z?)P! + nzP, je o¢ito stupnja manjeg ili jednakog od n + 1.
Napisimo P, kao linearnu kombinaciju potencija od z (pojavljuje se samo svaka
druga potencija)

Pn(x> = anxn + an72xn72 +ee

pa je
Pl(z) = napa™ ' 4+ (n — 2)a,_o2" > + - - -

No, onda je
(1 —2*) P! (2) + nzP,(z) = (—nay, + na,)z" ™ + O(z" 1),

tj. polinom (1 — 2?) P! + nx P, je zapravo stupnja n — 1. Kao i u dokazu rekurzivne
formule, moraju postojati koeficijenti ¢; takovi da vrijedi

(1 —2®)P.(z) + naP,(x ch ;

Pomnozimo ovu relaciju s Py(x) i integriramo od —1 do 1. Zbog ortogonalnosti, na
desnoj strani ostaje samo jedan clan

/1 1 —2%) P\(z) Py(x )de‘+n/11'Pn(l‘) Py(x) dx.
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Prvi integral integriramo parcijalno, pa kako se faktor (1 — %) poniStava na grani-
cama integracije, slijedi

1

ck:—/Pn(x)%[(l—x) ) dz +n /1 z) dz.

-1

2
2k +1

Za k < n—1, oba integranda su oblika P, (x) x (polinom stupnja najvise n — 1), pa
su svi ovi integrali jednaki nula (lema 3.5.2.),tj. ¢, =0zak <n—1. Zak=n—1
treba izracunati dva integrala u prethodnoj relaciji. Drugi je jednostavan

1 277,2

U prvom integralu

~ [ Pu@) 210 = Pa@) do

zbog prve tvrdnje u lemi 3.5.2. (ortgonalnost), doprinos daje samo vodeéi ¢lan u
(1 —2*)P,_1(x), pa je taj integral jednak

/1 Pue) g = {Zn_—2)1!)!]2 v

a zbog druge tvrdnje u lemi, integral se svodi na

(2n — 2)! (n+1) 2n+ 1 (pl)? 2n(n +1)
n = .
2n=1(n — 1)!)? 2n+1)!  (2n+1)2n-1)
Na kraju je
2n —1 2n(n+1) 2n?
Cn—1 = + =n,
2 2n+1)2n—-1) (2n+1)(2n—-1)
Sto smo i htjeli dokazati. [ |

Lema 3.5.8. Tezinski faktori u Gauss—Legendreovim formulama mogu se eksplicit-
no izracunati formulama
2(1 — 22)
W = 5,
n? [Py (zi))?

gdje su z;, 1 =0,...,n, nultocke Legendreovog polinoma P,.
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Dokaz:

Neka je x; nultocka polinoma P,. Stavimo li ¢ = z; u Christoffel-Darbouxov
identitet (lema 3.5.6.), dobivamo

(n+1)Pyi1(z;) Po(x) _ i(gk + 1) P(x) P (x;).
k=0

r — T

Kad integriramo ovu jednakost od —1 do 1 i uzmemo u obzir da je k-ti Legendreov
polinom ortogonalan na konstantu Py(z;), na desnoj strani preostane samo ¢lan za

k=0 .
/ P,(x) dr — —2 .
Jo(e— ) (n+ 1) Poga ()

Troc¢lana rekurzija iz leme 3.5.5. u nultocki z; Legendreovog polinoma P, ima oblik
(n+1)Poyi(7:) = —nPy1(z;), pa je stoga

[(Puw) 2
_/l(x—xi)d C nP,_(zy)

Za tezinske koeficijente w; vrijede relacije (3.5.5) i (3.5.4)

1

o= [ttate= [ e osdes | sy

-1

pa je dakle
2

~ nP(ws) Paa(w)
Primijetimo da je Christoffel-Darbouxov identitet potreban jedino zato da se izra-
¢una neugodan integral

(3.5.10)

Wy

/1 Pal@) 4

J (x — ;)
u kojem podintegralna funkcija ima uklonjivi singularitet.

Na kraju, iskoristimo rekurzivnu formulu za derivacije Legendreovog polinoma
iz leme 3.5.7. u specijalnom slucaju kada je x = x;. Dobivamo da vrijedi

(1= a7) Py (w:) = nPyoi ().

Uvrstimo 1i taj rezultat u (3.5.10), tvrdnja slijedi. [ ]

U dokazu prethodne leme 3.5.8. pokazali smo (usput) da u nultocki z; Legen-
dreovog polinoma P, vrijedi

(1 — 2P (x;) =nP,_1(z;) = —(n 4+ 1) Py ().
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Ovu relaciju mozemo iskoristiti na razlic¢ite nacine u (3.5.10), sto daje pet raznih
formula za tezinske koeficijente u Gauss-Legendreovim formulama

o — 2(1 — 2?) B 2(1 — x?)
C [nPaa(@)]? [(n 4 1) P (x))?
- 2 . 2 (3.5.11)
nP) (x;) Poo1(z:) (n + 1) P} () Poya(z:)
2

(1 —a7) (B (z:)]*
Sljedec¢i teorem rezimira prethodne rezultate, i ujedno daje ocjenu greske za

Gauss—Legendreovu integraciju.

Teorem 3.5.2. Za funkciju f € C*"[—1,1] Gauss—Legendreova formula integracije
glasi

1 n
[ f@)de =3 wif (@) + Ba(F),
—1 i=1
gdje su x; nultocke Legendreovog polinoma P, i koeficijenti w; dani u (3.5.11). Za
gresku E,(f) vrijedi

92+ (1)
(2n + 1) [(2n)!]

En(f) = 3 (), e (=1,1).

Dokaz:

Treba samo dokazati formulu za ocjenu greske. Kako je Gauss—Legendreova
formula zapravo integral Hermiteovog interpolacijskog polinoma, treba integrirati
greSku kod Hermiteove interpolacije, koju smo procijenili u teoremu 1-7.2.5.; i
uvrstiti odgovarajuéi w,. Integracijom i primjenom teorema srednje vrijednosti za
integrale, dobivamo

(2n) L
B =" (2n§f) / W2 () d,

za neki £ € (—1,1). Kako je

zbog poznatog kvadrata norme Legendreovog polinoma (lema 3.5.3.), imamo

o) 2y 2 21 (nl)?

Gl L et ) et e nenE! ©

En(f) =
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Navedeni izraz za gresku nije lagano primijeniti, budud¢i da je potrebno nadéi
neku ogradu za vrlo visoku derivaciju funkcije f (red derivacije je dva puta vedi nego
kod Newton-Cbtesovih formula). Clan uz f@"(€) vrlo brzo pada s porastom n. Na
primjer, za n = 6, greska je oblika

1.6-10712 fU2)(¢).
Da ocjena greske za Gaussove formule moze biti previse pesimisticna, pokazuje
sljedec¢i primjer.

Primjer 3.5.3. Primijenimo Gauss—Legendreovu formulu na integral

://210g(1 L) dt = (1 + g) [log (1 + g) - 1] 41

Zamjena varijable t = w(x 4+ 1)/4 prebacuje integral na standardnu formu

1
1
/1% log <1+%> dz.

U ovom sluc¢aju mozZemo lagano izracunati bilo koju derivaciju podintegralne funkcije,
koja raste s faktorijelima. Zapravo, sve ocjene greske formula za numericku inte-
graciju pokazuju slicno ponasanje (usporedite, na primjer, trapeznu i Simpsonovu
formulu), ali Gaussove formule narocito, buduéi da ukljucuju visoke derivacije. Tako
je, na primjer, osma derivacija, koja je potrebna za Gaussovu formulu s cetiri tocke

jednaka
% =T
(Z) 1+t

pa je greska 7! puta veca nego da smo, recimo, integrirali trigonometrijsku funkciju
sin ili cos, koje imaju ogranicene derivacije. Ipak, lagano vidimo da vec sa Sest
tocaka dobivamo 6 znamenaka tocno, iako ocjena greske ukljucuje faktor od 11!.
Sitmpsonovoj formuli treba 64 tocke za istu tocnost. MozZemo slutiti, da je za anali-
ticke funkcije moguca bolja ocjena greske.

Korolar 3.5.1. (Uvjeti egzaktnosti) Gauss—Legendreova formula egzaktno inte-
grira polinome stupnja 2n — 1.

Dokaz:
Ocito, buduéi da se greska, koja ukljucuje 2n-tu derivaciju, ponistava na
takvim polinomima. [ |

Svojstvo iz gornjeg korolara moze se upotrijebiti za alternativni dokaz teo-
rema 3.5.2., kao $to smo napomenuli na poc¢etku. Hermiteova interpolacija posluzila



3. NUMERICKA INTEGRACIJA NUMERICKA INTEGRACIJA — 120

je kao “trik”, da izbjegnemo rjeSavanje nelinearnog sistema koji proizilazi iz uvjeta
egzaktnosti.

Rekurziju za derivacije Legendreovih polinoma iz leme 3.5.7. mozemo koristiti
i za ra¢unanje vrijednosti P/ (x)

(1 —2*)P.(2) = n(P,_1(x) — 2P, (x)), n>1.

Nazalost, ova formulu ne mozemo upotrijebiti u rubnim tocakama xr = +1, zbog
dijeljenja s nulom. Medutim, Legendreovi polinomi zadovoljavaju i mnoge druge
rekurzivne relacije. Neke od njih dane su u sljede¢em zadatku.

Zadatak 3.5.3. Dokazite da za Legendreove polinoma vrijedi P,(1) =1, zan > 0,
sto opravdava izbor normalizacije. Takoder, dokaZite da za n > 1 vrijede rekurzivne
relacije

2P (
P, . (x)— P, _i(x) = (2n+1)P,(x)
[ Paeya = 2n1+ = (Pusa() = Paa(2))

Na kraju, primijetimo da Gaussove formule mozemo shvatiti i kao rjesenje
optimizacijskog problema: nadi tocke integracije tako da egzaktno integriramo poli-
nom Sto veceg stupnja sa Sto manje ¢vorova. Rezultat su formule visoke toc¢nosti,
koje se lagano implementiraju, i imaju vrlo mali broj izvrednjavanja podintegralne
funkcije. Cijenu smo platili time Sto ocjena greske zahtijeva vrlo glatku funkciju,
ali takoder i time Sto upotreba takvih formula na “finijoj” mrezi zahtijeva ponovno
racunanje funkcije u drugim ¢vorovima, koji s ¢vorovima formule nizeg reda nemaju
nista zajednicko. Kod profinjavanja mreze ¢vorova za formule Newton—Cotesovog
tipa (na primjer, raspolavljanjem h), naprotiv, jedan dio ¢vorova ostaje zajednicki,
pa veé izracunate funkcijske vrijednosti mozemo iskoristiti (kao u Rombergovom
algoritmu).

3.5.2. Druge Gaussove integracione formule

U praksi se ¢esto javljaju specijalni integrali koji ukljucuju tezinske funkcije
poput e~ %, e i mnoge druge, na specijalnim intervalima, ¢esto neogranicenim.
Jednostavnom linearnom supstitucijom nije moguée takve intervale i/ili tezinske
funkcije prebaciti na interval (—1,1) i jedinitnu tezinsku funkciju — situaciju u

kojoj mozemo primijeniti Gauss-Legendreove formule.

Alternativa je iskoristiti odgovaraju¢e Gaussove formule s “prirodnom” tezin-
skom funkcijom. Iz prethodnog odjeljka znamo da za ¢vorove integracije treba uzeti



3. NUMERICKA INTEGRACIJA NUMERICKA INTEGRACIJA — 121

nultocke funkcije w,(z) = (x — z1)---(x — z,), s tim da vrijede relacije ortogo-
nalnosti (3.5.3). Tezine w; onda mozemo odrediti rjesavanjem linearnog sistema, a
mozda u specijalnim slucajevima mozemo do¢i i do eksplicitnih formula, kao $to smo
to ucinili u slu¢aju Gauss—Legendreovih formula. Postavlja se pitanje da li mozemo
doé¢i do formula za polinome koji su ortogonalni (obzirom na tezinsku funkciju w)
na polinome nizeg stupnja, ukljuc¢ivo i ostale formule na koje smo se oslanjali, poput
troclane rekurzije i slicno (v. lema 3.5.2.).

U mnogim vaznim slucajevima, ali ne i uvijek, moguce je analiticki do¢i do for-
mula sli¢cnim onima u slucaju Gauss—Legendreove integracije. U drugim slucajevima,
koji nisu pokriveni egzaktnim formulama, u principu je moguce generirati ortogo-
nalne polinome i numericki. Poznati postupci (Stieltjesov i Cebisevljev algoritam)
ne pokrivaju, medutim, sve moguce situacije, tj. nisu uvijek numericki stabilni, sto
ostavlja postora za daljnja istrazivanja. Slucajevi tzv. klasiénih ortogonalnih
polinoma uglavnom se mogu karakterizirati na osnovu sljede¢a dva teorema, od
kojih je prvi egzistencijalni, i vezan uz teoriju rubnih problema za obic¢ne diferenci-
jalne jednadzbe.

Teorem 3.5.3. (Generalizirana Rodriguesova formula)

Na otvorenom intervalu (a,b) postoji, do na multiplikativnu konstantu, jedin-
stvena funkcija U, () koja zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

prt (ﬁ D"Un(x)> 0

1 rubne uvjete

Un(a) = DU,(a) = --- = D" 'U,(a)
Un(b) = DU,(b) = --- = D" 'U,(b)

0,
0.

Ovdje opet koristimo oznaku D za operator deriviranja funkcije f jedne vari-
jable, kad je iz konteksta ocito po kojoj varijabli se derivira, jer ta oznaka znatno
skrac¢uje zapis nekih dugih formula. Onda n-tu derivaciju funkcije f u tocki x
mozemo pisati u bilo kojem od sljedeca tri oblika

D f(x) = o f(a) = [ (x).

Budud¢i da nas interesiraju rjesenja koja se mogu eksplicitno konstruirati,
ne¢emo dokazivati ovaj teorem. U svakom konkretnom slucaju, za zadane a, b i
w(z), konstruirat ¢emo funkciju U, formulom. Napomenimo jos da teorem 3.5.3.
vrijedi i na neogranic¢enim i poluograni¢enim intervalima, tj. u slu¢ajevima a = —oo
i/ili b = o0.

Funkcije U, iz prethodnog teorema generiraju familiju ortogonalnih polinoma
na (a,b) s tezinskom funkcijom w.
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Teorem 3.5.4. Uz pretpostavke teorema 3.5.3., funkcije

1
w(z)

pul(z) = D"U,(x)
su polinomi stupnja n koji su ortogonalni na sve polinome niZeg stupnja na intervalu
(a,b) obzirom na tezinsku funkciju w(x), tj. vrijedi

b
/w(x)pn(x)xkdxzo, za k=0,1,...,n—1.

Dokaz:

Funkcija p, je o¢ito polinom stupnja n, jer je D"*1p,(z) = 0. Da dokazemo
ortogonalnost, pretpostavimo da je n > 1. Za k = 0 imamo odmah po Newton—
Lebnitzovoj formuli

b b b
/w(:c) pu(x) dz = /D"Un(x) dr = (n>1) = D" U, (z)| =0,

a
a

zbog rubnih uvjeta D""'U, (a) = D" U, (b) = 0.

Zal < k < n—1, integriramo parcijalno £ puta i iskoristimo opet rubne uvjete
koje zadovoljava funkcija U,,. Dobivamo redom

/bw(x)pn(x) o¥ dr = /bxk D"U,(x)dz

b

b
= 2* DU, (2)] — k/x’H DU, (z) dx

=0
b

Z —(k—1) / 252 D20, () d:p)

a

=—k <xk_1 D" 72U, (x)

=0

== (=DFE(k-1)---2 (xD"kUn(x) ’

—_—— a

=0
b
=Y,
a

= (-1 k(k—1)---2-1 (D"“Un(x)
jer jen—k—1 > 0. Primijetimo da smo za dokaz ortogonalnosti iskoristili sve rubne
uvjete na funkciju U,. [ |

=0

Ovaj teorem u mnogim sluc¢ajevima omogucava efektivnu konstrukeiju ortogo-
nalnih polinoma.
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Primjer 3.5.4. Neka je w(x) = 1 na intervalu (—1,1). Nadimo pripadne orto-
gonalne polinome. Prema teoremu 3.5.3., prvi korak je rjesavanje diferencijalne
jednadzbe

D"Y(D"U,(z)) = DU, (x) = 0,

uz rubne uvjete
Un(£1) = DU, (£1) = --- = D" U, (£1) = 0.

Polinom 2n-tog stupnja koji se ponistava u krajevima mora, zbog simetrije, biti oblika
U,(z) = Cp(2* — 1), gdje je C, proizvoljna multiplikativna konstanta (razlicita od
nule). Tradicionalno, konstanta C,, uzima se u obliku

B 1
" onpl

Pripadni ortogonalni polinomi su tada, prema teoremu 3.5.4., dani formulom

1 n n

5. dobivamo, ocekivano, Legendreove polinome.

Zadatak 3.5.4. Pokazite da je multiplikativna konstanta C,, odabrana tako da vri-
jedi P,(1) = 1, za svako n. Takoder, pokazite da vrijedi |P,(x)| < 1, za svaki
x € [—1,1] ¢ svaki n > 0. To znaci da P, dostiZe ekstreme u rubovima intervala,
sto je dodatno opravdanje za izbor normalizacije, jer je || Pylloo = 1 na [—1,1].

Primjer 3.5.5. Neka je w(z) = e~ na intervalu (0,00), za neki o > 0. Nadimo
pripadne ortogonalne polinome. Prema teoremu 3.5.3., trebamo prvo rijesiti dife-

rencijalnu jednadzbu
D" (e DU, (z)) = 0,

uz rubne uvjete
Un(0) = DU,(0) = --- = D" 'U,(0) = 0,
Un(00) = DU,(00) = --- = D" U, (c0) = 0.
Ocito je rjesenje oblika

Un(r) = e (cg+c1z+ -+ cpx™) +do + dyx + - -+ dp 12"

Rubni uvjet u tocki oo povlaci dy = --- = d,_1 = 0, a rubni uvjet u tocki O povlaci
co=-=¢n1 =0, paje
Up(z) = Cpa™ e 2.

Polinomi za koje je o =1 1 C, = 1 zovu se tradicionalno Laguerreovi polinomi,
u oznaci L,. Njihova Rodriguesova formula je dakle

Ln(z) = ® D"(z"e™™).
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U opéem slucaju, za o # 1, uz C,, = 1, lagano vidimo da je p,(z) = L, (ax). Tada
vrigede relacije ortogonalnosti

[e.o]

/e‘m L(ox) Ly(az)de =0, m #n.
0

Napomenimo jos da oznaku L, koristimo za ortonormirane Laguerreove polinome.
Njih dobivamo izborom normalizacione konstante C,, = 1/n!, pa je L, (x) = n! L, (z).

Primjer 3.5.6. Neka je w(z) = e na intervalu (—oo,00), za neki a # 0.
Nadimo pripadne ortogonalne polinome. Prema teoremu 3.5.3., trebamo prvo rije-
siti diferencijalnu jednadzbu

Dn+1(€a2x2 DnUn(lL‘)) — 0,
uz rubne uvjete
Un(£00) = DU, (£00) = -+ = D" U, (+00) = 0.

Lagano pogodimo da je
2.2
Un(z) = Cphe .
Odaberemo li o* = 1 i multiplikativnu konstantu C,, = (—1)", dolazimo do klasi¢nih
polinoma, koji nose ime Hermiteovi polinomi, u oznaci H,, s Rodriguesovom

formulom
H,(z) = (=1)"" D"(e™™).

U opéem slucaju, za o* # 1, uz C, = (—a)", lagano vidimo da su polinomi koje

trazimo oblika
2
).

pula) = Hala) = (—a)" @™ D (e=o
Pripadne relacije ortogonalnosti su

/ e H,,(ax) Hy(az)dz =0, m # n.

—00

U literatury se ponekad moze naci jos jedna definicija za klasicne Hermiteove poli-
nome, koja odgovara izboru o* = 1/2, uz C,, = (—1)".

Svi ortogonalni polinomi zadovoljavaju troclane rekuzije (v. izvod Stieltjesovog
algoritma uz metodu najmanjih kvadrata). Za Laguerreove i Hermiteove polinome
mogu se analiticki izracunati koeficijenti u rekurziji, postupkom koji je vrlo slican
onom kojeg smo u detalje proveli u slucaju Legendreovih polinoma. Primijetimo,
takoder, da i Cebisevljevi polinomi prve vrste zadovoljavaju relacije ortogonalnosti
i troclanu rekurziju, i da smo taj slucaj do kraja proucili. Kako su ¢vorovi Gaussove
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formule integracije reda n nultocke odgovarajuceg ortogonalnog polinoma p,,, pre-
ostaje jo§ samo izra¢unati tezine w; po formuli (3.5.5). Sasvim opéenito, moze se
pokazati da vrijedi

b b

w; = /w(x) li(z) dx = ! /w(x) Pn(2) du,

Ph(i) J T — T

a

gdje su ¢; polinomi Lagrangeove baze, i te integrale treba naéi egzaktno. Formule
za tezine mogu se dobiti za cijeli niz klasiénih ortogonalnih polinoma, ali njihovo
racunanje ovisi o specijalnim svojstvima, posebnim rekurzijama i identitetima oblika
Christoffel-Darbouxovog. Obzirom na duljinu ovih izvoda, zadovoljimo se s kratkim
opisom nekoliko najpoznatijih Gaussovih formula.

Gauss—Laguerreove formule

Formule oblika o

/e_“” f(z)dr = zn:wif(xi)

zovu se Gauss—Laguerreove formule. Cvorovi integracije su nultocke polinoma
L,, definiranih Rodriguesovom formulom

~ dr
Ln — T n_—T ,
(1) = +(a"e™)
a tezine u Gaussovoj formuli su
=D (0P

P =

(L1 ()2 (Lo ()
[(n -1 (n!)?

Ly (@) Lnoa(xs)  Lyy(a) Loga ()

_ (n)?
- mil L ()]

Greska kod numericke integracije dana je formulom
(n!)?
(2n)!

En(f) = FE(E), €€ (0,00).

Gauss—Hermiteove formule

Formule oblika .

[ e Y wnf(e)

oo =1
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zovu se Gauss—Hermiteove formule. Cvorovi integracije su nultocke polinoma
H,, definiranih Rodriguesovom formulom
dar 2

H,(z) = (—1)"e* —(e7* ,

() = (=) ()

a tezine u Gaussovoj formuli su

e l(n—DlyE 2l 7

YT T @) Hea (@)
2"(n—1)y/m 2t inl /T

~H () Hy o (22) H) (zi) Hnya (i)

2l
O [H ()

Greska kod numericke integracije dana je formulom

n!\/m

siiony /7€), €€ (~o0.00).

En(f) =

Gauss—Cebisevljeve formule

Formule oblika .

1 n
[ﬁ f(z)dx ~ ;wzf(%)

zovu se Gauss—Cebisevljeve formule. Cvorovi integracije su nultocke Cebigev-
ljevih polinoma T,,(x) = cos(n arccos(z)). Izuzetno, te se nultocke mogu eksplicitno
1zracunati _
<(2@ - 1)7?)
x; = cos | ————— ).

2n

Sve tezine w; su jednake

w; = —.
n

Greska kod numericke integracije dana je formulom

™

En(f)zm

f(Qn)(g)’ 56 (_L]-)

Zadatak 3.5.5. Neka je tezinska funkcija w(z) = (z — a)*(b — z)° na intervalu
(a,b), gdje su a > —1 i B > —1. Nadite funkciju U, i napisite Rodriguesovu for-
mulu! PridruZeni ortogonalni polinomi zovu se Jacobijevi polinomi. Legendreovi
1 Cebisevljevi polinomi specijalni su slucay.
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Pomoc¢u Gaussovih formula mozemo jednostavno rac¢unati neke odredene inte-
grale analiticki, kao Sto se vidi iz sljede¢ih primjera.
Primjer 3.5.7. Ako Gauss—Laguerreovom formulom reda n = 1 racunamo integral

o0

/6_’” dx,

0

imamo pribliznu formulu

[e.e]

[ rayde = 1),

0

buduéi da je Ly(z) = 1 —z, pa je &1 = 1 i w, = 1/[L'(1)]> = 1. Kako formula
egzaktno integrira konstante, za f(x) =1 imamo

[e.o]

/e_mdx = f(1)=1.

0

Slicno, za f(x) = ax + b, buduéi da formula egzaktno integrira i linearne funkcije,

[e.9]

/e’“(ax+b)dx:f(1):a+b.

Primjer 3.5.8. Ako Gauss—Cebisevljevom formulom racunamo

1 4
x
s
) V1—22

zgodno je upotrijebiti formulu Gauss—Cebiseva reda 3, koja zahtijeva nultocke poli-
noma Ty(x) = 42° — 3z, a to sux; = 0, x23 = £/3/2. Formula vodi na egzaktan

rezultat
T 9 9 3
:§<0+—+—> ==

1 4
/xidx
Ve 616/ 8
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4. Rjesavanje
nelinearnih jednadzbi

4.1. Opcenito o iterativnim metodama

Racunanje nultocaka nelinearnih funkcija jedan je od najces¢ih zadataka pri-
mijenjene matematike. Opcenito, neka je zadana funkcija

f:I—R,
gdje je I neki interval. Trazimo sve one x € I za koje je
f@) =0,

Takvi x-evi zovu se rjeSenja, korijeni pripadne jednadzbe ili nultocke funkcije f.

U pravilu, pretpostavljamo da je f neprekidna na / i da su joj nultocke
izolirane. U protivhom postojao bi problem konvergencije.

Trazenje nultocki na zadanu toc¢nost sastoji se od dvije faze.
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1. Izolacije jedne ili viSe nultocki, tj. nalazenje intervala I unutar kojeg se nalazi
bar jedna nultocka. Ovo je tezi dio posla i obavlja se na temelju analize toka
funkcije.

2. Iterativno nalazenje nultocke na trazenu tocnost.

Postoji mnogo metoda za nalazenje nultocaka nelinearnih funkcija na zadanu
tocnost. Omne se bitno razlikuju po tome hoce li uvijek konvergirati, tj. imamo li
sigurnu konvergenciju ili ne i po brzini konvergencije.

Uobicajen je slucaj da brze metode nemaju sigurnu konvergenciju, dok je
sporije metode imaju.

Definirajmo brzinu konvergencije metode

Definicija 4.1.1. Niz iteracija (x,,n € Ny) konvergira prema tocki o s redom kon-
vergencije p, p > 1 ako vrijedi

oo — x| < clao—zp,1|P, meN (4.1.1)

za neki ¢ > 0. Ako je p =1, kaZemo da niz konvergira linearno prema «. U tom je
slu¢aju nuzno da je ¢ < 1 1 obicno se ¢ naziva faktor linearne konvergencije.

Relacija (4.1.1) katkad nije zgodna za linearne iterativne algoritme. Ako u
(4.1.1) upotrijebimo indukciju za p = 1, ¢ < 1, onda dobivamo da je

o — x| < oo — 20|, neN. (4.1.2)

Katkad ¢e biti mnogo lakse pokazati (4.1.2) nego (4.1.1). I u slucaju (4.1.2), reéi
¢emo da niz iteracija konvergira linearno s faktorom c.

4.2. Metoda raspolavljanja (bisekcije)

Najjednostavnija metoda nalazenja nultocaka funkcije je metoda raspolavlja-
nja. Ona funkcionira za neprekidne funkcije, ali zbog toga ima i najlosiju ocjenu
pogreske.

Osnovna pretpostavka za pocetak algoritma raspolavljanja je neprekidnost
funkcije f na intervalu [a, b] uz pretpostavku da vrijedi

f(a)- f(b) <0.
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Prethodna relacija znaci da funkcija f ima na intervalu [a,b] bar jednu nultocku.

]

1/

Obratno, ako je

fla)- f(b) >0,
to ne mora znaciti da f nema unutar [a, b nultocku. Na primjer, moglo se dogoditi
da smo loge separirali nultocke i da f ima unutar [a,b] paran broj nultocaka, ili

nultocku parnog reda.

|
|
b T

o) S
8
Qb -—-——-—<

N

Dok je za prvi primjer s prethodne slike lako, boljom separacijom nultocki
postiéi f(a) - f(b) < 0, za drugi je primjer to nemoguée! Dakle, nultocke parnog
reda nemoguce je na¢i metodom bisekcije.

Ako vrijede startne pretpostavke metode, metoda raspolavljanja konvergirat
¢e prema nekoj nultocki iz intervala [a, b].

Algoritam raspolavljanja je vrlo jednostavan. Ozna¢imo s « pravu nultocku
funkcije, a zatim s ag := a, by := b i xy poloviste [ag, by|, t].

- ap + bo

T2
U n-tom koraku algoritma konstruiramo interval [a,, b,] kojemu je duljina polovina
duljine prethodnog intervala, ali tako da je nultocka ostala unutar intervala [a,,, b,,].
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Konstrukeija intervala [a,, b,] sastoji se u raspolavljanju intervala [a, 1, b,_1]
tockom x,,_1 i to tako da je

ap = Tp_1,bp = b1 akoje f(an_1)-

ap = Gp_1,bp = 2,1 akoje f(ap_1)-

Postupak zaustavljamo kad je
la — 2, <e.

Pitanje je kako ¢emo znati da je prethodna relacija ispunjena ako ne znamo «?
Jednostavno! Bududi da je x, poloviste intervala [a,,b,], a a € [a,, b,], onda je

|Oé—ZL‘n| S bn — T,

pa je dovoljno staviti zahtjev
b, —x, <e.

Graficki, metoda raspolavljanja izgleda ovako

|
|
|
|
|
|
/ml b v
|

Algoritam za metodu raspolavljanja je sljededi.
Algoritam 4.2.1. (Metoda raspolavljanja)

x = (a+b)/2;
while b —z > ¢ do
begin;
if f(z)* f(b) < 0.0 then
a:=z
else
b= x;
x:=(a+0b)/2;
end;
{ Na kraju je z ~ «. }
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Iz konstrukcije metode lako se izvodi pogreska n-te aproksimacije nultocke a.

Vrijedi

1 1 1
|a - xn| < bn —Tp = 5 (bn - an) = ? (bn—l - an—l) == on+1 (b - a)' (421)
Primijetite da je
b—a

—bh—
2 Lo,

pa bismo koristenjem te relacije (4.2.1) mogli pisati kao

1
la —x,| < on (b — xo).
Ova relacija podsjeca na (4.1.2), ali zdesna se nigdje ne pojavljuje | — xo|. Ipak
desna strana daje nam naslutiti da ¢e konvergencija biti dosta spora.
Relacija (4.2.1) omogucava sa unaprijed odredimo koliko je koraka raspolav-

ljanja potrebno da bismo postigli tocnost e. Da bismo postigli da je |o — z,| < ¢,
dovoljno je zahtijevati da je

T (b—a) <e.

MnoZenjem prethodne jednadzbe s 2" i dijeljenjem s & dobivamo

b—a
€

1
< onth

a zatim logaritmiranjem dobivamo
log(b—a) —loge < (n+1)log2,

odnosno
S log(b—a) —loge

1, € Np.
log 2 " 0

Ako je funkcija f jos i klase C''[a, 1], tj. ako f ima i neprekidnu prvu derivaciju,
moze se dobiti dinamicka ocjena za udaljenost aproksimacije nultocke od prave
nultocke.

Po Teoremu srednje vrijednosti za funkciju f imamo

fxn) = fl@) + [/()(zn — a),

pri ¢emu je £ izmedu z,, i . Prvo iskoristimo da je a nultocka, tj. f(a) = 0, a zatim
uzmemo apsolutne vrijednosti obje strane. Dobivamo

[f (@) = [ () e = . (4.2.2)
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Primijetite da je
Ol zm, mi = min |f'(@)]

Ako je my > 0, uvrstavanjem prethodne ocjene u (4.2.2) izlazi

<o

Drugim rije¢ima, ako zelimo da je |a — z,,| < €, dovoljno je zahtijevati da je

my
odnosno da vrijedi
‘f(xn>| < mye.

4.3. Regula falsi (metoda pogresnog polozaja)

U prethodnom poglavlju opisali smo metodu raspolavljanja, koja ima sigurnu
konvergenciju, ali je vrlo spora. Prirodan je pokusaj ubrzavanja te metode je requla
falsi. Konstruirat ¢emo metodu koja ¢e, ponovno biti konvergentna, ¢im se nultocka
nalazi unutar [a, b|.

Pretpostavimo da je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na [a,b] i da vrijedi
fla)- f(b) <0.

Aproksimirajmo funkciju f pravcem koji prolazi tockama (a, f(a)), (b, f(b)).
Nultocku o tada mozemo aproksimirati nultockom tog pravca, tockom xy. Nakon
toga, pomaknemo ili tocku a ili tocku b u x, ali tako da je unutar novodobivenog in-
tervala ostala nultocka. Postupak ponavljamo sve dok nismo postigli Zeljenu to¢nost.

VAR
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Tocka xg dobiva se jednostavno iz jednadzbe pravca, pa je
b—a

o= IO ) = )

(4.3.1)

Postoji nekoliko ozbiljnih problema s ovom metodom, iako je aproksimacija
pravcem i zatvaranje nultocke u odredeni interval sasvim dobra ideja.

Izvedimo red konvergencije metode. Iskoristimo relaciju (4.3.1) za xo, pomno-
zimo je s —1 i dodajmo « s obje strane. Odatle, uz oznaku (f[a, b] je prva podijeljena

razlika)
fla,p) = TO =1,
izlazi
B (O N 1)
o — g b+ g = b)(1+(a—b)f[a,b])
e SO = fl@)\ _ bl
= b)<1+(a—b)f[a,b]> ( b)<1+(b )(a—b)f[a,b]>
= (o — _f[baO‘] — (v — f[aab]_f[bao‘]
=(a-b) <1 f[a,b]) (a=9) fla, b]
b (e flabal
= —(a—b)( )f[a’b] :

pri ¢emu je po definiciji f[a, b, o] druga podijeljena razlika

f[a,b,a] _ f[b,Oé] B f[CL?b]

a—a

Ako je f klase C'[a,b], onda po Teoremu srednje vrijednosti imamo
fla, bl = f(§), €€ [ab].
Na slican nacin, ako je f klase C?[a, b], lako je dokazati da je
1
f[aa ba Oé] = 5 f//(C)a

gdje se ¢ nalazi izmedu minimima i maksimuma vrijednosti a, b, a. Iskoristimo li
te dvije relacije, za funkcije klase C?[a,b] dobivamo sljede¢u ocjenu

f//(C)
2'(€)

a—z9=—(a—0b)(a—a)

(4.3.2)

Da bismo pojednostavnili analizu, pretpostavimo da je f”(a) # 01 « je jedini
korijen unutar [a,b]. Takoder, pretpostavimo da je f”(a) > 0 za sve x € [a,b)].
Razlikujemo dva slucaja:
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Slucaj f'(x) > 0.

U tom je slucéaju f konveksna rastuca funkcija, a spojnica tocaka (a, f(a)) i
(b, (b)) se uvijek nalazi iznad funkcije f. Uvrstavanjem podataka o prvoj i drugoj
derivaciji u (4.3.2), dobivamo da je desna strana (4.3.2) veéa od 0, tj. a > g, pa Ce
se u sljede¢em koraku pomaknuti a. Isto ¢e se dogoditi u svim narednim koracima.
Drugim rije¢ima, « neprestano ostaje desno od aproksimacija x,,. Promatramo li
(4.3.2), to znaci da je b fiksan, pa za proizvoljnu iteraciju z,, dobivamo

S"(Gn)
2/ ()

Uzimanjem apsolutnih vrijednosti zdesna i slijeva, slijedi da je u tom slucaju kon-
vergencija requle falsi linearna.

a—x,=—(a—0)(a—a,)

Pogled na slicnu ocjenu za metodu bisekcije, odmah kaze da ne bi trebalo biti
pretesko konstruirati primjere kad je metoda bisekcije brza no regula falsi.

Slucaj f'(x) < 0.

U ovom slucaju je aproksimacija nultocke uvijek desno od «, a uvijek se pomice
b. Analiza ovog slucaja vrlo je slicna prethodnom.

4.4. Metoda sekante

Ako graf funkcije f aproksimiramo sekantom, slicno kao kod regule falsi, samo
ne zahtijevamo da nultocka funkcije f ostane “zatvorena” unutar posljednje dvije
iteracije, dobili smo metodu sekante. Time smo izgubili svojstvo sigurne konver-
gencije, ali se nadamo da ¢e metoda, kad konvergira konvergirati brze nego requla

falsi.

Pocinjemo s dvije pocetne tocke zq i 21 i povlacimo sekantu kroz (zo, f(xg)),
(21, f(z1)). Ta sekanta sijece os x u tocki xo. Postupak nastavljamo povlacenjem
sekante kroz posljednje dvije tocke (xy, f(z1)) 1 (x2, f(22)). Formule za metodu
sekante dobivaju se iteriranjem pocetne formule za requlu falsi, tako da dobivamo

Tn — Tp—1

f(xn> - f(xnfl).

Tpy1 = Tp — f(Tn) (4.4.1)
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Graficki to izgleda ovako.

x X2
T
|
|
|
|
|

Primijetite da je trece iteracija izasla izvan pocetnog intervala, pa metoda sekante
ne mora konvergirati. Jednako tako, da smo “prirodno” numerirali prve dvije tocke,
tako da je xg < x1, imali bismo konvergenciju prema rjesenju.

Iskoristimo 1i ocjenu (4.3.2) za svaki n, dobit ¢emo rad konvergencije metode
sekante, uz odgovarajuce pretpostavke. Imamo

f"(Gn)
2f'(&n

Teorem 4.4.1. Neka su f, f' i f” neprekidne za sve x u nekom intervalu koji sadrzi
jednostruku nultocku o (f'(a) #0). Ako su pocetne aproksimacije xo i x1 izabrane
dovoljno blizu o, niz iteracija x,, konvergirat e prema o s redom konvergencije p,

gdje je
1++5
2

a—Tp=—(a—z,) (@ —2,-1) ) (4.4.2)

~—

~ 1.618.

p:

Dokaz:

Bududéi da je f'(a) # 0, u nekoj okolini nultocke o, I = [ov — e, + €], € > 0,

mozemo definirati

Z
max [ ()]

2min | f(z)]
Za sve xg, 1 € I, koristenjem (4.4.2), dobivamo

la — 9| < oo — 21| |ov — | M.

Da bismo skratili zapis, ozna¢imo s e, = a — x,, gresku n-te iteracije (aproksimacije
nultocke). Mnozenjem prethodne nejednakosti s M dobivamo

M‘€2| S M|€1|M‘€0‘.
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Nadalje, pretpostavimo da su xy i x; izabrani tako da je
d = max{M|eg|, Me;|} < 1.

Odatle odmah slijedi da je
M|€2| < 52 < 0.

Odatle zakljucujemo da je
ea] < < = maxeo], er]} <
€9 M—IH&X €ol, €1 S &,
odnosno

Ty € la—e,ate] =1

Primijenimo li induktivno taj argument, dobivamo

M|€3| S M|€2|M|€1| S (52 S = (53
M‘€4| < M|€3|M|€2| < (55.

Opcenito, ako je
Mle, 4| <07t Mle,| < §,

onda je
Mleni1| < Mley|M|e, | < 570t = gt

pa je
dn+1 = Q4n + qn-1, n = 1a

s ¢o = ¢ = 1. Prethodna rekurzija je rekurzija za Fibonaccijeve brojeve i lako se
racuna njeno eksplicitno rjesenje — tj. dovoljno je rijesiti diferencijsku jednadzbu

Gn+1 — 4n — Qn—1 = 07

uz zadane pocetne qo = ¢, = 1.

Karakteristicna jednadzba je
K —k—-1=0,

pa su njena rjesenja

]{]172 — 2 .
Oznacimo li
14+5 1-+/5
To = 9 , T't = 5 )

onda je opce rjesenje te diferencijske jednadzbe

. n n
Qn = CoTo T C4T7 -



4. RJESAVANJE NELINEARNIH JEDNADZBI NELINEARNE JEDNADZBE — 138

Konstante ¢y i ¢; odredujemo iz pocetnih uvjeta. Dobivamo

l=qg=c+a

1=q1 =corg+ c171.

Rjesavanjem ovog para jednadzbi, dobivamo

1 1
—=Try, €1 = —
\/50 '

Co —

pa je
1

Qn:%(

rott — Pt n>0.
Bududi da je
Ty = 1618, r =~ —0618,

onda za velike n 7™ — 0, pa je

1
L~ — (1.618)" 1,
q \/5( )

Vratimo se na e,. Ovim smo pokazali da je
len| < L 01 >0
en] < —07", n>0.
M

Bududéi da ¢, — oo za n — oo, dobivamo da xz,, — «.

Ovaj “kvazidokaz” (jer su svugdje gornje ograde) daje nam samo ideju o redu
konvergencije, koji je zaista p = rg, ali je pravi dokaz mnogo tezi. [ |

Kod metode sekante postoji nekoliko problema. Prvi je da moze divergirati
ako pocetne aproksimacije nisu dobro odabrane.

Drugi problem koji se moze javiti je kracenje u kvocijentu
Tp — Tp—1

f(xn) = f(z-1)

kad z, — a. Osim toga, budud¢i da iteracije ne “zatvaraju” nultocku nije lako reci
kad treba zaustaviti iterativni proces.

Konaé¢no, primijetite da je za svaku iteraciju metode sekante potrebno samo
jednom izvrednjavati funkciju f i to u tocki z,, jer f(z,_1) ¢uvamo od prethodne
iteracije.
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4.5. Metoda tangente (Newtonova metoda)

Ako graf funkcije f umjesto sekantom, aproksimiramo tangentom, dobili smo
metodu tangente ili Newtonovu metodu. Sli¢no kao i kod sekante, time smo izgubili
svojstvo sigurne konvergencije, ali se nadamo da ¢e metoda brzo konvergirati.

Pretpostavimo da je zadana pocetna tocka xy. Ideja metode je povuéi tangentu
u tocki (zg, f(xo)) 1 definirati novu aproksimaciju z, u tocki gdje ona sijece os z.

Geometrijski izvod je jednostavan. U tocki x, napiSe se jednadzba tangente i
pogleda se gdje sijece os x. Jednadzba tangente je

Yy — f(xn) = f/(ZL‘n)(fL' - {L‘n),
odakle izlazi da je nova aproksimacija x, 1 :=

n

Primijetite da je prethodna formula usko vezana uz metodu sekante, jer je

f(xn) - f(l'n—l).

Tp — Tp—1

f(wn) ~

Do Newtonove metode moze se do¢i i na drugaciji nacin. Pretpostavimo li da
je funkcija f dva puta neprekidno derivabilna (na nekom podrucju oko «), onda je
mozemo razviti u Taylorov red oko z,, do ukljuc¢ivo prvog ¢lana. Dobivamo

F&) = Fle) + Fla)@— )+ )@ a2
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pri ¢emu je &, izmedu z i x,,. Uvrstavanjem x = «, dobivamo

f"(&n)

0= f(Oé) - f(xn) + f,(l'n)(OZ - xn) + T(a - xn)2'
Premjestanjem, uz pretpostavku f’(z,) # 0, izlazi
"
— - f/(xn) —(a— xn)2 / /(€n> '
f'(an) 2f"(n)
Primijetite da prva dva ¢lana zdesna daju z,1, pa dobivamo
J" (&n
a——xn+1::—(@——1m)22f£x3y (4.5.1)

Iz (4.5.1), odmah ¢itamo da je Newtonova metoda, kad konvergira kvadrati¢no kon-
vergentna. Ipak, treba biti oprezan, jer takav zakljucak vrijedi samo ako f’(z,) ne
tezi u 0 tijeku cijelog procesa, tj. ako je f'(a) # 0 (drugim rije¢ima, ako je nultocka
jednostruka).

Slicno, kao kod metode sekante, mozemo dokazati sljede¢i teorem o konver-
genciji Newtonove metode.

Teorem 4.5.1. Neka su f, f' i f” neprekidne za sve x u nekom intervalu koji sadrzi
jednostruku nultocku o (f'(a) # 0). Ako je pocetna aproksimacija o izabrana
dovoljno blizu o, niz iteracija x, konvergirat ée prema « s redom konvergencije
p =2. Cak stovise, vrijedi

. o= Tny1 f”(a)
o n)? - 2 (@)

Dokaz:
Izaberimo interval I = [ — £, + €] 1 neka je
"
 max|f(z)]
==L
2min | f'(z)]

Za sve xy € I, koristenjem (4.5.1), dobivamo
o — 21| < Mla — z0]?,

odnosno
Mla — 1| < (Mo — z0])?

Izaberimo |a — x| < e 1 M|a — x| < 1. Tada je

Mla — 21| < Mo — xo],
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sto pokazuje da je
o — x| < oo — x| < e

Primjenom istog argumenta, induktivno dobivamo
la —z,| <e, Mla—uz,| <1
za sve n > 1. Da bismo pokazali konvergenciju iskoristimo (4.5.1). Imamo
o = Ty < Mla =@, Mla = zo| < (Mo = 2,4)%,
i induktivno

n 1 n
Mla = | < (Mo =), o= za] < 37 (Mla = o))

Buduéi da je M|a — x| < 1, to pokazuje da z,, — o za n — 0.
Buduéi da u (4.5.1) &, lezi izmedu z,, i o, onda mora biti &, — « za n — o.

Zbog toga je ) (0)
. a_anrl_ . fﬂfn __f”Oé
M 0= e)? T AR, T 2f(a)

Jednostavnim rije¢ima, ovaj teorem daje dovoljne uvjete za tzv. lokalnu kon-
vergenciju Newtonove metode prema jednostrukoj nultocki. Lokalnost se odnosi na
to da pocetna aproksimacija mora biti dovoljno blizu nultocke

la — x| < e.

Velicina ¢ odredena je drugim uvjetom M|a — 24| < 1 koji daje sigurnu konvergen-

ciju. Naravno, tada je
1

Ma

pa bi ispalo da treba uzeti e = 1/M. To, nazalost, ne mora vrijediti, jer M opcenito
ovisi o €. Ipak, u nekim situacijama mozemo iskoristiti slican uvjet za osiguranje
konvergencije Newtonove metode.

la — x| <

Pretpostavimo da smo locirali nultocku funkcije f u segmentu [a,b] i znamo
da je f klase C? na tom segmentu. Neka je
M, = max |f"(z)], mi = min |f'(z)|.
z€la,b] z€la,b]
Ako je f joS i strogo monotona na [a, b], onda je m; > 0 (a vrijedi i obrat). Tada f
ima jedinstvenu jednostruku nulto¢ku « u [a, b]. Umjesto “lokalnog” M, izracunamo
“globalnu” veli¢inu

M =
=
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Ako vrijedi
b—a 1

< RN
2 M
onda mozemo uzeti ¢ = (b — a)/2, a startna tocka je poloviste intervala xy :=
(a+b)/2. Zbog

|z —a| <e < 1/M,

imamo sigurnu konvergenciju iteracija prema nultocki. Ako vrijedi i jac¢i uvjet

1
b—a<M,

onda bilo koja startna tocka xy € [a, b] daje sigurnu konvergenciju.

Naravno, to mozemo iskoristiti samo ako imamo dovoljno informacija o funkciji
f da mozemo izracunati M’, odnosno My i mi. Umjesto My, mozemo uzeti i neku
gornju ogradu za M,, a umjesto my, neku pozitivnu donju ogradu za m;.

Ove dvije velicine M, i m; daju i lokalne ocjene greske iteracija u Newtonovoj
metodi, uz uvjet da su sve iteracije u [a, b]. Iz ranije relacije (4.5.1)

2

O — Ty = — (a_xn—l)a

QfI(xn71>

gdje je &,_1 izmedu « i x,_1, odmah slijedi

M.
o — x| < ﬁ (@ —zp_1)?

1
Ova ocjena nije narocito korisna za praksu, jer a ne znamo. Uocite da smo slicnu
ocjenu veé imali u prethodnom teoremu, samo s M umjesto M’.

Za dvije susjedne iteracije u Newtonovoj metodi takoder vrijedi veza preko
Taylorove formule

f(zn) = f(wp1) + f/(xnfl)(xn — Tp_1) + 71(%1 - xnfl)Qa

pri ¢emu je &, 1 izmedu x, 1 i x,. Po definiciji iteracija u Newtonovoj metodi
vrijedi i
f(xnfl) + f/(xnfl)(xn - xnfl) = 07
pa je
f"(€n-1)

flzn) = T(wn - xn—l)z'

Koristeéi pretpostavku z,,_1, x, € [a,b], dobivamo
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Kao i kod metode bisekcije, ako je my > 0, iz (4.2.2) slijedi ocjena

n| —= ml .
Kombinacijom ovih ocjena dobivamo
M.
la —x,] < 2—77121(3% - xn71>27

sto se moze iskoristiti u praksi. Ako je € trazena toc¢nost, onda test

My

2m1 (xn - xn—1)2 S €

garantira da je | — z,| < €, do na greske zaokruzivanja. Naravno, mozemo koristiti
1 raniji test
|f ()]

my

<e.

U ovim ocjenama greske koristili smo pretpostavku da je f strogo monotona
na [a,b]. Ako i druga derivacija ima fiksni predznak na tom intervalu, onda mozemo
dobiti i globalnu konvergenciju Newtonove metode.

Teorem 4.5.2. Neka je f € C*[a,b] i f(a)- f(b) <0. Ako f" i f" nemaju nultocku
u [a,b], tj. ako f' i f" imaju fiksni predznak na la,b], onda Newtonova metoda
konvergira prema (jedinstvenoj jednostrukoj) nultocki o funkcije f, za svaku startnu
aproksimaciju xo € [a,b] za koju vrijedi

f(xo) - f"(0) > 0.

Dokaz:

Pretpostavimo, na primjer, da je f* > 01 f” > 0 na cijelom [a,b]. Tada, jer
f raste, mora biti f(a) < 01 f(b) > 0. Zbog f” > 0, startna aproksimacija mora
zadovoljavati f(xg) > 0. U praksi mozemo uzeti xy = b, jer je to jedina tocka za
koju sigurno znamo da vrijedi f(zg) > 0.

Neka je (z,,n € Ny), niz iteracija generiran Newtonovom metodom iz startne
tocke xq za koju je f(zg) >0

n

Za pocetak, znamo da je zop > «. Tvrdimo da je a < x, < xg za svaki n € Nj.
Dokaz ide indukcijom, a bazu ve¢ imamo. Pretpostavimo da je o < z, < xy5. Onda

je f(x,) > 01 f'(x,) >0, pa je

Tn+1 < Zp S Xo,
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sto pokazuje da (x,) monotono pada. Iz Taylorove formule je

f"(&n)

2
5 (v — xy,)7,

0= f(a) = flzn) + f'(2n) (@ — za) +
pri ¢emu je &, € («, z,) C [a,b]. Zbog toga je f”(&,) > 0, pa je
f(@n) + f'(zn)(a — 2,) <0,

odakle slijedi
f(@n)

T T T )
n

Dakle, niz (z,) je odozdo ogranic¢en s o i monotono pada pa postoji limes

> Q.

o = lim z,,.

n—oo

Odmah znamo i da je a < o/ < xg, tj. & € [a,b]. Prijelazom na limes u formuli za
Newtonove iteracije dobivamo

@)

f'le)’
odakle, koristeéi f'(o’) # 0, slijedi f(a’) = 0. No, znamo da f ima jedinstvenu
nultocku « u [a, b] pa mora biti a = «'.

Preostala tri slucaja za predznake prve i druge derivacije se dokazuju potpuno
analogno. [ |

Uvjet f(xo)- f"(x9) > 0 na izbor startne tocke u prethodnom teoremu ima vrlo
jednostavnu geometrijsku interpretaciju. Ako pogledamo graf funkcije f na [a, ],
startnu tocku z( treba odabrati na “strmijoj” strani funkcije.

Primijetite da racunanje u Newtonovoj metodi, iako ima veéi red konvergencije
nego sekanta, moze trajati dulje (naravno uz istu toc¢nost rezultata). Objasnjenje
lezi u ¢injenici da se za svaki korak Newtonove metode mora izracunati i vrijed-
nost funkcije i vrijednost derivacije u tocki. Ako se derivacija komplicirano racuna,
sekanta ¢e biti brza.

Prethodni teoremi daju samo dovoljne uvjete konvergencije pojedinih itera-
tivnih metoda. U prakticnom racunanju ¢esto imamo samo interval [a, b] u kojem
smo locirali nultocku funkcije f, a nemamo dodatne informacije o funkciji f iz
kojih bismo mogli izvuéi zakljucak o konvergenciji brzih iterativnih metoda. Zbog
toga se ove metode katkad kombiniraju s metodom bisekcije na sljede¢i na¢in. Prvo
izracunamo novu iteraciju po brzoj metodi i ako ona ostaje u trenutnom intervalu,
onda ju prihvacamo i s njom nastavljamo iteracije i skra¢ujemo interval. U pro-
tivnom, radimo korak bisekcije za smanjivanje intervala.
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4.6. Metoda jednostavne iteracije

Pretpostavimo da trazimo «, rjeSenje jednadzbe
r = g(x). (4.6.1)

Definiramo jednostavnu iteracionu funkciju (iteracionu funkciju koja “pamti” samo
jednu prethodnu tocku) s

Tpi1 = g(xn)a n >0,

uz xy kao pocetnu aproksimaciju za «. Primijetite da Newtonova metoda pripada
klasi jednostavnih iteracija, jer je

W)
A= oy

Rjesenja, tj. tocke za koje je x = g(x), zovu se fiksne tocke od g. Uobic¢ajeno, mi
smo zainteresirani f(x) = 0, pa taj problem treba reformulirati na problem (4.6.1).
Postoji mnogo nacina za tu reformulaciju.

Primjer 4.6.1. Reformulirajmo problem

?—a=0, a>0

u oblik (4.6.1). Na primjer, to moZemo napraviti na jedan od sljedeéih nacina:

1. x=2?+x — a, ili oplenitije v = x + c(x® — a) za neki c # 0,
2. x=ajz,

3. x=05(z+a/x).

Prirodno je pitanje kako se razlicite jednostavne iteracije ponasaju. Odgovor
¢emo dobiti nizom sljede¢ih tvrdnji.

Lema 4.6.1. Neka je funkcija g neprekidna na intervalu [a,b] i neka je
a<g(x)<b Va€lab]

u oznaci g([a, b)) C [a,b]. Tada jednostavna iteracija x = g(x) ima bar jedno rjesenje
na [a,b].

Dokaz:

Za neprekidnu funkciju g(x) — = na intervalu [a, b] vrijedi
gla)—a>0, g(b)—b<0.

Drugim rije¢ima, funkcija g(z) — x je promijenila predznak na intervalu [a,b], a to
moze samo prolaskom kroz nultocku (neprekidna je!). [ |
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Lema 4.6.2. Neka je funkcija g neprekidna na [a,b] i neka je

9([a,b]) < [a, b].
Nadalje, pretpostavimo da postojgi konstanta A\, 0 < XA < 1, takva da vrijeds

l9(z) =g < Az —yl, Va,y € [a,b].
Tada x = g(x) ima jedinstveno rjesenje a unutar [a,b]. Takoder, niz iteracija
Tn =g(Tn-1), n=>1

konvergira prema « za proizvoljni xq € [a, b).

Dokaz:

Prema prethodnoj lemi, postoji bar jedno rjesenje « € [a, b]. Pokazimo da ne
postoji vise od jednog rjeSenja. Da bismo to pokazali, pretpostavimo suprotno, tj.
postoje barem dva rjesenja. Uzmimo bilo koja dva od tih rjeSenja i nazovimo ih «
i 31z [a,b]. Buduéi da su to rjesenja, vrijedi

gla)=a 1 g(B)=0.

Po pretpostavci, uvazavajuéi prethodne jednakosti, dobivamo

o = Bl = [g(a) = g(B)] < Al — 5],
ili drugim rijecima
(1-=X)|a—p]<0.
Bududi da je 1 — A > 0, mora biti a = .

Dokazimo jos konvergenciju jednostavnih iteracija za proizvoljnu startnu tocku
xgy € la,b]. Prvo, uo¢imo da x,,_; € [a,b] povlaci da je x,, = g(x,_1) € [a,b]. Nadalje,
vrijedi

|Oé - xn| = |g(04) - g(xn—1)| < /\|Oé - ZL‘n_1|,
odnosno indukcijom po n dobivamo
oo — x| < N'ao— o], n>1.
Ako pustimo n — oo, onda A" — 0, pa vrijedi =, — a. [ |

Ako je g derivabilna na [a, b], onda je po Teoremu srednje vrijednosti

9(x) —g(y) =gz —y), §izmeduziy
za sve x, y € [a,b]. Definiramo

A = max |¢'(z)], (4.6.2)

z€la,b]
onda mozemo pisati
l9(z) —9(W)l = Al —yl,  Va €la,b].

Primijetite A moze biti veci od 1!
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Teorem 4.6.1. Neka je funkcija g neprekidno diferencijabilna na [a,b], neka je

9([a,b]) < [a, ],
i neka za X\ iz (4.6.2) vrijedi
A< L (4.6.3)
Tada vrijedi:

1. x = g(x) ima tocéno jedno rjesenje na o € [a,b),

2. za proizvolini xg € [a,b], za jednostavnu iteraciju x,1 = g(x,), n > 0 vrijedi

lim z, = a,

n—~o0

o — x,| < AN — o

O — Tyl

=g'(@).

lim
n—oo o — I,

Dokaz:

Sve tvrdnje ovog teorema dokazane su u prethodne dvije leme, osim posljednje
relacije o brzini konvergencije.

Vrijedi
a—tpp = g(a) —g(rn) = g'(&) (@ — 2,), n =0,
gdje je &, neki broj izmedu « i z,. Budu¢i da x, — «, onda i &, — «, pa vrijedi

lim “ " = i ¢(E,) = '(a).

n—oo o — I, n—00
|
Pokazimo koliko je pretpostavka (4.6.3) znacajna, tj. pretpostavimo da je
|¢'(a)] > 1. Tada, ako imamo niz z,,11 = g(z,) i rjeSenje a = g(a), vrijedi
O = Tpt1 = g(a) - g(xn) = gl(gn)(a - xn)
Za x, dovoljno blizu «, onda je i i [¢/(&,)] > 1, pa je |@ — zpy1| > | — z,], pa
konvergencija metode nije moguca.
Prethodni teorem se moze malo i pojednostavniti, tako da se ne navodi eks-

plicitno interval [a, b].

Teorem 4.6.2. Neka je o rjesenje jednostavne iteracije v = g(x) 1 neka je g
neprekidno diferencijabilna na nekoj okolini od « i neka je |¢'(a)| < 1. Tada vrijede
svi rezultati Teorema 4.6.1., uz pretpostavku da je xg dovoljno blizu o
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Dokaz:
Uzmimo [ = [a — &, a + €] takav da je
/
<
max|g ()] <A <1.
Tada je g(I) C I, jer |a — z| < e povlaci
o = g(2)] = lg(a) = g(2)] = |g' (Ol — 2| < Aa —z| <e.

Sada mozemo primijeniti prethodni teorem za [a,b] = I. [ |

Primjer 4.6.2. U primjeru 4.6.1., definirali smo tri iteracione funkcije.
1. Ako je g(x) = 2* + v — a, onda je ¢'(x) = 2z + 1 i u nultocki o = \/a je

9(WVa)=2va+1>1,

pa ta iteraciona funkcija neée konvergirati. U opcenitijem je slucaju g(x) =
r+c(x? —a), paje g'(x) =1+ 2cx i

gd(Va) =1+ 2¢v/a.
Da bismo osigurali konvergenciju, mora biti
—1<1+2cv/a <1,

odnosno

1
——<c<0.

\/a
2. Ako je g(x) = a/x, onda je ¢'(x) = —a/z?, pa je
g(Va)=—1.
3. Ako je g(x) = 0.5 (x + a/x), onda je ¢'(x) = 0.5 (1 — a/x?), pa je
g'(Va)=0.

Ovaj odjeljak zavrsit ¢emo promatranjem jednostavnih iteracionih funkcija,
ali viSeg reda konvergencije, kao Sto je, na primjer Newtonova metoda.

Teorem 4.6.3. Neka je o rjesenje od x = g(x) i neka je g p puta neprekidno
diferencijabilna za sve x u okolini o, za neki p > 2. Nadalje, pretpostavimo da je

da)=---=g¢g?" V) =0. (4.6.4)
Ako je startna vrijednost xo dovoljno blizu v, iteraciona funkcija
Tpi1 = 9g(z,), n>0
imat ce red konvergencije p 1
O —Tpy1

nh—{& (Oé — xn)P -
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Dokaz:

Razvijmo ¢(z) u okolini o do ukljuéivo (p— 1)-ve potencije i napisimo ostatak.
Zatim, uvrstimo x = x,,, pa dobivamo

(—1) (p)
g7 e 1, 97
Tpt1 = g(z,) = g()+¢'(a)(zn—a)+-- -+r§)') (xp—a)? 1+# (xn—a)?,
za neki &, izmedu z,, i . Iskoristimo li da je g(a) = «v 1 pretpostavku (4.6.4), slijedi
(p)
Tni1 =+ g (Fn) (xn . a)p’
p!
odnosno v
P
O — Ty _g p('gn) (xn _ a)p

Sada mozemo primijeniti prethodni Teorem, koji pokazuje da ¢e iteraciona funkcija
konvergirati. Nadalje, to znaci da x, — «, pai&, — «, sto daje trazenu relaciju.m

Koristenjem prethodnog teorema mozemo analizirati i Newtonovu metodu za
koju je
f(z)

=Ty

Deriviranjem dobivamo da je

@RI )
glz)=1 @) F@E

pa je
g(a) =0,

uz pretpostavku da je f’(a) # 0. Na slican nacin, dobivamo
_ ["(a)
f'(@)’
pa ako je f”(a) # 0, mozemo pokazati da je red konvergencije Newtonove metode
jednak 2. Ako je f'(a) # 0, f”(a) = 0, onda ¢e red konvergencije biti barem 3.

9"(a)

4.7. Newtonova metoda za visestruke nultocke

Promotrimo sto ¢e se dogoditi s konvergencijom Newtonove metode, ako funk-
cija f ima neprekidnih prvih p + 1 derivacija i p-struku, p > 2 nultocku u a. Tada
vrijedi

fla) = (@) == foD(a) =0, fP(a)#£0.
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Samu funkciju f mozemo napisati i u obliku

f(z) = (x — )P h(x), h(a)#D0. (4.7.1)

Ograni¢imo se samo na cjelobrojne p i promatrajmo Newtonovu metodu kao jed-
nostavnu iteraciju,
f ()

Tpt1 = g(.’L’n), g(.’L’) =T — f’(l‘)

Deriviranjem (4.7.1) dobivamo jednostavniji oblik za derivaciju
f'(x) = plz — @)’ h(z) + (z — a)"W(z),

pa je

Deriviranjem funkcije g dobivamo

h(x) - a)i h(x)
ph(z) + (z — a)h'(z)

g'(x) =1~ dx <ph(x) + (z — Of)h'(x))7

tako da je
1
J(@)=1—=-#0 za p>1,
p
sto pokazuje linearnu konvergenciju. Prema teoremu 4.6.1., faktor konvergencije bit

¢e ¢'(a) = 1—1/p, sto je vrlo sporo. U prosjeku to je podjednako brzo kao bisekcija
za p = 2 ili ¢ak losije od bisekcije za p > 3.

Kako mozemo popraviti (ubrzati) Newtonovu metodu za p-struke nultocke,
p > 2. Prvo pretpostavimo da znamo p. Definiramo iteracionu funkciju

W@
g(x) = Py
Tada je )
o) =1, S@P =@ @)

(f'(2))? (f'(=))?

Iskoristimo li oblik funkcije f, dobivamo

f(@) = (& = a)’h(z)
f'(@) = (& — a)" " [ph(z) + (z — )W (z)]
(@) = (& = )" [plp — Dh(z) + 2p(x — )l () + (2 — )*h"(2))],

pa je
f(@)f" () 1

lim ————-=1——.

w=a (f'(x))? p
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Odatle odmabh slijedi
lim ¢'(z) = 0,

Sto pokazuje da ova modifikacija osigurava barem kvadrati¢no konvergentnu metodu.
Sto ¢emo napraviti ako unaprijed ne znamo p? Primijetimo da funkcija
ey L) (¢~ a)h(z) _ @-ahi)
f'(@)  (z— )P Hph(z) + (z — )b/ (2)]  ph(z) + (v — a)W ()

ima jednostruku nultocku u a. Drugim rije¢ima, obi¢na Newtonova metoda, ali
primijenjena na u(z) konvergirat ¢e kvadrati¢no,

u/ ()

Tn+1 = Tp — )

gdje je

vy L@@ @) e

(f'(x))? [y 7
Sto pokazuje da ¢emo dobiti kvadrati¢nu konvergenciju, iako ne znamo red nultocke,
ali uz racunanje jos jedne derivacije funkcije (f”).

Sliéno vrijedi i za metodu sekante, koju ¢emo ubrzati, kao da radimo s jednos-
trukim nultockama, ako primijenimo metodu sekante za funkciju u

Tp — Tp-1

u(wy) — u(Tn_1) .

Tpt1 = Tp — u(Ty)

I u ovom sluc¢aju postoji “cijena”, a to je racunanje f’.

4.8. Hibridna Brent—Dekkerova metoda

Brent—Dekkerova metoda smisljena je kao metoda koja ¢e imati sigurnu kon-
vergenciju, a nadamo se da ¢e konvergirati brze nego metoda sekante, u najboljem
slucaju kvadraticno. Ona ne zahtijeva racunanje derivacija, pa ako joj je red kon-
vergencije u prosjeku bolji od sekante, mozemo ocekivati da ¢e metoda po brzini
biti slicna Newtonovoj, ali ¢e imati sigurnu konvergenciju.

Metoda se sastoji od tri dijela, koje grubo mozemo opisati kao inverznu kva-
dratnu interpolaciju, metodu sekante i metodu bisekcije. Algoritam poc¢inje meto-
dom sekante koja generira tre¢u tocku. Ako se prema nekim kriterijima ta tocka pri-
hvaca kao dobra, mozemo nastaviti raditi s kvadratnom interpolacijom kroz posljed-
nje tri tocke, ali inverznom (uloga x i y zamijenjena) i time dobivamo ¢etvrtu tocku.

Ako je treca tocka odbacena kao losa, radi se jedan korak metode bisekcije.
Drugim rijecima, metoda se “vrti” izmedu svoja tri sastavna dijela, a mi se nadamo
da ¢e rijetko koristiti bisekciju.
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Toc¢ni parametri kad se neka aproksimacija nultocke prihvac¢a kao dobra, od-
nosno odbacuje kao losa su dosta slozeni. Metoda je sastavni dio velikih numerickih
biblioteka programa, kao $to je IMSL.

4.9. Primjeri

Prije konkretnih primjera, zanimljivo je napomenuti da se u praksi moze
sasvim dobro numericki procijeniti red konvergencije iterativne metode i taj po-
datak iskoristiti kao dodatna informacija o konvergenciji metode.

Kao najjednostavniji primjer za usporedbu metoda za nalazenje nultocaka
uzmimo da treba izrac¢unati v/1.5. Taj problem moZemo interpretirati i kao trazenje
realne pozitivne nultocke funkcije f(z) = z* — 1.5.

Primjer 4.9.1. Nultocka funkcije

f(z) = arctg()

je x = 0, ali Newtonova metoda nece konvergirati iz svake startne tocke xy. Naci
cemo tocku B za koju vrijeds

|zo| < |B] Newtonova metoda sa startom xy konvergira,
|zo| > |B] Newtonova metoda sa startom xqy divergira,
|xo| = |B] Newtonova metoda sa startom xq ciklira.

Kako ¢emo naci tocku “cikliranja”? Funkcija f(x) = arctgx je meparna, pa da
bismo dobili cikliranje, dovolyno je da tangenta na funkciju u tocki 3 presijece os x
u tocki —f. Jednadzba tangente na arctg u tocki 3 je

1
_ t — _
y — arctg 3 1+52(:v B),
pa ¢e tangenta sijeci os x u —f3, ako je
20
t = —
arctg 3 s

¢ime smo dobili nelinearnu jednadzbu po (3. Ocito, postoje dva rjesenja, suprotnih
predznaka, 1 nije th tesko izracunati metodom bisekcije

B = £1.39174520027073489.
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Nacrtagmo grafove Newtonove metode za sve tri moguénosti za xg, recimo za xo = 1,
.TOZB 2.1'0:15

=
o
8
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