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1. Mogucnosti
danasnjih racunala

Mozda nije najsretnije rjeSenje poceti pricati o moguénosti danasnjih racunala,
kad se zna kojom se brzinom mijenjaju i ubrzavaju. Ipak, neke osnovne postavke
ostat ¢e nepromijenjene, bez obzira poveca li se broj osnovnih aritmetickih operacija
u sekundi koje racunalo moze izvoditi.

Cesto, ali pogresno je misljenje da se ra¢unalom mogu rjeSavati svi problemi
— podaci se “ubace” u racunalo, a ono nakon nekog vremena izbaci tocan rezultat.
Zaboravlja se na ¢injenicu da danasnja ra¢unala nisu “inteligentna” (iako se tomu
tezi) i da su svi procesi u ra¢unalu vodeni ljudskom rukom.

Sto se onda ipak moze rijesiti ra¢unalom? Mogu se rijesiti svi problemi za koje
postoji toéno definiran, konac¢an postupak rjesavanja — algoritam.

Sto je algoritam? Prema definiciji Donalda Knutha, uvazenog strucnjaka za
racunarstvo, algoritam je konacan niz operacija koji rjesava neki problem. Osim
toga, algoritam mora zadovoljavati jos i:

1. konacnost — za svaki ulaz, algoritam mora zavrSiti nakon konacnog broja
koraka;

2. tocnu definiranost — u svakom koraku algoritma toc¢no se zna sljedeéi korak
(nema slucajnosti);

3. algoritam moze, ali i ne mora, imati ulazne podatke;
4. algoritam mora imati izlazne podatke;

5. efikasnost — svaki algoritam mora zavrsiti u razumnom vremenu.

Mozda je potrebno prokomentirati samo posljednja tri zahtjeva. Uobicajeno
je da algoritmi imaju ulazne podatke, ali to nije nuzno. Na primjer, ako zelimo
izracunati konstantu 7 nekim algoritmom, takav program vjerojatno nece zahtijevati
ulazne podatke. Sasvim je obrnuta situacija s izlaznim podacima. Ako ih nema,
algoritam je obavio neki posao za nas, ali nas nije izvjestio o krajnjem rezultatu. A
sto mi znamo o rjesenju? Jednako kao da algoritam nije obavio nikakav posao!
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1.1. Efikasni i neefikasni algoritmi

Od svih ovih zahtjeva koji se postavljaju na algoritam, najnerazumljiviji je
zahtjev efikasnosti. Zahtjev efikasnosti znaci da rjesenje problema treba pronaci u
razumnom vremenu.

Primjer 1.1.1. (Problem trgovackog putnika) Neka je zadanon gradova, tako
da su svaka dva vezana cestom. Takoder, zadane su cijene putovanja. Trgovack:
putnik krece iz grada Ay, obilazi sve ostale gradove samo jednom i vraca se ponovno
u Ay (zatvori ciklus). Ako gradovi nemaju cestu koja ih direktno povezuje, za cijenu
puta izmedu ta dva grada moZemo staviti 0o, odnosno, u prakticnoj realizaciji, neki
dovoljno veliki broj. Cilj trgovackog putnika je naci ciklus najmange cijene.

Na primjer, za problem trgovackog putnika

Ay

lako je provjeriti da je ciklus najmange cijene (Aq, As, As, Ag, Ao, Aq) ili, naravno,
obratan ciklus (Ay, As, Ay, As, A3, A1), © da mu je cijena 8 jedinica.

Algoritam za egzaktno rjesavanje ovog problema je ispitivanje svih ciklusa, a
njih ima (n — 1)!. Objasnjenje za broj ciklusa je jednostavno. Ako krecemo iz grada
Ay, drugi grad u koji stiZemo moZemo odabrati na n — 1 nacina, treé¢i grad moZemo
izabrati na n — 2 nacina (jer se ne smijemo vratiti u pocetni ili ostati u As), ...

Racunange cijene odgovarajuceg ciklusa zahtijeva n zbrajanja. Prema tome, za
rjesenje problema trgovackog putnika potrebno je priblizno n! racunskih operacija.

LIzracunajmo koliko bi trajalo egzaktno rjesavanje problema trgovackog putnika
za 10, 20, 30, 40 7 50 gradova. Pretpostavimo da nam je na raspolaganju najmoder-
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nije PC racunalo koje izvodi reda velic¢ine 108 raéunskih operacija u sekundi.

n sekundi sati dana godina

10 3.6288 - 10702 1.0080 - 1079 4.2000 - 10707 1.1507 - 1079
20 2.4329 - 10110 6.7581 - 10106 2.8159 - 10+9° 7.7147 - 10702
30 2.6525 - 10724 7.3681 - 10120 3.0701 - 10+1° 8.4111-10%16
40 8.1592 - 10+39 2.2664 - 10136 9.4435 - 1013 2.5873 - 10732
50 3.0414 - 10756 8.4484 - 10152 3.5201 - 10*5¢ 9.6442 - 10748

Uocite da, osim egzaktnog rjesenja problema za 10 gradova, ostali problem:
nisu rjesiwt u razumnom vremenu, jer ve¢ za n = 20, za rjesenje problema treba
cekati 771 godinu!

Moderna znanost pretpostavija da je Zemlja stara oko 4.5 milijarde godina (1j.
4.5 -10° godina), a rjesavanje problema za n = 30 gradova trajalo bi sedam redova
velicine dulje.

Kad bismo na raspolaganju imali neko od danas najbrzih, paralelnih racunala,
koje izvodi priblizno 10%3 racunskih operacija u sekundi, brojke u prethodnoj tablici
bile bi 10° puta manje. U tom slucaju, jedino jos kako—tako smisleno bilo bi cekati
2.8 dana za rjesenje problema s 20 gradova.

Sto nam prethodni primjer pokazuje? Pokazuje da ne bismo trebali problem
trgovackog putnika rjesavati egzaktno, ali niposto ne kaze da ga uopée ne bismo
trebali rjesavati! Postoje algoritmi koji dobro (i relativno brzo) priblizno rjesavaju
ovaj problem.

Koja je posebnost egzaktnog algoritma za rjeSavanje problema trgovackog put-
nika? Naime, ako imamo problem dimenzije n (tj. n gradova), vrijeme trazenja
rjesenja (ili broj potrebnih aritmetickih operacija) eksponencijalno raste u ovis-
nosti o n, sto slijedi iz nejednakosti

n"? < n! <n"

Desna nejednakost je trivijalna. Dakle, ostaje nam pokazati samo prvu. Ako
pokazemo da vrijedi

kn—k+1)>n, ke{l,...,n}, (1.1.1)

onda produkt 1-2---n mozemo organizirati tako da mnozimo prvi i posljednji
¢lan, drugi i pretposljednji, i tako redom. Takvih parova produkata ima n/2, pa je
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rezultat ocit. Dakle, preostaje pokazati samo relaciju (1.1.1). Prebacivanjem ¢lana
n na lijevu stranu slijedi

(k—Dn—k*+k=(k—-1)(n—k)>0,
Sto je istina upravo za k € {1,...,n}.

Mnogi problemi koje rjeSavamo racunalom imaju slozenost koja ne ovisi ek-
sponencijalno o veli¢ini problema n, nego polinomno, tj. broj aritmetickih operacija
proporcionalan je n®, gdje je o neka mala konstanta (uobicajeno je a < 3).

Vrlo je zanimljiv i problem prognoze vremena. On nam na suptilan nacin
pokazuje §to efikasnost znaci u tom slucaju.

Primjer 1.1.2. (Prognoza vremena) Najjednostavniji klimatski model funkcija
je 4 argumenta: zemljopisne Sirine, duZine, visine (od tla) i vremena. Kao rezultat
dobivamo 6 vrijednosti: temperaturu, tlak, vlaznost i brzinu vjetra (komponente u 3
smjera). Generalniji model mogao bi ukljucivati, na primgjer, koncentraciju razlicitih
plinova u atmosferi. Stvarni model atmosferskih procesa ukljucivao bi i stvaranje
oblaka, kolicinu padalina, kemiju 1 sl.

Primijetimo da se klima neprekidno mijenja (u ovisnosti o u svoje cetiri vari-
jable), ali je rac¢unalom mozZemo simulirati samo u ponekim (diskretnim) tockama.

Pretpostavimo da smo povrsinu Zemlje podijelili u (priblizne) kvadrate stranice
1km. Po wvisimi, takoder, uzimamo slojeve debljine 1km, do wvisine 10 km. Stanje
klime rac¢unamo samo u vrhovima kvadrata i tockama na slojevima iznad vrhova. Iz
povrsine Zemlje (= 5.1 -10%km?) slijedi da je ukupan broj takvih toéaka priblizno
jednak 5 - 10°.

Nadalje, klimu simuliramo u vremenskim trenucima s razmakom 1 minute. Za
svaki vremenski trenutak v svaku prostornu tocku moramo pamtiti 6 vrijednosti koje
opisuju stanje klime. Uzmimo da je svaka od njih realan broj koji se prikazuje s 4
byte-a. Onda je za pamcenje svih vrijednosti u jednom trenutku potrebno

6-4-5-10°~ 10" B=0.1TB
memorije.

Sitmulacija klime napreduje po vremenu, tj. klima wu sljedeéem trenutku se
racuna iz stanja klime u nekoliko prethodnih trenutaka. Standardno se stanje klime
u odredenoj prostornoj tocki racuna iz stanja u nekoliko susjednih tocaka. Pret-
postavimo da nam za taj proracun treba samo 100 osnovnih aritmetickih operacija
(flopova) po svakoj tocki, sto ukupno daje 100-5-10° =5 10" flopova.

Jasno je da za predvidanje vremena za sljedeéu minutu ne smijemo potrositi
vise od 1 minute vremena rada racunala (inace je brie i jeftinije pogledati kroz
prozor). Dakle, racunalo mora imati brzinu od najmange

5 - 10" flopova/60 sekundi ~ 8 - 10° flopsa = 8 Gflopsa,



1. MOGUCNOSTI DANASNJIH RACUNALA GRESKE - 5

tj. preko 8 milyjardy aritmetickih operacija u sekundi.

Ako zelimo dobiti globalnu prognozu vremena za samo 1 dan unaprijed, uz
dozvoljeno vrijeme racunangja od 2 sata (tako da ostane jos§ 22 sata vrijednosti te
prognoze), racunalo mora biti jo§ barem 12 puta brZe, tj. brzina mora biti barem
100 Gflopsa i 0.1 Tflopsa.
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2. Greske

2.1. Racunalo je izbacilo... Necée mi prihvatiti!

Koliko ste puta ove dvije recenice ¢uli na TV-u, u banci ili negdje drugdje? U
oba slucaja, racunalo je personificirano kao nadnaravno sposobna osoba, koja je u
prvom slucaju bezgresna, a u drugom odbija nesto uciniti!

Treba li takvim tuzbalicama vjerovati? I tko je krivac? Racunalo ili ljudi koji
su mu naredili da se upravo tako ponasa? Istina je da smo u 2001. godini, ali vase
racunalo nije (svojeglavi) HAL 9000 iz knjige ili filma “2001. odiseja u svemiru” (a
i njemu su ljudi pomogli da postane ubojica).

Navedene dvije rec¢enice najcéesée su samo jadno pokri¢e necije nesposobnosti.
Sluzbeniku za Salterom u banci vjerojatno treba oprostiti, jer on samo izrazava svoju
bespomoc¢nost, a pravi krivac je negdje daleko.

Puno je opasnije kad ¢ujete “Racunalo je izbacilo...” od strane inzenjera i
znanstvenika kao glavno opravdanje buduc¢ih vaznih projekata. Tad nas hvata strah!
Zasto? Sama recenica pokazuje da dobivene rezultate nitko nije pogledao, nego da
im se slijepo vjeruje. A oni mogu biti pogresni iz razno-raznih razloga, a najceséi
krivac nije racunalo.

Iz osobnog iskustva znamo da je provjera dobivenih rezultata najbolnija tocka
nastave numerike, u koju je slusace najteze uvjeriti. Metode je manje-vise lako
nauciti. U praksi, brojevi uvijek imaju neko znacenje, izvora greSaka je puno —
javljaju se na svakom koraku, a analiza gresaka u rezultatima katkad je vrlo sofisti-
cirana. Slijepo vjerovanje rezultatima moze biti pogibeljno.

Izvori gresaka su:

e model, e ulazni podaci (mjerenja),

e metoda za rjeSavanje modela, e aritmetika racunala.

Sve cCetiri vrste gresaka lako je razumjeti. Medutim, za posljednju, vrlo je tesko
vjerovati da ona moze biti toliko znacajna — dominantna u odnosu na ostale, tako
da je rezultat zbog nje besmislen.
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No, ipak treba priznati da i racunala, iznimno rijetko, ali ipak grijese. Koliko
je nama poznato, u novija vremena poznata je samo greska dijeljenja u jednoj seriji
Pentium procesora (1994. godine).

2.2. Mjere za gresku

Prije detaljnijeg opisa pojedinih vrsta ili uzroka gresaka, moramo preciznije
reci Sto je greska i kako se ona uobicajeno mjeri.

Neka je z neki realni broj, kojeg smatramo “to¢nim”. Ako je & neka njegova
aproksimacija ili “priblizna vrijednost”, onda gresku te aproksimacije definiramo

kao
greska = F(z,%) = o — 7,

tako da je x = T + greska. Ovako definirana greska ima predznak i moze biti
negativna. U praksi nam, obi¢no, predznak nije bitan kad govorimo o tocnosti ove
aproksimacije. Najkorisnije mjere za toc¢nost ili greSku aproksimacije Z za x su:

e apsolutna greska
Eas(x,2) = |z — Z|,

koja mjeri stvarnu udaljenost (u smislu metrike na R) brojeva z i Z, i

e relativna greska, definirana za x # 0,

|z — 2|

Era(z, ) :=

|z

koja mjeri relativnu to¢nost obzirom na veli¢inu broja z, na primjer, u smislu
podudaranja “prednjih dijelova”, tj. odredenog broja vodeé¢ih znamenki bro-
jeva x i Z.

Ako aproksimaciju prikazemo u obliku & = z(1 + p), onda dobivamo ekvivalentnu
definiciju relativne greske u obliku

Era(z,Z) :== |p|.

Bas ovaj oblik se Cesto koristi u analizi gresaka aritmetike racunala. Ako zelimo da
relativna greska ima predznak, mozemo ispustiti apsolutne vrijednosti iz definicije.

Na isti nac¢in mozemo definirati i greske za kompleksne brojeve. Za teorijske
potrebe to bi bilo dovoljno. Medutim, kao sto ¢emo vidjeti, kompleksne brojeve u
racunalu prikazujemo kao par realnih brojeva, tj. kao vektor s dvije realne kompo-
nente. Za mjerenje greSaka u vektorima i matricama, umjesto apsolutne vrijednosti,
koristimo pojam norme, kojeg opisujemo u sljede¢em poglavlju.



2. GRESKE GRESKE - 8

2.3. Greske modela

Najcesée greske modela nastaju zanemarivanjem utjecaja nekih sila (na pri-
mjer, zanemarivanje utjecaja otpora zraka). Jednako tako, da bi se dobilo nekakvo
rjesenje, barem priblizno, ¢esto se komplicirani model zamjenjuje jednostavnijim (na
primjer, sistemi nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi se lineariziraju).

Takoder, pogreske u modelu mogu nastati kod upotrebe modela u grani¢cnim
slucajevima. Na primjer, kod matematickog njihala se sinz aproksimira s x, Sto
vrijedi samo za male kuteve, a upotrebljava se, recimo, za kut od 15°.

Primjer 2.3.1. Medu prvim primjenama trenutno jednog od najbrzih racunala na
svigetu bilo je odredivanje trodimenzionalne strukture i elektronskog stanja ugljik-36
fulerena (engl. carbon-36 fullerene) — jednog od najmangih, ali i najstabilnijih cla-
nova iz redova jedne vrste spojeva (engl. buckminsterfullerene). Primjena tog spoja
moze biti visestruka, od supravodljivosti na visokim temperaturama do preciznog
doziranja lijekova u stanice raka.

Prijasnja istraZivanja kvantnih kemicara dala su dvije mogucée strukture tog
spoja. FEksperimentalna mjerenja pokazivala su da bi jedna struktura trebala biti
stabilnija, a teoreticart su tvrdili da bi to trebala biti druga struktura. Naravno, te
dvige strukture imaju razlicita kemijska svojstva. Prijasnja racunangja, zbog pojed-
nostavljivanja i interpolacije, kao odgovor davala su prednost “teoretskoj” strukturi.
Definitivan odgovor, koji je proveden racananjem bez pojednostavljivanja pokazao je
da je prva struktura stabilnija.

Svakako, treba istaknuti da su pogreske modela neuklonjive, ali zato je na
inzenjerima — korisnicima da procijene da li se primjenom danog modela dobivaju
ocekivani rezultati.

2.4. Greske u ulaznim podacima

Greske u ulaznim podacima javljaju se zbog nemoguénosti ili besmislenosti
toctnog mjerenja. Na primjer, tjelesna temperatura se obi¢no mjeri na desetinku

stupnja Celziusa toéno — pacijentu je jednako lose ako ima tjelesnu temperaturu
39.5° ili 39.513462°.

Naravno, kao sto ¢emo to kasnije vidjeti, osim tih malih pogresaka nastalih
mjerenjem, dodatne greske nastaju spremanjem tih brojeva u racunalo.

Vezano uz pogreske u ulaznim podacima, cesto se javlja pojam nestabilnog ili
lose uvjetovanog problema. U praksi se vrlo cesto javljaju takvi problemi kod kojih
mala perturbacija pocetnih podataka dovodi do velike promjene u rezultatu. Kao
ilustraciju mozemo uzeti sljedec¢i primjer.
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Primjer 2.4.1. Zadana su dva sistema linearnih jednadzbi

2z + 6.0001y = 8.0001, (2.4.1)
i
o . (2.4.2)

2z + 5.99999y = 8.00002.

Na prvi pogled, malom perturbacijom koeficijenata jednadzbe (2.4.1) dobivamo jed-
nadzbu (2.4.2). Takva perturbacija mogla bi nastupiti, na primgjer, malo pogresno
1zmgerenim pocetnim podacima ili greskom koja je nastala u racunu koeficijenata.

Sto ocekujemo? Ocekujemo da Ce i rjesenje drugog problema biti malo pertur-
birano rjesenje prvog problema. Ali nije tako! Rjesenje prvog problema je x = 1,
y=1, a drugog x = 10, y = —2! Zasto?

U analizi ée nam pomoci crtanje odgovarajucih pravaca i njihovih sjecista.

v

T ‘ LT
I

Ali na prethodnim slikama nacrtan je samo po jedan pravac! Pogresno! Ako
malo bolje pogledamo koeficijente u oba sistema jednadzbi, vidimo da se u oba slucaja
radi o dva pravea koja su gotovo jednaka! Sad nije niti cudo da mala perturbacija
koeficijenata pravca bitno udaljava presjeciste.

2.5. Greske metoda za rjesavanje problema

Greske metoda za rjeSavanje problema ¢esto nastaju kad se beskonaéni procesi
moraju zaustaviti u konacnosti. To vrijedi za sve objekte koji su definirani lime-
som — poput derivacija i integrala, i za sve postupke u kojima se “pravo” rjesenje
dobiva na limesu — konvergencijom niza pribliznih rjeSenja prema pravom. Velik
broj numerickih metoda za aproksimaciju funkcija i rjeSavanje jednadzbi upravo je
tog oblika. Greske koja nastaju zamjenom beskonac¢nog ne¢im konacnim, obi¢no
dijelimo u dvije kategorije:

e greske diskretizacije (engl. discretization errors), koje nastaju zamjenom
kontinuuma konacnim diskretnim skupom tocaka, ili “beskona¢no” malu veli-
¢inu h ili € — 0 zamijenjujemo nekim “kona¢no” malim brojem;
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e greske odbacivanja (engl. truncation errors), koje nastaju “rezanjem” bes-
konacnog niza ili reda na konacni niz ili sumu, tj. odbacujemo ostatak niza ili
reda.

Grubo receno, diskretizacija je vezana za kontinuum, a odbacivanje za diskretnu
beskonac¢nost, poput razlike izmedu skupova R i N.

Pojam diskretizacije smo ve¢ susreli u problemu prognoze vremena. Jos jedno-
stavniji, tipic¢ni primjer greske diskretizacije je aproksimacija funkcije f na intervalu
(segmentu) [a, b], vrijednostima te funkcije na konaénom skupu tocaka (tzv. mrezi)
{z1,...,2,} Cla,b], o ¢emu ¢e jos biti mnogo rijeci.

Drugi klasi¢ni primjer je aproksimacija derivacije funkcije f u nekoj tocki x.

Po definiciji je

a za pribliznu vrijednost uzmemo nekl dovoljno mali A # 0 i izracunamo kvocijent
Az h '
Postoje i bolje aproksimacije za f’(x), ali o tome kasnije. Uskoro ¢emo vidjeti

da s ovom vrstom aproksimacija limesa treba vrlo oprezno postupati u aritmetici
racunala.

Pogledajmo malo i greske odbacivanja. Na primjer, beskona¢na suma se mora
zamijeniti kona¢nom, da bi se uopée mogla izracunati u kona¢nom vremenu.

Primjer 2.5.1. Funkcije e* i sinx imaju Taylorove redove oko tocke 0 koji kon-
vergiraju za proizvoljan x € R. Zbrajanjem dovoljno mnogo clanova tih redova,
mozemo, barem u principu, dobro aproksimirati vrijednosti funkcija e i sinzx.

Ako to napravimo racunalom, rezultat ée biti zanimljiv. Greska metode (1j.
greska odbacivangja) lako se racuna. Za dovoljno glatku funkciju f, Taylorov red
mozemo aproksimirati Taylorovim polinomom

" /9(0)
2

(n+1)
2 + R, (2), Roi1(x) = j(jnfl(;)x"“,

fx) =

k=0

pri cemu je € neki broj izmedu O i x. TraZeni Taylorovi polinomi s istim brojem
¢lanova (ali ne istog stupnja) su

gk ' n )k 2k+1
e %;;)E’ sinx = Z k1)
Nadimo gresku. Vrijeds
nm

(e)) = e, (sinz)™ = sin (3: + 7),
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pa su pripadne greske odbacivanja

egxn+1 Sin(§-+>2ﬁ;3’ﬂ)$2n+3
— Rony3(z) = ;
(n+1)! (2n+ 3)!

Rn+1 (:E) =

Radi jednostavnosti, pretpostavimo da je x > 0. Iz £ < x dobivamo ocjene

ezxn+1

(n+ 1)V

1@n+3

sin(€ + % )zt
~(2n+3)!

Ru)] < 79

| Rans(2)| =

Zbrojimo i clanove reda sve dok apsolutna vrijednost prvog odbacenog clana
ne padne ispod zadane tocnosti € > 0, napravili smo gresku odbacivanja manju ili
jednaku

{e g, zae”’, (2.5.1)

g, zZa sin .

Izracunajmo sin(15m), e, sin(257) i €™ koristenjem Taylorovog reda oko
0 u najveéoj direktno podrzanoj preciznosti (tzv. extended preciznosti). Primjer je
izabran tako da je sin(15w) = sin(25m) = 0, dok su druga dva broja vrlo velika.
Prema (2.5.1), greska metode za racunanje je u slucaju funkcije e* relativno mala,
a u slucaju funkcije sinx, mala po apsolutnoj vrijednosti.

Izaberemo li ¢ = 1077, dobivamo (napisano je samo prvih par znamenki re-
zultata)

Sin(157) punkeija = 9.3241-1071% exp(157) funkeija =  2.9218 - 10%°
Sin(157) zayior = —2.8980 - 107! exp(157) zayior = 2.9218 - 10%°
\greska odbacivanja| < 2.7310-107"  |greska odbacivanja| < 2.7600 - 10?
relativna greska = 3.1081 - 10'° relativna greska = 1.4238-107'8
|maksimalni ¢lan| = 1.6969 - 10" |\maksimalni ¢lan| = 1.6969 - 10"
SIN(257) funkeijo = 1.6697 - 10717 exp(257) funkeija =  1.2865 - 10°*
Sin(257) zayior = 3.0613 - 10" exp(257) 7ayior = 1.2865 - 10**
|greska odbacivanja| < 5.8309-107"  |greska odbacivanja| < 2.3782-10'°
relativna greska = 1.8334 - 10%° relativna greska = 7.0013-107"
|maksimalni ¢lan| =  5.7605 - 10 |maksimalni ¢lan| = 5.7943 - 102

Ako smo rezultat zbrajanja Taylorovog reda za sin(15m) spremni prihvatiti kao
priblizno tocan, sigurno nije istina da je sin(257) ~ 3 - 10'3. Sto se, zapravo,
dogodilo? Objasnjenge lezi u aritmetici racunala.
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2.6. Greske aritmetike racunala

U racunalu postoje dva bitno razli¢ita tipa brojeva: cijeli brojevi i realni bro-
jevi. Oba skupa su konaéni podskupovi odgovarajuc¢ih skupova Z i R u matema-
tici. Kao baza za prikaz oba tipa koristi se baza 2.

Cijeli se brojevi prikazaju koristenjem n bitova — binarnih znamenki, od kojih
jedna sluzi za predznak, a ostalih n — 1 za znamenke broja. Matematicki gledano,
aritmetika cijelih brojeva u racunalu je modularna aritmetika u prstenu ostataka
modulo 2", samo je sistem ostataka simetrican oko 0, t;j.

—on=t . —1,0,1,...,2" 1 — 1.

Brojeve izvan tog raspona uopée ne mozemo spremiti u racunalo.

Realni brojevi r prikazuju se koristenjem mantise m i eksponenta e u obliku
r=+m-2°

pri ¢emu je e cijeli broj u odredenom rasponu, a m racionalni broj za koji vrijedi
1/2 < m < 1 (tj. mantisa zapoéinje s 0.1...). Cesto se i ta vodec¢a jedinica ne pamti,
jer se zna da su brojevi normalizirani, pa se mantisa “umjetno” moze produljiti za
taj jedan bit. Taj bit se katkad zove “skriveni bit” (engl. hidden bit). Za r = 0,
mantisa je 0. U racunalu se eksponent prikazuje kao s-bitni cijeli broj, a za mantisu
pamti se prvih ¢ znamenki iza binarne tocke.

mantisa eksponent

(F [ralmal — [ne]  [(E Jesleas] ]

Dakle, skup svih realnih brojeva prikazivih u racunalu je omeden, a mozemo ga
parametrizirati duljinom mantise i eksponenta i oznaciti s R(¢, s).

Primijetite da se ne moze svaki realni broj egzaktno spremiti u racunalo. Pret-
postavimo da je broj x € R unutar prikazivog raspona i

T = i< > b_k2‘k>25.
k=1

Ako mantisa broja ima vise od t znamenki, bit ¢e spremljena aproksimacija tog
broja fl(x) € R(t, s) koja se moze prikazati kao

fo(z) = i(;b*ka)Qe*.

Sliéno kao kod decimalne aritmetike (kad je prva odbacena znamenka < 4 zaokruzu-
jemo nadolje, inac¢e nagore), ako je prva odbacena znamenka 1, broj zaokruzujemo
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nagore, a ako je 0 nadolje. Time smo napravili apsolutnu gresku manju ili jednaku

2-t=1%¢ Gledajuéi relativno, greska je manja ili jednaka
‘1, _ ff(ZL‘) 2—t—1+e o
T —27b.ge TV

tj. imamo vrlo malu relativnu gresku. Velicinu 27¢ zovemo jedini¢na greska zaokru-
zivanja (engl. unit roundoff) i uobicajeno oznacavamo s u.

Dakle, ako je x € R unutar raspona brojeva prikazivih u racunalu, onda se
umjesto = sprema zaokruzeni broj fl(z) € R(t, s) i vrijedi

fllx)=(1+¢e)z, e <u, (2.6.1)
gdje je € relativna greska napravljena tim zaokruzivanjem.

Ovakav prikaz realnih brojeva u racunalu zove se prikaz s pomicnim zarezom
ili tockom (engl. floating point representation), a pripadna aritmetika je aritmetika
pomicnog zareza ili tocke (engl. floating point arithmetic).

Da bismo stekli osjecaj o velicinama o kojim govorimo, napisimo s it i veli¢ine
koje se iz njih izvode za standardne tipove realnih brojeva u racunalu:

single double extended
duljina 32 bita 64 bita 80 bitova
duljina mantise 23 4+ 1 bit 52 41 bit 64 bita
duljina eksponenta 8 bitova 11 bitova 15 bitova
jedini¢na greska zaokruzivanja 2724 2753 264
U R 5.96-107% | 1.11-1071¢ | 5.42.1072°
raspon prikazivih brojeva ~ 10%38 10%308 10%4932

Za sva tri tipa u ukupnoj duljini rezerviran je jos jedan bit za predznak. Kod
tipova single i double dodatni bit u duljini mantise je tzv. “sakriveni bit” (engl.
hidden bit), jer je prvi znak iza binarne tocke uvijek 1, pa se ne mora pamtiti. To je
dogovoreni IEEE standard u kojem je propisano, ne samo kako se brojevi prikazuju u
racunalu, nego i svojstva aritmetike. Budimo posteni, taj standard je nesto slozeniji
nego Sto smo to ovdje opisali. Medutim, ti dodatni detalji, poput posebnih prikaza
za +00 1 “rezultat nedozvoljene operacije” (engl. NaN, Not-a-Number), ili “zastitne
znamenke” (engl. guard digit) u aritmetici, nepotrebno zamagljuju bitno.

Osnovna pretpostavka ovog standarda je da za osnovne aritmeticke operacije
(o oznacava +, —, *, /) nad x,y € R(¢, s) vrijedi

flzoy) = (1+2) (woy), |l <u (26.2)
za sve x,y € R(t,s) za koje je x oy u dozvoljenom rasponu. Naravno, dobiveni
rezultat je tada prikaziv, tj. vrijedi fl(xoy) € R(t, s). U protivnom, postoje rezervi-

rani eksponenti koji oznac¢avaju “posebno stanje” (overflow, underflow, dijeljenje s
0 i nedozvoljenu operaciju kao sto su 0/0, v/—1).
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Oznaka fl( ) sad ima znacenje rezultata dobivenog ra¢unalom za operaciju
x oy. Ovaj model kaze da je izracunata vrijednost za = oy “jednako dobra” kao i
zaokruzen egzaktni rezultat, u smislu da je u oba slucaja jednaka ocjena relativne
greSke. Model, medutim, ne zahtijeva da za egzaktno prikazivi egzaktni rezultat
x oy € R(t, s) mora vrijediti da je greska e = 0, tj.

zoy €R(t,s) = fl(zoy)=zoy.

U tom smislu, koristenje oznake fl(x o y) za izracunati rezultat nije sasvim
korektno, jer to ne mora biti zaokruzeni egzaktni rezultat. Preciznije bi bilo uvesti
posebne oznake @, ©, ® i © za strojne aritmeticke operacije i analizirati njihova
svojstva. Takve analize postoje, ali su izuzetno komplicirane, jer ve¢ina standardnih
svojstava aritmetickih operacija, poput asocijativnosti zbrajanja ili distributivnosti
mnozenja prema zbrajanju, ne vrijedi za aritmetiku realnih brojeva u racunalu.
Moze se pokazati da vrijede neka bitno slozenija “zamjenska” svojstva. Medutim,
njih je nemoguce prakticno iskoristiti za analizu ukupnih gresaka racunanja u bilo
kojem algoritmu s iole ve¢im brojem aritmetickih operacija.

Upravo zbog toga, standard za aritmetiku racunala propisuje samo da mora
vrijediti relacija (2.6.2), a ne neka druga slozenija svojstva. Vidimo da greska svake
pojedine aritmeticke operacije i njena ocjena u (2.6.2) imaju isti oblik kao i greska
zaokruzivanja za prikaz brojeva u racunalu i njena ocjena iz (2.6.1). Zato obje vrste
gresaka (greske prikaza i greske aritmetike) zajednickim imenom zovemo greskama
zaokruzivanja (engl. rounding errors).

Objasnimo jos to¢no znacenje oznake f¢( ). Jednostavno, fl(izraz) oznacava
izracunatu vrijednost tog izraza u floating point aritmetici. U skladu s tim, ako
se izraz sastoji samo od jednog broja x, onda se “rac¢unanje” vrijednosti tog izraza
x svodi na zaokruzivanje i spremanje u floating point prikazu, a f¢(x) oznacava
spremljenu “izracunatu”, tj. zaokruzenu vrijednost. Analogno, f¢(zoy) sad korektno
oznacava izracunati rezultat operacije z o y. Takva interpretacija znatno olaksava
zapis u analizi greSaka zaokruzivanja.

2.7. Propagiranje gresaka u aritmetickim opera-
cijama

Desnu stranu relacije (2.6.2) mozemo interpretirati i kao egzaktno izvedenu

operaciju o na malo perturbiranim podacima. Koje su operacije opasne ako nam je

aritmetika egzaktna, a podaci malo perturbirani, tj. ako je |e,], |e,| < u? Ako je o
mnozenje, imamo

r(1+e)xy(l4+e) may(l+e,+e) =ay(l+e,), |e <2u.
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Ako imamo dijeljenje, vrijedi slicno

rz(l+4+e, T T
¥z —(14+e,)(1—¢y) ::§(1+5/), e/ < 2u.

y(l+e) y
Neka su z i y proizvoljnog predznaka. Za zbrajanje (oduzimanje) vrijedi:
TE4 + YE
r(l4+e)+y(l+e) =x+y+ae, +yg, = (x+y)<1+sz),
uz pretpostavku da = + y # 0. Definiramo
ey i— TEx +YEy T . Yy -
Tty Tty Tty
Ako su z i y brojevi istog predznaka, onda je
<, (2.7.1)
r+y r+y

pa je |ex| < 2u. U suprotnom, ako z i y imaju razlicite predznake, kvocijenti
u (2.7.1) mogu biti proizvoljno veliki kad je |z + y| < |z], |y|.

Mozemo zakljuciti da opasnost nastupa ako je rezultat zbrajanja brojeva
suprotnog predznaka broj koji je po apsolutnoj vrijednosti mnogo manji od polaznih
podataka. Dakle, cak i kad bi aritmetika racunala bila egzaktna, zbog pocetnog
zaokruzivanja, rezultat moze biti (i najcesée je) pogresan.

Pokazimo to na jednostavnom primjeru ra¢unala u bazi 10. Pretpostavimo da
je mantisa duga 4 dekadske znamenke, a eksponent dvije. Neka je

r = 0.88866 = 0.88866 - 10°, y = 0.88844 = 0.88844 - 10°.
Umyjesto brojeva x i y, spremili smo najblize prikazive, tj.
fl(z) = 0.8887-10°, fl(y) = 0.8884 - 10°

i napravili malu relativnu gresku. Budud¢i da su im eksponenti jednaki, mozemo
oduzeti znamenku po znamenku mantise, a zatim normalizirati i dobiti

fl(x) — fl(y) = 0.8887 - 10° — 0.8884 - 10° = 0.0003 - 10° = 0.3?77 - 1073,

pri ¢emu upitnici predstavljaju znamenke koje vise ne mozemo restaurirati, pa
racunalo na ta mjesta upisuje 0. Primijetimo da je pravi rezultat 0.22 - 1073, pa je
ve¢ prva znacajna znamenka pogresna, a relativna greska velika!

lako je sama operacija oduzimanja bila egzaktna za fl(z) i fl(y), rezultat je
pogresan. Na prvi pogled ¢ini nam se da znamo bar red velicine rezultata i da to nije
tako strasno. Prava katastrofa nastupa ako 0.37?7 - 1073 ude u naredna zbrajanja
i oduzimanja i ako se pritom “skrati” i ta trojka. Tada nemamo nikakve kontrole
nad rezultatom.
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Primjer 2.7.1. Objasnjenje pogresnih rezultata iz primjera 2.5.1. sad je sasvim
jednostavno. Pogledamo li po apsolutnoj vrijednosti najvece brojeve koji se javljaju
u racunu, ustanovljavamo da su oni golemi. Za sinx, rezultat je malen broj koji je
dobiven oduzimanjem wvelikih brojeva, pa je neto¢an. Nasuprot tome, kod funkcije
e”, uwvigek imamo zbrajange brojeva istog predznaka, pa je rezultat tocan.

Primjer 2.7.2. U algoritmima se cesto javlja potreba za izracunavanjem vrijedosti
y=+vr+0—+/r uzl|d| <z, x>0. Da bismo izbjegli katastrofalno kracenje, y se
nikad ne racuna po napisanoj formuli. Uvijek se pribjegava deracionalizacifi, tj.
Vo+o+r )

Vr+d+/T Vr+d+x

Uocite da je opasno oduzimanje zamijenjeno benignim dijeljenjem i zbrajanjem.

y=Wz+6- 1)

Primjer 2.7.3. Zbrajanje brojeva racunalom nije asocijativno. Izracunajmo

10000 1 1
Si=Y -, So= > =
i=1 v i=10000

u tri tocnosti. Dobiventi rezultati su:

‘ single ‘ double ‘ extended
S1| 9.78761291503906250 | 9.78760603604434465 | 9.78760603604438230
Sa| 9.78760433197021484 | 9.78760603604438550 | 9.78760603604438227

Primijetite da nesto tocniji rezultat daje zbrajanje Ss. Objasnite.

Primjer 2.7.4. Niti poredak operacija ne mora biti beznacajan. Zadan je linearni

sustav

T+ 19 = 2.
Matrica sustava je reqularna, pa postoji jedinstveno rjesenje xry = 1.0001, z, =
0.9998. Rjesavamo li taj sustav racunalom koje ima 4 decimalne znamenke mantise

1 2 znamenke eksponenta, onda njegovo rjesenje ovisi o poretku jednadzbi. Sustav
zapisan u takvom racunalu pamti se kao

0.1000 - 1073 27 + 0.1000 - 10* 25 = 0.1000 - 10*

2.7.2
0.1000 - 10" 27 + 0.1000 - 10" 25 = 0.2000 - 10*. ( )

Prvo, rijesimo sustav (2.7.2) Gaussovim eliminacijama. MnoZenjem prve jed-
nadzbe s 10* i oduzimanjem od druge, dobivamo drugu jednadzbu oblika:

(0.1000 - 10" — 0.1000 - 10°) 5 = 0.2000 - 10' — 0.1000 - 10°. (2.7.3)
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Da bi racunalo moglo oduzeti odgovarajuce brojeve, mangi eksponent mora postati
jednak vecem, a mantisa se denormalizira. Dobivamo

0.1000 - 10" = 0.0100 - 10 = 0.0010 - 10* = 0.0001 - 10* = 0.0000|1 - 10°,

ali za zadnju jedinicu nema mjesta u mantisi, pa je mantisa postala 0. Slicno je i s
desnom stranom. Zbog toga jednadzba (2.7.3) postaje

—0.1000 - 10° 5 = —0.1000 - 10°,
pa joj je riesenje xo = 0.1000 - 10, Uvrstavanjem u prvu jednadzbu, dobivamo:
0.1000 - 1072 2, = —0.1000 - 10" - 0.1000 - 10' 4 0.1000 - 10' = 0.0000,

pa je x1 = 0, sto nije niti priblizno tocan rezultat.

Promijenimo li poredak jednadzbi u (2.7.2), dobivamo

0.1000 - 10" 7 + 0.1000 - 10" 25 = 0.2000 - 10"

o o e (2.7.4)
0.1000 - 1073 z; + 0.1000 - 10" 2, = 0.1000 - 10"

MnoZenjem prve jednadzbe s 10™* i oduzimanjem od druge, dobivamo drugu jed-
nadzbu oblika

(0.1000 - 10" — 0.1000 - 10~%) 25 = 0.1000 - 10" — 0.2000 - 10~ (2.7.5)

pa se (2.7.5) svede na 0.1000-10' x5 = 0.1000-10%, #. x5 = 0.1000-10'. Uvrstavanjem
u prou jednadzbu u (2.7.4) dobivamo

0.1000 - 10" z; = 0.2000 - 10* — 0.1000 - 10 - 0.1000 - 10! = 0.1000 - 10*,

pa je v1 = 0.1000 - 10}, sto tocéan rezultat korektno zaokruZen na cetiri decimalne
znamenke.

Primjer 2.7.5. Poznato je da studenti kad ne znaju izracunati limese, poseiu za
kalkulatorom 1 pokusavaju ih “heuristicki” izracunati, tako da se pribliZavaju granici.
Pretpostavimo da imaju program koji v extended tocnosti racuna sljedece limese:
l—cosz 1 x?

lim = —, lim ——— = 2.
2—0 12 2 z—0]1 — coszx

Moze li se unaprijed reci sto ée se dogadati s rezultatima ako stavljamo x-eve redom
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1071,1072,...,1071°2 Objasnite dobivene rezultate.

x prvi ‘‘limes’’ | drugi ‘‘limes’’
10791 0.4995834722 2.001667500
10792 0.4999958333 2.000016667
1079 0.4999999583 2.000000167
1079 0.4999999996 2.000000002
107% 0.5000000002 1.999999999
107% 0.4999999980 2.000000008
10797 0.5000015159 1.999993936
1079 0.4998172015 2.000731461
107% 0.4336808690 2.305843009
10710 0.0000000000

2.8. Primjeri iz Zivota

Primjeri koje smo naveli u prethodnom odjeljku su pravi, skolski. Nazalost,
postoje primjeri kad su zbog gresaka zaokruzivanja stradali ljudi ili je poc¢injena
velika materijalna steta.

Primjer 2.8.1. (Promasaj raketa Patriot.)

U Zaljevskom ratu, 25. veljace 1991. godine, Patriot rakete iznad Dhahrana
u Saudijskoj Arabiji nisu uspjele pronaci i oboriti iracku Scud raketu. Projektil je
(pukim slucajem) pao na americku vojnu bazu usmrtivsi 28 i ranivsi stotinjak ljudi.

Lzvjestay o katastrofi godinu dana poslije, rasvijetlio je okolnosti nesrece. U
racunalu koje je upravijalo Patriot raketama, vrijeme se brojilo u desetinkama se-
kunde proteklim od trenutka kad je racunalo upaljeno. Kad desetinku prikaZemo u
binarnom prikazu, dobivamo

0.110 = (0.00011),.

Realne brojeve u tom racunalu prikazivali su koristenjem nenormalizirane mantise
duljine 23 bita. Spremanjem 0.1 u registar Patriot racunala, napravijena je (apso-
lutna) greska priblizno jednaka 9.5 - 1078.

Zbog stalne opasnosti od napada Scud raketama, racunalo je bilo u pogonu
100 sati, sto je 100 - 60 - 60 - 10 desetinki sekunde. Ukupna greska nastala greskom
zaokruzivanja je
100-60-60-10-9.5-107% = 0.34s.
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Ako je poznato da Scud putuje brzinom 1676 m/s na predvidenoj visini susreta, onda
su ga rakete Patriot pokusale naci vise od pola kilometra daleko od njegovog stvarnog
poloZaja.

Koje je precizno objasnjenje uzroka ove katastrofe? Stvarni uzrok je nedovoljno
pazljivo, “mudro” ili “hackersko” pisanje programa. Patriot sustav prati cilj tako
da mgeri vrijeme potrebno radarskim signalima da se odbiju od cilja i vrate natrag.
Tocnost podataka o vremenu je, naravno, kljucna za precizno unistenje cilja.

Racunalo koje je upravijalo Patriot raketama bazirano je na konstrukciji iz
1970-ih godina i koristi 24-bitnu aritmetiku. Medutim, realizacija floating point
aritmetike u ta “davna” vremena bila je mnogo sporija od cjelobrojne, posebno za
mnozenje i dijeljenje. Zbog toga se u programima cesto koristila kombinacija cjelo-
brojne (tzv. fized point) aritmetike i floating point aritmetike, da se ubrzaju te dvije
operacije.

Tako je sistemski sat mjerio vrijeme u desetinkama sekunde, ali se vrijeme
spremalo kao cijeli broj desetinki proteklih od trenutka kad je racunalo upaljeno.
Za sve ostale proracune, vrijeme se racuna tako da se pommnozi broj desetinki n s
osnovnom jedinicom ty = 0.1s u kvazi-cjelobrojnoj aritmetici, a zatim pretvori u
pravi 24-bitni floating point broj.

Kvazi-cjelobrojni ili fixed point prikaz realnog broja odgovara prikazu cijelih
brojeva, s tim da se uzima da je binarna tocka ispred prve prikazane znamenke.
Preciznije receno, ako imamo 24 bita za takav prikaz, realni broj se interpretira kao
visekratnik od 2723, a prikaz se dobiva zaokruzivanjem visekratnika na cijeli broj i to
odbacivanjem racionalnog dijela (u smjeru nule). Dakle, za realni broj r > 0 pamti
se cigeli broj |7 -223|, a za negativni v pamti se —| |r|-2%3|. Naravno, tako se mogu
prikazati samo realni brojevi iz [—1, 1), inace imamo premalo bitova.

Za analizu gresaka, ignorirajmo da se stvarno sprema cijeli broj, i pogleday-
mo kojoj aproksimaciji za r odgovara taj spremljeni broj. Neka fi(r) oznacava tu
aproksimaciju za r, u smislu da je spremljeni prikaz od r, zapravo, egzaktni prikaz
broja fi(r). Taj broj mozZemo jednostavno dobiti tako da spremljene bitove interpre-
tiramo kao prikaz s nenormaliziranom mantisom od 23 bita, jer se pamte redom zna-
menke iza binarne tocke, a eksponenta nema, tj. jednak je 0. Dakle, za r € [—1,1),
broj fi(r) ima toc¢no prva 23 bita od r iza binarne tocke, a ostatak zanemarujemo,
zbog zaokruzivanja odbacivanjem. Za apsolutnu gresku, ocito, vrijedi

@ = fi(z)] < 27%,

ali relativna greska moZze biti velika.

Kako to izgleda za osnovnu vremensku jedinicu to = 0.17 ZadrZavanjem prva
23 bita iza binarne tocke i odbacivanjem ostatka u

0.1 = (0.0001 1001 1001 1001 1001 100|1 1001 .. .)s.
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dobivamo
fi(0.1) = (0.0001 1001 1001 1001 1001 100)s.

Ucinjena (apsolutna) greska je

1
0.1—7i(0.1)=01-272= —— —9.5367431640625 - 10~°
| fi0-1)] 10485760 ’

dok je relativna greska tocno 2720, ili 10 puta veca, §to uopée ne izgleda strasno.

Nakon n otkucaja sistemskog sata (u desetinkama), pravo vrijeme u sekundama
jet =n-ty. Umjesto toga, racuna sen-fi(ty). Pretpostavimo da se to mnoZenje izvodi
egzaktno, bez dodatnih gresaka zaokruzivanja (kao da smo u cjelobrojnoj aritmetici).

Izracunato vrijeme je t = n - fi(ty). Relativna greska ostaje ista
t—t
- —9 20’

jer se n skrati. Medutim, apsolutna greska je n puta veca
it —t] =n-]0.1 - fi(0.1)| ~n-(9.5-107%).

Nazalost, za tocno gadanje treba apsolutna, a ne relativna tocnost u vremenu. Za
dovoljno veliki n, a nakon 100 sati je n = 3600000, dobivenom t nema spasa, cak i
prije pretvaranja u floating point prikaz (Sto jos doprinosi ukupnoj pogresci).

Sto se moglo napraviti? Da su se ista 23 bita koristila za pravu mantisu u

floating point prikazu
0.1 = (0.11001100 1100 1100 11001100 1100. . )3 - 27,
bez obzira na vrstu zaokruZivanja, dobili bismo
££(0.1) = (0.1100 1100 1100 1100 1100 110)5 - 273,
uz toéno 2* = 16 puta manje greske. Na primjer, apsolutna greska je
0.1 — f£(0.1)] =0.1-27* ~ 5.96- 1077,

Cak i nakon 100 sati, posljedica ove greske je promasaj od oko 40m, 5to je (s visokom

vjerojatnoséu) jos uvijek dovoljno toc¢no za unistenje Scuda.

S druge strane, treba izbjegavati eksplicitno koristenje tzv. apsolutnog vremena
od trenutka ukljucenja. Puno bolje je brojac iznova postaviti na nulu u trenutku
prvog radarskog kontakta, ili zapamtiti stanje cjelobrojnog brojaca u tom trenutku, a
sva ostala vremena racunati prvo cjelobrojnim oduzimanjem stanja brojaca, pa tek
onda dobivenu razliku pretvoriti u sekunde (pomnoziti bitno mangi broj s ty). Scud
ipak leti malo krace od 100 sati!
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Zanimljivo je da je prva indikacija ove pogreske prijavijena punih 14 dana
ranije, 11. veljace. Na jednom sustavu Patriota uocen je pomak u tzv. “prostoru
udara” (engl. range gate) za punih 20% nakon neprekidnog rada od 8 sati. Ti podaci
pokazivali su da nakon 20 sati neprekidnog rada, sustav necée modi pratiti i pre-
sresti nadolazecéi Scud. Modificirani program koji kompenzira netoc¢no racunanje
vremena sluzbeno je izasao 16. veljace. Medutim, uw Dhahran je stigao tek 26. veljace,
dan nakon nesrece. Ipak, cudno je da posade sustava na terenu nisu dobile barem
obavijest o problemu — povremeni “restart” sustava bio bi sasvim dovoljan za prvo
vrijeme.

Primjer 2.8.2. (Eksplozija Ariane 5.)

Raketa Ariane 5 lansirana 4. lipnja 1995. godine iz Kouroua (Francuska Gua-
jana) nosila je u putanju oko Zemlje komunikacijske satelite vrijedne oko 500 mili-
guna USD. Samo 37 sekundi nakon lansiranja izvrsila je samounistenge.

Dua tjedna kasnige, struénjaci su objasnili dogadaj. Kontrolna varijabla (koja
je sluzZila samo informacije radi) u programu vodenja rakete mjerila je horizontalnu
brzinu rakete. Greska je nastupila kad je program pokusao pretvoriti preveliki 64-
bitni realni broj w 16-bitni cijeli broj. Racunalo je javilo gresku, Sto je izazvalo
samounistenje. Zanimljivo je da je taj isti program bio koristen u prijasnjoj sporijoj
verziji Ariane 4, pa do katastrofe nije doslo.

Primjer 2.8.3. (Potonuce naftne platforme Sleipner A.)

Naftna platforma Sleipner A potonula je prilikom sidrenja, 23. kolovoza 1991.
u blizint Stavangera. Baza platforme su 24 betonske éelije, od kojih su 4 produljene u
suplje stupove na kojima lezi paluba. Prilikom uronjavangja baze doslo je do pucanja.
Rusenje je izazvalo potres jacine 3.0 stupnja po Richterovoj ljestvici 1 Stetu od 700
miliguna USD.

Greska je nastala u projektiranju, primjenom standardnog paketa programa,
kad je upotrijebljena metoda konacnih elemenata s nedovoljnom tocénoséu (netko nije
provjerio rezultate programa). Proracun je dao naprezanja 47% manja od stvarnih.
Nakon detaljne analize s tocnijim konacnim elementima, izracunato je da su celije
morale popustiti na dubini od 62 metra. Stvarna dubina pucanja bila je 65 metara!

Primjer 2.8.4. (Izabran je pogresan predsjednik.)

Mozda je najbizarniji primjer da greska zaokruZivanja moZe poremetiti izbore
za predsjednika SAD. U americkom sustavu izbora predsjednika, svaka od saveznih
drzava ima odreden broj predstavnika (ljudi) u tijelu koje se zove Electoral College i
koje formalno bira predsjednika. Broj predstavnika svake pojedine drZave u tom tijelu
proporcionalan je broju stanovnika te drZave u odnosu na ukupan broj stanovnika.
Pretpostavimo da u Electoral College-u ima a predstavnika, populacija SAD je p
stanovnika, a drZava i ima p; stanovnika. Broj predstavnika drZave i u FElectoral
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College-u trebao bi biti
Pi
=—-a

p

Ali, predstavnici su ljudi, pa bi a; morao biti cijeli broj. Zbog toga se a; mora
zaokruziti na cijeli broj a; po nekom pravilu. Naravno, na kraju mora biti >, a; = a.
Razumno i prirodno pravilo je:

Q;

e a; mora biti jedan od dva cijela broja koji su najblizi a; (tzv. “wvjet kvote”).

Naime, pravilno zaokruzivanje (kao kod prikaza brojeva) je mozda najpravednije, ali
ne mora dati Y, a; = a, pa se mora upotrijebiti slabije pravilo.

Medutim, broj stanovnika p; se vremenom mijenja (a time i p). Isto tako,
ukupni broj predstavnika a u tijelu se mozZe promijeniti od jednih do drugih izbora.
Zbog toga se dodaju jo§ dva prirodna “politicka” pravila:

o Ako se poveca ukupan broj predstavnika a, a svi ostali podaci se ne promijene,
a; ne smije opasti (tzv. “monotonost predstavnickog tijela”).

o Ako je broj stanovnika drzave p; porastao, a ostali podaci su nepromijenjeni,
a; ne smije opasti (tzv. “monotonost populacije”).

Svrha je jasna, jer ljudi vole usporedivati prosle © nove “kvote”. NaZalost, ne postoji
metoda za odredivanje broja predstavnika koja bi zadovoljavala sva tri kriterija.

U americkoj povijesti zaista postoji slucay da je izabran “pogresan” predsjednik.
Samuel J. Tilden izqubio je izbore 1876. godine u korist Rutherforda B. Hayesa,
samo zbog nacina dodjele elektorskih glasova u toj prilici. Da stvar bude jos za-
nimljivija, ta metoda dodjele glasova nije bila ona koju je propisivao zakon iz tog
vremena.

Matematicki gledano, problem izbornih sustava i raznih pravila za ra¢unanje
broja predstavnika u predstavnickim tijelima, poput Sabora, nije trivijalan, a oz-
biljno se proucava ve¢ stotinjak godina.

Uzmimo najjednostavniji “izborni sustav” u kojem vrijedi samo “uvjet kvote” i
pretpostavimo da se on primjenjuje za svake izbore posebno (tj. vremenski lokalno),
uz poznate podatke o broju stanovnika p; u svim “izbornim jedinicama”. Kako biste
sto pravednije izracunali brojeve a; predstavnika svake jedinice?
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3. Vektorske 1 matricne norme

3.1. Vektorske norme

Vektorske i matri¢ne norme osnovno su sredstvo koje koristimo kod ocjene
greSaka vezanih uz numericke metode, posebno u numerickoj linearnoj algebri.

Definicija 3.1.1. (Vektorska norma) Vektorska norma je svaka funkcija || - || :
C" — R koja zadovoljava sljedeéa svojstva:

1. |jz|| > 0, Vz € C", a jednakost vrijedi ako i samo ako je x = 0,
2. |laz| = || ||z||, Vo € R, Yz € C,

3. lz+yll < |zl + |lyll, Yx,y € C*. Ova je nejednakost poznatija pod imenom
nejednakost trokuta (zbroj duljina bilo koje dvije stranice trokuta veéi je od
duljine trece stranice).

Analogno se definira vektorska norma na bilo kojem vektorskom prostoru V' nad
poljem F =R ili C.

Neka je z vektor iz C" s komponentama x;, ¢ = 1,...,n, u oznaci x =
(z1,...,2,)T, ili, skraéeno z = [z;]. U numerickoj linearnoj algebri najcesée se
koriste sljedece tri norme:

1. 1-norma ili ¢; norma, u engleskom govornom podrucju poznatija kao “Man-
)
hattan” ili “taxi-cab” norma

n
lfly = D fail,
i=1

2. 2-norma ili / norma ili euklidska norma
lzll2 = (@2)'2 = | 3 l?,
i=1

-----

3. oo-norma ili /., norma
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Primijetite da je samo 2-norma izvedena iz skalarnog produkta, dok ostale dvije to
nisu.

2-norma ima dva bitna svojstva koje je ¢ine posebno korisnom. Ona je in-
varijantna na unitarne transformacije vektora z, tj. ako je @) unitarna matrica

(Q"Q = QQ™ = 1), onda je
1Qzlls = (+*Q* Q)" = (72)'? = la[|2.

Takoder ona je diferencijabilna za sve x # 0, s gradijentom

z
Vizlle = 57—

lll2

Sve ove tri norme specijalni su slucaj Holderove p-norme (¢, norme) defini-

rane s:
n 1/p
ol = (S lel?) s =1
i=1

Za Holderove p-norme vrijedi i poznata Holderova nejednakost
oyl <l lylly, -+ =1
zyl < |lzlpllylle, —+-=1.
pll¥ller

Posebni slucaj Holderove nejednakosti za p = ¢ = 2 je Cauchy-Schwarzova nejed-
nakost

[2%y| < [lzll2[ly 2

Koliko se dvije p-norme medusobno razlikuju, pokazuje sljede¢a nejednakost,
koja se moze dosti¢i. Neka su a i § dvije p norme takve da je a < (. Tada vrijedi

Izl < llzfla < o7 2]l

Ova se nejednakost ¢esto prosiruje i zapisuje tablicom ||z|, < Cullz|ls, gdje su
Chr-ovi

a\j 1 2 00
1 1 Vn n
2 | 1 1 a
o0 1 1 1

Primijetite da sve p-norme ovise samo o apsolutnoj vrijednosti komponenti z;,
pa je p-norma rastuca funkcija apsolutnih vrijednosti komponenti x;. Oznacimo s
|z| vektor apsolutnih vrijednosti komponenti vektora z, tj. |z| = [|x;|]. Za vektore
apsolutnih vrijednosti (u R™) mozemo uvesti parcijalni uredaj relacijom

2| < |y| <= |o] <|wil, Vi=1,...,n.
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Definicija 3.1.2. (Monotona i apsolutna norma) Norma na C" je monotona
ako vrijeds
2] <yl = llzll < llyll, Va,y e C".

Norma na C" je apsolutna ako vrijeds

[l = ll=ll, vz eC™

Bauer, Stoer i Witzgall dokazali su netrivijalni teorem koji pokazuje da su ta
dva svojstva ekvivelentna.

Teorem 3.1.1. Norma na C" je monotona ako i samo ako je apsolutna.

Definicija vektorskih normi u sebi ne sadrzi zahtjev da je vektorski prostor
iz kojeg su vektori konacno dimenzionalan. Na primjer, norme definirane na vek-
torskom prostoru neprekidnih funkcija na [a, b] (u oznaci Cla, b]) definiraju se sli¢no
normama na C™:

1. L norma
b
17l = [ 1@l

2. Ly norma
b 1/2
171 = ([ 1) "

3. L. norma

[ flloe = max{[f(z)[ | # € [a, b]},

4. L, norma
b

I, = ([ rora)”, pz1

a

3.2. Matriécne norme

Zamijenimo li u definiciji 3.1.1. vektor x € C™ matricom A € C™*" dobivamo
matricnu normu.

Definicija 3.2.1. (Matriéna norma) Matricna norma je svaka funkcija || - | :
Cm™™ — R koja zadovoljava sljedeéa svojstva:

1. [JA|| >0, VA € C™™, a jednakost vrijedi ako i samo ako je A =0,
2. |laA] = |af ||A]], Va € R, VA € C™*™,
3. |[A+ B| < ||A|| +||BJ|, YA, B € C™*™.
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Za matri¢nu normu ¢emo reéi da je konzistentna ako vrijedi
4. |AB| < [|A[l [ B]]
kad god je matri¢ni produkt AB definiran. Oprez, norme od A, B i AB ne moraju
biti definirane na istom prostoru (dimenzije)!

Neki autori smatraju da je i ovo posljednje svojstvo sastavni dio definicije ma-
tricne norme (tada to svojstvo obi¢no zovu submultiplikativnost). Ako su ispunjena
samo prva tri svojstva, onda to zovu generalizirana matri¢na norma.

Matri¢ne norme mogu nastati na dva razlic¢ita na¢ina. Ako matricu A proma-
tramo kao vektor s m x n elemenata, onda, direktna primjena vektorskih normi (uz
oznaku a;; matri¢nog elementa u i-tom retku i j-tom stupcu) daje sljedece definicije:

1. ¢; norma

AN = Alls = >_ 3 lai],

i=1j=1

2. l5 norma (euklidska, Frobeniusova, Hilbert—Schmidtova, Schurova)

ANl = [ AlF = (tr(A"A))2 =

m n
Do lagl?,

i=1j=1

3. {5 norma
1Al = 1Al = max _|asl.

7j=1,...,n
tr je oznaka za trag matrice — zbroj dijagonalnih elemenata matrice.

Pokazimo da ¢; i {5 norma zadovoljavaju svojstvo konzistentnosti, a ., norma
ga ne zadovoljava. Vrijedi

[AB|ls => 3> lawbk| <D
=1

i=1j=1k=1

S

=1

SN lainbe]
k=1 /=1
<D laal D2 1bes| = 1 Alls [|Blls,

i=1 k=1 ¢=1j=1

m S

IABI7 =Y 1> auby;

i=1j=1 k=1

n n

2 < f:i: (Z |az~,§|2) (;:1 |bej|2>

i=1j=1 “k=1
m n n

= (S5 leal?) (30 ) = AU 1B

i=1k=1 ¢=1j=1

Primijetite da se u dokazu da je Frobeniusova norma konzistentna koristila Cauchy-
Schwarzova nejednakost.
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Pokazimo na jednom primjeru da ¢, norma ne zadovoljava svojstvo konzis-
tentnosti. Za matrice

117 . 292
A:B:[u] Je AB_[N]’

pa je
IABlla =2, [[Alla [ Bllar = 1.
Ipak i od || - ||a se moze napraviti konzistentna norma. Definiramo li
AlF= m ([ Allar,
vrijedi
n n
IIAB][| = m Jmax > aibi| <m Jmex > lairbyjl
j=1,..,s k=1 j=1,..,s k=1

n
<m max 3 [Ally[|Bllar = (m|[Alla) (n]|Bllar) = (1A 1B
j=1,..,s k=1
S druge strane, matricne norme mozemo dobiti kao operatorske norme iz
odgovarajuc¢ih vektorskih koristenjem definicije

|| l’” b
A|l = max ili = max ||Ax]|). 3.2.1

Kad se uvrste odgovarajuée vektorske norme u (3.2.1), dobivamo

1. matriéna 1-norma, “maksimalna stupcana norma”

m
1Ay = max 3 ayl,

""" i=1
2. matricna 2-norma, spektralna norma

1A]lz = (p(A* AN'? = Tuax(A),

3. matricna oco-norma, “maksimalna ret¢ana norma”
n
[A]loe = Zf{laXm; sl

pri ¢emu je p oznaka za spektralni radijus kvadratne matrice (maksimalna po apso-
lutnoj vrijednosti svojstvena vrijednost)

p(B) = max{|A| | det(B — AI) =0}, (B kvadratnal), (3.2.2)
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a o je standardna oznaka za tzv. singularnu vrijednost matrice. Detaljnu definiciju
sto je to singularna vrijednost, dobit ¢ete u poglavlju koje ¢e se baviti dekompozi-
cijom singularnih vrijednosti.

Matri¢na 2-norma se tesko racuna, (trebalo bi naéi po apsolutnoj vrijednosti
najveéu svojstvenu vrijednost), pa je uobic¢ajeno da se ona procjenjuje koristenjem
ostalih normi.

Tablica ovisnosti koja vrijedi medu matriénim normama je: ||Allo < Cux|| 4|5,
gdje su Cy-ovi

a\p 1 2 00 F M S
1 1 vm m ND m 1

2 NG 1 Jm 1 Jmn 1
00 n Vn 1 Vn n 1
F Vn rang(A) vm 1 vmn 1
M 1 1 1 1 1 1
S n mn rang(A) m vmn mn 1

Posebno su vazne unitarno invarijantne norme, tj. one za koje vrijedi
[UAV]| = [IAl (3.2.3)

za sve unitarne matrice U 1 V.

Dvije najpoznatije unitarno invarijantne norme su Frobeniusova i spektralna
norma. Pokazimo to. Kvadrat Frobeniusove norme matrice A mozemo promatrati
kao zbroj kvadrata normi stupaca a:

n
1A = > llas
j=1

S druge strane, za svaku unitarnu matricu U vrijedi
[Uayll3 = ;0" Uy = a3y = a3

Objedinimo li te relacije, dobivamo

IUANE =2 1Ua;I* = 3 llas|I* = 1AIl%.
j=1 j=1

Konac¢no, vrijedi

IVAV | = AV |[E = [V A"|E = |45 = [IAlF-
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Da bismo dokazali da je matri¢cna 2-norma unitarno ekvivalentna, potrebno je
pokazati da transformacije slicnosti ¢uvaju svojstvene vrijednosti matrice. Ako je
S nesingularna (kvadratna) matrica, a B kvadratna, onda je matrica S~!BS sli¢na
matrici B. Ako je spektralna faktorizacija matrice S~'BS

STIBSX = XA,

pri ¢emu je X matrica svojstvenih vektora, a A svojstvenih vrijednosti. Mnozenjem
sa S slijeva, dobivamo

B(SX) = (SX)A,

tj. matrica svojstvenih vektora je SX, dok su svojstvene vrijednosti ostale nepromi-
jenjene. Primijetite da za unitarne matrice vrijedi V* = V1.

Za matricnu 2-normu, onda vrijedi
IUAV ||y = (p(V* AU UAV))2 = (p(V*A*AV)) V2.
Budud¢i da je V' unitarna, A*A i V*A* AV su unitarno ekvivalentne, pa je

IUAV |2 = (p(A*A))"2 = [|A]|2.
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4. Stabilnost
problema i algoritama

U drugom poglavlju vidjeli smo da se greske javljaju na svakom koraku prilikom
rjeSavanja realnih prakti¢nih problema. Na nekoliko primjera vidjeli smo da ukupni
efekti raznih gresaka mogu biti katastrofalni po konaé¢no rjesenje. Prije opisa raznih
metoda za numericko rjesavanje odredenih vrsta problema, trebamo matematicki
formalizam i odgovarajuci prakticni alat za procjenu efekta ili utjecaja raznih vrsta
greSaka.

Ponesto od tih tehnika smo ve¢ koristili u prethodnim primjerima, bez po-
sebnog formalizma. U nastavku dajemo nesto formalniji i opéenitiji pristup analizi
greSaka pri rjeSavanju problema.

4.1. Jednostavni model problema

Problem P kojeg rjesavamo, tipi¢no ima neki ulaz i neki izlaz (slicno algo-
ritmu). Ulaz je neki (kona¢ni) skup podataka, a izlaz je opet neki (konacni) skup
podataka. U numerici uzimamo da su ti podaci brojevi. Recimo, ulaz su koeficijenti
neke jednadzbe, a izlaz su rjeSenja ili korijeni te jednadzbe u nekom dogovorenom
poretku. Pretpostavimo, radi jednostavnosti, da su ulazni i izlazni podaci realni
brojevi.

Slicna analiza moze se provesti i za drugacije podatke brojevnog tipa, ali za
numericku praksu su upravo realni brojevi najvazniji slucaj, posebno kad uzmemo
u obzir da rac¢unanje provodimo aritmetikom rac¢unala koja modelira realne brojeve.
Kompleksni brojevi su najmanji problem, njih ionako prikazujemo parom realnih
brojeva z = (Re z,Im z).

Ako preciznije pogledamo, ulaz i izlaz su uredeni konacni nizovi podataka, a ne
skupovi. Poredak podataka ima bitnu ulogu, zbog njihove prakti¢ne interpretacije,
odnosno, stvarnog znacenja. Na primjer, nije svejedno koji koeficijent kvadratne
jednadzbe dolazi uz koju potenciju. U tom smislu, ulaz mozemo prikazati vektorom
x € R™, a izlaz vektorom y € R™. Nas problem P mozemo (pomalo algoritamski)



4. STABILNOST PROBLEMA I ALGORITAMA STABILNOST - 31

zamisliti kao crnu kutiju, koja prihvaca neki ulaz x i rjeSava problem za taj ulaz,
producirajudi izlaz y.

x P Y

Na kraju, pretpostavimo da je izlaz jednozna¢no odreden ulazom, sto je ra-
zumna pretpostavka za deterministicke probleme. Drugim rijec¢ima, svakom ulazu
x kutija P pridruzuje jednoznacni izlaz y. Stoga, problem mozemo zamisljati i kao
preslikavanje ili funkciju f, zadanu s

fR™=R" y=f(z). (4.1.1)

Ono Sto nas zanima je osjetljivost preslikavanja f u nekoj tocki x obzirom na male
perturbacije x-a, tj. zanima nas koliko je tada velika perturbacija y-a obzirom na
perturbaciju z-a.

Stupanj osjetljivosti zelimo mjeriti jednim jedinim brojem — uvjetovanoséu
funkcije f u tocki x. Posebno, smatramo da se vrijednost funkcije f u svakoj tocki
racuna egzaktno, u beskonacnoj toc¢nosti. Dakle, uvjetovanost od f je svojstvo
funkcije f i ovisi samo o f, a ne ovisi o nacinu kako se f rac¢una — u smislu algo-
ritamskih razmatranja ili efekata vezanih uz implementaciju postupka za ra¢unanje
funkcije f.

Bitno je primijetiti da to ne znaci da poznavanje uvjetovanosti problema nema
nikakav utjecaj na izbor algoritama za rjesenje problema. Vrijedi upravo suprotno!
Medutim, za pocetak, treba znati da li problem po sebi pojacava ili prigusuje
male perturbacije u polaznim podacima. Zatim, treba naé¢i dobar algoritam, koji
tom inherentnom ponasanju problema ne doprinosi previse dodatnim greskama.
Drugim rije¢ima, da bismo razlikovali dobre od losih algoritama (u smislu tocnosti),
moramo prvo moci razlikovati dobre od losih problema. Uvjetovanost sluzi kao
mjera “kvalitete” problema, a kasnije uvodimo isti pojam i za mjerenje “kvalitete”
algoritma.

Potreba za vezom izmedu gresaka u polaznim podacima i greSaka u rezultatima
ne dolazi samo zbog gresaka u mjerenju. Do istog problema dolazimo analizom
greSaka koje nastaju racunanjem nekim algoritmom na racunalu.

[lustrirajmo to na najjednostavnijem primjeru funkcije f : R — R. Pret-
postavimo da je y aproksimacija rjeSenja nekog problema y = f(z), izrac¢unata
nekim algoritmom u realnoj aritmetici racunala (tzv. aritmetika pomi¢nog zareza,
ili engl. floating point arithmetic) s preciznoséu u. Ono $to nas zanima je koliko je
izracunato rjeSenje daleko od pravog.

U vecini slucajeva bili bismo zadovoljni s malom relativnom greskom u rezul-

tatu R

ly — 7l
]

Erel = ~u

)
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ali to nije uvijek moguce postici.

Umjesto toga, pitamo se koji bi podaci z + Ax zapravo dali rjeSenje § u egza-
ktnoj aritmetici, tj. kada je ¥ = f(z + Ax). Generalno, moze postojati mnogo
takvih Az, pa je zanimljiv samo onaj najmanji. Vrijednost |Az| ili min |Azx| zove se
obratna greska (engl. backward error). Ako obratnu gresku podijelimo s |x| dobit
¢emo relativnu obratnu gresku. Relativnu i apsolutnu gresku od g, (relativna Ei,
apsolutna Ay = y — ) zovemo greSskom unaprijed (engl. forward error). Sljedeca
skica pokazuje njihove razlike.

T

obratna greska —=

T+ Ax

Proces ogradivanja (ili procjene) obratne greske izracunatog rjeSenja zove se
obratna analiza greske. Motivacija i opravdanja za primjenu tog postupka ima
nekoliko.

1. Analiza propagiranja gresaka zaokruzivanja unaprijed, kroz sve operacije al-
goritma do kona¢nog rezultata, je ubitacan posao, koji najces¢e daje vrlo
pesimisticke ocjene na tocnost rezultata. U proslom poglavlju smo napravili
takvu analizu za jednu jedinu i to egzaktnu operaciju o, a rezultati ve¢ imaju
kompliciran oblik. Da smo, uz perturbirane podatke, uzeli u obzir i gresku
zaokruzivanja rezultata operacije, odnosno operaciju o u aritmetici racunala,
rezultat bi bio jo§s kompliciraniji.

2. Model aritmetike (2.6.2) po sebi kaze da je puno lakse greske zaokruzivanja i
aritmetike racunala interpretirati kao perturbacije pocetnih podataka, uz eg-
zaktne operacije. Osim toga, vrlo ¢esto i ulazni podaci imaju polazne pogreske
(zbog mjerenja, prijasnjeg racunanja ili zbog gresaka zaokruzivanja nastalih
spremanjem ulaznih podataka u racunalo), pa ih ionako treba uzeti u obuzir.
Na kraju, tesko ¢emo kritizirati izracunati rezultat, ako je njegova obratna
greska reda veli¢ine gresaka u ulaznim podacima.

3. Velika prednost obratne analize greSaka je da se procjena ili ograda greske
unaprijed prepusta teoriji perturbacija, tj. radi se teorija perturbacije za svaki
problem, a ne za svaki problem i svaku metodu.

Zbog toga, posebno gledamo stabilnost problema (teorija perturbacije ili uvjeto-
vanosti problema), a posebno analiziramo stabilnost algoritama.
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Da bismo imali bolju predodzbu o stabilnosti algoritama mozemo odmah, iako
ne potpuno formalno, uvesti potrebne pojmove.

Za algoritam ¢emo reéi da je obratno stabilan (engl. backward stable), ako
za proizvoljni z, izracunati g ima malu obratnu gresku, tj. vrijedi § = f(x + Ax)
za neki “mali” Az. Sto znaci “mali”, naravno, ovisi o kontekstu. Funkcija f ovdje
ovisi 1 o algoritmu, ali se ra¢una to¢no (bez gresaka zaokruzivanja).

Na primjer, pretpostavka o preciznosti osnovnih aritmetickih operacija (2.6.2)
za zbrajanje/oduzimanje je

fllety)=Q+e)(zxy)=Q+e)zt(14+¢e)y, e <u.

Pogledamo 1i posljednju jednakost, izlazi da je zbrajanje/oduzimanje obratno sta-
bilna operacija, jer se izracunati rezultat f¢(z + y) moze interpretirati kao egzaktni
rezultat operacije za malo perturbirane ulazne podatke (1 +¢)z i (1+¢€)y.

Sliéno vrijedi i za mnoge druge numericke algoritme u praksi. Dobiveni izra-
¢unati rezultat moze se (i to bez previse napora) interpretirati kao egzaktno rjesenje
problema koji je “blizak” pocetnom. Ova tehnika obratne analize gresaka nastala
je 1950-ih godina, a njeni zacetnici su J. W. Givens, C. Lanczos i, iznad svih,
J. H. Wilkinson.

Nazalost, u nekim sluc¢ajevima nije moguce postic¢i pravu obratnu stabilnost u
relativnom smislu. Odmah je o¢ito da probleme mozemo ocekivati u blizini nule.

Primjer 4.1.1. Veéina potprograma (u bibliotekama racunala) za racunange funk-
cije cos ne postuge obratnu stabilnost y = cos(z+Ax) uz relativno mali Axz. Umgesto
toga, zadovoljavaju slabiju relaciju

J+Ay=flz+Ax), [Ayl<elyl, [Az|<wvlzl,

koja je poznata pod imenom mijeSana unaprijed-unazad greska (engl. mized forward-
backward error). Pokusajte sami pronaci kad ne vrijedi obratna stabilnost i opravdati
da onda vrijedi ovakva stabilnost.

Prethodna relacija, zapravo, kaze da je rezultat racunanja skoro toc¢an za skoro

tocne ulazne podatke. Sljedeca slika ilustrira ovakvo ponasanje gresaka.
X

obratna greska —=

—— greska unaprijed
x+ Ax

<)

flz+ Azx)
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U tom smislu, opéenito, kazemo da je algoritam numericki stabilan ako je
stabilan u mijesanom unaprijed-unazad smislu. Odavde odmah slijedi da je obratno
stabilan algoritam i numericki stabilan!

Uocite da su ove definicije prvenstveno orijentirane na algoritme, tj. ukljucuju
i greske zaokruzivanja. Jasno je da ukupno ponasanje gresaka ovisi i o problemu,
pa pojam stabilnosti mozemo uvesti i za problem po sebi, tj. za egzaktno racunanje
f. Problem je stabilan ako mala perturbacija ulaznih podataka rezultira malom
perturbacijom rezultata (u apsolutnom ili relativnom smislu). Veza izmedu greske
unaprijed i obratne greske je uvjetovanost problema.

4.2. Uvjetovanost problema

Istrazimo uvjetovanost problema za funkciju f : R — R. Promatramo pona-
sanje funkcije f za male perturbacije Ax u okolini tocke x. Neka je Ay pripadna
perturbacija funkcijske vrijednosti y = f(x), tj. f(z + Ax) = y + Ay. Algoritamski
analogon je pretpostavka da aproksimativno rjesenje zadovoljava y = f(z + Axz).
Pretpostavimo jos da je f dva puta neprekidno derivabilna. Koristenjem Taylorovog
polinoma stupnja 1 dobivamo

n f"(z 4+ 0Ax)

Ay = f(z + Az) — f(z) = f'(x)Ax 2l

(Az)?, 6¢€(0,1).
Za male perturbacije Ax, apsolutni oblik ove relacije je
Ay = f'(x) Az + O((Az)?),

odakle slijedi da je f'(x) ili |f'(z)| apsolutna uvjetovanost funkcije f.

Posto nas vise zanimaju relativne greske, ako je z # 01 y # 0, prethodnu
relaciju mozemo napisati u relativnoj formi

Ay _af@) e ((&)j |
y  fl@) = x
pa relativnu uvjetovanost funkcije f mozemo definirati kao

vf'(x)
fla) |

(cond f)(z) :=

(4.2.1)

Za x =0, y # 0, umjesto relativne greske u z, razumnije je promatrati apso-
lutnu gresku u z, a relativnu u y, pa je tada uvjetovanost (cond f)(x) = | f'(z)/ f(z)].
Slicno vrijedi i za y = 0, z # 0, kad je (cond f)(x) = |zf'(z)]. Ako je z =y =0,
onda je uvjetovanost problema jednostavno |f'(z)].
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Primjer 4.2.1. Promotrimo funkciju

f(x) =1Inz.
Njena je relativna uvjetovanost

1

Inz

(cond f)(x) =

Y

sto je veltko za ©* ~ 1. To znaci da mala relativna promjena x-a, kad je v ~ 1,
uzrokuje mnogo vecu relativnu promjenu u Inx ~ 0.

Uocite da mala relativna promjena v x-u, a to je © mala apsolutna promgjena
za x ~ 1, uzrokuje malu apsolutnu promjenu u Inx, jer je

A
In(z + Az) ~Inx + (Inz)'Ar =Inz + =L
T

To se vidi 1 1z odgovarajuce uvjetovanosti. Naime, s obzirom na to da je tada y ~ 0,
prirodnija mjera uvjetovanosti je “relativno-apsolutna”

(condy f)(x) = |zf'(z)] = 1,

za x = 1, sto poturduje prethodni zakljucak. Medutim, promgjena u Inx moZe biti
velika u relativnom smaislu.

Kad su definirane greska unaprijed, obratna greska i uvjetovanost, mozemo
rec¢i da je
greska unaprijed < uvjetovanost x obratna greska,
Sto znaci da izracunato rjeSenje lose uvjetovanog problema moze imati

veliku gresku unaprijed. Cak i kad izracunato rjeSenje ima malu obratnu gresku,
ta Ce se greska “napuhati” unaprijed faktorom veli¢ine uvjetovanosti problema.

Jos je jedna definicija korisna. Ako metoda ima gresku unaprijed priblizno
jednakog reda velicine kao obratnu gresku, onda ¢emo metodu zvati stabilnom
unaprijed (engl. forward stable). Takva metoda ne mora biti obratno stabilna, ali
obratno vrijedi: obratno stabilna metoda je stabilna i unaprijed (i to, vise-manje,
po definiciji stabilnosti unaprijed). Na primjer, metoda koja je stabilna unaprijed,
a nije obratno stabilna je Cramerovo pravilo za rjesavanje 2 x 2 sistema linearnih
jednadzbi. Pokazite to!

Kad je f: R™ — R", situacija ¢e se malo zakomplicirati. Oznacimo li
= T RrR™ — T R
xz (1'1,1'2,...,.%'7”) € y Y (y17y2,---,yn> S )
preslikavanje f mozemo komponentno zapisati kao

ur = fr(x1, 72, ... 1), k=1,2,... n.
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Ponovno, pretpostavljamo da svaka funkcija f, ima parcijalne derivacije po svim
komponentnim varijablama x, u tocki x.

Najdetaljniju analizu dobivamo gledajuc¢i promjene svake komponentne funk-
cije fr po svakoj pojedinoj varijabli xy,. Promatramo li promjenu koju uzrokuje
mala perturbacija varijable z, u funkciji fi, dobit ¢emo isti rezultat (4.2.1) kao za
funkciju jedne varijeble. Relativna uvjetovanost tog problema je

iy Ui
Eal’g

fr()

Yre(x) = (condyy f)(x) :=

Ako to napravimo za sve varijable z, i za svaku od funkcija fj, dobivamo ¢itavu
matricu I'(z) = [yre(x)] € RP™ brojeva uvjetovanosti. Da bismo iz te matrice
uvjetovanosti dobili samo jedan broj, mozemo koristiti bilo koju mjeru “veli¢ine”
matrice I'(z), poput neke matri¢ne norme. Definiramo

(cond f)(z) := [|T'(x)]. (4.2.2)

Tako definirana uvjetovanost ovisi o izboru norme, ali ne bitno, zbog medusobne
ekvivalencije raznih normi.

Ako bilo koja komponenta od x ili y iS¢ezava, problem mozemo rijesiti na isti
nacin kao sto smo to napravili u sluc¢aju funkcije jedne varijable.

Grublju analizu s manje parametara dobivamo po ugledu na jednodimenzio-
nalnu, promatranjem apsolutnih i relativnih perturbacija vektora u smislu norme.
Takvu relativnu perturbaciju vektora x € R™ definiramo kao

A
HH 9ﬁ” . Ax = (Axy, Az, ..., Az,
x
pri ¢emu je ||-|| bilo koja vektorska norma, a komponente vektora perturbacije Ax su

male u odnosu na komponente vektora x. Sada mozemo pokusati povezati relativnu
perturbaciju od y s relativnom perturbacijom od z.

Po analogiji s (4.2.1), imamo

Ayp = fe(z + Az) — fi(x) ~ i % Axy.
=1 Y

Za male perturbacije, ovu relaciju mozemo zapisati u vektorsko-matri¢nom obliku

~ O

Ay~ ox

Az, (4.2.3)
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gdje je 0f/0x = J¢(x) Jacobijeva matrica preslikavanja f:

of of 0%
0ry Ozs 0T,
on oh | ob
g — 8171 8172 al’m c RX™
Ox
of Of . Ol
L &cl al'g 8xm J
Zbog toga, barem aproksimativno vrijedi
Ok Ok
=1, m|A$€| ;:1 oy = P = e Z Dy |
Bududi da prethodna relacija vrijedi za svaki k = 1,...,n, onda ona vrijedi i za

max |Ayg|. Koristenjem oo-norme vektora i matrica dobivamo

||Ay||oo_H H A

Konaé¢no, za relativne perturbacije po normi dobivamo

ail.

]
1Aylle _ A
e = 1@l el

Moze se pokazati da je prethodna nejednakost ostra, tj. da postoji perturbacija Ax
za koju se ona dostize. To opravdava definiciju globalne uvjetovanosti u obliku

of
ol | 2]

Primijetite da je ova uvjetovanost mnogo grublja nego ona u (4.2.2), jer norma
pokusava “unistiti” detalje o komponentama vektora. Na primjer, ako x ima kom-
ponente bitno razlicitih redova veli¢ina, samo ¢e po apsolutnoj vrijednosti najveca
igrati neku ulogu, a ostale ¢e biti zanemarene.

Isti oblik broja uvjetovanosti iz (4.2.4) mozemo dobiti u bilo kojoj vektorskoj i
njoj pripadnoj operatorskoj normi. To izlazi direktno iz (4.2.3), jer barem priblizno,
za male perturbacije, vrijedi

of
—1 ||Az]|,
o) 1aal

[PAVT IS

a ostatak ide analogno.
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Primjer 4.2.2. Ispitajmo uvjetovanost problema

1 1
I I B ) |
fay = —H
I )

Uzmemo li kao uvjetovanost definiciju (4.2.2), prvo treba izracunati elemente
matrice I'(x). Izlazi

X2

T+ X2

X1

T+ T

X2 1

o Y12 = y o1 = y Y2 =

7112‘

T2 — T Lo — 1

§to odmah ukazuje na losu uvjetovanost (engl. ill-conditioning) za ¥y ~ +xs, uz
wvjet da |x1| (@ onda i |x5|) nisu mali. Za broj uvjetovanosti |U'(x)|| r dobivamo

22 + a2
r =21z
sto ponovno pokazuje istu losu uvjetovanost za r; ~ £x,.
Ako za uvjetovanost uzmemo definiciju (4.2.4) u co-normi, onda je
(2 2
(COIldf)(ZL‘): max{|x1|,|x2|} (x1+x2) '
|z122| - max{|xy + @, |12 — 11[}

Uvrstimo li x1 = x5, dobivamo da je (cond f)(z) =~ 2, Sto ocito vodi na pogresan
zakljucak da je problem dobro uvjetovan i neosjetljiv na perturbacije za r1 ~ +x,.

Primjer 4.2.3. Ispitajmo uvjetovanost problema racunanja integrala

T
L= [
t+5
0
za fiksni prirodni broj n. U napisanom obliku ovaj problem zadaje funkciju s N u

R ¢ ne odgovara nasem pojmu problema iz (4.1.1), jer je N diskretan skup i nema
pojma malih perturbacija.

Medutim, uzmimo da ovaj integral racunamo rekurzivno, koristeci vezu izmedu
susjednih integrala Iy 1 11, s tim da pocetni integral Iy znamo izracunati

1
1 1 6
I:/——ﬁ:1t5 —ln-. 425
0 /155 n(t +5) . nz ( )
Za nalaZenje rekurzije, primijetimo da je
t 5
S

t+95 t+5’
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pa mozenjem obje strane s t*~1 i integracijom od 0 do 1 dobivamo Zeljenu rekurzivnu
relaciju

1

1

Ik:/tkfldt—SIk,lz F=5ho1, k=12...n
0

Vidimo da je niz vrijednosti Iy, rjesenje (linearne, nehomogene) diferencijske jed-
nadzbe (prvog reda s konstantnim koeficijentima)

1
Y = _5yk—1 + k= 1, 2, ceay (426)

Ea
s pocetnim uvjetom yo = I.

Ako pustimo pocetni uvjet varira, dobivamo Zeljeni oblik problema. Ova rekur-
zija definira niz funkcija fr : R — R koje direktno vezu yy 1 yo, tj.

Ur = fx(Yo).

Da bismo izracunali I, treba uzeti yo = Iy, primijeniti relaciju (4.2.6) redom za
k=1,2,...,n, a rezultat je y, = fun(yo) = Ip.

Zelimo naci uwvjetovanost funkcije f, u tockiyy = Iy iz relacije (4.2.5), u ovis-
nosti o parametru n € N. Prvo, primijetimo da pocetna vrijednost Iy nije egzaktlw
prikaziva u racunalu, © pri spremanju se mora zaokruziti. Umgjesto Iy, spremi se I.

Cak da se u procesu racunanja ne dogodi vise niti jedna jedina greska, rezultat ée
biti neka aproksimacija

Iz relacije (4.2.6) slijedi da je f, linearna (preciznije, afina) funkcija od yo.
Na primjer, indukcijom, lako izlazi

Yn = fn(yO) = <_5>ny0 + Dn,

gdje je p, neki broj koji ne ovisi o Yo, nego samo o nehomogenim clanovima rekurzije.
Po definiciji broja uvjetovanosti (4.2.1), dobivamo

Yo(—5)"
Yn

yoffl(yo)
Yn

(cond fn)(yo) =

Za yo = Iy, znamo da je y, = I,. Osim toga, iz definicije integrala I, vidimo da
1, monotono padaju po n, cak vrijeds nh—>Holo I, = 0. Dakle, zbrajanjima dobivamo sve
mange © manje brojeve, sto ne sluti na dobro. Zaista, broj uvjetovanosti to i pokazuje

Iy-5"  Ip-5"
0 S 1o _

5",
In IO

(cond f£,)(Io) =

Dakle, f, je vrlo lose uvjetovana u yo = Iy, i to tim gore kad n raste.
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Naravno, to se odmah vidi i iz rekurzije (4.2.6). Stalno mnozimo s (—5), sto
poveéava vrijednosti, a mi trebamo dobiti sve manje i manje vrijednosti. Stoga, u
zbrajangima neprestano moramo imati sve veca i veca kracenja, dok se ne izgubi bilo
kakva informacija.

Napomenimo da za priblizne vrijednosti I, i1, egzaktno vrijedi veza relativnih
perturbacija
I,—1, I — I
I, Iy
i to za bilo kakve, a ne samo male perturbacije. To slijedi i1z linearnosti funkcije f,,
pa je fI =0 u Taylorovoj formuli.

= (cond fn)(1o) -

?

Ostaje pitanje da li se ova loSa uvjetovanost mozZe nekako izbjeci. RjesSenje
se moze naslutiti iz prethodne primjedbe. Umjesto mnoZenja velikim brojem, radije
bismo dijelili velikim brojem, posebno ako rezultati rastu, a ne padaju. To se postize
okretanjem rekurzije (4.2.6). Treba uzeti neki v > n i racunati

1 /1
yk1=g(E—yk), k=v,v—1,...,n+1. (4.2.7)

Problem je, naravno, kako izracunati pocetnu vrijednost v, .

Prije toga, uwocimo da rekurzija (4.2.7) definira novi niz funkcija g, : R — R,
s tim da se nas problem svodi na racunanje funkcije g, koja direktno veze y, 1 y,,
uz v >mn, t.
Yn = gn(Yv)-

Kao i ranije, g, je linearna (afina) funkcija od y,, pa na isti nacin dobivamo
da je uvjetovanost

Yo (=1/5)"7"
Yn

(cond gn) (31) = S

Za vy, = 1,, znamo da je y, = I, a 1z monotonosti I, slijedi

1 1

(cond gn)(1,) = — - (g)l’" < (5)1/”, v>n,

sto je ispod 1, tj. greske se prigusuju. Osim toga, faktor prigusenja pada kad v raste,
obzirom na n.

Ako je I, neka aproksimacija za I,,, onda za relativne perturbacije vrijeds

1 v—nm

< — .
(5)

Zbog linearnosti funkcije g,, ova relacija vrijedi za bilo kakve perturbacije, a ne

samo male. Drugim rijecima, pocetna vrijednost I,, uopée ne mora biti blizu prave

j\n - [n
I,

fu - [1/
L,

fu - [1/
I,

— (cond g,)(1,) -
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~

I,. Uzmemo li I, = 0, ¢ime smo napravili relativnu gresku od 100% u pocetnoj
vrigednosti, jos uvijek dobiwvamo I,, s relativnom greskom

N
)7 e

Povoljnim izborom v, ocjenu na desnoj strani moZemo napraviti po volji malom,
recimo, ispod Zeljene tocnosti €. Dovoljno je uzets

log(1/2)

> —_—.
vent log 5

j\n - [n
L,

Za konacni algoritam uzmemo da je v nagmangi cijeli broj za kogi vrijedi prethodna
relacija, definiramo I, = 0 i racunamo vrijednosti

~ 1 /1 ~
Iy :—<——I), k=v,iv—1,...,n+ 1.
= e\ Tk
U egzaktnoj aritmetici I,, ima relativnu gresku ispod . Cak i uz greske zaokruzivanja
u ovom postupku, jos uvijek dobivamo izracunati I, s relativnom greskom priblizno
jednakom max{e,u}. Naime, i sve greske zaokruzivanja se stalno prigusuju u ovom
postupku.

Slicne ideje okretanja rekurzije imaju ogromnu primjenu kod racunanja rje-
Senja linearnih rekurzivnih relacija drugog reda. Na primjer, Besselove funkcije i
mnoge druge specijalne funkcije matematicke fizike zadovoljavaju takve rekurzije.

Primjer 4.2.4. (Sustavi linearnih algebarskih jednadzbi)

Promatramo problem rjesavanja linearnog sustava jednadzbi oblika
Ax =b,

gdje je A € R™" kvadratna reqularna matrica reda n, a b € R™ zadani vektor.
Ulazni podaci su elementi od A i b (njih n*>+n), a rezultat je vektor v € R™. Znamo
da ovaj problem ima jedinstveno rjesenje, tj. imamo korektno definiran problem, a
pripadna funkcija je RV — R™.

Da bismo pojednostavnili stvari, pretpostavimo da je A fiksna zadana matrica
koja se ne mijenja (perturbira). Dozvoljene su perturbacije samo vektora b desne
strane sustava. Pripadna funkcija ovog problema je f : R™ — R", zadana s

= f(b) = A"
Opet je f linearna funkcija, pa je njena Jacobijeva matrica

J;(b) = 0f Jox = AL,
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Pripadni broj uvjetovanosti funkcije f, promatranjem perturbacija po normi je,
prema (4.2.4),
ol A~

| A=*b]|

u bilo kojoj vektorskoj normi na R™ i pripadnoj operatorskoj normi. Quvaj broj,
naravno, ovisi 0 A 1 0b. Zelimo eliminirati ovisnost o b 1 dobiti broj koji ovisi samo
o A. Prvo uvrstimo Az = b, $to daje

(cond f)(b) :=

| Az} | A"l

[E I

(cond f)(b) =

a onda, koristeci bijektivnu vezu x @ b, traZimo najgori moguci broj uvjetovanosti po
svim b, odnosno, po svim x

_ Az
max(cond [f)(b) = max iz
b#£0 #£0

AT = (1AL AT

po definiciji operatorske norme od A. Desna strana vise ne ovisi o vektoru b i
mozZemo ju interpretirati kao broj uvjetovanosti matrice A linearnog sustava, pa
definiramo

cond A := || Al - ||[A7Y. (4.2.8)

Bitno je reci da ovaj broj mjeri uvjetovanost linearnog sustava s matricom A, a ne
uvjetovanost drugih problema ili veli¢ina vezanih uz matricu A, poput svojstvenih
vrijednosti (iako i tamo ima ulogu,).

lako je izveden promatranjem perturbacija samo desne strane b, broj uvjeto-
vanosti iz (4.2.8) ima bitno znacenje i kad dozvolimo perturbacije u matrici A.
Moramo se ograniciti na dovoljno male perturbacije, tako da sustav ostane requ-
laran — na primjer, takve da je ||AA| - ||A7Y| < 1.
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5. Rjesavanje linearnih sustava

5.1. Kako se sustavi rjeSavaju u praksi

Zadani su matrica A € C™*™ i vektor b € C™. Teorem Kronecker—Capelli daje
odgovor na pitanje kad linearni sustav

Az =b (5.1.1)

ima rjesenje x € C" i kad je ono jedinstveno.

U praksi se najcesée rjesavaju linearni sustavi kad je matrica sustava A kva-
dratna i nesingularna. Tada znamo da sustav ima jedinstveno rjesenje.

Kako bi se moglo izracunati rjesenje takvog sustava? Na primjer, mogao bi se
izratunati inverz A~!, pa mnoZzenjem relacije (5.1.1) slijeva s A~! dobivamo

x=A"1D.

Time nam je odmah dana i jedna metoda za rjeSavanje linearnog sustava (5.1.1)
koja je sasvim neprakticna, jer smo rjesavanje linearnog sustava preveli u racunanje
inverza, Sto je tezi problem. Naime, j-ti stupac inverza je rjeSenje sustava Az = e;.

Druga metoda, koja se ¢esto spominje u linearnoj algebri je Cramerovo pravilo.
Prisjetimo se, j-ta komponenta rjesenja sustava je

= detAj
I det A

pri ¢emu je matrica A; jednaka matrici A, osim Sto je j-ti stupac u A; zamijenjen
desnom stranom b. Slozenost ovog nacina rjeSavanja je eksponencijalna (dokazite
to!) i nikad se ne koristi kao metoda numerickog rjesavanja.

Najjednostavnija metoda za rjesavanje linearnog sustava (5.1.1) je njegovo svo-
denje na trokutastu formu Rz = y, gdje je R trokutasta matrica (recimo, gornja),
iz koje se lako, tzv. povratnom supstitucijom, nalazi rjesenje.

Gaussove eliminacije su metoda direktnog transformiranja linearnog sustava
Ax = b, zajedno s desnom stranom, na trokutastu formu. Gaussove eliminacije
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mozemo implementirati i tako da se desna strana ne transformira istovremeno kad
i matrica A. Tada se formiraju dvije matrice L i R (R je trokutasta matrica iz
Gaussovih eliminacija) i koriste¢i njih lako se dobije rjesenje trazenog sustava. Kad
se Gaussove eliminacije tako implementiraju, metoda se obi¢no zove LR (neki to
zovu LU) faktorizacija matrice A. Ovaj pristup je posebno zgodan kad imamo vise
linearnih sustava s istom matricom A, a desne strane se razlikuju.

Mnogi sustavi linearnih jednadzbi imaju specijalna svojstva i specijalnu struk-
turu. U nekim od tih slucajeva, koji su za praksu jako bitni, mogu se primijeniti i
iterativne metode, koje daju rjesenje linearnog sustava (5.1.1) na zadovoljavajucu
tocnost mnogo brze nego LR faktorizacija.

5.2. Gaussove eliminacije

Elementarne transformacije su one koje ne mijenjaju rjeSenje linearnog sus-
tava. Takve transformacije su: mnozenje jednadzbe konstantom razlicitom od 0,
dodavanje jednadzbe (ili linearne kombinacije jednadzbi) drugim jednadzbama i za-
mjena poretka jednadzbi. Koristenjem elementarnih transformacija, svaki se linearni
sustav s kvadratnom nesingularnom matricom moze svesti na trokutasti oblik.

Oznacimo A1 := A, p(V) := b. U skrac¢enoj notaciji, bez pisanja nepoznanica
x;, linearni sustav (5.1.1) mozemo zapisati prosirenom matricom, kao

o o
1 1 1 1
a(21) a(22) a’(2n) : bé)
. . I
|
W

Pocnimo sa svodenjem matrice na trokutastu formu. Za prvi stupac to znaci da
u tom stupcu moramo ponistiti sve elemente, osim prvog. Ako je element aﬁ’ # 0,
onda redom, mozemo od i-te jednadzbe oduzeti prvu jednadzbu pomnozenu s
m
A =2, ,n

1
agl)

)

mi =

Prva jednadzba se ne mijenja. Time smo dobili ekvivalentni linearni sustav

1 1 ) a1
a(n) a(m) a'(ln) : bg)
oA e
|
|
|
o W |




5. RJESAVANJE LINEARNIH SUSTAVA LINEARNI SUSTAVI - 45

Postupak ponistavanja mozemo nastaviti s drugim stupcem matrice A®, od dija-
gonale nadolje. Ako je ag) # 0, biramo faktore

My = —5y i:3,...,n,

tako da ponistimo sve elemente drugog stupca ispod dijagonale. I tako redom.

Ny (i) S - - : )
Konacno, akosusvi a;;; # 0,zai=1,...,n—1, zavrsni linearni sustav, ekvivalentan
polaznom, je

1 1 ) L
Wl )
N

|

|

|
I

Uz pretpostavku da je al® # 0, ovaj se linearni sustav lako rjesava povratnom
supstitucijom

b
Tn = =3,
a
BN MR SN0 11
Ay j=i+1

Prvo pitanje koje se namece je moraju li svi ag? biti razliciti od nule, ako je
A regularna i kvadratna. Jasno je da ne moraju. Na primjer, matrica linearnog
sustava .
0 111

|
1 011
je regularna (det A = —1), sustav ima jedinstveno rjesenje x; = xo = 1, a ipak ga

ne mozemo rijesiti Gaussovim eliminacijama ako ne mijenjamo poredak jednadzbi.

Zamjena bilo koje dvije jednadzbe nece promijeniti rjesenje sustava. Dakle,
ako je a;; = 0, prije eliminacije elemenata prvog stupca, moramo izabrati ne-nula
element u prvom stupcu, zovimo ga a,1, a zatim zamijeniti prvu i r-tu jednadzbu.

Ponovno, nismo sigurni je li to uvijek moguce. No, ako u prvom stupcu ne
postoji ne-nula element, matrica A ima nul-stupac za prvi stupac, pa ne moze biti
regularna. Pokazite da isti argument vrijedi za svaku od matrica u procesu elimi-
nacije, tj. ako su u k-tom koraku eliminacije svi elementi matrice A® na ili ispod
glavne dijagonale u k-tom stupcu jednaki 0, onda je matrica A singularna.

Dakle, ako je A nesingularna, onda u svakom koraku k& (k = 1,...,n — 1)
eliminacije, u matrici A®) mozemo naéi element ag;;) # 0, uz r > k, kojeg zamjenom
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jednadzbi r i k dovodimo na dijagonalu, tako da je a,ﬁ’;’ # 0, a zatim racunamo ma-
tricu A®*Y . Takve ne-nula elemente koje dovodimo na dijagonalu zovemo pivotnim
elementima.

Drugo je pitanje, da li je dovoljno dobro birati pivotne elemente samo tako
da budu ne-nula, sto je, u principu, dovoljno da provedemo postupak eliminacije.
Primjer 2.7.4. pokazuje da biranje veli¢ine pivotnog elementa nije beznacajno.

Uobicajeno parcijalno pivotiranje kao pivotni element bira element koji je
po apsolutnoj vrijednosti najvec¢i u ostatku tog stupca — na glavnoj dijagonali ili
ispod nje. Drugim rije¢ima, ako je u k-tom koraku
(k) _ (k)
|apy, | = ,gggjaik E
onda ¢emo zamijeniti r-ti i k-ti redak i poceti korak eliminacije elemenata k-tog
stupca.

Motivacija za takvo biranje pivotnih elemenata je jednostavna. Elementi “os-
tatka” linearnog sustava koje treba izracunati u matrici A®*Y u k-tom koraku
transformacije su

0 2l g O ) 521)
zai,j = k+1,...,n, a multiplikatori m;, su
(4
mp = -2 j=k+1,...,n. (5.2.2)
)
Kk

Ako je multiplikator m; velik, u aritmetici pomicnog zareza moze doci do kracenja
najmanje znacajnih znamenki agf), tako da izracunati az(fﬂ) moze imati veliku rela-
tivnu gresku. Nazalost, to kracenje moze biti ekvivalentno relativno velikoj pertur-
baciji u originalnoj matrici A.

Na primjer, neka je

el
A_ll 1], e <u.

e . - .. . (2) .
Eliminacija elementa as; u aritmetici pomicnog zareza, umjesto elementa ayy , daje

feay =e(1-2) = -, (5.2.3)
€ €

zbog 1 < 1/e. Kad bismo u originalnoj matrici A promijenili ag s 1 u 0, dobili

bismo isti rezultat za f@(a%)), s tim da je on sad i egzaktan. Drugim rijecima, greska

zaokruzivanja napravljena u (5.2.3) ekvivalentna je velikoj relativnoj perturbaciji

u originalnoj matrici A. Pogledajte da li bi se isto dogodilo da smo zamijenili

jednadzbe prije pocetka eliminacije.
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Sasvim opcenito, ideja pivotiranja je minimizirati korekcije elemenata u (5.2.1)
pri prijelazu s A® na A®+D Dakle, multiplikatori u (5.2.2) trebaju biti §to manji.
To se postize izborom §to je moguée veceg nazivnika (po apsolutnoj vrijednosti),
a to je upravo pivotni element. Primijetite da za multiplikatore kod parcijalnog
pivotiranja vrijedi

mi] <1, i=k+1,... n.

U praksi, parcijalno pivotiranje funkcionira izvrsno, ali matematicari su kon-
struirali primjere kad ono “nije savrseno”. Sto to tocno znagci, bit ¢e re¢eno u jednom
od sljede¢ih poglavlja.

Osim parcijalnog pivotiranja, moze se provoditi i potpuno pivotiranje. U
k-tom koraku, bira se maksimalni element u cijelom “ostatku” matrice A®) a ne
samo u k-tom stupcu. Ako je u k-tom koraku

ol = max |ai]’]
onda ¢emo zamijeniti r-ti i k-ti redak, s-ti i k-ti stupac i poceti korak eliminacije
elemenata k-tog stupca. Ipak, trebamo biti malo oprezni. Zamjenom s-tog i k-tog
stupca zamijenili smo ulogu varijabli x4 i z;. Sve takve promjene treba pamtiti u
vektoru permutacije varijabli. Osim toga, u usporedbi s parcijalnim pivotiranjem,
imamo mnogo vise pretrazivanja u svakom koraku ((n — k + 1)? elemenata, prema
ranijih n — k 4+ 1), 8to usporava proces. Ipak, koristenjem potpunog pivotiranja
mogu se izvesti bolje ocjene greske nego kod parcijalnog pivotiranja.

Ovo nisu jedine mogucnosti pivotiranja kod rjeSavanja linearnih sustava. Ru-
tishauser je pocetkom sedamdesetih godina opisao relativno parcijalno pivotiranje,
ali algoritam nije usao u Siroku upotrebu.

Napisimo sad algoritam koji koristenjem Gaussovih eliminacija rjesava linearni
sustav Ax = b. Sve transformacije provodimo u istim poljima A i b koja na pocetku
sadrze ulazne podatke.

Algoritam 5.2.1. (Gaussove eliminacije s parcijalnim pivotiranjem)

{Trokutasta redukcija}
for k:==1ton—-1do
begin
{Nadi maksimalni element u ostatku stupca}
maz_elt == 0.0;
nd_maz = k;
for : .=k ton do
if abs(A[i, k]) > max_elt then
begin
maz_elt = abs(A[i, k]);
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md_maz = 1,
end;
if maz_elt > 0.0 then
begin
if ind_maz <> k then
{Zamijeni k-ti i ind_mar-ti redak}
begin
for j .=k ton do
begin
temp = Alind_max, j;
Alind_maz, j| == Alk, j];
Alk, j| := temp;
end;
temp = blind_maz];
blind_max] := b[k];

b[k] := temp;

end;
fori:=k+1tondo

begin

mult = Ali, k|/A[k, kl;
Ali, k] :==0.0; {Ne treba, ne koristi se kasnije}
for j:=k+1tondo
Ali, 7] :== Ali, j] — mult = Ak, j];
bi] := b[i] — mult * b[k];
end;
end
else
{Matrica je singularna, stani s algoritmom}
begin
error 1= true;
exit;
end;
end;
{Povratna supstitucija, rjeSenje x ostavi u b}
b[n] := b[n|/A[n,n];
for i :=n — 1 downto 1 do
begin
sum := bli];
for j:=i+1tondo
sum = sum — Ali, j] = b[j];
bli] := sum/Ali,;
end;
error := false;
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Zadatak 5.2.1. PokuSajte samostalno napisati algoritam koji koristi potpuno pi-
votiranje. Posebnu paznju obratite na efikasno pamdcenje zamjena varijabli koje su
posljedica zamjena stupaca. MoZe li se isti princip efikasno primijeniti i za pamdéenje
zamjena redaka, tako da se potpuno izbjegnu eksplicitne zamgjene elemenata v matrici
A i vektoru b?

Prebrojimo sve aritmeticke operacije ovog algoritma da bismo dobili jedno-
stavnu mjeru slozenosti Gaussovih eliminacija. U prvom koraku trokutaste redukcije
obavlja se:

e n — 1 dijeljenje — racunanje mult,

e n(n—1) mnozenje — za svaki od n — 1 redaka po n — 1 mnozenje za ra¢unanje
elemenata matrice A i jedno mnozenje za racunanje elementa vektora b,

e n(n — 1) oduzimanje — javlja se u istoj naredbi gdje i prethodna mnozenja.
Na slican nacin zakljucujemo da se u k-tom koraku obavlja:
e n — k dijeljenja,
e (n—k+1)(n—k) mnozenjai (n — k+ 1) (n — k) oduzimanja.
Ukupno, u k-tom koraku imamo
n—k+2m—k+1)(n—k)=2n—k)?*+3(n—k)

aritmetickih operacija.
Broj koraka k varira od 1 do n — 1, pa je ukupan broj operacija potrebnih za

svodenje na trokutastu formu jednak

1 2(n —k)? +3(n—k)] = S (2k* + 3k) = %(4713 + 3n* — Tn).

1 k=1

3
I

i

Druga suma u prosloj jednakosti dobije se iz prve zamjenom indeksa n — k — k.

Potpuno istim zakljuc¢ivanjem dobivamo da u povratnoj supstituciji ima:
e (n—1)n/2 mnozenja i (n — 1) n/2 zbrajanja,
e 1 dijeljenja,
Sto je zajedno tocno n? operacija.
Dakle, ukupan broj operacija u Gaussovim eliminacijama je

1
OP(n) = 6(4n3 +9n? — 7n),

Sto je priblizno 2n3/3, za malo veée n.
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Ovaj broj je najjednostavnija mjera efikasnosti ili slozenosti Gaussovih elimina-
cija. Uocimo da ova mjera ignorira pivotiranje, jer tamo nema vidljivih aritmetickih
operacija. Medutim, usporedivanje dva realna broja u floating point aritmetici se
obi¢no radi oduzimanjem ta dva broja i usporedbom rezultata s nulom. U tom
smislu, sve takve usporedbe bi, takoder, trebalo brojati. Nadite njihov broj za
parcijalno i potpuno pivotiranje.

Ako se u Gaussovim eliminacijama ponistavaju ne samo elementi ispod di-
jagonale, nego i iznad nje, dobivamo tzv. Gauss—Jordanovu metodu, koja linearni
sustav svodi na ekvivalentni dijagonalni sustav. Gauss—Jordanove eliminacije se
danas rijetko koriste u praksi, jer zahtijevaju previse racunskih operacija.

Zadatak 5.2.2. Napisite taj algoritam @ pokazite da je broj racunskih operacija, ne
brojeci usporedivanja, u tom slucaju jednak

OP(n) = n® +n® —n.

To je skoro 50% wvise racunskih operacija nego u obicnim Gaussovim eliminacijama.

5.3. LR faktorizacija

U praksi se linearni sustavi najcesce rjesavaju koristenjem LR faktorizacije.
Pretpostavimo da smo dobili matricu A faktoriziranu u obliku

A=LR, (5.3.1)

pri cemu je L donjetrokutasta matrica s jedinicama na dijagonali, a R gornjetroku-
tasta. Matrica L je regularna i vrijedi det L = 1, pa regularnost matrice A povlaci
i regularnost matrice R, jer iz (5.3.1) slijedi

det A =det L - det R = det R.

Rjesenje linearnog sustava (5.1.1) sad se svodi samo na dva rjesavanja trokutastih
sustava. Kako? Polazni sustav u faktoriziranoj formi ima oblik

LRx =b.
Oznacimo li y = Rz, dobivamo dva sustava
Ly=0, Rx=y.
Oba sustava lako se rjeSavaju: prvi — supstitucijom unaprijed

y1 = by

i—1
yi:bi—zfz‘jyj, 1=2,...,n,
j=1
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a drugi — povratnom supstitucijom

Yn
Ty = —
T'nn
1 n
xi:—(yi—anxj), 2277,—1,...,1.
T'ii j=it+1

Zasto je takva faktorizacija korisna? Na primjer, ako se rjesavaju linearni
sustavi kojima se mijenjaju samo desne strane, onda je dovoljno imati A spremlje-
nu u faktoriziranom obliku, a zatim rijesiti ve¢ navedena dva trokutasta sustava.
Naravno, prvo treba naéi LR faktorizaciju matrice A.

Relacije za elemente ¢;; i r;; matrica L i R dobivamo ako iskoristimo njihovu
poznatu strukturu i ¢injenicu da njihov produkt daje A. Onda je

min{%,j5}

Ajj = Z Cir. 11y,
k=1

s tim da je ¢; = 1. Iz ovih relacija racunamo redom one elemente koje mozemo
izraziti preko poznatih velicina. Tako dobivamo rekurziju za elemente matrica L i

R

1y = Gy, .7:17"'7”7
ai1
) M
gjl— y 3—2,...,71,
11
zat=2,...,n:
i—1
Tl-j:aij—z&krkj, j:’i,...,n,
k=1
1 i—1
Eji:—<aji—26jkrki>, j:Z—f-]_,...,TL.
Tii k=1

U zadnjem koraku, za ¢ = n, racunamo samo 7,,. Jedini problem u provedbi ovog
algoritma je osigurati da je r; # 0. Ako znamo da to vrijedi, onda prethodne relacije
daju egzistenciju i jedinstvenost matrica L i R. Sljedeci teorem daje potrebni kriterij
u terminima polazne matrice A.

Teorem 5.3.1. Postoji jedinstvena LR faktorizacija matrice A ako i samo ako su
vodeée glavne podmatrice Ay := A(1: k,1: k), k=1,...,n—1, reqularne. Ako je
Ay singularna za neki k, faktorizacija moZe postojati, ali nije jedinstvena.

Dokaz:

Dokaz se provodi indukcijom po dimenziji matrice. Pretpostavimo da su sve
matrice Ay regularne. Za k = 1, postoji jedinstvena LR faktorizacija

A1 = [1] [an].
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Pretpostavimo da Aj_; ima jedinstvenu faktorizaciju
A1 = Ly Ry

Trazimo faktorizaciju matrice Ay, gdje je

o Ak;—l b . Lk_l() Rk—l T L
Ak—[ CT afkk;] —[ ET 1‘| [ 0 ik = LkRk

Da bi jednadzbe bile zadovoljene, mora vrijediti
Lk_ﬂ’ = b, R%Llf = C, Akl = ETT + Tkk-
Matrice Ly_1 i Ry_1 su regularne, pa postoji jedinstveno rjesenje r, ¢, pa onda i

jedinstveni ryy.

Pokazimo obrat, uz pretpostavku da je A nesingularna i da postoji LR fak-
torizacija od A. Tada je Ay = Ly Rg, za k = 1,...,n. Bududi da je A regularna,
vrijedi

det A=det R =ry1 191, # 0.

Odatle slijedi
det Ay = riyrog -1 # 0,

tj. sve matrice Ay su regularne.

Primjer koji ilustrira da LR faktorizacija moze postojati u sluc¢aju singularne
matrice A, ali da nije jedinstvena, je faktorizacija nul-matrice

vo) =19 [oo)

[0

nema LR faktorizaciju, iako je regularna. [ |

S druge strane, matrica

Pokazimo da je matrica R dobivena LR faktorizacijom jednaka gornjetroku-
tastoj matrici R dobivenoj Gaussovim eliminacijama. Pretpostavimo da je A%
matrica dobivena u k-tom koraku Gaussovih eliminacija. Njezina blok forma ima

oblik .
Ay A ]

Ak —
0 AR

pri cemu je Aﬁ) trokutasta matrica reda k — 1 (tj. dosad sredena matrica), dok
su preostale dvije matrice, generalno, pune. U matri¢noj notaciji, sljede¢i korak



5. RJESAVANJE LINEARNIH SUSTAVA LINEARNI SUSTAVI - 53

eliminacija mozemo izraziti u obliku produkta

ARFD — pp AK) .= : ’ A,

| —Mpk 1

gdje su my, multiplikatori iz relacije (5.2.2). Matricu M} mozemo i kompaktno
napisati kao
M, k= I— mkez,

gdje je ey, k-ti vektor kanonske baze, a m;, vektor s n komponenti,

Primijetite da je
MY =T+ mye},

T

jerjee;mp=0zai < k.

Prema tome je

Mn—l Mn_g tee M1 A= A(n) = E

S druge strane, mozemo dobiti i sam A

A= M7 My e M R = (I mgel) (I mgel) - (14 myie?_) R

Tl -
1 mop 1
i=1 . . .
LMn1 Mp2 = Mpn-1 1 J

Iz jedinstvenosti LR faktorizacije slijedi da je R=R.

Teorem 5.3.1. i ¢injenica da je R iz LR faktorizacije jednak onom iz Gaussovih
eliminacija, upuéuju nas da pivotiranje vr§imo na isti nacin kao i kod Gaussovih
eliminacija.
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Ako vrsimo parcijalno pivotiranje, onda se LR faktorizacija tako dobivene
matrice (permutiranih redaka) moze zapisati kao

PA=LR,

pri ¢emu je P matrica permutacije — u svakom retku i stupcu ima to¢no jednu
jedinicu, a ostalo su nule. Ako znamo “permutiranu” faktorizaciju, kako ¢emo rijesiti
linearni sustav Az = b? Najjednostavnije je lijevu i desnu stranu (slijeva) pomnoziti
s P (P je uvijek regularna — pokazite to), pa dobivamo

PAx = LRz = Pb.

Ako vrsimo potpuno pivotiranje, na kraju dobivamo LR faktorizaciju matrice
koja ima permutirane retke i stupce obzirom na A, tj.

PAQ = LR,

gdje su P i () matrice permutacije. U ovom je slucaju rjesavanje linearnog sustava
malo kompliciranije (skicirajte kako).

5.4. Teorija perturbacije linearnih sustava

U ovom odjeljku prezentirat ¢emo rezultate klasi¢ne teorije perturbacije po
normi linearnih sustava. Pitanje na koje odgovaraju takve teorije perturbacije je
koliko se (po normi) rjesenje linearnog sustava (5.1.1) promijeni ako se po normi
malo promijene A, b ili oba.

Da bismo izbjegli pisanje indeksa normi, sve norme koje ¢emo u ovom poglavlju
koristiti bit ¢e konzistentne matri¢ne norme i njima odgovarajuce vektorske norme
(na primjer, p-norme).

Pretpostavimo da, umjesto sustava (5.1.1), egzaktno rjesavamo sustav
(A+ AA)(x + Azx) =D, (5.4.1)

tj. samo je matrica sustava malo perturbirana. Mozemo pretpostaviti da je norma
perturbacije mala prema normi polazne matrice

|AA] < €]l Al

Zbog toga, umjesto x, dobili smo rjesenje = + Ax.

Raspisimo (5.4.1) i iskoristimo (5.1.1). Izlazi

AAz+ AA(x+ Az) = 0.
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Mnozenjem slijeva s A~! i sredivanjem dobivamo
Ar = —A"VAA (z + Az).
Uzimanjem norme lijeve i desne strane, a zatim ocjenjivanjem odozgo, dobivamo

1Az < AT AA] flo+ Azl < e [A7 A [l + Ax]]
< e r(A) (=l + [ Az])),

pri ¢emu je r(A) = || A]| ||[A7!|| standardna oznaka za uvjetovanost matrice A. Pre-
mjestanjem na lijevu stranu svih pribrojnika koji sadrze Az dobivamo

(1 —ew(A)) [[Az]| < e r(A) [l].

Ako je e (A) < 1, a to znaci i ||AA|||[A7Y| < 1, onda je

Al < {22 el (5.4.2)

Sto pokazuje da je pogreska u rjeSenju priblizno proporcionalna uvjetovanosti ma-
trice A.

Pretpostavimo sad da, umjesto sustava (5.1.1), egzaktno rjesavamo sustav

A(x + Ax) = b+ Ab, (5.4.3)

tj. samo je desna strana sustava malo perturbirana. Mozemo pretpostaviti da je
norma perturbacije mala prema normi vektora b

|A0]] < el|b].

Zbog te pertutrbacije, umjesto =, dobili smo rjesenje x + Aw.
Raspisimo (5.4.3) i iskoristimo (5.1.1). Izlazi

A Az = Ab.
Mnozenjem slijeva s A~! dobivamo

Az = A~ Ab.
Uzimanjem norme lijeve i desne strane, a zatim ocjenjivanjem odozgo, dobivamo

|Aal < A7 IAB] < e 1A 1b] < & A7 ]| Aal
< e [[ATHHIAN =]l < e k(A) =],

Sto pokazuje da je pogreska u rjesenju, ponovno, proporcionalna uvjetovanosti ma-
trice A.

Ako se istovremeno perturbiraju A i b, mozemo prethodna dva pojedina¢na
rezultata udruziti u sljedeci teorem.
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Teorem 5.4.1. Neka je Ax =b i
(A+ AA) (z+ Ax) = b+ Ab, (5.4.4)
gdje je [|AA|| < e||E||, [Ab]| < e[| f[], @ neka je e [ATH[|E]| < 1. Tada za x # 0

vrijeds
|Az] _ € (I!A‘lH 1/l
[zl = 1—e AT [ £] ]l

Ova ocjena se moze dostiéi barem problizno, do prvog reda velicine u €.

el ||E||). (5.4.5)

Dokaz:

Ocjena (5.4.5) slijedi ako od lijeve i desne strane (5.4.4) oduzmemo (5.1.1) i
dobijemo
AAr=Ab— AAx — AAAz.

Mnozenjem s A~! slijeva, a zatim koriStenjem svojstva normi lako pokazujemo da
vrijedi (5.4.5). Pokazite, ako je x = 0, onda se (5.4.5) svodi na “apsolutni” oblik

A
— AT ]2

Az < <

Ocjena se skoro dostize za AA = ¢ || E||||z| wvT i Ab = —¢||f||w, gdje je
|w| =1, |[A"w|| = ||[A7Y||, a v je vektor dualan vektoru z, tj. vrijedi vTz =1. m

Primijetite da je u proslom teoremu oblik ocjene za normu perturbacija po-
laznih podataka poopcéen u sljede¢em smislu. U prethodnim ocjenama koristili
smo “relativni” oblik perturbacije, poput ||AA| < e]|A]|, a ovdje smo dozvolili da
je norma perturbacije manja ili jednaka normi neke proizvoljne matrice pogreske.
Slicno vrijedi i za normu perturbacije vektora b. Ako u teorem 5.4.1. ipak uvrstimo
prirodne ograde, tj. ako uzmemo F = A i f = b, onda se ocjena (5.4.5) moze
pojednostavniti.

Ovom opéenitijem obliku mjerenja perturbacija mozemo pridruziti sljedeci broj
uvjetovanosti po normi

A
ke f(A z) = liil%sup {% (A+ AA) (z + Az) = b+ Ab,

|AA] < < |E]l, 28] < aufu}.

Buduéi da je ocjena s desne strane u (5.4.5) ostra (ne moze se popraviti, jer je skoro
dostizna), onda je ova uvjetovanost problema po normi jednaka izrazu u zagradama
s desne strane (5.4.5), tj. vrijedi

_ IATHHIA

ke f(A x) = T AT £
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Zaizbor E = A, f =, vrijedi da je (pokazite to!)
k(A) < kg (A ) <2k(A).
Uvrstavanjem te ocjene u relaciju (5.4.5), dobit ¢emo nesto losiju ocjenu od ranije

|Az] _ 2ek(A)
Izl — 1 —er(A)

U usporedbi s (5.4.2), ova ocjena je losija za faktor 2, ali ukljuc¢uje perturbacije od
Aib, anesamo od A. Slican rezultat mozemo dobiti kombinirajuéi ranije ocjene,
tako da Ax rastavimo u zbroj dva dijela. Jedan je posljedica perturbacije matrice
A, a drugi nastaje zbog perturbacije vektora b. Kako izgleda takva ocjena?

5.5. Pivotni rast

Tradicionalno, obratna analiza greske izrazava se preko faktora rasta (engl.
growth factor)
ot
max,; ||
pp = ———"—.
max; ; |a;;]

U procesu Gaussovih eliminacija, o¢ito vrijedi da je

3] = al?] < pn HZ!%X|%‘]'|-

Sada mozemo izre¢i klasi¢éni teorem koji govori o obratnoj gresci u terminu
rasta elemenata u Gaussovim eliminacijama.

Teorem 5.5.1. (Wilkinson) Neka je A regularna kvadratna matrica reda n i neka
je T izracunato rjesenje sustava Ax = b Gaussovim eliminacijama s parcijalnim
pivotiranjem u aritmetici pomicnog zareza. Tada vrijeds

3nu
A+ AA)z =0 AAll < n* ——— p,|lAll o,
A+ AN T=b, (A < 0 g4
uz uvjet da je Inu < 1, gdje je u jedinicna gresa zaokruZivanja. [ |

Pretpostavka da koristimo parcijalno pivotiranje u prethodnom teoremu, nije
nuzna. Naime, isto vrijedi i za Gaussove eliminacije bez pivotiranja, samo s malo
drugacijom konstantom.

Koristenjem relacija za ponistavanje elemenata

(1) _ o0 (k)
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za parcijalno pivotiranje vrijedi da je

k+1 k k k

aff ™1 < lai)| + [0} < 2max a3

Prethodna ocjena, zajedno s definicijom faktora rasta daje jednostavnu ocjenu da
je za parcijalno pivotiranje

Vec¢ je J. Wilkinson primijetio da se taj pivotni rast moze dostic¢i za sve matrice
oblika

1 1
-1 1 1
-1 -1 1
-1 -1 " 1 1
-1 -1 -1 -1 1

Za te matrice, parcijalno pivotiranje nije potrebno, a eksponencijalni rast elemenata
primjecuje se u posljednjem stupcu. Ove su matrice samo jedna od klasa matrica
koje dostizu takav maksimalni rast. Kasnije su N. Higham i D. Higham okarakter-
izirali oblik svih realnih matrica kod kojih se dostize maksimalan pivotni rast (kod
parcijalnog pivotiranja).

Ipak, ovo je samo “umjetno” konstruirani primjer, a u praksi je takvih matrica
izrazito malo, pa se parcijalno pivotiranje ponasa mnogo bolje. I to je primijetio
Wilkinson. Danas se tim problemom bavi N. L. Trefethen, koji je pokazao da je
statisticki, za razne vrste slu¢ajnih matrica pivotni rast u prosjeku oko n?/3.

Za potpuno pivotiranje, situacija je bitno drugacija. Oznazimo s pS pivotni
rast za potpuno pivotiranje. Pocetkom Sezdesetih Wilkinson je dokazao da vrijedi

pe < nl/2(2. 312 /(=D U2 oy 0 p1/2 plogm)/4.

ali ta ograda nije dostizna. Ograda je bitno sporije rastuca funkcija nego sto je to
2"~1 " ali jos uvijek moze biti dosta velika. Dugo se smatralo da je p¢ < n, a tek
je 1991. ta slutnja oborena na matrici reda 13, kad je naden faktor rasta 13.0205.
Kasnije je pokazano da, na primjer, za matricu reda 25, pf, moze dose¢i 32.986341.
Ako promatramo

g(n) = sup pj(A),
AeRnxn

poznati su jos i sljedeci rezultati

n_||2| 3 |

| 2 |5
g(n) | 2] 225 |

| < 5.005.

4
4
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5.6. Posebni tipovi matrica

Za posebne tipove matrica, katkad je moguce re¢i nesSto vise o ponasanju
Gaussovih eliminacija, narocito o potrebi za pivotiranjem i veli¢ini faktora rasta.

Za kompleksnu matricu A € C"*" reéi ¢emo da je dijagonalno dominantna po
recima ako vrijedi

n
>l <lagl, i=1,...,n.
j=1
i
Ako vrijedi stroga nejednakost za sve i = 1,...,n, onda kazemo da je A strogo

dijagonalno dominantna po recima. Matrica A je (strogo) dijagonalno dominantna
po stupcima, ako je A* (strogo) dijagonalno dominantna po recima.

U oba su slucaja Gaussove eliminacije savrseno stabilne i bez pivotiranja.

Teorem 5.6.1. (Wilkinson) Neka je A € C™*" regqularna matrica. Ako je A di-
jagonalno dominantna po recima ili stupcima, tada A ima LR faktorizaciju (bez
pivotiranja!) i za faktor rasta vrijedi p, < 2. Ako je A dijagonalno dominantna po
stupcima, tada je |€;;] < 1 za sve i, j u LR faktorizaciji bez pivotiranja (pa parcijalno
pivotiranje ne radi nikakve zamgjene redaka).

Dokaz:

Prvo uoc¢imo da pretpostavka regularnosti matrice A osigurava da dijagonalni
elementi nisu nula, tj. vrijedi a; # 0 za sve i. U suprotnom, da je a; = 0 za neki 4,
zbog dijagonalne dominantnosti i svi ostali elementi u tom retku ili stupcu morali
bi biti jednaki nula, pa bi A ocito bila singularna, sto je protivno pretpostavci.

Pretpostavimo da je matrica A dijagonalno dominantna po stupcima. Dokaz
za dijagonalno dominantne matrice po recima bit ¢e analogan.

Na pocetku je ay; # 0, pa sigurno mozemo napraviti prvi korak eliminacija
(bez pivotiranja) i dobiti matricu A® oblika

2 _ [T T
o],

Prvi redak u A® je isti kao u A, a eliminacije nastavljamo na matrici S. O¢cito
je da S mora biti regularna, na primjer, preko determinanti, zbog r; = ai; i
det(A) = 7y det(S) # 0. Moramo jos pokazati da je matrica S ponovno dijago-
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nalno dominantna po stupcima. Za j = 2,...,n vrijedi
Z )| = Z laj — anayy ayy| < Z lai;| + lary'| lay] Z | @i
i i i i
(koristimo dijagonalnu dominantnost u obje sume)
< (lagg| = lay]) + lazy' | lay| (Jan| = |ajl)
= |ajj| — larjazi'ajn|  (koristimo |a| — [b] < |a — )
_ 2

< Jaj; — aja ap| = o],

sto pokazuje da je i A® dijagonalno dominantna po stupcima.

Dakle, indukcijom zaljucujemo da je u svakom koraku algoritma matrica di-
jagonalno dominantna po stupcima. To znaé¢i da je u svakom stupcu maksimalni
element na dijagonali, pa su pripadni |¢;;| < 1.

Dokazimo sad tvrdnju o faktoru rasta. Neka je A dijagonalno dominantna
po stupcima i A®) matrica dobivena nakon k — 1 koraka eliminacija. Dokaz za
dijagonalno dominantne matrice po recima bit ¢e analogan. Tvrdimo da je

max |a )| <2 max |a;l.
k<i,j<n 1<4,j<n

U prvom koraku, za k = 2, vrijedi

n n n n
> \aﬁ-f-)l =y — anay ay] <Y lag| + lay'| ay] D Jaql
s 4 4 4

=2 =2 =2
i#j i#] i#]
n n
—1
< Z laij| + lagy | ay] (la| —|aj]) < Z |aij| + |ay| — ai)'| |ay] |aj]
= =
n
<> ag] = lay' | |y aj| < Z |-
=1
i1

Analogno, u matrici A®) mora vrijediti (dokaz indukcijom) da je
Z |a | < Z |aij|.

Sada imamo

max |a M| < max Z|a M| < max Z|a”|
k<i,j<n k<]<n k<j<n

(korlstlmo dljagonalnu dommantnost po stupcima)

< 2 max |aj;| < 2 max |a|

(koristimo dijagonalnu dominantnost po stupcima)

< 2,5, loul
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Sto pokazuje da faktor rasta ne prelazi 2. [ |

Prethodni teorem moze se dokazati i u opcenitijoj formi za blok LR faktoriza-
ciju i blok dijagonalno dominantne matrice.

Posebnoj vrsti matrica pripadaju i trodijagonalne matrice oblika

dy e
cy dy ey

Cn—1 dnfl €n—1
Cn dn

Pretpostavimo da postoji LR faktorizacija bez pivotiranja za matricu A. Tada nije
tesko pokazati da su matrice L i R oblika

1 r1 el

ly 1 Ty €9

L= , R = . (5.6.1)

g 1 Tp—1 €n—1
0, 1 T

Primijetite da je dijagonala iznad glavne jednaka u matricama A i R. Ostale ele-
mente matrica L i R racunamo po sljede¢im rekurzijama

ledl,
at=2...,n:
’ (5.6.2)

l; = Ci/ﬁ‘—h

ri = dz — €Z €i—1-

Moze se pokazati da za izracunato rjeSenje linearnog sustava Ax = b, nakon
ovakve LR faktorizacije i supstitucija unaprijed i unatrag, u aritmetici pomic¢nog
zareza, vrijedi

(A+AA)Z=0b, |AA] < (4u+3u®+u®)|L||R).

Naravno, ova ocjena obratne greske vrijedi za bilo koju nesingularnu trodi-
jagonalnu matricu za koju postoji LR faktorizacija bez pivotiranja. Zainteresirani
smo za nalazenje onih klasa matrica za koje ¢e vrijediti ocjena oblika

|AA] < g(u) |A]

Takva ée ocjena sigurno vrijediti ako je |L| |R| = |LR|. Koje su to matrice? Odgovor
na to pitanje za egzaktne faktore L i R daje sljedeéi teorem.
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Teorem 5.6.2. Neka je A € R™*™ nesingularna trodijagonalna matrica. Ako vrijedi
bilo koji od uvjeta (a)-(d), onda A ima LR faktorizaciju i vrijedi |L||R| = |LR|:

(a) A je simetricna pozitivno definitna,
(b) A je totalno nenegativna, ili, ekvivalentno, L >0 i R > 0,

(c) A je M-matrica, ili, ekvivalentno, L 1 R imaju pozitivne dijagonalne elemente
1 nepozitivne vandijagonalne elemente,

(d) A je po predznacima ekvivalentna matrici B koja je tipa (a)—(c), tj. A se moze
prikazati u obliku A = D1BDs, gdje su |Dy| = |Dy| = I.

U praksi se ¢esto pojavljuju i dijagonalno dominantne trodijagonalne matrice,
koje ne pripadaju nekom od tiova (a)—(d) iz prethodnog teorema. Za njih, opéenito,
ne vrijedi da je |L||R| jednako |LR| = |A|, ali ne moze biti ni mnogo vedi.

Teorem 5.6.3. Neka je A € R™ " nesingularna trodijagonalna matrica, dijago-
nalno dominantna po recima ili stupcima, i neka A ima LR faktorizaciju A = LR.
Tada vrijedi

L [R] < 3]A].

Koristenjem prethodna dva teorema, dobivamo i ocjenu obratne greske za
izracunato rjeSenje ovakvih specijalnih trodijagonalnih sustava.

Teorem 5.6.4. Ako je zadana nesingularna trodijagonalna matrica A tipa (a)—(d)
1z teorema 5.6.2. 1 ako je jedinicéna greska zaokruZivanja w dovoljno mala, tada
Gaussove eliminacije za rjesavanje sustava Ax = b uspjesno zavrsavaju i nalaze
rjesenje T za koje vrijedi
. du + 3u® + u?
(A+AA)z =0, |AAl<L —1 |Al.
—u

Isti zakljucak vrijedi i za A dijagonalno dominantnu po recima ili stupcima, ali bez
ograde na u, s tim da se ocjena mnozi faktorom 3. [ |

Posljedica ovog teorema je da pivotiranje nije potrebno za tipove matrica na
koje se odnosi tvrdnja. Tu cinjenicu ¢emo kasnije vise puta iskoristiti u raznim
primjenama (na primjer, kod kubi¢ne spline interpolacije). Cak i vise od toga,
koristenje pivotiranja moze pokvariti i ponistiti ove rezultate o stabilnosti.
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6. Faktorizacija Choleskog

6.1. Faktorizacija Choleskog

Na kraju prethodnog poglavlja vidjeli smo da simetri¢ne pozitivno definitne
matrice imaju neka dobra svojstva vezana uz LR faktorizaciju. Na primjer, njihova
LR faktorizacija se moze “simetrizirati”, tj. napisati u obliku LDL”, gdje je L
jedini¢na donja trokutasta, a D dijagonalna matrica.

U nastavku, ukratko analiziramo takve simetri¢ne faktorizacije simetri¢nih, a
posebno, pozitivno definitnih matrica, i njima pripadne tzv. ortogonalne ili im-
plicitne faktorizacije. Ove faktorizacije imaju ogromnu primjenu, ne samo kod
rjeSavanja linearnih sustava, ve¢ i kod rjesavanja problema svojstvenih i singularnih
vrijednosti.

Simetrija i pozitivnha definitnost nisu samo zgodna matematicka svojstva, ve¢
imaju i svoj dublji “fizikalni” znacaj. Zbog toga se simetricne pozitivno definitne
matrice prirodno javljaju u numerickom rjeSavanju razli¢itih problema, poput dis-
kretizacije diferencijalnih jednadzbi i raznih vrsta aproksimacija.

Podsjetimo, kvadratna realna matrica A je simetri¢na ako je AT = A. Si-
metri¢na matrica A € R™" je pozitivno definitna ako je 27 Az > 0 za svaki ne-
nula vektor x € R"”. Poznati ekvivalentni uvjeti za pozitivnu definitnost simetriéne
matrice A su:

e sve vodece glavne minore od A su pozitivne, tj. vrijedi det(Ay) > 0, za k =
1,...,n, gdje je A, = A(1 : k,1: k) vodeCa glavna podmatrica od A reda k;

e sve svojstvene vrijednosti od A su pozitivne, tj. vrijedi A\y(A) > 0, za k =
1,...,n, gdje Ay oznacava k-tu najveéu svojstvenu vrijednost (silazni poredak
po k). Znamo da simetricna matrica ima realne svojstvene vrijednosti, pa ima
smisla govoriti o poretku. Uz ove oznake, dovoljan je zahtjev A,(A) > 0, za
najmanju svojstvenu vrijednost.

Iz prve karakterizacije, po teoremu 5.3.1., odmah slijedi da simetri¢na pozi-
tivno definitna matrica A ima LR faktorizaciju A = LR. Promatranjem dijagonalnih
elemenata matrice R dobivamo jos jednu karakterizaciju pozitivne definitnosti, koja
glasi:



6. FAKTORIZACLJA CHOLESKOG FAKTORIZACIJA CHOLESKOG - 64

e matrica R ima pozitivnu dijagonalu, tj. vrijedi rg > 0, za k = 1,...,n, §to
slijedi iz
Tkk = T 74
det(Ak,l)

Ako se sjetimo da su dijagonalni elementi od R ujedno i pivotni elementi,
ako koristimo pivotiranje, karakterizaciju mozemo izreci i ovako: svi pivotni
elementi u LR faktorizaciji od A su pozitivni. Pri tome treba biti malo oprezan,
jer pivotiranje moze unistiti i simetri¢nost i pozitivnu definitnost od A. Zbog
toga se koristi tzv. simetri¢no pivotiranje, tj. istovremene zamjene redaka i
stupaca u A, o cemu ¢e jos biti rijeci malo nize.

Zbog toga sto R ima pozitivhu dijagonalu, mozemo tu dijagonalu D = diag(ry;)
izluciti kao skaliranje redaka od R, Sto daje jedinicnu gornjetrokutastu matricu, a
zatim izvuéi drugi korijen iz dijagonale i vratiti takvu skalu na oba faktora

A=LR=LDRy= L(VDVD)Ry = (LVD)(VDRy) = Li LT = RTR,.

Veé smo dokazali da je Ry = LT, sto daje zadnje dvije jednakosti. Time dobivamo
faktorizaciju oblika A = RTR, gdje je R gornjetrokutasta matrica s pozitivnom
dijagonalom, koja se zove faktorizacija Choleskog. Ova faktorizacija je toliko
vazna da zasluzuje i direktan dokaz.

Teorem 6.1.1. Neka je A € R™" simetriéna pozitivno definitna matrica. Onda
postoji jedinstvena gornja trokutasta matrica R € R™™"™ s pozitivnim dijagonalnim
elementima takva da je A = RT R. Drugim rijecima, A ima jedinstvenu faktorizaciju

Choleskog.
Dokaz:

Dokaz se provodi indukcijom po redu n matrice. Zan =1, A = [a1] je sigurno
simetri¢na, a pozitivna definitnost je ekvivalentna s a;; > 0. Tada je R = [\/a11]
dobro definirana i oc¢ito vrijedi

A= [yan)[yan) = R'R.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za matrice reda n — 1. Neka je A bilo koja
simetricna pozitivno definitna matrica reda n. Onda je vodeca glavna podmatrica
A1 =A(1:n—1,1:n—1) pozitivno definitna, pa ima jedinstvenu faktorizaciju
Choleskog A, = RT | R, ;. Trazimo faktorizaciju matrice A u blok zapisu oblika

A= [A"Tl ¢ ]: lRle 0 1 anl : ] .— R"R. (6.1.1)

c Ay, T Tnn 0 7un

Mnozenjem faktorizacije dobivamo jednadzbe koje moraju zadovoljavati nepoznati
vektor r € R*! i skalar 7,

T _ T 2 _
R, r=c, 1 r+71,, = 0.
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Matrica RZ—1 je regularna, pa postoji jedinstveno rjeSenje r prvog linearnog sustava.
Iz druge jednadzbe slijedi
2 = ap, — 1T (6.1.2)

Da bismo dobili jedinstveno realno pozitivno rjesenje za r,,, treba pokazati da je
lijeva ili desna strana pozitivna. Primjenom Binet—Cauchyjevog teorema u (6.1.1)
dobivamo

0 < det(A) = det(RT) det(R) = (det(R))? = (det(Ry_1) 7mn)? = (det(R,_1))*r?

nn?

odakle, zbog regularnosti matrice R, 1, slijedi 72, > 0, pa (6.1.2) daje jedinstveni
realni r,,, > 0. To ujedno dokazuje da R ima pozitivnu dijagonalu. |

Ovaj dokaz je konstruktivan i daje jedan nacin za racunanje faktorizacije
Choleskog — matrica R se gradi stupac po stupac, od prvog prema zadnjem. Kad
rjeSavanje donjetrokutastog sustava R1_|r = ¢ zapiSemo u obliku supstitucije unap-
rijed, dobivamo potrebne relacije za elemente 7;; matrice R.

Do tih relacija mozemo doéi i analognim putem kao kod LR faktorizacije.
Iskoristimo poznatu strukturu od R i ¢injenicu da mora vrijediti A = RTR. Zbog
simetrije, dovoljno je gledati, recimo, gornji trokut matrice A, tj. elemente a;; za
1 < 7. Mnozenjem izlazi

Wi =Y TriThj, <7 (6.1.3)
k=1

Ove jednadzbe rjeSavamo tako da racunamo redom one elemente koje mozemo iz-
raziti preko ve¢ poznatih veli¢ina. Jedan od mogudih redoslijeda je (1,1), (1,2),
(2,2), (1,3), (2,3), (3,3), ..., (n,n), tj. stupac po stupac, od vrha stupca prema
dnu. Dobivamo sljede¢u rekurziju za elemente matrice R

zaj=1,...,n:
i—1
Tij:(aij_zrkz‘rkj)/rii, 1=1,...,7—1,
k=1
j—1 ) 1/2
rjj = <a]~j — Zrkj) .
k=1

U prvom koraku, za j = 1, ra¢unamo samo rq;. Jedini problem u provedbi ovog
algoritma je pozitivnost izraza pod korijenom, a to slijedi iz pozitivne definitnosti,
pa nema opasnosti, barem u egzaktnoj aritmetici.

Medutim, u aritmetici racunala treba biti oprezan. Zbog mogucih gresaka
zaokruzivanja, korisno je dodati barem kontrolu pozitivnosti prije vadenja drugog
korijena.

Algoritam 6.1.1. (Faktorizacija Choleskog)
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for j :=1ton do
begin
{Nadi j-ti stupac od R}
{Supstitucija unaprijed iznad dijagonale}
fori:=1toj—1do
begin
sum = Ali, jl;
for k:=1toi—1do
sum = sum — R[k,1] x R[k, j];
R[i, j] :== sum/R][i,1];
end;
{Dijagonalni element}
sum = A[j, ;
for k:=1toj—1do
sum := sum — sqr(R[k, j]);
if sum > 0.0 then
R[j,j] := sqrt(sum)
else
{Matrica nije pozitivno definitna, stani s algoritmom}
begin
error = true;
exit;
end;
end;
error := false;

Ovdje pretpostavljamo da strojna realizacija funkcije sqrt za drugi korijen
zadovoljava
x> 0= fl(sqrt(z)) > 0.

To je razumna pretpostavka, jer sqrt “smanjuje” raspon brojeva. U tom slucaju
dobivamo pozitivne dijagonalne elemente i nema opasnosti od dijeljenja s nulom.

Napomenimo jos jednom da se po prethodnoj rekurziji matrica R generira
stupac po stupac, za razliku od standardnog zapisa algoritma za LR faktorizaciju,
gdje se R generira redak po redak, a L stupac po stupac.

Ovo je tzv. jik varijanta algoritma, a naziv dolazi od poretka petlji izvana
prema unutra, uz prirodno imenovanje indeksa — ¢ za retke, 7 za stupce i k za
sumu kod produkta. Pazljivijim pogledom vidimo da “najdublje” petlje po k odgo-
varaju skalarnim produktima komada stupaca od R, pa se ova varijanta katkad zove
“skalarna” (engl. “dot” ili “inner product”) varijanta.

To niposto nije jedina varijanta za realizaciju algoritma. Ovu smo dobili tako
da redoslijed rjesavanja jednadzbi (6.1.3) odgovara supstituciji unaprijed za stupce
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matrice R. Pokazite da mozemo koristiti i redoslijed (1, 1), (1,2), ..., (1,n), (2,2),
. (2,n), (3,3), ..., (n,n), tj. redak po redak, od dijagonale prema kraju retka.
Time dobivamo 77k varijantu algoritma, koja odgovara zamjeni poretka indeksa i,
J- U njoj se R racuna na isti na¢in kao i u LR faktorizaciji. Pokusajte napraviti kji
varijantu i njenu interpretaciju.

Slozenost ovog algoritma opet mjerimo brojem aritmetickih operacija (flop-
ova) u floating-point aritmetici. Prebrajanjem dobivamo da priblizno (asimptotski

proporcionalno) vrijedi
1
OP(n) ~ 3 n?,

s tim da piSemo samo vodedi ¢lan, a ignoriraramo sve ostale ¢lanove nizeg reda.
Vidimo da je slozenost ili cijena faktorizacije Choleskog priblizno polovina slozeno-
sti (cijene) LR faktorizacije. To je dodatna motivacija za koristenje ove faktorizacije
za simetricne pozitivno definitne matrice.

Kad imamo faktorizaciju Choleskog A = RTR, onda se rjesenje linearnog
sustava Ax = b svodi na dva rjesavanja trokutastih sustava

RTy=0b, Rzx=uy,
koje lako rjesavamo supstitucijom unaprijed
y1 = b1/rn
Yi = (bi — szlrjiyj)/m, 1=2,...,n,
j=1
odnosno, unatrag
Tn = Yn/Tnn
T; = (yi— zn: rl-j:cj>/rii, 1=n—1,...,1.
j=i+1
Za razliku od LR faktorizacije, ovdje u obje supstitucije imamo dijeljenja.

Zbog toga se, barem za rjesavanje linearnih sustava, dosta ¢esto koristi LDL”
oblik faktorizacije. Neka je A = RT R faktorizacija Choleskog. Definiramo dijago-
nalnu matricu D = diag(r?) i L = RT diag(r;') = RTD~Y2. Onda A mozemo
napisati u obliku

A=LDL", (6.1.4)

gdje je L jedini¢na donjetrokutasta matrica. Upravo zato se ova faktorizacija i pise u
ovom obliku, da asocira na isto znacenje matrice L kao u LR faktorizaciji. Naravno,
mogli bismo koristiti i zapis oblika A = RT DR, gdje je R jedini¢na gornjetrokutasta.

Algoritam dobivamo na isti nacin kao i algoritam za faktorizaciju Choleskog,
a mozemo ga organizirati tako da ra¢una L ili LT, po Zelji. U tom algoritmu nema
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racunanja n drugih korijena, jer spremamo kvadrate r2 koji su dijagonalni elementi
matrice D. Faktorizacijom A = LDLT, rjesenje linearnog sustava Az = b dobivamo
rjeSavanjem 3 linearna sustava

Lz=b, Dy=z L'z=y.

Prvi i zadnji sustav su trokutasti s jedinicnom dijagonalom, pa u supstitucijama
nema dijeljenja. Srednji sustav je dijagonalan i trivijalno se rjesava sa samo n di-
jeljenja. Time dobivamo ustedu od n dijeljenja obzirom na trokutaste sustave iz
faktorizacije Choleskog. Ova usteda mozda nije velika za pune matrice, jer imamo
oko n? operacija po supstituciji. Medutim, za vrpéaste matrice s malom Sirnom
vrpce, a posebno za trodijagonalne matrice, ovo je velika usteda. Preciznije, za
trodijagonalne simetri¢ne pozitivno definitne matrice, faza supstitucije iz faktoriza-
cije Choleskog treba oko 6n operacija, a ovdje samo oko 5n operacija.

Na prvi pogled izgleda da bismo faktorizaciju (6.1.4) mogli provesti za bilo
koju simetricnu matricu A, bez zahtjeva pozitivne definitnosti, s tim da dozvolimo
da D ima i negativne elemente. Medutim, to ne vrijedi. Trivijalan kontraprimjer je

matrica
01
A= 1ol

koja je simetri¢na, ali indefinitna. Pokazite da za ovu matricu ne postoji faktori-
zacija oblika (6.1.4) s dijagonalnom matricom D. Poopéenje na indefinitne matrice
dobivamo tako da dozvolimo dijagonalne blokove reda 2 u matrici D.

Svi rezultati koje ¢emo napraviti za faktorizaciju Choleskog mogu se poop¢iti
i na LDLT faktorizaciju, ali ih neé¢emo posebno formulirati. Sli¢no vrijedi i za
blok—faktorizacije.

6.2. Pivotiranje u faktorizaciji Choleskog

Dodatnu potvrdu stabilnosti za simetricne pozitivno definitne matrice dobi-
vamo promatranjem LR faktorizacije ili Gaussovih eliminacija. Nije tesko pokazati
da, i bez pivotiranja, nakon svakog koraka eliminacije dobivamo reducirani, jos
nesredeni, dio matrice koji je opet simetricna i pozitivno definitna matrica reda
manjeg za 1. Osim toga, moze se pokazati da dijagonalni elementi padaju iz koraka
u korak, tj. vrijedi

ar = al > @ > s W
ke = Qg 2 Ay 2000 2 Ay > 0.

Na kraju, trivijalno se vidi da elementi simetricne pozitivno definitne matrice A
zadovoljavaju nejednakost

|laij| < \/ai; aj;, za svaki i # j, (6.2.1)
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jer bilo determinanta bilo koje glavne podmatrice reda 2 mora, takoder, biti pozi-
tivna. To znaci da je barem jedan od dijagonalnih elemenata iz (6.2.1) veéi ili jednak
la;;|, tj. apsolutno najvecéi element u A se nalazi na dijagonali

1Allar = max a;;.
Odavde odmabh slijedi da za pivotni rast u Gaussovim eliminacijama vrijedi p, = 1
i to bez ikakvog pivotiranja. Vazno je uociti da to ne znaci da su multiplikatori
ograniceni na bilo koji nacin. Kontraprimjer je matrica

2
e” €
A=
kad e — 0. Ali, ono §to je bitno, za simetricne pozitivno definitne matrice veli¢ina
multiplikatora nema utjecaja na stabilnost.

Medutim, pogresan bi bio zaklju¢ak da pivotiranje u faktorizaciji Choleskog
nije potrebno ili korisno. Sjetimo se samo rezultata za trokutaste sustave.

Kako se vrsi pivotiranje? Za pocetak, da bismo oc¢uvali simetriju radne matrice,
pivotiranje mora biti “simetri¢no”, tj. kad radimo zamjene, transformacija mora
imati oblik

A— PTAP,
gdje je P matrica permutacije koja opisuje pripadnu zamjenu (stupaca). To znaci da
radimo istovremene zamjene redaka i stupaca u A. Kod takve zamjene, dijagonalni
elementi prelaze opet u dijagonalne, a vandijagonalni ostaju izvan dijagonale. Dakle,
ne mozemo vandijagonalni element dovesti na dijagonalu, pa parcijalno pivotiranje
nema analogon u faktorizaciji Choleskog. Srecom, iz (6.2.1) slijedi da to ionako ne
bi imalo smisla.

Nesredeni radni dio matrice je simetrican i pozitivno definitan u svakom ko-
raku, pa se najveci element u cijelom tom dijelu matrice mora nalaziti na dijagonali.
Standardni izbor pivotnog elementa u k-tom koraku je

k
aff) = max a;,
k<i<n

s tim da se obi¢no uzima najmanji indeks r za koji se ovaj maksimum dostize. To
je ekvivalentno potpunom pivotiranju u Gaussovim eliminacijama.

Ovim postupkom dobivamo faktorizaciju Choleskog
PTAP = R"R,
a za elemente matrice R vrijedi

J
TszZrizja j=k+1,...,n, k=1,...,n
i=k

Posebno, to znaci da R ima nerastucu dijagonalu r1; > -+ > r,, > 0.
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7. Aproksimacija i interpolacija

7.1. Opéi problem aproksimacije

Sto je problem aproksimacije? Ako su poznate neke informacije o funkeiji f,
definiranoj na nekom skupu X C R, na osnovu tih informacija zelimo f zamijeniti
nekom drugom funkcijom ¢ na skupu X, tako da su f i ¢ bliske u nekom smislu.

Skup X je najcesée interval oblika [a, b] (moze i neogranicen), ili diskretni skup
tocaka.

Problem aproksimacije javlja se u dvije bitno razlicite formulacije.

(a) Znamo funkciju f (analiticki ili slicno), ali je njena forma prekomplicirana
za racunanje. U tom slucaju odaberemo neke informacije o f i po nekom
kriteriju odredimo aproksimacionu funkciju . U ovom slu¢aju mozemo birati
informacije o f koje ¢emo koristiti. Jednako tako, mozemo ocijeniti gresku
dobivene aproksimacije, obzirom na pravu vrijednost funkcije f.

(b) Ne znamo funkciju f, nego samo neke informacije o njoj, na primjer, vrijed-
nosti na nekom skupu tocaka. Zamjenska funkcija ¢ odreduje se iz raspolozivih
informacija, koje, osim samih podataka, mogu ukljucivati i ocekivani oblik
ponasanja podataka, tj. funkcije ¢. U ovom se slu¢aju ne moze napraviti
ocjena pogreske bez dodatnih informacija o nepoznatoj funkciji f.

Varijanta (b) je puno ¢eséa u praksi. Najcesée se javlja kod mjerenja nekih
veli¢ina, jer, osim izmjerenih podataka, pokusavamo aproksimirati i podatke koji se
nalaze “izmedu” izmjerenih tocaka. Primijetite da se kod mjerenja javljaju i po-
greSke mjerenja, pa postoje posebne tehnike za ublazavanje tako nastalih gresaka.

Funkcija ¢ bira se prema prirodi modela, ali tako da bude relativno jednos-
tavna za racunanje. Ona obi¢no ovisi o parametrima ax, k = 0,...,m, koje treba
odrediti po nekom kriteriju,

SO(ZL‘) = (,0(37;0,0,0,1, L aa'm)'

Kad smo funkciju ¢ zapisali u ovom obliku, kao funkciju koja ovisi o parametrima
ay, onda kazemo da smo odabrali op¢i oblik aproksimacione funkcije.
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Oblike aproksimacionih funkcija mozemo (grubo) podijeliti na:

(a) linearne aproksimacione funkcije,

(b) nelinearne aproksimacione funkcije.

Bitne razlike izmedu ove dvije grupe aproksimacionih funkcija opisujemo u nastavku.

7.1.1. Linearne aproksimacione funkcije

Op¢i oblik linearne aproksimacione funkcije je

() = appo(x) + arp1(z) + - - + apom(),

gdje su @, . . ., o, poznate funkcije koje znamo racunati. Primijetite da se linearnost
ne odnosi na oblik funkcije ¢, ve¢ na ovisnost o parametrima a; koje treba odredi-
ti. Prednost ovog oblika aproksimacione funkcije je da odredivanje parametara ay
obi¢no vodi na sustave linearnih jednadzbi.

Najcescée koristeni oblici linearnih aproksimacionih funkcija su:
1. algebarski polinomi, ¢ (z) = 2, k =0,...,m, tj.

o(r) =ap+ arx+ -+ apz™.

Nije nuzno da () zapisujemo u bazi {1,z,...,2™}. Vrlo ¢esto je neka druga
baza bitno pogodnija, na primjer, {1, (z — zo), (z — xo) (x — x1), ... }, gdje su
Tg, T1,... zadane tocke;

2. trigonometrijski polinomi, pogodni za aproksimaciju periodickih funkcija, re-
cimo, u modeliranju signala. Za funkcije ¢ uzima se m + 1 funkcija iz skupa

{1, cos z,sin z, cos 2z, sin 2z, ... }.

Katkad se koristi i faktor u argumentu sinusa i kosinusa koji sluzi za kontrolu
perioda, a ponekad se biraju samo parne ili samo neparne funkcije iz ovog
skupa;

3. po dijelovima polinomi (splajn funkcije). Ako su zadane tocke z, . .., x,, onda
se splajn funkcija na svakom podintervalu svodi na polinom odredenog fiksnog
(niskog) stupnja, tj.

=p, k=1,2,...,n,

[Th—1,78]

¥

a px su polinomi najcesée stupnjeva 1, 2, 3 ili 5. U tockama x; obicno se zahti-
jeva da funkcija ¢ zadovoljava jos i tzv. “uvjete ljepljenja” vrijednosti funkcije
i nekih njenih derivacija ili nekih aproksimacija za te derivacije. Splajnovi se
danas cesto koriste zbog dobrih svojstava obzirom na gresku aproksimacije i
kontrolu oblika aproksimacione funkcije.
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7.1.2. Nelinearne aproksimacione funkcije

Najcesc¢e koristeni oblici nelinearnih aproksimacionih funkcija su:
4. eksponencijalne aproksimacije
o(x) = coe™ + 1" + -+ e,

koje imaju n = 2r + 2 nezavisna parametra, a opisuju, na primjer, procese
rasta i odumiranja u raznim populacijama, s primjenom u biologiji, ekonomiji
i medicini;

5. racionalne aproksimacije

bo +bix+ -+ ba”
p(r) = :
Co+ar+ -+ CsTf

koje imaju n = r+s-+1 nezavisni parametar, a ne r+ s+ 2, kako formalno pise.
Naime, razlomci se mogu prosirivati (ili skalirati), pa ako su b;, ¢; parametri,
onda su to i tb;, tc;, zat # 0. Zbog toga se uvijek fiksira jedan od koeficijenata
b; ili ¢;, a koji je to — obicno slijedi iz prirode modela.

Ovako definirane racionalne funkcije imaju mnogo bolja svojstva aproksi-
macije nego polinomi, a pripadna teorija je relativno nova.

7.1.3. Kriteriji aproksimacije
Interpolacija

Interpolacija je zahtjev da se funkcije f i ¢ podudaraju na nekom kona¢nom
skupu tocaka. Te tocke obi¢no nazivamo évorovima interpolacije. Ovom zahtjevu
se moze, ali i ne mora dodati zahtjev da se u ¢vorovima, osim funkcijskih vrijednosti,
poklapaju i vrijednosti nekih derivacija.

Drugim rijec¢ima, u najjednostavnijem obliku interpolacije, kad trazimo samo
podudaranje funkcijskih vrijednosti, od podataka o funkciji f koristi se samo infor-
macija o njenoj vrijednosti na skupu od (n + 1) tocaka, tj. podaci oblika (zy, fx),
gdje je fr = f(xg), zak=0,... n.

Parametri aq, . . ., a, (primijetite da parametara mora biti to¢no onoliko koliko
i podataka!) odreduju se iz uvjeta

@(Jfk;aoaal,---,an)sz, k=0,...,n,

sto je, opcenito, nelinearni sustav jednadzbi. Ako je aproksimaciona funkcija ¢
linearna, onda za parametre a; dobivamo sustav linearnih jednadzbi koji ima to¢no
n+ 1 jednadzbi za n + 1 nepoznanica. Matrica tog sustava je kvadratna, sto bitno
olaksava analizu egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja za parametre interpolacije.
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Minimizacija pogreske

Minimizacija pogreske je drugi kriterij odredivanja parametara aproksimacije.
Funkcija ¢ bira se tako da se minimizira neka odabrana norma pogreske

u nekom odabranom prostoru funkcija za ¢ na nekoj domeni X. Ove aproksimacije,
¢esto zvane i najbolje aproksimacije po normi, dijele se na diskretne i kontinuirane,
prema tome minimizira li se norma pogreske e na diskretnom ili kontinuiranom
skupu podataka X.

Standardno se kao norme pogreske koriste 2-norma i co-norma. Za 2-normu
pripadna se aproksimacija zove srednjekvadratna, a metoda za njeno nalazenje
zove se metoda najmanjih kvadrata. Funkcija ¢, odnosno njeni parametri, se traze
tako da bude

min le(2)]

U diskretnom slucaju X = {zo,...,z,}, kad raspiSemo prethodnu relaciju, dobi-
vamo

n

> (f(zr) = ¢(zx))? — min,

k=0

a u kontinuiranom

b

(@) = o)) de — min.

a

Preciznije, minimizira se samo ono pod korijenom, jer to daje jednako rjesenje kao
da se minimizira i korijen! Zasto se bas minimiziraju kvadrati gresaka? To ima
veze sa statistikom, jer se izmjereni podaci obi¢no ponasaju kao normalna slucajna
varijabla, s ocekivanjem koje je tocna vrijednost podatka. Odgovarajuéi kvadrati su
varijanca i nju treba minimizirati.

U slucaju co-norme pripadna se aproksimacija zove minimaks aproksimacija,
a parametri se biraju tako da se nade

min [e(2)] |
U diskretnom slucaju trazi se

max_|f(z) — p(a)| — min,
k=0,...,n
a u kontinuiranom

max |f(z) — ¢(z)| — min.
z€[a,b]
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U nekim problemima ovaj je tip aproksimacija pozeljniji od srednjekvadratnih, jer se
trazi da maksimalna greska bude minimalna, tj. najmanja moguca, ali ih je opéenito
mnogo teze izracunati (na primjer, dobivamo problem minimizacije nederivabilne
funkcije!).

Napomenimo jos da smo u prethodnim primjerima koristili uobicajene (diskret-
ne i kontinuirane) norme na odgovarajué¢im prostorima funkcija, ovisno o domeni
X. Naravno, normirani prostor u kojem trazimo aproksimacionu funkciju ovisi o
problemu kojeg rjesavamo. Nerijetko u praksi, norme, pored funkcije ukljucuju i
neke njene derivacije. Primjer takve norme je norma

b

171 = | [ (@) + (@) da.

a

recimo, na prostoru C'[a, b] svih funkcija koje imaju neprekidnu prvu derivaciju na
segmentu [a, b], ili na nekom jos “veéem” prostoru.

Pri kraju ovog uvoda u opé¢i problem aproksimacije funkcija postaje jasno koji
su kljuéni matematicki problemi koje treba rijesiti:

e cgzistencija i jedinstvenost rjeSenja problema aproksimacije, Sto ovisi o tome
koje funkcije f aproksimiramo kojim funkcijama ¢ (dva prostora) i kako mje-
rimo gresku,

e analiza kvalitete dobivene aproksimacije — vrijednost “najmanje” pogreske i
ponasenje funkcije greske e (jer norma je ipak samo broj),

e konstrukcija algoritama za ra¢unanje najbolje aproksimacije.

Objasnimo jos koja je uloga “parametrizacije” aproksimacionih funkcija. Ocito, rije¢
je o izboru prikaza ili “baze” u prostoru aproksimacionih funkcija ili na¢inu zada-
vanja tog prostora. Dok prva dva problema uglavnom ne ovise o “parametrizaciji”,
kao Sto ¢emo vidjeti, dobar izbor “baze” je kljucan korak u konstrukciji tocnih i
efikasnih algoritama.

Lako se vidi da problem interpolacije mozemo smatrati specijalnim, ali posebno
vaznim sluc¢ajem aproksimacije po normi na diskretnom skupu X ¢vorova interpo-
lacije uz neku od standardnih normi na kona¢nodimenzionalnim prostorima. Poseb-
nost se ogleda u ¢injenici da se dodatno trazi da je minimum norme pogreske jednak
nuli, sto je onda ekvivalentno odgovaraju¢im uvjetima interpolacije.

Na primjer, uzmimo da je X = {xy, ..., z,} i trazimo aproksimacionu funkciju
 u prostoru P, svih polinoma stupnja najvise n. Kao kriterij aproksimacije uzmimo
neku p-normu (1 < p < 00) vektora e pogreske funkcijskih vrijednosti na skupu X,
tj. zahtjev je

n 1/p
lelly = 11f =l = (3 1£@n) = p@)l) = min, 1<p <o,
k=0
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odnosno
lelloo = IIf = ©lloe = X |f(xr) — ¢(x)| — min.

-----

Ocito je ||e||l, = 0 ekvivalentno uvjetima interpolacije

f(zr) = p(zx), k=0,...,n,

samo nije jasno da li se to moze posti¢i, tj. da li postoji takva aproksimaciona
funkcija ¢ € P, za koju je minimum greske jednak nuli, tako da je ¢ i interpolaciona
funkcija. U sljede¢em odjeljku pokazat ¢emo da je odgovor potvrdan za ovaj primjer.

7.2. Interpolacija polinomima

Pretpostavimo da imamo funkciju f zadanu na diskretnom skupu razlicitih
tocaka x, k = 0,...,n, tj. ; # x; za i # j. Poznate funkcijske vrijednosti u tim
tockama skradeno oznacavamo s fp = f(zx).

Primijetite da pretpostavka o razlicitosti tocaka nije bitno ogranicenje. Naime,
kad bismo dozvolili da je x; = x; uz i # j, ili f ne bi bila funkcija (ako je f; # f;)
ili bismo imali redundantan podatak, koji mozemo ispustiti (ako je f; = f;).

Ako je [a, b] segment na kojem koristimo interpolaciju (i promatramo gresku),
u praksi su tocke obicno numerirane tako da vrijedi a < xg <y < --- <z, <b.

7.2.1. Egzistencija i jedinstvenost interpolacionog polinoma

Za polinomnu interpolaciju vrijedi sljedeé¢i teorem.

Teorem 7.2.1. Neka je n € Ny. Za zadane tocke (zy, fr), k = 0,...,n, gdje je
x; # x; za 1 # j, postoji jedinstveni (interpolacioni) polinom stupnja najvise n
o(x) = pp(x) =ag + ez + -+ + az”
za koji vrijeds
pn(xk>:fk, kIO,...,n.

Dokaz:
Neka je p, = ap + a1 + - - - + a,2™ polinom stupnja najvise n. Uvjete inter-
polacije mozemo napisati u obliku
Pu(T0) = ao + a170 + -+ + apxy = fo
po(®1) = a0 + a1y + -+ apal = fi

pn(l'n) =ag+arx, + -+ anxz _ fn
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Drugim rije¢ima, treba provjeriti ima li ovaj sustav od (n + 1)-e linearne jednadzbe
s (n + 1)-om nepoznanicom ay, .. ., a, jedinstveno rjesenje. Dovoljno je provjeriti
da li je (kvadratna) matrica tog linearnog sustava regularna. To mozemo napraviti
racunanjem vrijednosti determinante te matrice. Ta determinanta je tzv. Vander-
mondeova determinanta

1 zy a3 zy
1z a2 !
D, = : : :
1 a, 1 22 xt_
n n—1 n—1
1z, 22 il

Definiramo determinantu koja nali¢i na D,,, samo umjesto x,, posljednji je redak
funkcija od x:

1 zy 3 x4
1z, 22 !
Va(r) =11 © :
2
L R 2 T B A
1z 2 "

Primijetimo da je D,, = V,,(x,). Gledamo li V,,(z) kao funkciju od z, lako se vidi —
razvojem po posljednjem retku, da je to polinom stupnja najvise n u varijabli x, s
vodeé¢im koeficijentom D,,_; uz x".

S druge strane, ako za = redom uvrstavamo x, ..., z, 1, determinanta V,,(z)
¢e imati dva jednaka retka pa ¢e biti

Vn(l'o) = Vn(l'l) == Vn(.fll'n,1> = 0,

tj. tocke zy, . .., z,_1 su nultocke polinoma V,,(x) stupnja n. Da bismo tocno odredili
polinom stupnja n, ako su poznate njegove nultocke, potrebno je samo znati njegov
vodedi koeficijent. U ovom sluc¢aju, pokazali smo da je to D, ;. Odatle odmah
slijedi da je

V() = Dy (. — x0) (T —21) - (2 — Tpq).

Kad uvrstimo x = z,,, dobivamo rekurzivnu relaciju za D,
Dn = anl (xn - 33'0) (xn - .1'1) te (xn - $n,1).
Ako znamo da je Dy = 1, §to je trivijalno, dobivamo da je

0<j<i<n
Bududi da je z; # x; za @ # j, onda je D, # 0, tj. matrica linearnog sustava
je regularna, pa postoji jedinstveno rjesenje ay, ..., a, za koeficijente polinoma p,,
odnosno jedinstven interpolacioni polinom. [ |
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Ovaj teorem u potpunosti rjeSava prvo kljuc¢no pitanje egzistencije i jedin-
stvenosti rjeSenja problema polinomne interpolacije u njegovom najjednostavnijem
obliku, kad su zadane funkcijske vrijednosti u medusobno razli¢itim tockama.

Takav oblik interpolacije, kad trazena funkcija (u ovom slu¢aju polinom) mora
interpolirati samo funkcijske vrijednosti zadane funkcije, obi¢no zovemo Lagrange-
ova interpolacija. U opcenitijem slu¢aju, mozemo zahtijevati interpolaciju zadanih
vrijednosti funkcije i njezinih uzastopnih derivacija. Takvu interpolaciju zovemo
Hermiteova interpolacija. Nesto kasnije ¢emo pokazati da problem Hermiteove
interpolacije mozemo rijeSiti kao grani¢ni slucaj Lagrangeove, kad dozvolimo vise-
struko “ponavljanje” istih ¢vorova, tj. otpustimo ogranicenje na medusobnu razlici-
tost cvorova.

Za pocetak, moramo rijesiti preostala dva problema vezana uz polinomnu La-
grangeovu interpolaciju, a to su: konstrukcija algoritama i analiza greske.

7.2.2. Potrebni algoritmi

Koje algoritme trebamo? Odgovor, naravno, ovisi o tome Sto zelimo postici
interpolacijom. Kao i kod svih aproksimacija, oCita izravna primjena je zamjena
funkcijskih vrijednosti f(z) vrijednostima interpolacionog polinoma p,(z), i to u
tockama x koje u principu nisu ¢vorovi interpolacije, posebno ako vrijednosti od f
ne znamo u ostalim tockama, ili se f tesko racuna, pa smo jedva izracunali i ove
vrijednosti od f koje smo iskoristili za interpolaciju.

Dakle, sigurno trebamo algoritam za racunanje vrijednosti interpolacionog
polinoma u nekoj zadanoj tocki x koja nije ¢vor. Naime, zato Sto interpoliramo, u
¢vorovima je lako — vrijednosti od f su poznate i jednake onima od p,, pa ih je
dovoljno potraziti u tablici.

Tocaka x u kojima zelimo izrac¢unati p,(x) moze biti vrlo mnogo, a gotovo
nikad nije samo jedna. Zbog toga se problem racunanja vrijednosti p,(z) uvijek
rjesava u dvije faze:

1. prvo nademo polinom p,, jer on ne ovisi o tocki x, ve¢ samo o zadanim po-
dacima (xg, fx), £ =0,...,n,

2. zatim, za svaku zadanu tocku z izra¢unamo p,(z).

Prvu fazu je dovoljno napraviti samo jednom i zato svaku od ovih faza treba reali-
zirati posebnim algoritmom. Dodatno, zelimo Sto brzi algoritam, posebno u drugoj
fazi, jer se on tamo puno puta izvrsava. Medutim, ne¢emo zahtijevati brzinu na
ustrb stabilnosti, ako se to moze izbjeci, bez veceg gubitka brzine.

Pogledajmo detaljnije prvu fazu. Sto zna¢i “naéi polinom p,”? Broj podataka
n + 1 u potpunosti odreduje vektorski prostor polinoma P, u kojem, prema teo-
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remu 7.2.1, postoji jedinstveni polinom p,, koji interpolira zadane podatke. Izaberi-
mo neku bazu {by, b, ...,b,} u tom prostoru P,. Polinom p,, se moze jednoznacno
prikazati kao linearna kombinacija polinoma b; iz te baze. Dakle, da bismo nasli p,,
treba (i dovoljno je) nadi koeficijente a; u prikazu

Njih mozemo naci tako da u ovu relaciju uvrstimo sve uvjete interpolacije

n

pn(xk) :Zazbz(xk) :fkn ]{?:O,...,TL,

1=0

i tako dobijemo linearni sustav reda n + 1 za nepoznate koeficijente. Matrica tog
linearnog sustava je sigurno regularna (dokazite!), a njezini elementi imaju oblik
Bz’+1,k+1 = bz(l'k), za ’i, k= 0, e n.

U pripadnom algoritmu, prvo treba izracunati sve elemente matrice linearnog
sustava, a zatim ga rijesiti. Ako pretpostavimo da znamo prikaze svih polinoma b;
u standardnoj bazi i koristimo Hornerovu shemu za izvrednjavanje u svim tockama,
onda svako izvrednjavanje traje najvise O(n) operacija. Takvih izvrednjavanja ima
najvise (n+1)2, pa sve elemente matrice sustava mozemo izracunati s najvise O(n?3)
operacija. Za posebne izbore baza i ¢vorova, ovaj broj operacija moze biti i bitno
manji.

Gaussovim eliminacijama ili LR faktorizacijom mozemo rijesiti dobiveni line-
arni sustav za najvise O(n?) operacija. Dakle, ukupan broj operacija u algoritamu
za prvu fazu je najvise reda velicine O(n?). To, samo po sebi i nije tako loe, jer se
izvrSava samo jednom. Medutim, u nastavku ¢emo pokazati da pazljivim izborom
baze to mozemo napraviti i bitno brze.

Algoritam za izvrednjavanje p,(x) u drugoj fazi, takoder, fundamentalno ovisi
o izboru baze u P,. Naravno, iz prve faze treba zapamtiti izracunati vektor koefici-
jenata a;. Tada se racunanje p,(z) u zadanoj tocki x svodi na racunanje sume

n

pul(z) = Z a;b;(z).

=0

U najopcenitijem obliku, toéno po ovoj relaciji, imamo n + 1-u Hornerovu shemu za
izvrednjavanje b;(x) 1 jos jedan skalarni produkt (ili linearnu kombinaciju). Ukupno
trajanje je O(n?), $to je vrlo skupo, kad usporedimo s obiécnom Hornerovom shemom.

Uocite da ova dva opcéa algoritma za interpolaciju mozemo sazeto prikazati u

obliku:

1. izaberi bazu u P, i nadi koeficijente od p,, u toj bazi,
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2. u zadanoj tocki x izracunaj linearnu kombinaciju polinoma baze s poznatim
koeficijentima u linearnoj kombinaciji.

Iz prethodne analize slijedi da bi bilo vrlo pozeljno odabrati bazu tako da druga
faza ima najvise O(n) operacija, tj. da traje linearno, a ne kvadratno, u funkciji od
n.

Kad u ovom kontekstu pogledamo tvrdnju i dokaz teorema 7.2.1., odmah
mozemo zakljuciti da to odgovara izboru standardne baze b;(z) = z*, i = 0,...,n,
u prostoru P,. U prvoj fazi za nalazenje koeficijenata interpolacionog polinoma u
standardnoj bazi ne moramo koristiti samo ve¢ spomenute numericke metode. Osim
njih, uz malo paznje, mozemo koristiti ¢ak i Cramerovo pravilo. Determinanta D,
sustava je Vandermondeova, a sve ostale potrebne determinante se jednostavnim
razvojem po stupcu svode na linearne kombinacije Vandermondeovih (za 1 man-
jeg reda). Ako njih izrazimo preko D,,, dobivamo opet algoritam koji treba O(n?)
operacija.

Nadalje, vidimo da se druga faza svodi upravo na Hornerovu shemu, tj. ima
linearno trajanje. Cak jace od toga, Sto se brzine tice, ovim izborom baze dobivamo
optimalan — najbrzi moguci algoritam za izvrednjavanje u drugoj fazi.

Nazalost, u pogledu stabilnosti, situacija je mnogo manje “ruzicasta”, posebno
u prvoj fazi. Matrica sustava moze imati skoro linearno zavisne retke, a da ¢vorovi
uopce nisu “patoloski” rasporedeni. Dovoljno je samo da su razumno bliski i rela-
tivno daleko od nule (3to je “centar” baze). Na primjer

ap=k+10°, k=0,...,n,

gdje je p “iole veéi” pozitivni eksponent, recimo p = 5. Zbog toga se ovaj izbor baze
ne koristi u praksi, ve¢ samo za dokazivanje u teoriji, jer baza ne ovisi o ¢vorovima.

Problemu izbora baze za prikaz interpolacionog polinoma mozemo, sasvim
opcenito, pristupiti na 3 nacina.

1. “Jednostavna baza, komplicirani koeficijenti”. Fiksiramo jednostavnu bazu u
P.., neovisno o zadanim podacima, ali tako da dobijemo brzo izvrednjavanje.
Zatim nademo koeficijente od p, u toj bazi. Sva ovisnost o zadanim podacima
ulazi u koeficijente, pa je prva faza spora.

2. “Jednostavni koeficijenti, komplicirana baza”. Podijelimo ovisnost o zadanim
podacima tako da koeficijenti jednostavno ovise o zadanim podacima i lako
se racunaju (na primjer, jednaki su zadanim funkcijskim vrijednostima fy).
Tada je prva faza brza, ali zato baza komplicirano ovisi o ¢vorovima, pa je
druga faza spora, jer u svakoj tocki x izvrednjavamo sve funkcije baze.

3. “Kompromis izmedu baze i koeficijenata”. Pustimo da baza jednostavno ovisi
o ¢vorovima, a koeficijenti mogu ovisiti o svim zadanim podacima, ali tako da
dobijemo jednostavne algoritme u obje faze.
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Ove pristupe je najlakse ilustrirati preko slozenosti rjesavanja linearnog sustava
za koeficijente.

Prvim pristupom dobivamo puni linearni sustav za ¢ije rjesavanje treba ©(n?)
operacija. Ako baza ne ovisi o ¢vorovima, taj sustav moze biti vrlo nestabilan, kao
u ranijem primjeru standardne baze.

Drugi pristup vodi na dijagonalni linearni sustav u kojem se rjesenje “cita” ili
traje najvise O(n) operacija. No, tada je izvrednjavanje u svakoj tocki sporo, jer svi
polinomi baze imaju puni stupanj n. Primjer takve baze je tzv. Lagrangeova baza.

U zadnjem pristupu bazu izaberemo tako da dobijemo (donje)trokutasti li-
nearni sustav. Za nalaZenje koeficijenata tada trebamo “samo” O(n?) operacija.
Tako dobivamo tzv. Newtonovu bazu u kojoj stupnjevi polinoma b; rastu, tj. vrijedi
degb; = 1, kao i u standardnoj bazi. Osim toga, za b; vrijedi jednostavna rekurzija
koja vodi na brzi linearni algoritam izvrednjavanja.

Ova 3 pristupa mozemo vrlo lijepo ilustrirati na jednostavnom primjeru li-
nearne interpolacije, tj. kad je n = 1. Problem linearne interpolacije se svodi na
nalazenje jednadzbe pravca p koji prolazi kroz dvije zadane tocke (xg, fo) 1 (21, f1).

Standardni oblik jednadzbe pravca je p(z) = ag + a1z. Iz uvjeta interpolacije
dobivamo linearni sustav za koeficijente ag i aq

p(xo) = ag + a1z0 = fy
p(r1) = ap + a1x1 = fi,

odakle slijedi
for1 — fixo fi—fo

Q=" h =",
1 — Zo T1 — Zo

ili

( _ Jor1 — fizo 4 J1—fo -

p(z)
1 — 2o 1T — X

Pravac p mozemo napisati i kao tezinsku sredinu zadanih funkcijskih vrijed-
nosti fy i fi, u obliku

p(z) = fobo(z) + fibi(z),
gdje su by(z) 1 by(x) funkcije koje treba naéi. Iz uvjeta interpolacije sada dobivamo
jednadzbe

p(x0) = fobo(zo) + fibi(wo) = fo

p(z1) = fobo(z1) + fibi(21) = f1.
Bez dodatnih pretpostavki, iz ovih jednadzbi ne mozemo odrediti bg(x) i by(z),
jer takvih funkcija ima puno. Pretpostavimo stoga da su obje funkcije, takoder,
polinomi prvog stupnja i to specijalnog oblika, tako da ovaj linearni sustav postane
dijagonalan. Tada iz vandijagonalnih elemenata dobivamo uvjete

bl(l‘O) = 07 bO(xl) = Oa
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a onda za dijagonalne elemente dobivamo
bo(xg) =1, by(zy) =1.

Vidmo da su polinomi by i b; rjeSenja specijalnih problema interpolacije
bi(xg) = b, 1, k=01,

tj. b; mora biti nula u svim ¢vorovima osim i-tog, a u i-tom mora imati vrijednost
1. To znaci da znamo sve nultocke od b;, a vrijednost vodeceg koeficijenta izlazi iz
b;(x;) = 1. Odmah mozemo napisati te dvije funkcije baze u obliku

r — I

bo(.fll') = s bl(.fll') =

)
o — T Tr1 — Ig

r — Xy

pa je

Tr — T T — 2o
+

p(x) = fo

sto odgovara jednadzbi pravca “kroz dvije tocke”. Ovo je Lagrangeov oblik interpo-
lacionog polinoma. Vidimo da funkcije baze by i b; ovise o oba ¢vora interpolacije.

1
Top — 1 X1 — Xy

Jednadzbu pravca mozemo napisati i tako da pravac prolazi “kroz jednu tocku”
(xo, fo) 1 ima zadani koeficijent smjera

p(x) = fo+ k(z — o).

Ovaj oblik automatski zadovoljava prvi uvjet interpolacije p(xo) = fo, a iz drugog
uvjeta
p(z1) = fo+ k(v —20) = f1
se lako izracuna k
_ J1— Jo

T —1'0’

k

Sto je poznata formula za koeficijent smjera pravca kroz dvije tocke. Dobiveni oblik

za p
fi—fo
T — o

px) = fo+ (x — o)

je Newtonov oblik interpolacionog polinoma. Njega mozemo interpretirati na jos
nekoliko nacina. Prvo, to je i Taylorov oblik za p napisan oko tocke g, s tim da
je “podijeljena razlika” k bas derivacija od p u tocki zy (i, naravno, svakoj drugoj
tocki).

Nadalje, prvi ¢lan ovog oblika za p, u ovom sluc¢aju konstanta fy, je interpo-
lacioni polinom stupnja 0 za zadanu prvu tocku (xg, fo). Dakle, ovaj oblik za p
odgovara korekciji interpolacionog polinoma kroz prethodne tocke, kad dodamo jos
jednu novu tocku (x1, f1). To isto vrijedi i u opéem slucaju.
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Na kraju, ovaj oblik pravca mozemo dobiti tako da u prostoru P; izaberemo
bazu by, by, koja daje donjetrokutasti linearni sustav za koeficijente ¢q i ¢; u prikazu

p(x) = cobo(x) + 101 ().
Uvjeti interpolacije daju jednadzbe

p(x0) = cobo(wo) + c1bi(w0) = fo
p(z1) = cobo(w1) + c1bi(w1) = f1.
Kako ¢emo dobiti donjetrokutasti linearni sustav? Postavljamo redom uvjete na

polinome baze, stupac po stupac, i jo§ imamo na umu prethodnu interpretaciju
“dopunjavanja” ranijeg interpolacionog polinoma.

Za polinom by u prvom stupcu nemamo nikavih uvjeta, pa uzmemo najjednos-
tavniju oblik, koja odgovara interpolaciji stupnja 0 u prvom ¢évoru, a to je by(z) = 1.
Iz prve jednadzbe (supstitucija unaprijed) odmah dobivamo i ¢q = fj.

Za polinom b; u drugom stupcu dobivamo to¢no jedan uvjet by (z9) = 0. Opet
uzmemo najjednostavniji oblik polinoma koji zadovoljava taj uvjet, a to je

bi(x) = (x — z9).

To, usput, odgovara i “dizanju” stupnja interpolacije kod dodavanja novog ¢vora.
Supstitucijom unaprijed izlazi i koeficijent ¢;

_ fl_fO

ZL‘l—l’O'

(8]

Kao sto ¢emo vidjeti, ovaj postupak se moze nastaviti. Opcenito, iz uvjeta
da stupac s polinomom b; ima donjetrokutasti oblik dobivamo da b; mora imati
nultocke u svim prethodnim ¢vorovima zg, ..., x;_1, pa mozemo uzeti

bi(z) = (x — @) - - - (& — wi-1),
Sto opet odgovara dizanju stupnja. Kako opcenito izgledaju koeficijenti ¢;, opisat

¢emo malo kasnije.

7.2.3. Lagrangeov oblik interpolacionog polinoma
Da bismo nasli koeficijente interpolacionog polinoma, nije nuzno rjesavati li-

nearni sustav za koeficijente. Interpolacioni polinom p, mozemo odmah napisati
koristenjem tzv. Lagrangeove baze {{x,k = 0,...,n} prostora polinoma P,

pn(z) = Zn: frli (), (7.2.1)
k=0
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pri cemu je

(2= a0) -z —w) (& — ) - (& — )
(5 — 0) -+ (5 — Tx1) (T — Toy1) -~ (2 — )
:ﬁx—xi = wi(2) k=0,...,n.

o e — i wie(ag)
itk

(7.2.2)

Polinomi ¢}, su stupnja n, pa je p, polinom stupnja najvise n. Osim toga, vrijedi

0, zai+#k,
Ek(wi):{l zaiik‘.

Uvrstimo li to u (7.2.1), odmah slijedi da se suma u (7.2.1) svodi na jedan jedini
¢lan za i = k, tj. da vrijedi

pn(zr) = fr-
Oblik (7.2.1)—(7.2.2) zove se Lagrangeov oblik interpolacionog polinoma. Taj poli-
nom mozemo napisati u jos jednom, zgodnijem obliku. Definiramo

n

w(z) = [[(z —zx).

k=0
pa je
w(z)
(x — op) wi(xg)

Uvrstavanjem u (7.2.1) dobivamo da je

_ - Jr
Pn(r) = w(2) BN PR ER (7.2.3)
Uoc¢imo da je
wi(ax) = ' (),
pa (7.2.3) mozemo pisati kao
p(2) = wiz) 3 —* (72.4)

= (v — ap) W (xy)

Ova se forma moze koristiti za racunanje vrijednosti polinoma u tocki x # xy,
k =0,...,n. Prednost je §to se za svaki novi x ra¢una samo w(x) i (z — ), dok se
wi(zr) = W'(xg) izracuna samo jednom za svaki k i ¢uva u tablici, jer ne ovisi o .

Ukupan broj operacija je proporcionalan s n?, a za ra¢unanje u svakoj novoj
tocki x, trebamo jos reda veli¢ine n operacija. Ipak, u praksi se ne koristi ovaj
oblik interpolacionog polinoma, ve¢ nesto bolji Newtonov oblik. Lagrangeov oblik
interpolacionog polinoma uglavnom se koristi u teoretske svrhe (za dokaze).
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7.2.4. Ocjena greske interpolacionog polinoma

Ako znamo jos neke informacije o funkciji f, mozemo napraviti i ocjenu greske
interpolacionog polinoma.

Teorem 7.2.2. Pretpostavimo da funkcija f ima (n+ 1)-u derivaciju na segmentu
la,b] za nekin € Ng. Neka su xy € [a,b], k =0,...,n, medusobno razliciti cvorovi
interpolacije, tj. x; # x; za i # j, @ neka je p, interpolacioni polinom za funkciju f
u tim ¢vorovima. Za bilo koju tocku x € [a, b] postoji tocka & iz otvorenog intervala

Tmin := Min{zg, ..., Ty, 2} < & < max{xg,...,Tn, T} = Tmax

takva da za gresku interpolacionog polinoma vrijedi

w@)
e(x) = f(z) — pu(z) = m Fore), (7.2.5)
pri cemu je w(z) := [[(z — z).
k=0
Dokaz:
Ako je x = my, za neki k € {0,...,n}, iz uvjeta interpolacije i definicije

polinoma w dobivamo da su obje strane u (7.2.5) jednake 0, pa teorem ocito vrijedi
(¢ moze biti bilo koji).

Pretpostavimo stoga da z nije ¢vor interpolacije. Tada je w(x) # 0 i gresku
interpolacije mozemo prikazati u obliku

e(z) = f(z) — pn(z) = w(z)s(x),

s time da je s(z) korektno definiran ¢im x nije ¢vor. Uzmimo sad da je x fiksan i
definiramo funkciju

t € [a,b)]. (7.2.6)

Funkcija pogreske e ima to¢no onoliko derivacija (po t) koliko i f, i one su neprekidne
kad su to i odgovarajuce derivacije od f. Buduéi da x nije ¢vor, to isto vrijedi i za
funkciju g, tj. g™V je korektno definirana na [a,b]. Nadimo koliko nultocaka ima
funkcija g. Ako za t uvrstimo xj, dobivamo

g(zp) = e(zg) — w(xyg) =0, k=0,...,n.

Jednako tako je i
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Drugim rije¢ima, g ima barem n 4+ 2 nultocke na [a, b]. Cak i jace, sve te nultocke su
na segmentu [Zmin, Tmax). Bududi da je g derivabilna na tom segmentu, po Rolleovom
teoremu slijedi da ¢’ ima barem n + 1 nultocku na otvorenom intervalu (Zmin, Tmax)-
Induktivnom primjenom Rolleovog teorema zakljuc¢ujemo da ¢\%) ima bar n +2 — j
nultocaka na (Zmin, Tmax), za 7 = 0,...,n + 1. Dakle, za j = n + 1 dobivamo da
g™V ima bar jednu nultoéku & € (Tmin, Tmax)-

Iskoristimo jos da je p,, polinom stupnja najvise n, a w polinom stupnja n + 1,
pa je
(1) = (), W) = (n+ 1)L
Uvrstavanjem u n + 1-u derivaciju definicione formule (7.2.6) za g dobivamo

E) = () = D(0) S = ) — g 1 S

~—

Konacno, ako uvazimo da je g™+ (¢) = 0, onda je

e(x)

w(z)’

0= g™ D(E) = S — (n+ 1!

odnosno
w(z)

R e EAN]

Sto je upravo (7.2.5). [ |

Ako je f(*1) ograni¢ena na [a,b] ili, jace, ako je f € C"*'[a,b], onda se iz
prethodnog teorema moze dobiti sljedec¢a ocjena greske interpolacionog polinoma za
funkciju f u tocki x € [a, b]

jw(@)] — (n+1)
‘f(l') _pn(x)‘ < m MnJrla Mn+1 T zrg[%,}li} ‘f (l‘)‘

Ova ocjena direktno slijedi iz (7.2.5), a korisna je ako relativno jednostavno mozemo
izracunati ili odozgo ocijeniti M, 1.

7.2.5. Newtonov oblik interpolacionog polinoma

Lagrangeov oblik interpolacionog polinoma nije dobar kad Zelimo dizati stu-
panj interpolacionog polinoma da bismo eventualno poboljsali aproksimaciju i sma-
njili gresku, zbog toga sto interpolacioni polinom moramo racunati od pocetka.

Postoji forma interpolacionog polinoma kod koje je mnogo lakse dodavati tocke
interpolacije, tj. dizati stupanj interpolacionog polinoma. Neka je p,_; interpola-
cioni polinom koji interpolira funkciju f u tockama z;, £k =0,...,n— 1. Neka je p,
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interpolacioni polinom koji interpolira funkciju f jos i u tocki x,. Polinom p, tada
mozemo napisati u obliku

Pu(@) = po1(@) + c(2), (7.2.7)
gdje je c korekcija, polinom stupnja n. Takoder, mora vrijediti
c(zr) = pu(xr) = par(on) = f(ar) — f(zr) =0, k=0,...,n—1
Vidimo da su z; nultocke od ¢, pa ga mozemo napisati u obliku
c(x) =a,(x —x9) - (x — xp1).
Nadalje, iz zadnjeg uvjeta interpolacije p,(z,) = f(x,), dobivamo

f(2n) = pn(2n) = pu_1(zn) + c(2,)
= Pn-1(Tn) + an (T — 20) -+ (T — Tn-1),

odakle lako izracunavamo vodeci koeficijent a,, polinoma c

f(@n) = pa_i(wy) _ f(zn) — pn—l(xn).

(@ = 0) -+ (Tn = Tn1) w(wy)

Ay =

Nakon ovog, imamo sve elemente za racunanje p, (x) u bilo kojoj tocki z, koristenjem
relacije (7.2.7). Taj koeficijent bit ¢e n-ta podijeljena razlika, u oznaci

a, = flro, 1, .., 2]

Drugim rije¢ima, dobivamo rekurzivnu formulu za podizanje stupnja interpolacionog
polinoma

Po(2) = po1(z) + (. — x0) -+ - (x — 2p1) flzo, - - -, 20 (7.2.8)

Da bismo bolje opisali a,, vratimo se na Lagrangeov oblik interpolacionog
polinoma. Primijetimo da je a,, koeficijent uz vodec¢u potenciju " u p,.

Iskoristimo relaciju (7.2.4), tj. nadimo koeficijent uz ™ u toj relaciji. Dobivamo

flro, 1, xa] = Zn: f,(xk) : (7.2.9)
k=0 (xk)

w

Iz formule (7.2.9) slijede neka svojstva podijeljenih razlika. Ako permutiramo
¢vorove, opet dobijemo istu podijeljenu razliku. Druga korisna formula je rekurzivna
definicija podijeljenih razlika

flzo, .- xn] = f[xl""’xfi__fgzo,-..,xn1]'
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Izvedimo tu formulu. Vrijedi

N f (@)
flat, ..., @) —k; (@r — 1) (T5 — Tr1) (@ — Topr) - (@6 — )
_5 f (@) (e = x0)
it (e — @)+ (2e — xp1) (T — Taga) -+ (2 — )
S (@n) (20 — o)
T —0) - (@ — 1)
f[.%’o,...,xnfl] = f(xk)

(zr —x0) - (Th — Tp—1) (T — Tpgr) -~ (Th — Tn1)
f (@) (2 — )

(z —w0) - (Tk — 1) (T — Tpy) - (T — T0)

f(@o) (zn — w0)

(zo — 1) -+~ (w0 — )

T
=

k

Oduzimanjem dobivamo

flzt, - xn] — flxo, - o 2]

_ = f(xk)(xn - xO)

= 2 o a0 (o — ) (on — ) (o =)
(@) (@0 — 7o) L J(@o)(@n — o)

(@0 —20) -+ (Tn —Tn1)  (To — 1) -+ (T0 — Tn)

= (T — 0) Y_ ED) = (zn — o) flTo, - - -, Tl

imow' (@)

_l_

¢ime je dokazana trazena formula.

Ostaje jos vidjeti sto je start rekurzije za podijeljenje razlike. Ako znamo da
je konstanta koja prolazi tockom (zg, f(xo)), interpolacioni polinom stupnja 0, onda
je ag = flro] = f(z0). Jednako tako vrijedi

flzn] = f(x),
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pa tablicu podijeljenih razlika lako sastavljamo.

T fli] flee, o]l flow Teen, o] o0 flwos .o )
Zo flxo)

f[l‘o, 171]
T fl1] flwo, 21, 2]

f[xla x?]

: flzo, .-, xn]
f[xnf% xnfl]
Tp—1 f[xnfl] f[xnf% Tn-1, xn]
f[l‘n—la xn]

Tn | [l

Dakle, kad uvazimo rekurziju i oblik polinoma c¢(z) u (7.2.8), dobivamo da je
oblik Newtonovog interpolacionog polinoma

pn(x) = flzo] + (2 — 20) fl20, 21] + (¥ — 20) (T — 21) f[T0, 71, T2
+- ot (x—x0) - (x — xp1) flro, 1, - oo, T

Primijetite da nam od tablica podijeljenih razlika treba samo “gornja dijagonala”,
pa ¢emo se u racunanju podijeljenih razlika moc¢i sluziti jednodimenzionalnim pol-
jem. Pretpostavimo da je na pocetku algoritma u i-tom elementu polja f spreml-
jena funkcijska vrijednost f(z;). Na kraju algoritma u polju f ostavit ¢emo redom

f[l’()], f['rO)'rl]) cey f[:L‘Oa s 71771]'
Algoritam 7.2.1. (Algoritam racunanja podijeljenih razlika)

for i :=1ton do
for j := n downto i do

FUl = (fl] = fl = 1)/ (l5] = «[j — 1]);

I gresku interpolacionog polinoma (koja je jednaka onoj kod Lagrangeovog),
mozemo pisati koristenjem podijeljenih razlika. Neka je z,.1 € (a,b) realan broj
koji nije ¢vor. Konstruirajmo interpolacioni polinom koji prolazi tockama xq, . . ., z,
ix,.1. Dobivamo

Pnt1(x) = flao] + (x — x0) flro, 21] + (2 — 20) (x — 21) f [0, 1, 2]

+oot(r—x0) (= xp1) flwo, 21, - .+, T
7.2.10
+(x —x0) - - (x — xp) flzo, 1, . . ., Ty, Ty ( )
= pp(x) + (x —20) - - - (x — 2) [0, T1, - - -, Ty, Tpgn -

Bududi da je
pn-l—l(xn-l—l) = f(l‘n-i-l)’
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onda iz relacije (7.2.10) slijedi

f(@ns1) = Pu(@ng1) + (@Tng1 — 20) - - (Tng1 — ) f[T0, T1s - - Ty T

Usporedimo li tu formulu s ocjenom greske iz Teorema 7.2.2. (napisanu u tocki x,, 1,
ane x)
w(anrl)

f(@pg1) = Pu(@pgr) = o] FHD (e,
odmah se ¢ita da je "
n+1
f[170,$1,...,$n717n+1] = JZTLTl(;)

za neki £ € I. Prethodna se formula uobic¢ajeno piSe u ovisnosti o varijabli x, tj.
Zpy1 se zamijeni s z (Prije nam to nije odgovaralo zbog pisanja interpolacionog
polinoma u varijabli z)

(n+1)
f[l'o,l'l,...,l'n,l'] = JETLT](_;)

(7.2.11)
Zajedno s (7.2.10), Newtonov interpolacioni polinom tada poprima oblik Taylorovog
polinoma (s greskom nastalom zanemarivanjem visih ¢lanova), samo razvijenog oko
tocaka xg,...,x,. To nas motivira da interpolacioni polinom u tocki z izvredn-
javamo na slican nacin kao sto se Hornerovom shemom izvrednjava vrijednost poli-
noma. Pretpostavimo da u polju f na mjestu i pise f[xg,x1,...,z;].

Algoritam 7.2.2. (Algoritam izvrednjavanja interpolacionog polinoma)

sum = fn];

for : :==n — 1 downto 0 do
sum = sum * (x — x;) + f[i];

{ Na kraju je p,(z) = sum. }

7.2.6. Koliko je dobar interpolacioni polinom?

U praksi se obi¢no koriste interpolacioni polinomi niskih stupnjeva — do 5.
Zasto? Kod nekih funkcija za neki izbor tocaka interpolacije, povec¢avanje stupnja
interpolacionog polinoma moze dovesti do povecanja gresaka. Zbog toga se umjesto
visokog stupnja interpolacionog polinoma u praksi koristi po dijelovima polinomna
interpolacija.

Njemacki matematicar Runge prvi je uocio probleme koji nastupaju kod in-
terpolacije na ekvidistantnoj mrezi i konstruirao funkciju (poznatu kao funkcija
Runge), koja ima svojstvo da niz Newtonovih interpolacionih polinoma na ekvidis-
tantnoj mrezi ne konvergira prema toj funkciji.
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Primjer 7.2.1. (Runge, 1901.) Promotrimo funkciju

1
= —, € |—5,5].
1 izaberimo ekvidistantne cvorove interpolacije x, k=10,...,n
10
xy=-54+kh, h=—, k=0,...,n.
n

Zanima nas ponasanje gresaka koje nastaju dizanjem stupnja n interpolacionog poli-
noma. Po Teoremu 7.2.2, uvaZavanjem relacije (7.2.11), dobivamo

en(x) = f(2) — polz) = w(z) flro, 21, - . ., T, 2.

Tvrdimo da vrijedi

B (—1)r*t 1, akojen=2r+1,
oo, ] = fla) e { PO (7.2.12)
11 +=3)
k=0

Prvo pokazZimo za n = 2r + 1, indukcijom po r. U tom slucaju imamo paran broj
interpolacijskih tocaka, koje su simetricne obzirom na ishodiste, tj. zadovoljavaju

LT = —Tp—k-

Akojer =0, onda jen =1 ix1 = —xg, a zbog parnosti funkcije f i f(—xo) = f(z0)-
Izracunajmo podijeljenu razliku

fl=z0, 2] — flxo, —70]

f[l'(),[L‘l,ZL'] = f[fL'Oa —Jfo,ZL‘] = T — X

_f(x)—f(%)_ —1
2?2 —ad _f(x)l—l—x%'

Time je pokazana baza indukcije. Provedimo korak indukcije ali s v uwr + 1, 1.
“skacemo” za 2 u n. Neka vrijedi (7.2.12) za n = 2r + 1 i bilo koji skup od
r + 1 parova simetriénih tocaka (xp = —x,_). Nekajem =n+2=2(r+1)+1.
Definiramo funkciju
g(x) = flxy, ..., xm_1,x].
Zbog definicije g, po pretpostavci indukcije, vrijeds
_1 r+1
o) = (@) -ar. 4=
11 +=3)

k=1

Po definiciji podijeljengih razlika, lako je pokazati da vrijedi

glxo, Tm, x| = flro, ...\ Tm, x].
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Osim toga je
-1

14 a3’

sto zakljucuje korak indukcije. Za paran n, dokaz je vrlo slican.

g[$0,$m,$] = arf[%@m@] = Ay f(l')

Buduéi da je
(x —ap) (7 — 2pp) = (2 — 1) (2 + 1) = 2° — 23,

onda je zan = 2r + 1

lﬁ[(x — ) = H(x2 — x%)

k=0
U parnom je slucajun = 2r, x, = 0, pa izdvajanjem srednje tocke dobivamo

n r—1

H(x—xk):x-n(xQ—xz):

k=0 k=0

r

' H(xQ - xz)a

k=0

SHE

ili zajedno

n r 1, ako je n =2r+1,
w(;p):H(x—xk):H(IE2—IE2)‘{1/$ ako je n = 2r
k=0 k=0 ’ '

Time smo pokazali Zeljeni oblik formule za podijeljene razlike. Ako tu formulu
wvrstimo u gresku, dobivamo

_1\r+1 . _
enli) = F(2) = pale) = ) f (o) {1 R Je =B

k=0
= (1) f(z) gu(2),
gdje je
1 il (7.2.13)
gn(z) = . 2.
o Lt T3

Funkcija f pada od 0 do 5, pa se zbog simetrije, njena najveca vrijednost nalazi u
0, a nagmanja u +5, pa imamo

1
— < <1
ST <
Zbog toga, konvergencija Newtonovih polinoma ovisi samo o gn(x). Osim toga je i
gn parna, tj. go(z) = go(—x), pa moZemo sve gledati na intervalu [0, 5].
I apsolutnu vrijednost funkcije g, mozemo napisati na malo neobican nacin

|gn(x)| = (ehln|9n(z)|)1/h'
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Prema (7.2.13), za eksponent eksponencijalne funkcije imamo

2

hin|g,(z)| = h- Zl

Tvrdimo da je
2

IL‘ — T
lim hl = .
Him, tn g ()| = Jimg B kZOln T2
9 2 _ g2
z°— ¢
:_/51n e d¢ =: q(z).

Ostavimo li zasad jednakost posljednje sume i integrala po strani (treba naéi malo
slozeniji limes), primijetimo da se integral moZe izracunati analiticki

/01 22— €2
S Tre

d¢=0G4+z2)In(b+z)+ (5 —x)In(5—x) — 5In26 — 2arctg 5.

Analizom toka funkcije vidimo da q(x) ima jednu nultocku u intervalu [0, 5], prilizno
jednaku 3.63 (mozemo ju i tocénije odrediti). Preciznije, zbog parnosti funkcije q, na
[—5, 5] vrijedi

q(z) =0 za |z| = 3.63,

q(z) <0 za |z| < 3.63,

q(z) >0 za 3.63 < |z| <5.

Za |x| > 3.63 i h = 10/n slijedi dakle da je

lim [g,,(z)] = oo

pa 1
en(x) — o0,
tj. miz interpolacijskih polinoma divergira za |x| > 3.63/

Zanimljivo je da, ako umjesto ekvidistantnih tocaka interpolacije u primgjeru
Runge uzmemo neekvidistantne, tocnije tzv. Cebisevljeve tocke, onda ée porastom
stupnja niz interpolacionih polinoma konvergirati prema funkciji f. Na intervalu
[a,b], uzlazno poredane Cebisevljeve tocke su

(2k+ )7

1
xk——(a+b+(a—b)cos 0

5 ), k=0,...,n.

Zadatak 7.2.1. Dokazite da vrijedi

52

0
lim hlng, ()] =/1
-5
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Uputa: Ocito je

2 _ .2
In xl—kx;; =In|zr+ x| +In|z — 24| — In |1 + 27|
k

1 lako se vidi da je
. 0
Tim " hln\1+xi|:/m\1+§2\d§
k=0 s

. 0
Tim 3" h1n|x—xk|:/1n|x—£|d£,
k=0 -5

zbog neprekidnosti podintegralnih funkcija v definicije Riemannovog integrala, buduci
je rige¢ o specijalnim Darbouzovim sumama. Za dokaz da je

T

0
lim hln|x+xk|:/ln\x+§\d§,
r—00 =0 ka

potrebno je napraviti “finu analizu” i posebno razmatrati situacije |x + x| < 9,
|z 4+ 2zx| > 0, za neki mali 0 < & < 1 (ili se pozvati na jace teoreme iz teorije mjere).

Primjer 7.2.2. Promotrimo grafove interpolacionih polinoma stupnjeva 1-6 koji
interpoliraju funkciju
f(z) =log(x) zax € [0.1,10]

na ekvidistantnoj i Cebisevljevoj mrezi.

Primigetit éete da je greska interpolacije najveca na prvom podintervalu bez
obzira na stupang interpolacionog polinoma. Razlog lezi u ¢injenici da funkcija log(x)
ima singularitet v 0, a pocetna tocka interpolacije je blizu.

Prva grupa slika su redom funkcija (crno) i interpolacioni polinom (crveno)
za ekvidistantnu mrezu, te pripadna greska, a zatim to isto za Cebisevljevu mrezu.
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Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 1.

Ekvidistantna mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 1.
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Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 2.

05 .-/\

T R e = I

—0.5 1

Ekvidistantna mreZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 2.



7. APROKSIMACIJA I INTERPOLACIJA APROKSIMACIJA I INTERPOLACIJA - 96

Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 3.

0.25 [\
n n n m

1 2 3 45 6 7 8 9 10N_¢7

—0.25 1

—0.5 1

Ekvidistantna mreZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 3.
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X
_1 i
Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 4.
Y
0.5
0.25 1 R
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x
—0.25 1
—0.5 1

Ekuvidistantna mrezZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 4.
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Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 5.

y
0.25 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1Nr
—0.25 1

Ekvidistantna mreZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 5.
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X
_1.
Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 6.
Y
0.25 1 /
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x
—0.25 1

Ekvidistantna mrezZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 6.
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Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 1.

y
0.25
\\. N
2 3 4 5 6 7 8 9 ~t9—_ =
051
_1..

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 1.
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X
_1 i
Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 2.
Y
0.25 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x
—0.51
_1 i

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 2.
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Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 3.

y
0.125 | S~

1 2 3 T—5 6 7 8 é%\m
—0.251
051

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 3.
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x
Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 4.
Y
0.125 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Z
—0.25 1
—0.5

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 4.
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Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 5.

y
0.1+

1 ™3 4 5 6 7 8 9 D\r
—0.25 1

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 5.
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Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 6.

0.1t

—0.25 4

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 6.

Primjer 7.2.3. Veé¢ smo pokazali na primjeru Runge da interpolaciont polinomi
koji interpoliraju funkciju

B 1
1422

f(z) za x € [—5,5]

na ekvidistantnoj mrezi ne konvergiraju. S druge strane, pogledajmo sto se dogada
s polinomima koji interpoliraju tu funkciju u Cebisevljevim tockama. Interpolacion:
polinomi su stupnjeva 1-6, 8, 10, 12, 14, 16 (parnost funkcije!).
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Ponovno, kao i u proslom primjeru, grafovi su u parovima.

6 -5 —4 -3 —2 —1 1 2 3 4 5 6 =©

Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 1.

6 -5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 =«

Ekvidistantna mreZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 1.
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X
Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 2.
Y
0.5t
—6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 T
~0.5 1

Ekvidistantna mrezZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 2.
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6 -5 —4 -3 —2 —1 1 2 3 4 5 % <

Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 3.

—6 -5 =43 <5 1 1 2>~3 45 6 =

Ekvidistantna mrezZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 3.
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ié\Uéx

Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 4.

0.5t

6 I5 —4 —3\—2 -1 1 2/ 3 4 6 =

—0.5 1

Ekvidistantna mreZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 4.
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Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 5.

0.5t

6 A5 —4 -3 =271 N_2-3 4 5 6 =«

—0.5 1

Ekvidistantna mrezZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 5.
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X
Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 6.
Y
0.5t
—6 —1 1/2 3\ 4 6 =
—0.51

Ekvidistantna mrezZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 6.
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Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 8.

~6 Js —:4\7:3/—:2 S éwi ¢ =

Ekvidistantna mrezZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 8.



7. APROKSIMACIJA I INTERPOLACIJA APROKSIMACIJA I INTERPOLACIJA - 113

-6 45 %3 -2 -1 1 2 3\ 6 T

Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 10.

Ekuvidistantna mreZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 10.
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Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 12.

Ekuvidistantna mreZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 12.
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Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 14.

Ekwvidistantna mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 14.
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107

104

—141

Ekvidistantna mreZa, interpolaciont polinom stupnja 16.

14 ¢

101

104

Ekuvidistantna mreZa, greska interpolacionog polinoma stupnja 16.
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6 -5 —4 -3 —2 —1 1 2 3 4 5 6 =©

Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 1.

=T 5 2 C1 | 1 5 5 T =

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 1.
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X
Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 2.
Yy
1..
—6 -5 N4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 «

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 2.
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Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 3.

6 -5 I—83——2 -1 1 2—=—71 5 6 =

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 3.
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\_:y_:g _#2 _:1 t t t t + + o

Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 4.

Yy
/\ a N\
—6 —p -4 - -2 -1 1 2 /3 4 % 6 =«
—0.51

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 4.
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6 -5 —4 -3 —2 —1 1 2 3 4 5 6 <

Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 5.

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 5.
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_’67’5_’4\_«%_’2_‘1 ié\é/if\éx

Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 6.

0.5t

251

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 6.



7. APROKSIMACIJA I INTERPOLACIJA APROKSIMACIJA T INTERPOLACIJA - 123

X
Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 8.
Y
/\ 0.125
6’5%/’3’2’1 iéé,ziizﬁx
—0.25 1

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 8.
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—'675—'4—'3—'2—'1 iéézlé\éx

Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 10.

Y

0.125 1

ANWAY
AR

iéW4Véw

—0.125 1

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 10.
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Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 12.

0.075 1

—'6—5\/ﬂ4 3 [—2 b1 1234\/'6:6

—0.075 1

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 12.
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—'675—'4—'3—'2—'1 iéézlé\éx

Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 14.

0.05 1

_’6_L7\_7_’21 ’\21/V3éx

—0.05 1

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 14.
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6 -5 —4 -3 —2 —1 1 2 3 4 5 6 <

Cebisevljeva mreza, interpolacioni polinom stupnja 16.

T

1
(ATR

Cebisevljeva mreza, greska interpolacionog polinoma stupnja 16.

7.2.7. Konvergencija interpolacionih polinoma

Interpolacija polinomima vrlo je znacajna zbog upotrebe u raznim postupcima
u numerickoj analizi, kao Sto su numericka integracija, deriviranje, rjesavanje dife-
rencijalnih jednadzbi i jo§ mnogo toga.
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Medutim, sa stanovista teorije aproksimacije, interpolacija se ne pokazuje
kao sredstvo kojim mozemo doc¢i do dobrih aproksimacija funkcija. Istina, poznati
Weierstrafiov teorem tvrdi da za svaku neprekidnu funkciju f(z) postoji niz poli-
noma stupnja n, nazovimo ih B, (z), tako da

|f(x) = Bp(x)|lc — 0 za n — 00.

Nazalost, primjer funkcije Runge pokazuje da ovakav rezultat opéenito ne vrijedi
za Lagrangeove interpolacijske polinome — niz polinoma generiran ekvidistantnim
mrezama ne konvergira prema toj funkeiji ni po tockama (za x dovoljno blizu ruba
intervala), a kamo li uniformno.

Postoje i jos “gori” primjeri divergencije. Dovoljno je uzeti manje glatku
funkciju od funkcije Runge.

Primjer 7.2.4. (Bernstein, 1912.) Neka je

f(@) = |z
i neka je p,(x) interpolacijski polinom uwn+1 ekvidistantnih tocaka u [—1,1]. Tada
|f(x) —pu(x)] — 0, kad n — oo, samo u tri tocke: v = —1,0, 1.

Na prvi pogled se ¢ini da to Sto interpolacija ne mora biti dobra aproksi-
macija funkcije ovisi o izboru ¢vorova interpolacije. To je samo djelimi¢no tocno, tj.
izborom tocaka interpolacije mozemo poboljsati aproksimativna svojstva interpola-
cionih polinoma. Drugi bitni faktor kvalitete je glatkoca funkcije.

Iz primjera funkcije Runge vidi se da je Lagrangeova interpolacija dobrih svoj-
stava aproksimacije u sredini intervala, ali ne i na rubovima. Pitanje je, da li neki
izbor neekvidistantne mreze, s ¢vorovima koji su blize rubovima intervala, moze
popraviti konvergenciju. Odgovor nije potpuno jednostavan. lako se mogu kon-
struirati mreze (poput CebiSevljeve) na kojima se funkcija Runge bolje aproksimira
interpolacionim polinomima, to je nemoguce napraviti za svaku neprekidnu funkciju.

Sljedeci teorem je egzistencijalnog tipa, ali ukazuje na to da je nemoguce naci
dobar izbor tocaka interpolacije za svaku funkciju.

Teorem 7.2.3. (Faber, 1914.) Za svaki mogudi izbor toc¢aka interpolacije postoji
neprekidna funkcija f, za ¢iji interpolacijski polinom p,(x) stupnja n vrijedi

1f (@) = pu(@)lloc 7 0.

7.2.8. Hermiteova i druge interpolacije polinomima

Do sada smo promatrali problem interpolacije polinomima u kojem su zadane
samo funkcijske vrijednosti f; u ¢vorovima interpolacije x;. Takva interpolacija
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funkcijskih vrijednosti se obi¢no zove Lagrangeova interpolacija (¢ak i kad ne koris-
timo samo polinome kao aproksimacione ili interpolacione funkcije).

Lagrangeova interpolacija nikako ne iscrpljuje sve moguce slucajeve interpo-
lacije polinomima. Moguce su razne generalizacije ovog problema za funkcije f koje
imaju dodatna svojstva, recimo, veéi broj derivacija (globalno, ili barem, u okolini
svakog ¢vora).

Da bismo jednostavno dosli do tih generalizacija, ponovimo ukratko “izvod” i
konstrukciju Lagrangeove interpolacije polinomom. Trazeni polinom p,, mora zado-
voljavati interpolacione jednadzbe

Pu(®:) = fi = f(z:), i=0,...,n. (7.2.14)

Zapis polinoma p, u standardnoj bazi potencija 1,x,...,2" vodi na linearni sus-
tav s Vandermondeovom matricom, a za pripadnu Vandermondeovu determinantu
(vidjeti teorem 7.2.1.) pokazali smo da vrijedi

1 x x% Soooxg
1z 2% ... 2
Vizg,...,z,) :=det | . . ) ) = Ti— Xi). 7.2.15
J
: : : : 0<i<j<n

Iz pretpostavke o medusobnoj razlicitosti ¢vorova xy slijedi regularnost sustava i
egzistencija i jedinstvenost polinoma p,.

Lagrangeov interpolacijski polinom p,, moze se napisati i eksplicitno u tzv. La-
grangeovoj formi, koja se cesto zove i Lagrangeova interpolacijska formula.
Ako definiramo n + 1 polinom {¢;(x)}", specijalnim interpolacijskim uvjetima

gdje je d;; Kroneckerov simbol, tada Lagrangeov interpolacijski polinom koji udo-
voljava uvjetima (7.2.14) mozemo zapisati kao

Pa() = D fl@)li(), (7.2.17)
=0
Trazene polinome ¢; stupnja n, koji su jednozna¢no odredeni interpolacijskim uvje-
tima (7.2.16), mozemo “pogoditi”

L) =] =2, i=0,....n. (7.2.18)

Funkcije ¢; zovu se funkcije Lagrangeove baze.
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Zadatak 7.2.2. Dokazite da su funkcije Lagrangeove baze linearno nezavisne i ¢ine
skup 1zvodnica za prostor polinoma stupnja n, Sto opravdava naziv baza.

Postoji jos jedan slucaj koji se moze rijesiti jednostavnom formulom, a posebno
ga tretiramo zbog vaznosti za teoriju numericke integracije (preciznije, Gaussovih
integracionih formula). U svakom ¢voru z;, osim funkecijske vrijednosti f; = f(x;),
interpoliramo i vrijednost derivacije f! = f'(x;).

Teorem 7.2.4. Postoji jedinstveni polinom ha, 1 stupnja najvise 2n+1, koji zado-
voljava interpolacijske uvjete

honii(x;) = fis  hopq(@) = fi, i=0,...,n,
gdje su x; medusobno razlicite tocke i f;, f! zadani realni brojevi.

Dokaz:

Egzistenciju polinoma hsg,1(x) mozemo dokazati konstruktivnim metodama
— konstrukcijom eksplicitne baze, slicno kao i za Lagrangeov polinom. Neka su

hio(z) = [1 = 2(z — x;) 05 (x)] £F ()
hii(z) = (x — %)622(95)7

gdje su ¢; funkcije Lagrangeove baze (7.2.18). Direktno mozemo provjeriti da su
hio(z) i h;1(z) polinomi stupnja 2n + 1 koji zadovoljavaju sljedece relacije

hi,o(%') = 5U, hzl( ) =0,

(7.2.19)

za 14,7 =20,...,n
hiola;) =0, hiy(x;) = oy,
Ako definiramo polinom formulom
hons1(x) = (fi hio(@) + £ hia (), (7.2.20)

=0
lagano provjerimo da hg, 1 zadovoljava uvjete teorema.

Obzirom da iz gornjeg ne slijedi jedinstvenost, moramo ju dokazati posebno.
Neka je gon+1(2) bilo koji drugi polinom koji ispunjava interpolacijske uvjete teo-
rema. Tada je ho,i1(2) — gont1(x) polinom stupnja ne veéeg od 2n + 1, koji ima
nultocke multipliciteta barem 2 u svakom ¢voru interpolacije x;, tj. barem 2n + 2
nultocke, sto je moguce samo ako je identicki jednak nuli. [ |

Polinomi h; g, h; 1, zovu se funkcije Hermiteove baze, a polinom hy,,; obi¢no
se zove Hermiteov interpolacijski polinom.

Zadatak 7.2.3. Pokazite da za funkcije Lagrangeove, odnosno Hermiteove baze,
vriedi
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Zadatak 7.2.4. Pokazite da za funkcije Lagrangeove, odnosno Hermiteove baze,
vrigeds

ﬁ%"“’“’“(@ Fha@ =z, (o —a) Ba) x) =0.

=0

Za ocjenu greske Hermiteove interpolacije vrijedi vrlo slican rezultat kao i za
obitnu Lagrangeovu interpolaciju (teorem 7.2.2.).

Teorem 7.2.5. Greska kod interpolacije Hermiteovim polinomom ha,i1(x) (v. teo-

rem 7.2.4.) funkcije f € CP" 2200, Tinax] u n + 1 Gvorova xq, . .., x, je oblika
fe2(E)
e(x) = f(x) = honia(2) = mw2($)>
gdje su & 1w kao u teoremu 7.2.2.
Dokaz:
Iz uvjeta interpolacije znamo da je f(z) = hopyi(x) i f'(z) = hhy, 1 (x) za
T = g, ...,T,, paotekujemo da je

f(x) = hanga(2) = Cw?(x)
za neku konstantu C'. Definiramo i
F(ZL‘) = f(ZL‘) - h2n+1(x) - CWQ(x)a

vidimo da F' ima nultocke multipliciteta 2 u x, ..., z,, tj. F(xr) = F'(x;) = 0 za
k =0,...,n. Izaberemo li neki z,1 € [Tmin, Tmax] razlicit od postojeéih évorova,
mozemo odrediti konstantu C' tako da vrijedi F(z,+1) = 0. Kako F(x) sada ima
(barem) n + 2 nule, F’ ima n + 1 nulu u nekim to¢kama izmedu njih. Ona takoder
ima nule u zy, ..., x,, pa ukupno ima (barem) 2n + 2 nula. No onda F” ima bar
2n + 1 nula, F” 2n nula, itd., na osnovu Rolleovog teorema. Na kraju, F'*"*2) ima
barem jednu nulu u promatranom intervalu, oznac¢imo ju s £&. Deriviranjem izraza
za F'(z) dobijemo

FE2(g) = fEr2(g) = C2n+2)t = 0,

odakle izracunamo C'. Uvrstimo li taj rezultat u izraz za gresku, dobijemo

Tpi1) — hopt1(Tnt1) = —— W (Tpy1).
(Tnt1) 2n+1(Tnt1) (2n + 2)! (Tn+1)
Ali kako je z,,1 proizvoljan, razli¢it samo od ¢évorova zo, ..., z,, mozemo ga za-

mijeniti s proizvoljnim x. Na kraju primijetimo da je gornji rezultat tocan i za
x € {xg,...,x,}, jer su obje strane nula, pa dokaz slijedi. [ |
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Hermiteov interpolacioni polinom, naravno, osim u “Lagrangeovom” obliku,
mozemo zapisati i u “Newtonovom” obliku — koristeé¢i podijeljene razlike, ali sada
i s dvostrukim évorovima. Sto to znaci? Pokusajte ga sami izvestil (Taj oblik é¢emo
kasnije uvesti i iskoristiti za zapis po dijelovima polinomne interpolacije.)

Ponekad se naziv “Hermiteova interpolacija” koristi i za opcenitiji slucaj pro-
Sirene Hermiteove interpolacije koji ukljucuje i vise derivacije od prvih. Bitno
je samo da u odredenom ¢voru x; interpoliramo redom funkcijsku vrijednost i prvih
nekoliko (uzastopnih) derivacija.

Pretpostavimo da u ¢voru x; koristimo [; > 0 podataka (funkcija i prvih [; — 1
derivacija). Tada je zgodno gledati z; kao évor multipliciteta /; > 1 i uvesti posebne
oznake t; za medusobno razlicite ¢vorove (uzmimo da ih je d + 1):

.I'Og"'SZCTL:to,...,to,...,td,...,td,

lo lg

uz t; #t; za1 # j, s tim da je lp + - - - 4+l = n + 1. Problem prosirene Hermiteove
interpolacije, takoder, ima jedinstveno rjesenje.

Zadatak 7.2.5. Neka su tg,tq,...,tq zadani medusobno razliciti ¢vorovi i neka su
lo, 11, ...,lq zadani prirodni brojevi koji zadovoljavaju %, 1l; = n + 1. Pokazite da
za svaki skup realnih brojeva

postoji jedinstvens polinom h,,, stupnja ne veceg od n, za koji vrijedi

h(j_l)(ti):fij> j:1,...,li, Z:O”d

n

Uputa: Konstrukcija Hermiteove baze postaje vrlo komplicirana (pokusajte!). Zato
zapisite h,, kao linearnu kombinaciju potencija, formulirajte problem interpolacije
matricno 1 analizirajte determinantu dobivenog linearnog sustava. Ta determinanta
je generalizacija Vandermondeove determinante iz (7.2.15), bez pretpostavke da su

¢vorovi razliciti, pa ju, takoder, oznacavamo s V(xg,...,x,). DokaZite da vrijedi
d lLi—1
Lil;
V(zo,....,zn) = [] @& —t)" 1111+,
0<i<j<d i=0 v=1

odakle slijedi egzistenicija i jedinstvenost polinoma h,,.

Opceniti slucaj interpolacije funkcije i derivacija, koji obuhvaca gornje inter-
polacije kao specijalni slucaj, moze se zapisati na sljede¢i nac¢in. Neka je E matrica
tipa (m+1) x (n+1) s elementima E;; koji su svi 0, osim n+1 njih, koji su jednaki 1,
i neka je zadan skup od m + 1 tocaka z¢p < 27 < --- < x,,,. Tada problem nalazenja
polinoma P(zx) stupnja n koji zadovoljava

Ej(PY™Y(z)—¢y)=0, i=0,....m, j=1,....n+1,
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za neki izbor brojeva ¢;;, zovemo Hermite—Birkhoffovim interpolacijskim proble-
mom. U punoj opéenitosti, kako je formuliran, problem moze i nemati rjesenje. Iden-
tifikacija matrica E koje vode na regularne sisteme jednadzbi ve¢ je dosta izucena.
I na kraju, spomenimo da i time problem nije do kraja iscrpljen. Moguce je umjesto
derivacija zadavati razne linearne funkcionale u ¢vorovima. Jedan specijalni prob-
lem u kojem su ovi linearni funkcionali linearne kombinacije derivacija, donekle je
proucen. Taj se problem ¢esto naziva prosirena Hermite—Birkhoffova interpo-
lacija, a u vezi je s numerickim metodama za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi.

Zadatak 7.2.6. Zapisom polinoma P u standardnoj bazi potencija formulirajte ma-
tricno problem prosirene Hermite—Birkhoffove interpolacije.

7.3. Optimalni izbor ¢vorova interpolcaije

Ako se prisjetimo problema interpolacije, onda znamo da je greska interpola-
cionog polinoma stupnja n jednaka

7o) = le) = IR e,

Vrijednost (n+1)-ve derivacije ovisi o tockama interpolacije, ali nije jednostavno re¢i
kako. Ipak, ono sto mozemo kontrolirati je izbor tocaka interpolacije. Pretpostavimo
da interpoliramo funkciju na intervalu [—1,1]. Ako na$ interval nije [—1, 1], nego
la, b], onda ga linearnom transformacijom

y=cr+d

mozemo svesti na zadani interval.

Ideja za optimalni izbor ¢vorova interpolacije je minimizirati faktor koji ovisi
0 samo ¢vorovima, a to je

(x — ) -+ (x — xp).

Minimizaciju radimo globalno, preko cijelog intervala [—1,1], i to uniformno — u
max normi. Zelimo izaberati tocke interpolacije z; € [—1, 1] tako da minimiziraju

(@ =) o = )]

Dobivamo problem minimaks aproksimacije. Da bismo ga rijesili, trebamo pojam
Cebisevljevih polinoma (prve vrste) i jedno njihovo svojstvo.
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7.3.1. Cebisevljevi polinomi prve vrste

Cebisevljevi polinomi prve vrste obiéno se oznacavaju s T,,. Najjednostavnija
definicija ovih polinoma je preko veze izmedu cosinusa nekog kuta i cosinusa n-
terostrukog kuta

T, (z) = cosnd, x = cosd,

za bilo koji n > 0. Ovu relaciju mozemo napisati i u eksplicitnom obliku

T,(z) = cos(narccosz), x € [—1,1].
Ocito Ty(z) = 11 Ti(x) = x, ali se ne vidi odmah da je T,, polinom stupnja n, za
svaki n > 0.

Medutim, iz adicionog teorema za cos(n + 1) i cos(n — 1)9, lako se dokaze da
funkcije T,, zadovoljavaju troc¢lanu rekurzivnu relaciju

Toi1(x) — 22T, (x) + T,—1(x) = 0,
uz start
To(x) =1, Ti(x)==z.
Iz ove rekurzivne relacije odmah slijedi da je T}, polinom stupnja n.

Cebisevljevi polinomi T}, su ortogonalni na intervalu [—1, 1] obzirom na tezin-

sku funkciju
1

V1—2a2

w(z) =
Pripadna relacija ortogonalnosti je

0, za m #n,

1
Ton(z) To()

/7&%: , zam=mn =0,

Jpo vi-a? /2, zam=n#0.

Osim toga, n-ti Cebigevljev polinom prve vrste T, zadovoljava diferencijalnu jed-
nadzbu
(1 — 2%y — 2y +n?y = 0.
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Graf prvih par polinoma izgleda ovako.

v
75 1
51

o] — 1)

TQ({E)

~1l[-0.% —0.-0.25/\ 025\05 p75[[1 @ Ty(2)
0.5 1
—0.75 1

Nultocke i ekstreme polinoma 7},,1 nije tesko izracunati. Nultocke pripadnog
kosinusa su na odgovaraju¢em intervalu su

2%+ 1)
(n—i—l)ﬁj:%, j=0,...,n,

pa su nultocke T, jednake (silazno poredane)

7=0,...,n.

T; = COS (%),

S druge strane, lokalni ekstremi se postizu kad je
(n+ 1), =kr, k=0,...,n+1,

pa su ekstremi 7,11 jednaki

o
Il
\-O
3
_I_
—_

, km
T o8 ((n+ 1))
Drugim rije¢ima, vrijedi
Toii(ze) = (=), k=0,...,n+1.

Primijetite da tih ekstrema ima toc¢no n + 2 i da alterniraju po znaku.
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7.3.2. Minimaks svojstvo Cebisevljevih polinoma

Cebisevljevi polinomi 7}, imaju vazno svojstvo minimizacije “uniformnog otk-
lona polinoma od nule”. Vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 7.3.1. Za fiksni prirodni broj n, promatrajmo minimizacijski problem

7, = inf ( max |z" 4+ P(x)|),
deg(P)<n—1 —1<z<1

gdje je P polinom. Minimum T, se dostiZe samo za

1

xn'+'FKJﬂ :355:17%(x»
Pripadna pogreska je
1
Tn = on—1

Dokaz:

Iz troclane rekurzije, nije tesko induktivno dokazati da je vodedi koeficijent T,
jednak
T, (z) = 2" '2™ + ¢lanovi nizeg stupnja, n > 1.

Zbog toga vrijedi da je

1

FTn(l') = 2" + ¢lanovi nizeg stupnja.

Znamo da su tocke

k
x;ﬁzcos<—ﬂ), k=0,...,n,
n

lokalni ekstremi od 7;,, u kojima je

T.(z}) = (—=1DF k=0,...,n

—l=u <z, _,<--<z)<zy=1

Polinom
1

on—1""
ima vodedi koeficijent 1 i vrijedi

1 1

max |——1,,| =
—1<z<1 2n—1 2n—1
Zbog toga je
T < L
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Pokazimo da je 7,, bas jednak desnoj strani. Pretpostavimo suprotno, tj. da je
1
on—1"

Pokazat ¢emo da to vodi na kontradikciju. Definicija 7, i prethodna pretpostavka
pokazuju da postoji polinom M takav da je

Ty <

M(z) =a" + P(z), deg(P)<n-—1,

gdje je

(7.3.1)

Definiramo
—71Tn(x) — M(x).

Tvrdimo da ¢e se vodeéi koeficijenti funkcija s desne strane skratiti, pa je deg(R) <
n—1. Ispitajmo vrijednosti funkcije R u lokalnim ekstremima funkcije 7},. 1z (7.3.1)

redom, izlazi
1

R(xy) = R(1) = 5T M(1) >0
R(z}) = —2n11 — M(x1)<0,...

Tj. za polinom R vrijedi

sign(R(z7,)) = (-1)".
Budu¢i da ima bar n + 1 razli¢iti predznak, to mora postojati bar n nultocaka, sto
je mogucée damo ako je R = 0. Odatle odmah izlazi da je

1
Sad bi jos trebalo pokazati da je to jedini polinom s takvim svojstvom. Taj
dio dokaza vrlo je slican ovom Sto je ve¢ dokazano. [ |

7.3.3. Interpolacija u Cebisevljevim tockama

Vratimo se sad polaznom problemu optimalnog izbora ¢vorova interpolacije.
Zelimo izaberati tocke interpolacije x; € [—1, 1] tako da minimiziraju
e [( o)+ (o - ).
Polinom u prethodnoj relaciji je stupnja n+1 i ima vodedi koeficijent 1. Po Teoremu
7.3.1., minimum ¢emo dobiti ako stavimo

1

(@ —20) - (@ = 20) = T (@),
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a minimalna ¢e vrijednost biti 1/2". Odatle odmah ¢itamo da su ¢vorovi zy, . .., =,
nultocke polinoma 7},,1, a njih smo ve¢ izracunali da su jednake

T; = COoS (Lj i 1)7T)
I n+2 /)’

Ako Zelimo uzlazni poredak ¢vorova, onda je

2(n—j)+ )rm
2n + 2

xj:cos( ), 3=0,...,n.

7.4. Interpolacija po dijelovima polinomima

U proslom smo poglavlju pokazali da polinomna interpolacija visokog stupnja
moze imati vrlo loSa svojstva, pa se u praksi ne smije koristiti. Umjesto toga,
koristi se po dijelovima polinomna interpolacija, tj. na svakom podintervalu je

= Dk, ]{7:1,2,...,71,

[Th_1,78]

¥

a pg su polinomi niskog (fiksnog) stupnja. Za razliku od polinomne interpolacije
funkcijskih vrijednosti, gdje je bilo dovoljno da su ¢vorovi interpolacije medusobno
razliciti, ovdje pretpostavljamo da su rubovi podintervala interpolacije uzlazno nu-
merirani, tj. da vrijedi @ = 29 < 1 < --- < x, = b. To jos ne osigurava da je ¢
funkcija (moguca dvoznacnost u dodirnim tockama podintervala), ali o tome ¢emo
voditi racuna kod zadavanja uvjeta interpolacije.

Preciznije, pretpostavimo da na svakom podintervalu [zy_1, x| koristimo poli-
nom stupnja m, tj. da je

© =pe, k=1,...,n.

[Tr—1,k]

Svaki polinom py, (stupnja m) je odreden s (m+ 1)-im koeficijentom, odnosno,
ukupno moramo odrediti koeficijente polinoma za n podintervala, tj. ukupno

(m+1)-n (7.4.1)

koeficijenata.

Interpolacioni uvjeti su

(p(xk):fka k:Ow"ana
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Sto za svaki polinom daje po 2 uvjeta

Pre(Th—1) = fro—1

k=1,...,n, 7.4.2
Pk(l“k) = fr, ( )

odnosno, ukupno imamo 2n uvjeta interpolacije. Uoc¢imo da smo postavljenjem
prethodnih uvjeta interpolacije osigurali neprekidnost funkcije ¢, jer je

pkfl(xkfl) = pk(.T]gfl), k=2,...,n.

Primijetimo da uvjeta interpolacije ima 2n, a moramo naéi (m + 1) - n koefi-
cijenata. Bez dodatnih uvjeta to je moguce napraviti samo za m = 1, tj. za po
dijelovima linearnu interpolaciju.

Za m > 1 moraju se dodati uvjeti na glatko¢u interpolacione funkcije ¢ u
¢vorovima interpolacije.

7.4.1. Po dijelovima linearna interpolacija

Osnovna ideja po dijelovima linearne interpolacije je umjesto jednog polinoma
visokog stupnja koristiti vise polinoma, ali stupnja 1.

Na svakom podintervalu p; je jedinstveno odreden. Obicno ga zapisujemo
relativno obzirom na pocetnu tocku intervala (stabilnost) u obliku

pr(z) =cop +crp(e —xK—1) za x € [mpy, k), k=1,...,n.
Taj interpolacioni polinom mozemo zapisati u Newtonovoj formi
pe(®) = flor—] + flon-r, @] - (@ — 2p-1),
pa se odmah vidi da vrijedi

coe = fler—1] = fr
Je—foer k=1,

b
T — Tk—1

3

e = flrr—1, vk =

Ako zelimo aproksimirati vrijednost funkcije f u tocki z € [a,b], prvo treba
pronadi izmedu kojih se ¢vorova tocka x nalazi, tj za koji k vrijedi x5 < = < x4
Tek tada mozemo racunati koeficijente pripadnog linearnog polinoma.

Za trazenje tog intervala koristimo algoritam binarnog pretrazivanja.
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Algoritam 7.4.1. (Binarno pretrazivanje)

low = 0;

high := n;

while (high — low) > 1 do
begin
mid := (low + high) div 2;
if v < x,,,4 then

high := mid
else

low := mid
end;

Trajanje ovog algoritma je proporcionalno s log,(n).

Ako je funkcija f klase C*[a,b] (na intervalu na kojem aproksimiramo), onda
je pogreska takve interpolacije zapravo maksimalna pogreska od n linearnih inter-
polacija. Na podintervalu [xj_1, x| ocjena greske linearne interpolacije je

Mk;
£(2) = pel@)] < 2 ez,
pri ¢cemu je

o@) = @ - —a), M= max [,

Ocijenimo w(x) na [zx_1, zx], tj. nadimo po apsolutnoj vrijednosti njen maksimum.
Funkcija w moze imati maksimum samo na otvorenom intervalu (zy_1, xx), a nikako
na rubu (¢vorovi interpolacije — greska je 0). Nadimo lokalni ekstrem funkcije

w(z) = (x — xp-1)(x — x1).
Deriviranjem izalazi

W(x) =21 — (wp_1 + 1),
pa je kandidat za lokalni ekstrem tocka

Te = (@ + ) wk).
2

Tvrdimo da je to bas i lokalni minimum, jer se radi o paraboli (a ona nema infleksiju).
Nevjerni Tome mogu to provjeriti, recimo, deriviranjem

W'(z.) =2>0.

Vrijednost funkcije w u lokalnom ekstremu je

- — _ 2
w(Te) = (T — Tp1)(Te — ) = T, 29%_1 ' xk_12 Tk _ _w
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Osim toga, za bilo koji © € (zx_1,xx) vrijedi w(x) < 0. Odatle, prijelazom na
apsolutnu vrijednost, odmah slijedi da je x. tocka lokalnog maksimuma za |w]| i

()] < |wla)| < T T=)

—— Vz € |1_ )
S 1 ) X [xk 1,9€k]

Definiramo 1i maksimalni razmak ¢vorova

h = 1%38%1{% = Tk — xkfl}a

onda, na ¢itavom |[a, b], mozemo pisati

My h? 1
F(0) = pla)] < 5F 5 = gMa 1P,

Drugim rije¢ima ako ravnomjerno pove¢avamo broj ¢vorova, tako da h — 0, onda i
maksimalna greska tezi u 0.

Na primjer, za ekvidistantne mreze, tj. za mreze za koje vrijedi

b_
op=a+kh, h=-"2

n

je pogreska reda velicine h%, odnosno n~2 i potrebno je dosta podintervala da se

dobije sasvim umjerena toc¢nost aproksimacije. Na primjer, za h = 0.01, tj. za
n = 100, greska aproksimacije je reda velicine 1074

Druga je mana da aproksimaciona funkcija ¢ nije dovoljno glatka, tj. ona je
samo neprekidna. Zbog ta dva razloga (dosta tocaka za umjerenu to¢nost i pomanj-
kanje glatkoce), obitno se na svakom podintervalu koriste polinomi vigih stupnjeva.

Ako stavimo m = 2, tj. na svakom podintervalu postavimo kvadratni polinom,
moramo naci 3n koeficijenata, a imamo 2n uvjeta interpolacije. Ako zahtijevamo
da aproksimaciona funkcija ¢ ima u unutarnjim ¢vorovima interpolacije z1, ..., T, 1
neprekidnu derivaciju, onda smo dodali jos n — 1 uvjet. A treba nam jos jedan! Ako
i njega postavimo (a to ne mozemo lijepo, simetri¢no), onda bismo mogli naéi i
takvu aproksimaciju. Ona se uobic¢ajeno ne koristi, jer kontrolu derivacije mozemo
napraviti samo na jednom rubu (to bi odgovaralo inicijalnim problemima). Pre-
ciznije receno, po dijelovima kvadratna interpolacija nema pravu fizikalnu podlogu,
pa se vrlo rijetko koristi (katkad kod racunarske grafike). Za razliku od po dijelovima
parabolne interpolacije, po dijelovima kubna interpolacija ima vrlo vaznu fizikalnu
podlogu i vjerojatno je jedna od najcesce koristenih metoda interpolacije uopce.

7.4.2. Po dijelovima kubna interpolacija

Kod po dijelovima kubne interpolacije, restrikcija aproksimacione funkcije ¢
na svaki interval je kubi¢ni polinom kojeg obi¢no zapisujemo relativno obzirom na
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pocetnu tocku intervala u obliku

Pe(®) = co + crp(® — Tp—1) + cop(@ — zp-1)? + cap(r — T—1)®

7.4.3
za € [rp_1, 2], k=1,...,n. ( )

Budu¢i da ukupno imamo n kubnih polinoma, od kojih svakome treba odrediti 4
koeficijenta, ukupno moramo odrediti 4n koeficijenata. Uvjeta interpolacije je 2n,
jer svaki kubni polinom p; mora interpolirati rubove svog podintervala [zy_1, z],
tj. mora vrijediti

Pr(Th-1) = fra

k=1,...,n.
pk(xk):fka

Ovi uvjeti automatski osiguravaju neprekidnost funkcije ¢. Obicno zelimo
da interpolaciona funkcija bude glada — barem klase C'[a, b], tj. da je i derivacija
funkcije ¢ neprekidna i u ¢vorovima. Dodavanjem tih uvjeta za svaki kubni polinom,
dobivamo jos 2n uvjeta

p;g(xkq) = Sk—1

k=1,...,n,
Pﬁg(xk) = Sk,

pri cemu su s; neki brojevi. Njihova uloga moze biti viseznacna, pa ¢emo je de-
taljno opisati kasnije. Zasad, mozemo zamisljati da su brojevi s, neke aproksimacije
derivacije u ¢vorovima.

Primijetite da je takvim izborom dodatnih uvjeta osigurana neprekidnost prve
derivacije, jer je

p;c—1(xk—1) = pﬁg(lﬁkﬂ) =sg_1, k=2,...,n.

Ako pretpostavimo da su s; nekako zadani brojevi, nadimo koeficijente inter-
polacionog polinoma py.

Ponovno, najzgodnije je koristiti Newtonov oblik interpolacionog polinoma, ali
sada s tzv. dvostrukim ¢vorovima, jer su u zy_; i xp dani i funkcijska vrijednost i
derivacija.

Sto, zapravo, znaci dvostruki évor? Pretpostavimo li da se u podijeljenoj
razlici dva ¢vora priblizavaju jedan drugom, onda je podijeljena razlika na limesu

. o floe ) = f(a)
v i = i T

= f'(z1),
naravno, pod uvjetom da f ima derivaciju u tocki x;. Drugim rije¢ima, vrijedi

floew, o) = f'(2r).
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U nasem slucaju, ako u tocki z; derivaciju f’(xy) zadajemo ili aproksimiramo s sy,
onda je
flzk, xx] = sk.

Sada mozemo napisati tablicu podijeljenih razlika za kubni interpolacioni poli-
nom koji ima dva dvostruka ¢vora xj_1 i x. To je najjednostavnije predociti si kao
kubni interpolacioni polinom koji prolazi kroz cetiri tocke: z,_;, tockom koja je
“jako blizu” xp_1, tockom koja je “jako blizu” x; i tockom z;. Kad se te dvije
tocke koje su “jako blizu” stope sa svojim parom, dobivamo dva dvostruka ¢vora,
pa tablica podijeljenih razlika izgleda ovako:

v | floe]  flew, o] floe, Tegr, Trogo) Fl2k, Thot, Thos Ths]
Tp-1 | Je-1
Sk—1
Th_1 i1 f[ﬂ;—l, ka;] — Sk_1
k
Sk + Sp—1 — 2f[wg—1, 73]
Slwe—1, ] -
k
sk — flor—1, 2]
Lk Jr
h
Sk
Lk Jr

Forma Newtonovog interpolacionog polinoma ostat ¢e po obliku jednaka kao
u slucaju da su sve cetiri tocke razlicite, pa imamo

Pe(x) = floe—1] + fler—1, 2p—1] - (x — Tp-1)
+ ek, apy, w] - (@ — 20)? (7.4.4)

+ flen—1, Th1, Th, k] - (7 — 2 1) (2 — 21

uz uvazavanje da je

f[xkflaxkfl] = Sk-1
f[xkfla iUk] — Sk-1
D,
Sk + Sp—1 — 2f k1, k]
h2 '
k

f[l'k—1>17k—1>1’k] =

f[xkflaxkflaxkaxk] =

Uvrstavanjem xp_q i 2 u prethodnu formulu, odmah mozemo provjeriti da je

pk(xkfl) = fr-1, p;c(xkfl) = Sk—1,

pk(l“k) = fr, p;g(xk) = Sk-
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Drugim rije¢ima, nasli smo trazeni p;. Usporedimo li forme (7.4.3) i (7.4.4), dobit
¢emo koeficijente ¢; ;. Jednadzbu (7.4.4) mozemo malo drugacije zapisati, tako da
polinom bude napisan po potencijama od (z — x;_1). Posljednji ¢lan tog polinoma
mozemo napisati kao

(z — mp—1)* (2 — 2x) = (2 — 2p21)* (2 — Tpo1 + o1 — 2%)

(o~ 1o — s — )

= (2 — 2p_1)° — hi(z — 2312
Sada (7.4.4) glasi
Pe(®) = flor—1] + flop—1, zp—1] - (2 — 2421)

+ (flxr—1, Th—1, k) — hi flor—1, To—1, Tp, x)) - (T — Tg—1)

+ fler1, Too1, Ty 1) - (2 — 231)°.

2

Usporedivanjem koeficijenata uz odgovarajuce potencije prethodne relacije i relacije
(7.4.3), za sve k = 1,...,n, dobivamo

Cok = pk(17k—1) = fk;—1>

Cl.k = p;g(xkfﬁ = Sk-1,

p// T

Cok = % = f[ﬁﬁkfl, Tk—-1, 9€k] — Iy, f[ﬁﬁkfl, Tk—1, Tk, 9€k]7
pl/l Tr_

C3k = % = f[xkflaxkflaxkaxk]-

Promotrimo li bolje posljednje dvije relacije, otkrivamo da se isplati prvo izracunati
koeficijent ¢z, a zatim ga upotrijebiti za racunanje c, ;. Dobivamo

Sk + Sk—1 — 2f[xp_1, Tk
h? ’
f[xkfla iUk] — Sk
D,

C3k =

-1
— hkc&k.

Cok =
Drugim rijecima, ako znamo s, onda nije problem naci koeficijente po dijelovima

kubne interpolacije. Ostaje nam samo pokazati kako bismo mogli birati si-ove.
Ponovno, postoje dva bitno razlicita nacina.

7.4.3. Po dijelovima kubna Hermiteova interpolacija

Vrijednosti s; mozemo izabrati tako da su one bas jednake derivaciji zadane
funkcije u odgovarajucoj tocki, tj. da vrijedi

S — f/(ZL‘k)
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U tom slucaju je kubni polinom odreden lokalno, tj. ne ovisi o drugim kubnim poli-
nomima, jer su mu na rubovima zadane funkcijske vrijednosti i vrijednosti derivacija.
Takva se interpolacija zove po dijelovima kubna Hermiteova interpolacija.

Nadimo gresku takve interpolacije, uz pretpostavku da je funkcija f € C*[a, b].
Prvo, pronadimo gresku na intervalu [x)_1, x1]. Interpolacioni polinom s dvostrukim
¢vorovima na rubu ponasSa se kao polinom koji ima cetiri razlicita ¢vora, takva
da se parovi ¢vorova u rubu “stope”. Zbog toga, mozemo promatrati i gresku
interpolacionog polinoma reda 3 koji interpolira funkciju f u tockama xy_1, x5 1 jos
dvijema tockama koje su blizu xy_; i x,. Gresku takvog interpolacionog polinoma

mozemo ocijeniti s
k

M
£(@) = pel)] < S ()]
pri ¢emu je

o@) = @ =a) e -, ME= max [fO@).

Ostaje samo jo$ pronadi u kojoj je tocki intervala [xy_1, xx] maksimum funkcije |w|.

Dovoljno je nadi sve lokalne ekstreme funkcije w i u njima provjeriti vrijednost.
Derivirajmo

W' () ( — zp_1)(z — 2)? + 2(2 — 2p_1)*(z — x3)

(x — xp_1)(z — x) (22 — Tp—1 — ).

2
2

Budu¢i da maksimum greske ne moze biti u rubovima intervala, jer su tamo tocke
interpolacije (tj. minimumi greske i |w|), onda je jedino jos moguce da se ekstrem
dostize u nultocki od w’ jednakoj

v, = (xk,1 -+ l'k)
2
Lako se provjerava da je to lokalni maksimum. Vrijednost u x. je kvadrat vrijednosti

greske za po dijelovima linearnu interpolaciju na istoj mrezi ¢vorova

w(ze) = (T — Tp_1)*(we — 21)* = %

Odatle, prijelazom na apsolutnu vrijednost, odmah slijedi da je x. tocka lokalnog
maksimuma za |w| i

> 716 , Vxe [l’k_l,l‘k].

Definiramo li, ponovno, maksimalni razmak ¢vorova

B
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onda, na ¢itavom |[a, b], mozemo pisati

M, h? 1

- = — M., ht
016 3eaMah

|f(z) = ()] <

Drugim rije¢ima, ako ravnomjerno povecavamo broj ¢vorova, tako da h — 0, onda
i maksimalna greska tezi u 0.

Ipak, u cijelom ovom pristupu ima jedan problem. Vrlo ¢esto derivacije funkcije
u tockama interpolacije nisu poznate. Zamislite, recimo, tocke dobivene mjerenjem.
No, tada mozemo aproksimirati prave vrijednosti derivacije koriStenjem vrijednosti
funkcije u susjednim tockama. Ostaje jos samo pokazati kako.

7.4.4. Numericko deriviranje

Problem koji trebamo rijesiti je kako aproksimirati derivaciju diferencijabilne
funkcije f u nekoj tocki, recimo xq i susjednim tockama x4, .. ., x,, koristenjem samo
vrijednosti funkcije f u zadanim tockama.

Taj problem mozemo rijesiti koriStenjem interpolacionog polinoma. Tada, uz
pretpostavku da je f klase C™[a,d], funkciju f moZemo napisati (vidjeti relaciju
(7.2.5)) kao

f(z) = pu(z) + en(),

gdje je pn(x) interpolacioni polinom napisan, recimo, u Newotnovoj formi
pu(@) = flzo] + (z — xo) flxo, 21] + -+ (2 — o) - - (x — @n1) flzo, 1, - - -, T,
a e,(x) greska interpolacionog polinoma

w(z)

en(e) = (n+1)! ).

Deriviranjem interpolacionog polinoma, a zatim uvrstavanjem x = zy dobivamo

(o) = floo, 21] + (xo — 1) fw0, 21, 22]

oot (wo — 1) - (T — Toet) flTo, T,y - -+, T

Ako pretpostavimo da f ima jo$ jednu neprekidnu derivaciju, tj. da je f klase
C"™"2[a, b], onda dobivamo i da je

_ )

en(T0) = (n+1) (wo — 1) -+ - (w0 — ).

Dakle, p/,(xy) je aproksimacija derivacije funkcije f u tocki xq i vrijedi

f'(w0) = py(0) + €,(0).
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Ako oznac¢imo s
H:mkax\xo — Tkl

onda je, za H — 0, greska e (zo) reda veli¢ine
er (o) < O(H™).

To nam pokazuje da aproksimaciona formula za derivaciju moze biti proizvoljno
visokog reda n, ali takve formule s velikim n imaju ograni¢enu prakti¢nu vrijednost.

Pokazimo kako se ta formula ponasa za niske n. Za n = 1 imamo

Pi(zo) = flzo, 21] = 9]2 — :];Z _h ; fO,
pri cemu smo napravili gresku
2 (2)
o) = 128 gy = 1O,

uz pretpostavku da je f € C3[xg, 11]. Greska je reda velicine O(h) za h — 0.

Zan = 2, uzmimo tocke x; i 25 koje se nalaze simetri¢no oko ¢ (to je poseban
slucaj!), tj.
l’lzl'o—f-h, IL‘QZZL‘Q—h.

Puno sugestivnija notacija tocaka u tom slucaju je da s x_; oznacimo x5, jer onda
tocke piSemo u prirodnom redosljedu: z_q, xg, 1. U tom slucaju je

ph(0) = flxo, v1] + (x0 — 21) flw0, 71, 21].

Izracunajmo potrebne podijeljene razlike.

zi | flok] floe oe]  flTe The, T
T—1 f—1
Jo— [-1
h
Ji—=2fo+ [
To Jo 22
Ji—fo
h
L1 fi

Uvrstavanjem dobivamo

, _h=f L h=2ftfa  h-Ta
Pal@o) = == — AT ~on
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Ovu posljednju formulu ¢esto zovemo simetri¢na (centralna) razlika, jer su tocke x;
i x_; simetricne obzirom na xy. Takva aproksimacija derivacije ima bolju ocjenu
greske nego obicne podijeljene razlike, tj. vrijedi

ARG
6

6'2(1’0) = 6

(o — 1) (w0 — 1) = —
Pokazimo $to bi se zbivalo kad tocke z1 i x_; (odnosno x) ne bismo simetriéno
rasporedili oko xy. Na primjer, uzmimo
l’lsz'Q—l—h, ZL‘QZIEQ—I—Zh.

[ako su i u ovom slucaju tocke ekvidistantne, deriviramo u najljevijoj, a ne u srednjoj
tocki. Pripadna tablica podijeljenih razlika je

zi | flze] o flow, o] flok, Teers Ty
To Jo
J1—fo
h
Jfo=2f1+ fo
w 2R
Jo— N1
h
T2 fa

Konac¢no, aproksimacija derivacije u xq je

_fl_fo_hf2_2f1+fo

plz(xo) = flxo, 1] + (2o — 1) flwo, 1, 2-1] =

h 2h2
— _f2 +4f1 - 3f0
2h ’
dok je greska jednaka
© 3)
eyteo) = Lo oy~ 1) g — ) = 12 21,

tj. greska je istog reda velicine O(h?), medutim konstanta je dvostruko veéa nego u
prethodnom (simetri¢nom) slucaju.

Primijetite da formula za derivaciju postaje sve tocnija Sto su blize tocke
iz kojih se derivacija aproksimira, tj. Sto je h manji, naravno, uz pretpostavku
da je funkcija f dovoljno glatka. Medutim, to vrijedi samo u teoriji. U praksi,
mnogi podaci su mjereni, pa nose neku pogresku, u najmanju ruku zbog gresaka
zaokruzivanja.

Kao sto ste vidjeli u prethodnim primjerima, osnovu numerickog deriviranja
¢ine podijeljene razlike, pa ako su tocke bliske, dolazi do kracenja. To nije slucajno.
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Do krac¢enja mora doci, zbog neprekidnosti funkcije f. Problem je to izrazitiji,
Sto su tocke blize, tj. Sto je h manji. Dakle, za numericko deriviranje imamo dva
oprecna zahtjeva na velicinu A. Manji h daje bolju ocjenu greske, ali vecu gresku
zaokruzivanja.

[lustrirajmo to analizom simetri¢ne razlike,

fi—
2h

¢

+eh(an), o) = —ht L

f(wo) =

Pretpostavimo da smo, umjesto vrijednosti f_; i fi, uzeli malo perturbirane vrijed-
nosti

fl = fi +e, f—l =fo14e1, el lea] <e.

Ako odatle izrazimo f; i f_1 i uvrstimo ih u formulu za derivaciju, dobivamo

fl_f—l !
2h 2h

f'(wo) = + b (o).

Prvi ¢lan s desne strane je ono Sto smo mi zaista izracunali kao aproksimaciju
derivacije, a ostalo je greska. Da bismo analizu napravili jednostavnijom, pret-
postavimo da je h prikaziv u racunalu i da je greska pri racunanju kvocijenta u
podijeljenoj razlici zanemariva. U tom je sluc¢aju napravljena ukupna greska

J?l - f—l _ &1 784
2h 2h

erry = f'(x0) — + e5(xp).

Ogradimo errs po apsolutnoj vrijednosti. Greska u prvom ¢lanu je najvec¢a ako su
€1 1 €_1 suprotnih predznaka, maksimalne apsolutne vrijednosti . Za drugi ¢lan
koristimo ocjenu za ¢€(zy), pa zajedno dobivamo

£ M3
erry] < — + —=h* Ms;= max G)(2)].
jerra < £ 42202 M= max |O)
Lako se vidi da je ocjena na desnoj strani najbolja moguca, tj. da se moze dostici.

Oznacimo tu ocjenu s e(h)

M
e(h) == % +

Ponasanje ove ocjene i njezina dva ¢lana u ovisnosti od A mozemo prikazati sljede¢im
grafom. Plavom bojom oznac¢en je prvi ¢lan £/h oblika hiperbole, koji dolazi od
greSke u podacima, a crvenom bojom drugi ¢lan oblika parabole, koji predstavlja
maksimalnu gresku odbacivanja kod aproksimacije derivacije podijeljenom razlikom.



7. APROKSIMACIJA I INTERPOLACIJA SPLINE INTERPOLACIJA - 150

Zelena boja oznacava njihov zbroj e(h).

Odmah vidimo da e(h) ima minimum po h. Taj minimum se lako ra¢una, jer
1z
£ M3
"(R) = —— 4+ —2p =

izlazi da se lokalni, a onda (zbog €”(h) > 0 za h > 0) i globalni minimum postize za

3 1/3
ho — <—5> .
M
Najmanja vrijednost funkcije je

3 /M 1/3
o) =3 (5)

To pokazuje da ¢ak i u najboljem slucaju, kad je ukupna greska najmanja, dobivamo
da je ona reda velicine O(¢?/?), a ne O(e), kao §to bismo zZeljeli. To predstavlja
znacajni gubitak toc¢nosti. Posebno, daljnje smanjivanje koraka h samo povecava
gresku!

Isti problem se javlja, i to u jo§ ozbiljnijem obliku, u formulama viseg reda
za aproksimaciju derivacija. Kako tada izgleda prethodni graf? Sto se dogada kad
aproksimiramo vise derivacije?

7.4.5. Po dijelovima kubna kvazihermiteova interpolacija

Sad se mozemo vratiti problemu kako napraviti po dijelovima kubnu Her-
miteovu interpolaciju, ako nemamo zadane derivacije. U tom sluc¢aju derivacije
mozemo aproksimirati na razlic¢ite nacine, a samu interpolaciju ¢emo zvati kvaziher-
miteova po dijelovima kubna interpolacija.
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Primijetite da u slucaju aproksimacije derivacije, greska po dijelovima kubne
interpolacije ovisi o tome koliko je “dobra” aproksimacija derivacije.

Najjednostavnije je uzeti podijeljene razlike kao aproksimacije derivacija u
¢vorovima. One mogu biti unaprijed (do na posljednju) ili unazad (do na prvu).
Ako koristimo podijeljene razlike unaprijed, onda je

M, zak=0,...,n—1,
s Tr+1 — Tk
k:

fn_fnfl

—— zak=n.

Tp — Tp—1

a ako koristimo podijeljene razlike unazad, onda je

h=h k=
T — Zo
S =
M, ak=1,...,n.
T — Tk-1

Medutim, prema prethodnom odjeljku, greska koju smo napravili takvom aproksi-
macijom derivacije je reda velicine O(h) u derivaciji, odnosno O(h?) u funkcijskoj
vrijednosti, Sto je dosta lose.

Prethodnu aproksimaciju mozemo ponesto popraviti ako su tocke xj ekvidis-
tantne, a koristimo simetricnu razliku (osim na lijevom i desnom rubu gdje to nije
moguce). Uz oznaku h = xp — x;_1, u tom sluéaju mozemo staviti

fl;fo7 za k=0,
Jr+1 — fe—1
e R =1....n—1
Sk 9% ) ak ) T )
7][” _hfnl, za k = n.

U ovom c¢e se slucaju greska obzirom na obi¢ne podijeljene razlike popraviti tamo
gdje se koristi simetricna razlika. Nazalost, najvece greske ostat ¢e u prvom i posljed-
njem podintervalu, gdje nije moguce koristiti simetri¢nu razliku.

Kao sto smo vidjeli, postoje i bolje aproksimacije derivacija, a pripadni kvazi-
hermiteovi kubni polinomi obi¢no dobivaju ime po nac¢inu aproksimacije derivacija.

Ako derivaciju u tocki x; aproksimiramo tako da povucemo kvadratni interpo-
lacioni polinom kroz xy_1, o 1 xxy1, a zatim ga deriviramo, pripadna kvazihermi-
teova interpolacija zove se Besselova po dijelovima kubi¢na interpolacija. Naravno,
u prvoj i posljednjoj tocki ne mozemo postupiti na jednak nacin (jer nema lijeve,
odnosno desne tocke). Zbog toga derivaciju u zy aproksimiramo tako da povucemo
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kvadratni interpolacioni polinom kroz x(, x1 i z9, i njega deriviramo u xy. Sli¢no,
derivaciju u x,, aproksimiramo tako da povucemo kvadratni interpolacioni polinom
kroz z, o, x,_1 1 T,, 1 njega deriviramo u x,,.

U unutrasnjim ¢vorovima xy, za k= 1,...,n — 1, dobivamo
Posi(®) = foo1 + flaer—, xi)(x — xp—1) + flrr-1, Th, Toa (@ — 2p—1) (2 — 23),

a zatim, deriviranjem i uvrStavanjem x

Sk = pIQk(xk) = flor—1, 2] + flor—1, Th, o] (T — TR1).
Uz oznaku
hk:xk_xkfla kzl,...,n,

prethodna se formula moze napisati i kao

f[ﬁﬁk, $k+1] - f[xkfla iUk] Pgs1 f[ﬁﬁkfl, 9€k] + hy, f[xka $k+1]
sp = flep_1, x| +h = ,
o= Sl ol g Iy + hi41 Iy + hi41

tj. sk je tezinska srednja vrijednost podijeljene razlike unaprijed i unatrag.
Za k = 0 pripadni polinom je
p2,1(x) = fo+ flwo, 21)(x — o) + flzo, 21, x2] (2 — 20) (x — 1)
Deriviranjem, pa uvrstavanjem z, dobivamo

(th —+ hg) f[.%’o, .%'1] — hl f[.’L'l, .%'2]
hi =+ he .

S0 = P31 (o) = flxo, 21] + flzo, 21, 2] (20 — 1) =

Za k = n pripadni polinom je
Dan-1(x) = fooa + flTn—2, Tno1](® — Tp_2) + fl¥n—2, Tn_1, Tp)](x — Tp_2) (¥ — xp_1).
Deriviranjem, pa uvrstavanjem x,, dobivamo
Sn = Do p-1(Tn) = flTn-2,Tn 1] + flTn2, Tn1, Ta) (20 — Tp2)
+ flen_o, X1, ) (Tn — xp_1)

_hn f[xnf% xnfl] + (hnfl + 2hn> f[xnfla xn]
hn—l + hn

Dakle, za Besselovu po dijelovima kubi¢nu interpolaciju stavljamo

(21 + ho) flxo, 1] — ha flz, 2]

k=20

" , za :
. hica flen—1, ox] + Py flog, Tpy] sa k=1 n—1
g hi + hii1 ’ Y ’

_hn f[l'n—Za xn—l] + (hn—l + Zhn) f[l'n—ly xn]
hn—l + hn

, zak=n.
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Greska u derivaciji (vidjeti prethodni odjeljak) je reda velicine O(h?), $to znaci
da je greska u funkciji reda velicine O(h?).

Postoji jos jedna varijanta aproksimacije derivacija “s imenom”. Akima je
1970. godine dao sljede¢u aproksimaciju koja usrednjava podijeljene razlike, s ciljem
da se sprijece oscilacije interpolacione funkcije :

Wiyt flTn—1, 2] + w1 flog, Ty

Sk = , k=0,1,....,n—1,n,
W1 + Wi—1

uz
Wy = \f[9€k7113k+1] - f[ﬁﬁkfl, 9€k]|
Lw_ 1 = wy = Wy, Wp—1 = Wy, = Wp1-

Za k = 01k = n, ove formule se ne mogu odmah iskoristiti, bez dodatnih
definicija. Naime, krac¢enjem svih tezina wy u formuli za £ = 0 dobivamo da je

flz—1, w0 +f[ff0a$1].

So = 5

Ostaje nam samo jo$ definirati sto je f[z_1, xo]. Podijeljenu razliku f|xo, z1] mozemo
interpretirati kao sredinu dvije susjedne podijeljene razlike, tj. mozemo staviti

flo—y, zo] + flor, z2]
5 )

f[an xl] =

Odatle slijedi da je
flo—1, o] = 2f[xo, 21] — flan, 2],
odnosno
3f[wo, 21] — flw1, 3o
2
i to je prakti¢na formula za sy. Na slican nacin, mozemo dobiti i relaciju za s,

So =

— 3f[l'n—1717n] - f[xn—% xn—l]
n 2 .

Akimin je algoritam dosta popularan u praksi i nalazi se u standardnim nu-
merickim paketima, poput IMSL-a, iako je tocnost ovih formula za aproksimaciju
derivacije relativno slaba. Opcenito, za neekvidistantne tocke, greska u derivaciji
je reda velicine samo O(h), a to znaci samo O(h?) za funkcijske vrijednosti. Ako
su tocke ekvidistantne, onda je greska reda velicine O(h?) za derivaciju, a O(h?) za
funkciju, tj. kao i kod Besselove po dijelovima kvazihermitske interpolacije.

Medutim, ova slabija toc¢nost je potpuno u skladu s osnovnim ciljem Akimine
aproksimacije derivacija. U mnogim primjenama, aproksimacijom zelimo dobiti
geometrijski ili vizuelno pozeljan, “lijepo izgledajuéi” oblik aproksimacione funkcije
v, pa makar i na ustrb toc¢nosti. Tipi¢an primjer je (priblizno) crtanje grafova
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funkcija, gdje iz nekog relativno malog broja zadanih podataka (tocaka) treba, i to
brzo, dobiti veliki broj tocaka za crtanje vizuelno glatkog grafa. ITako nije nuzno da
nacrtani graf bas interpolira zadane podatke (male, za oko nevidljive greske sigurno
mozemo tolerirati), interpolacija obitno daje najbrzi algoritam.

Ostaje jos pitanje kako postic¢i vizuelnu “glatko¢u”? Ocita heuristika je izbje-
gavanje naglih promjena u derivaciji. Drugim rijecima, zelimo “izgladiti” dobivene
podatke za derivaciju, a to su izracunate podijeljene razlike. Problem izgladivanja
podataka je klasi¢ni problem numericke analize. Jedan od najjednostavnijih i naj-
brzih pristupa je zamjena podatka srednjom vrijednoséu podataka preko nekoliko
susjednih tocaka. Ova ideja je vrlo bliska numerickoj integraciji, jer integracija
“izgladuje” funkciju, pa ¢emo tamo dati precizniji opis i opravdanje numerickog
izgladivanja podataka.

Ako bolje pogledamo Akimine formule za aproksimaciju derivacije, one se
svode na tezinsko usrednjavanje podijeljenih razlika preko nekoliko susjednih tocaka
s ciljem izgladivanja derivacije (pa onda i funkcije). Vidimo da na sj utjecu tocke
XTk—_2,...,Tkio, tj. usrednjavanje ide preko 5 susjednih tocaka, osim na rubovima.
Slicno mozemo interpretirati i Besselove formule. Tamo usrednjavanje ide preko 3
susjedne tocke.

Aproksimacija derivacije mogla bi se napraviti jos i bolje, ako povucemo inter-
polacioni polinom stupnja 3 koji prolazi tockama xy, zx_1, Tr11 1 jednom od tocaka
Tp_o ili Tpio (nesimetri¢nost, jer za kubni polinom trebamo 4 tocke, pa s jedne
strane od x; uzimamo dvije, a s druge samo jednu tocku) i njega deriviramo u xy
(uz pazljivo deriviranje na rubovima). Takvim postupkom mozemo dobiti gresku
u funkcijskoj vrijednosti O(h*). Primijetite da bolja aproksimacija derivacija nije
potrebna, jer je greska kod po dijelovima Hermiteove kubicne interpolacije takoder
reda velicine O(h*).

Kvazihermiteova po dijelovima kubi¢na interpolacija je takoder lokalna, tj.
promjenom jedne tocke promijenit ¢e se samo nekoliko susjednih kubi¢nih polinoma.
Toc¢no koliko, ovisi o tome koju smo aproksimaciju derivacije izabrali.

7.4.6. Kubicna splajn interpolacija

Brojeve sq, ..., s, mozemo odrediti na jos jedan nac¢in. Umjesto da su s; neke
aproksimacije derivacije funkcije f u ¢vorovima, mozemo zahtijevati da se s biraju
tako da funkcija ¢ bude jos glada — da joj je i druga derivacija neprekidna, tj. da
je klase C?[a, b].

Nagibe sq, ..., s,_1 odredujemo iz uvjeta neprekidnosti druge derivacije u unu-
tarnjim ¢évorovima xi,...x, 1. Takva se interpolacija zove (kubi¢na) splajn inter-
polacija.
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Mozemo li iz tih uvjeta jednoznacno izracunati splajn? Prisjetimo se, imamo
4n koeficijenata kubi¢nih polinoma. Uvjeta interpolacije (svaki polinom mora in-
terpolirati rubne tocke svog podintervala) ima 2n. Uvjeta ljepljenja prve derivacije
u unutarnjim tockama ima n — 1 (toliko je unutarnjih tocaka) i jednako je toliko
uvjeta ljepljenja druge derivacije.

Dakle, imamo ukupno 4n — 2 uvjeta, a moramo odrediti 4n koeficijenata.
Odmah vidimo da nam nedostaju 2 uvjeta da bismo te koeficijente mogli odrediti.
Kako se oni biraju, to ostavimo za kasnije. Za pocetak, prva derivacija se lijepi
u unutarnjim tockama ¢im postavimo zahtjev da je ¢'(x;) = s, u tim tockama,
bez obzira na to koliki je s; i ima li on znacenje aproksimacije derivacije (vidjeti
pocetak odjeljka o po dijelovima kubi¢noj interpolaciji). To nam omogucava da
sg-ove odredimo i na neki drugi nacin. Zbog toga, ostaje nam samo postaviti uvjete
ljepljenja druge derivacije u unutarnjim ¢vorovima. Zahtjev je

pe(e) = pPhq (), k=1,...,n—1

Ako polinome py, pisemo u formi (7.4.3) relativno obzirom na poé¢etnu to¢ku podin-
tervala, tj. ako je

Pe(x) = co + crp(® — Tp—1) + co (@ — zp-1)? + cap(r — Tho1)?,
onda je
pr(x) = 209 + 634 (x — 2p—1)
pZH(:c) = 202,k+1 + 603,k+1(33 - xk),
pa je
pe(ar) = 2¢p + 6¢3 () — Tp—1)
/!
Pk+1($k) = 202 k41-

Drugim rije¢ima, podijelimo li prethodne jednadzbe s 2, uvjet ljepljenja glasi
ngk; + 303,/§(l'k — l'k;—l) = C2,k;+1' (745)

Ostaje samo ispisati koeficijente c; ;, iz ve¢ ranije dobivenih relacija, u terminima fj
i s,. Ponovimo
Sk + Sk—1 — 2f[Tg—1, %]
2 Y
hi;

fler—1, 2] — s L

— NEC3 k-

hy,

C3.k =

Cok =

Uvrstavanjem u (7.4.5), dobivamo

fler—1, xK] — k-1 Sk + Sp—1 — 2f k1, k]
+ 2
P, D,
_ Slre men] — sk Sk A+ sk — 2 [0k, Tp]

P41 P41
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Sredivanjem dobivamo

—3flwp_1, wp) + sp-1 + 28, 3f[Tn, Trga] — 258 — k4

hy, Pigr

Pomnozimo li prethodnu relaciju s hihi,q i prebacimo li sve s; na lijevu stranu, a
¢lanove koji nemaju s; na desnu stranu, za £ =1,...,n — 1, dobivamo

his18k—1 + 2(h + hg1) Sk + heser1 = 3(hisr floe—1, i) + he f2k, Teta])-

Ovo je linearni sustav s (n + 1)-om nepoznanicom i (n — 1)-om jednadzbom. Ako
na neki nacin zadamo rubne nagibe sq i s,, onda ostaje to¢no n — 1 nepoznanica.

Matrica tako dobivenog linearnog sustava je trodijagonalna

2(hy + ho) hy

hs 2hy +hy)  ho

hnfl 2<hn72 + hnfl) hn72

hn 2(hn_1 + hy)

i strogo dijagonalno dominantna po recima, jer je
Q(hk —+ hk+1) > hk; + hk-i—la

pa je i regularna (Gersgorin). Dakle, ovaj linearni sustav sigurno ima jedinstveno
rjeSenje sq,...5,_1. Osim toga, za rjeSavanje mozemo koristiti Gaussove eliminacije
ili LR faktorizaciju bez pivotiranja, a pripadni algoritam smo ve¢ napravili.

Primijetite, sada s, nisu nezavisni, nego ovise jedan o drugom. To znaci da
aproksimacija viSe nije lokalna, jer se promjenom jedne tocke mijenjaju svi poli-
nomi. Preciznije, promjena jedne vrijednosti fi, mijenja desne strane u 3 jednadzbe
(za ko—1, ko i ko+1), ali se zbog toga promijeni cijeli vektor rjesenja sustava, tj. svi
sp-ovi. I tada se moze pokazati da su promjene lokalizirane — najvise se promjene
sg-ovi za k blizu kg, a promjene padaju prema rubovima.

Posljednje otvoreno pitanje je kako mozemo izabrati sg i s,. Oni se ne moraju
direktno zadati, ve¢ se uobicajeno zadaju rubni uvjeti na funkciju ¢ iz kojih se
odreduju sy i s, ili jos dvije jednadzbe linearnog sustava (prva i zadnja).

Postoji nekoliko tradicionalnih na¢ina zadavanja rubnih uvjeta, odnosno jed-
nadzbi koje nedostaju.
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(a) Potpuni splajn

Ako je poznata derivacija funkcije f u rubovima, a to je, recimo slucaj kod
rjeSavanja rubnih problema za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu, onda je prirodno
zadati

So = f/('r())a Sn = f/(‘rn)

Takav oblik splajna se katkad zove potpuni ili kompletni splajn. Greska aproksi-
macije u funkcijskoj vrijednosti je O(h%).

(b) Zadana druga derivacija u rubovima

Ako je poznata druga derivacija funkcije f u rubovima, onda treba staviti
[ (xo) = ¢"(wo) = pi(x0),  f"(wn) = ¢"(x0) = p(0).
Ostaje jo§ samo izraziti pf(xy) preko sg, s1, a p(x,) preko s,_1 1 s,. Znamo da je

_ piwo) _ ["(x0)
1 9 9

C2

pa iz izraza za cp; izlazi

3f[9507~’131] — 250 — 51 _ f”(%)
hq 2

ili, ako sredimo, dobivamo jednadzbu

h
250 + 81 = 3 f[xo, x1] — Elf"(:co).

Ovu jednadzbu treba dodati kao prvu u linearni sustav. Slicno, koristenjem da je
pg(xn> = 262,n + 603,nhn7

te uvrStavanjem izraza za ca,, 1 C3,, izlazi i

hn
Sp—1 + 28, = 3f[xn717xn] + Tf//(l'n)

Tu jednadzbu dodajemo kao zadnju u linearni sustav. Dobiveni linearni sustav ima
(n+1)-u jednadzbu i isto toliko nepoznanica, a moze se pokazati da ima i jedinstveno
rjeSenje. Ponovno, greska aproksimacije u funkcijskoj vrijednosti je O(h?).
(c) Prirodni splajn

Ako zadamo tzv. slobodne krajeve, tj ako je

"

" (x0) = ¢"(xn) =0
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dobivamo prirodnu splajn interpolaciju. Na isti na¢in kao u (b), dobivamo dvije
dodatne jednadzbe

250 + s1 = 3f[xo, 1],  Sn_1+ 28, = 3f[Tn_1,Tn].

Ako aproksimirana funkcija f nema na rubu druge derivacije jednake 0, onda je
greska aproksimacije u funkcijskoj vrijednosti O(h?), a ako ih ima, onda je (kao u

(b) slucaju) greska O(h%).

(d) Numericka aproksimacija derivacija

Ako nista ne znamo o ponasanju derivacije funkcije f na rubovima, bolje je
ne zadavati njeno ponasanje.

Preostala dva parametra mogu se odrediti tako da numericki aproksimiramo ¢’
ili ¢” ili ¢ u rubovima, koristeéi kao aproksimaciju odgovarajuéu derivaciju kubnog
interpolacionog polinoma koji prolazi tockama xg,...,x3, odnosno x,_s,...,2T,.
Bilo koja od ovih varijanti daje pogresku reda O(h?).

(e) Not-a-knot splajn

Mogu¢ je i drugaciji pristup. Umjesto neke aproksimacije derivacije, koristimo
tzv. “not-a-knot” (nije ¢vor) uvjet. Parametre s i s, biramo tako da su prva dva i
posljednja dva kubna polinoma jednaka, tj. da je

b1 =DP2, Pn-1= Pn-

Ekvivalentno, to znaci da se u ¢voru x; zalijepi i tre¢a derivacija polinoma p; i po,
odnosno da se u ¢voru x,,_ zalijepi tre¢a derivacija polinoma p,,_1 i p,. Te zahtjeve
mozemo pisati kao

/11 /1!

Y4 (:El) = pg/(lj), Pgl_1(l’n—1) =Dy (1771—1)-
Zahtjev p’(x1) = p4'(x1) znadi da su vodedi koeficijenti polinoma p; i py jednaki, tj.
da je
C3,1 = C3.2-

Pridruzimo li taj zahtjev zahtjevu ljepljenja druge derivacije,

Co1 + ez hi, = cap0,

dobivamo
flwo, 21] — s0 s1+ 80— 2f[wo, v1]  flar, 2] — 51 51+ 80 — 2f[wo, 1]
+ 2 - - h2 2 .
hy hq hs hi

Sredivanjem, izlazi

2 2
haso 4 (hy + hy)sy = (h1 4 2(h1 + ho))ho flzo, 21] + P f[«Tl,xQ].
hq + ho
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Na slican na¢in dobivamo i zadnju jednadzbu

B + 2001 + BV Fln 12 2] + B2 Fln 22
(N1 + o) Sp1 + Byp_18, = ( (U ) h;fl[+ hln ] flTn—2 1].

Kao i dosad, greska aproksimacije za funkcijske vrijednosti je O(h?).

Objasnimo jos porijeklo naziva “not-a-knot” za ovaj tip odredivanja dodatnih
jednadzbi. Standardno, kubiéni splajn je klase C?[a, b], tj. funkcija ¢ ima neprekidne
druge derivacije u unutarnjim ¢vorovima xq,...,x,_1. Tre¢a derivacija funkcije ¢
op¢enito “puca”’ u tim ¢vorovima, jer se treée derivacije polinoma py i pry1 ne
moraju zalijepiti u zp, za k = 1,...,n— 1. Kad uzmemo u obzir da su svi polinomi
pr kubni, onda je njihova tre¢a derivacija ujedno i zadnja netrivijalna derivacija
(sve vise derivacije su nula). Dakle, zadnja netrivijalna derivacija splajna puca u
unutarnjim ¢vorovima.

Ova c¢injenica, u terminologiji teorije splajn funkcija, odgovara tome da svi
unutarnji ¢vorovi splajna imaju multiplicitet 1, jer je multiplicitet ¢vora jednak
broju zadnjih derivacija koje pucaju ili mogu pucati u tom ¢évoru (derivacije se
broje unatrag, pocev od zadnje netrivijalne, koja odgovara stupnju polinoma). U
tom smislu, povecanje glatkoc¢e splajna u (unutarnjem) évoru smanjuje multiplicitet
tog cvora.

Prethodni zahtjev da se i zadnje netrivijalne derivacije splajna zalijepe u
¢vorovima x; i x,_; odgovara tome da njihov multiplicitet viSe nije 1, nego O.
Cvorovi multipliciteta 0, naravno, nisu “pravi” évorovi splajna, jer u njima nema
pucanja derivacija (jednako kao i u svim ostalim tockama iz [a, b] koje nisu ¢vorovi).
Medutim, to ne znaci da ¢vorove x; i x,_1 mozemo izbaciti, jer u njima i dalje
moraju biti zadovoljeni uvjeti interpolacije ¢(x1) = f1 1 w(zp_1) = fu_1. Dakle,
te tocke ostaju ¢vorovi interpolacije, iako nisu ¢vorovi splajna u smislu pucanja
derivacija.

(f) Ostali rubni uvjeti

Svi dosad opisani nacini zadavanja rubnih uvjeta “cuvaju” trodijagonalnu
strukturu linearnog sustava za parametre si, pod uvjetom da eventualne dodatne
jednadzbe prirodno dodamo kao prvu i zadnju.

Za aproksimaciju periodickih funkcija na intervalu koji odgovara periodu,
ovakvi oblici zadavanja rubnih uvjeta nisu pogodni. Da bismo ocuvali periodicnost,
prirodno je postaviti tzv. periodicke rubne uvjete. U praksi se najcesée koristi zah-
tjev periodi¢nosti prve i druge derivacije na rubovima

¢ (o) = ¢'(zn),  ©"(x0) = " (),
sto vodi na jednadzbe

Pr(x0) = D), Pi(20) = Pl (Tn)-
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Dobiveni linearni sustav vise nije trodijagonalan. Probajte napraviti efikasan algo-
ritam za njegovo rjesavanje, tako da slozenost ostane linearna u n.

U slucaju potrebe, dozvoljeno je i kombinirati razne oblike rubnih uvjeta u
jednom i drugom rubu.

Primjer 7.4.1. Nadite po dijelovima kubicnu Hermiteovu interpolaciju za podatke

o 012
fo || 1
o011

Ocito, treba povuéi dva kubna polinoma py i py. Polinom py “vrijedi” na [0, 1],
a py na [1,2]. Prije rac¢unanja ovih polinoma, uvedimo jos skraéenu oznaku za
podijeljene razlike reda 7, po ugledu na oznaku za derivacije viseg reda,

] = flag, . wrgg), 520,
tako da tablice itmaju krace “naslove” stupaca.

Za prvi polinom imamo sljedecu tablicu podijeljenth razlika

ae | S Mk P P

_ = O O
N N = =
(@)

1z nje dobivamo
p(x)=1+1+1)(x—0)*—1(x —0)> =1+ 22 — 2°.

Na slican nacin, za ps dobivamo tablicu podijeljenih razlika

ai | fe W] ] Bz
1 2

1
1 2 -3

-2 6

2 0 3

1
2 0

pa je
p(r) =2+ (x—1)+ (-3-6)(x —1)* +6(x — 1)
=2+ (x—1)—9(x—1)>+6(x—1)>
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Primjer 7.4.2. Neka je
f(z) = sin(mx).

Nadite prirodni splajn koji aproksimira funkciju f na [0,1] s ¢vorovima interpolacije
xr = 0.2k, za k =0,...,5. Izracunajte vrijednost tog splajna u tocki 0.55.

Buduéi da su tocke ekvidistantne s razmakom h = 0.2, “srednje” jednadzbe
linearnog sustava za splajn su

hSk_l + 4h8k + hsk-i—l = S(hf[l‘k_l, ZL‘k] + hf[l’k, fL’k+1]), k= 1, e ,4.
Dodatne jednadzbe (prva i zadnja) za prirodni splajn su

250 + 51 = 3f[xo, 1]
S4 + 285 = 3f[174, 175].

Za desnu stranu sustava trebamo izracunati prve podijeljene razlike

T, Ir Sk, Tpga]

0.0 | 0.0000000000
0.2 | 0.5877852523
0.4 | 0.9510565163
0.6 | 0.9510565163
0.8 | 0.5877852523
1.0 | 0.0000000000

2.9389262615
1.8163563200
0.0000000000
—1.8163563200
—2.9389262615

1z svih ovih podataka dobivamo linearni sustav

0.4 0.2 1 [so] [ 1.7633557569
0.2 0.8 0.2 s1 2.8531695489
0.2 0.8 0.2 so | | 1.0898137920

0.2 0.8 0.2 sy | | —1.0898137920

0.2 0.8 0.2 S4 —2.8531695489

I 0204 |ss| | —1.7633557569 |

Rjesenge tog linearnog sustava za “nagibe” je

So = —S5 = 31387417029,
51 = —s4 = 2.5392953786,
S = —s3 = 0.9699245271.
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Buduéi da se tocka x = 0.55 nalazi u intervalu [zo, 3] = [0.4,0.6], restrikcija
splagna na taj interval je polinom ps, kojeg nalazimo iz tablice podijeljenih razlika
T, i f ] fPN ] F¥a]

0.4 | 0.9510565163
0.9699245271
0.4 | 0.9510565163 —4.8496226357
0.0000000000 0.0000000000
0.6 | 0.9510565163 —4.8496226357

—0.9699245271
0.6 | 0.9510565163

Odavde odmah slijedi da je taj kubicni polinom jednak
p3(z) = 0.9510565163 + 0.9699245271 (z — 0.4) — 4.8496226357(x — 0.4)?,

5. p3 je zapravo kvadratni polinom.

Pogledagmo jos aproksimacije za funkciju, prou i drugu derivaciju u tocks 0.55.

funkcija prva derivacija  druga derivacija
j=0 j=1 j=2

fU(0.55) | 0.9876883406 —0.4914533661  —9.7480931932
©19(0.55) | 0.9874286861 —0.4849622636  —9.6992452715
greska 0.0002596545  —0.0064911026 ~ —0.0488479218

Vidimo da su aproksimacije vrlo tocne, iako je h relativno velik. To je zato sto
funkcija f(x) = sin(rz) zadovoljava prirodne rubne uvjete f”(0) = f"(1) =0, kao i
prirodni splajn. Greska aproksimacije funkcije je reda velicine O(h*), prve derivacije
O(h?), a druge derivacije O(h?).

7.5. Interpolacija polinomnim splajnovima — za
matematicare

Iskustvo s polinomnom interpolacijom ukazuje da polinomi imaju dobra lokal-
na svojstva aproksimacije, ali da globalna uniformna pogreska moze biti vrlo ve-
lika. Niti posebnim izborom ¢vorova interpolacije ne mozemo ukloniti taj fenomen.
Namece se prirodna ideja da izbjegavamo visoke stupnjeve polinoma, ali da kon-
struiramo polinome niskog stupnja na nekoj subdiviziji segmenta od interesa, tj. da
razmotrimo po dijelovima polinomnu interpolaciju.

Ako je funkcija koju zelimo interpolirati glatka, zelimo sacuvati $to je moguce
vecu glatkocu takvog interpolanta. To nas vodi na zahtijev da za po dijelovima line-
arne aproksimacije zahtijevamo globalnu neprekidnost, za po dijelovima parabolicne
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aproksimacije globalnu diferencijabilnost, itd. Po dijelovima polinomne funkcije
koje zadovoljavaju zadane uvjete glatko¢e zovemo polinomne splajn funkcije.
Koeficijente u nekoj reprezentaciji polinomnog splajna odredit ¢emo iz uvjeta in-
terpolacije, kao i u slucaju polinomne interpolacije. Takav specijalni izbor splajna
zove se interpolacijski polinomni splajn.

U sljedec¢a dva odjeljka istrazit ¢emo konstrukciju i svojstva aproksimacije
linearnog i kubic¢nog splajna. Dok je za linearni splajn o¢ito moguce zahtijevati
najvise neprekidnost na cijelom segmentu od interesa (zahtijev za “lijepljenjem”
prve derivacije vodi na funkciju koja je globalno linearna), za kubicne je splajnove
mogucée zahtijevati pripadnost prostorima C* ili C?, tj. moguée je naéi dva kubi¢na
splajna.

Splajnovi parnog stupnja mogu biti problemati¢ni, kao sto pokazuje sljedeca
intuitivna diskusija. Zamislimo da je segment od interesa za interpolaciju [a, b], i
neka je neka njegova subdivizija (podjela na podintervale) zadana mrezom ¢vorova

Aa=2)g<T1 <Ty<- - <axn_1 <y =D (7.5.1)

Parabolicki splajn S, mora biti polinom stupnja najvise 2 (parabola) na svakom
intervalu subdivizije, tj. imamo po 3 nepoznata parametra (koeficijenti polinoma
stupnja 2) na svakom intervalu. Ukupno dakle treba na¢i 3N slobodnih parametara.

Zahtijev da vrijedi Sy € C'[a, b] vezuje 2(N — 1) od tih parametara (neprekid-
nost Se 1 S5 u N —1 unutrasnjih évorova xy,...,xy_1). Ostaju dakle N +2 slobodna
parametra. Zahtijevamo li da Sy bude interpolacijski, tj. da vrijedi

Sg(l'i):fi, iIO,...,N,

ostaje slobodan samo jedan parametar. Taj bismo parametar mogli odrediti doda-
vanjem joS jednog ¢vora interpolacije, ili nekim dodatnim uvjetom na rubu cijelog
intervala — recimo, zadavanjem derivacije. Medutim, jasno je da se taj parame-
tar ne moze odrediti simetri¢no iz podataka. To je problem i s ostalim splajn
interpolantima parnog stupnja.

Zadatak 7.5.1. Nadite Sto je u gornjoj diskusiji neformalno, i sto je potrebno za

precizan matematicki dokaz. Ako je prostor polinomnih splajnova S(n) stupnja n

definiran zahtjevima:
(1) s € S(n) = sla,,
(2) s € C" Yo, zn],

1 € Pn (Py je prostor polinoma stupnja n);

Tit+1

pokazite da je S(n) vektorski prostor, i dokaZite da je dimS(n) =n + N.
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7.5.1. Linearni splajn

Najjednostavniji linearni interpolacijski splajn S; odreden je uvjetom glo-
balne neprekidnosti i uvjetom interpolacije

Sl(xi>:fi7 iIO,...,N,

na mrezi ¢vorova — subdiviziji segmenta [a, b] zadanoj s (7.5.1). O¢ito imamo

Tit1 — T
e AN fz-i—l = fi+ (fz-l—l fi), @€ [z, i,

Sl(‘r):fz h

gdje je hy = xjy1 —x;,zai1=0,..., N — 1. Algoritam za racunanje je trivijalan, pa
mozemo odmah ispitati pogresku, odnosno, razmotriti svojstva interpolacijskog li-
nearnog splajna obzirom na glatkoc¢u funkcije koja se interpolira, u raznim normama
koje se koriste za aproksimaciju. U dokazima ¢emo koristiti jednu sporednu lemu.

Lema 7.5.1. Ako je f € Cla,b] i «,  imaju isti znak, tada postoji & € [a,b] tako
da vrijeds

af(a)+Bf(b) = (a+ B)f(E).

Dokaz:

Ako je f(a) = f(b) tvrdnja je ocigledna, jer mozemo uzeti £ = a ili & = b. Ako
je f(a) # f(b), tada funkcija ¢(x) = af(a) + Bf(b) — (a+ ) f(x) poprima suprotne
predznake na krajevima intervala, pa zbog neprekidnosti postoji € € (a,b) tako da
je ¥(&) = 0. Tvrdnja vrijedi i ako je « =0, uz £ = b, odnosno, f =0, uz{ =a. N

Za precizno odredivanje reda konvergencije aproksimacija neprekidne funkcije
f zgodno je uvesti oznake

wi(f) = max |f(z")— f(2")], i=0,...,N—1,

! 2" €[xs zit1]

w(f) = max wi(f).
Vrijednost w;(f) zovemo oscilacija funkcije f na podintervalu [z;, z;11], a w(f) je
(o¢ito) najveca oscilacija po svim podintervalima mreze.

Uocite da glatkoca funkcije f nije potrebna u definiciji ovih veli¢ina, pa ih
koristimo za ocjenu greske u slucaju da je f samo neprekidna, ali ne i derivabilna
funkcija. Isto vrijedi i za zadnju (najvisu) neprekidnu derivaciju funkcije.

Takoder, kod ocjene gresaka, zgodno je uvesti skra¢enu oznaku D za operator
deriviranja funkcije f jedne varijable, kad je iz konteksta ocito po kojoj varijabli se
derivira. Onda n-tu derivaciju funkcije f u tocki x mozemo pisati u bilo kojem od
sljedeca tri oblika

D () = f(w) = ()
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Pokazuje se da je prvi oblik najpregledniji u zapisu nekih dugackih formula.

Da bismo olaksali razumijevanje teorema o ocjenama greske splajn interpo-
lacije koji slijede, objasnimo odmah osnovnu ideju za uvodenje oznake w(f) i njezi-
nu ulogu u ocjeni greske. Jednostavno receno, w(f) sluzi tome da napravimo finu
razliku izmedu ogranicenosti i neprekidnosti funkcije f na nekom intervalu. Za dobi-
vanje korisnih ocjena, obi¢no, uz ogranicenost, pretpostavljamo jos i integrabilnost
funkcije. Neprekidnost je, ocito, jace svojstvo.

Za ilustraciju, uzmimo da je f derivabilna funkcija na [a,b]. Onda je prva
derivacija Df i ograni¢ena funkcija na [a,b], ¢im postoji derivacija u svakoj tocki
segmenta, s tim da uzimamo jednostrane derivacije (limese) u rubovima. Drugim
rije¢ima, postoji njezina oco—norma

|Dflloc = sup |Df(x)].

z€la,b]

Ako je prva derivacija i integrabilna, to oznactavamo s f € L! [a,b]. Gornji in-
deks 1 oznacava da je rije¢ o prvoj derivaciji funkcije f, a donji indeks oo oznacava
ograni¢enost (preciznija definicija prostora L. [a,b] zahtijeva teoriju mjere i inte-
grala). Naravno, prva derivacija ne mora biti neprekidna na [a, b], da bi bila inte-
grabilna. Ako je Df i neprekidna, onda je f € C'[a,b] (oznaka koju smo odavno
koristili).

Jedan od rezultata koje zelimo dobiti ocjenom greske je uniformna konver-
gencija splajn interpolacije kad povecavamo broj ¢vorova, tj. “profinjujemo” mrezu
(barem uz neke blage uvjete). Za uniformnu konvergenciju, oc¢ito, treba promatrati
maksimalnu gresku na cijelom intervalu, tj. zanimaju nas tzv. uniformne ocjene
— u oo—normi. Iz iskustva polinomne interpolacije, jasno je da moramo iskoristiti
lokalno ponasanje funkcije i splajn interpolacije na podintervalima mreze.

Kako ¢emo lokalnost dobro ugraditi u ocjenu greske? S jedne strane, kvaliteta
ocjene mora ovisiti o svojstvima (glatkodi) funkcije koju aproksimiramo (interpoli-
ramo). Dakle, trebamo dobru globalnu mjeru lokalnog ponasanja funkcije. Za
ogranicene (integrabilne) funkcije koristimo co-normu na [a, b], koja, ocito, postoji.
Nazalost, lokalnost tu ne pomaze, jer maksimum normi po podintervalima daje up-
ravo normu na cijelom intervalu. Neprekidna funkcija je, naravno, i ograni¢ena i
integrabilna. Medutim, za neprekidne funkcije, w(f) daje bitno precizniju uniformnu
ocjenu greske od globalne norme, jer ukljucuje lokalno ponasanje po podintervali-
ma — najveca lokalna oscilacija moze biti mnogo manja od globalne oscilacije na
cijelom intervalul!

S druge strane, ocjena greske mora ukljucivati ovisnost o nekoj veli¢ini koja
mjeri “gusto¢u” mreze, odnosno razmak ¢vorova. Ako profinjavanjem mreze zelimo
dobiti konvergenciju, odmah je jasno da to profinjavanje mora biti “ravnomjerno”
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u cijelom [a, b], tj. maksimalni razmak susjednih évorova

h:= max h;
0<i<N—1

mora teziti prema nuli. Da bismo izbjegli ovisnost o svim h;, standardno se ocje-
ne greske izrazavaju upravo u terminima veli¢ine h, koja se jos zove i dijametar
mreze.

Teorem 7.5.1. (Uniformna ocjena pogreske linearnog splajna)

Neka je Si(x) linearni interpolacijski splajn za funkciju f. Obzirom na svojstva
glatkoée funkcije f vrijedi:

(1) ako je f € Cla,b] tada je
151 () = f (@)oo < w(f);
(2) ako je f € L. [a,b] tada je

h
151(2) = f(@)lloo < 5 1D fllocs

(3) ako je f € Cla,b|NYg! ', 2441] tada je

| S

151(2) = f(@)llo < 7 w(DF);

(4) ako je f € Cla,b) NNt L2 x4, 2i41] tada je

191(2) ~ F(@) e < o 10|
Dokaz:
Neka je t := (x — x;)/h;. Prema (7.5.1.) greska je

Uocimo da je x € [z;, z;41] ekvivalentno s ¢ € [0, 1], pa (1—t) i ¢ imaju isti (pozitivni)
predznak, ili je jedan od njih jednak nula.

Ako je f € Cla,b], onda prema Lemi 7.5.1. postoji £ € [x;, x;11] takav da
vrijedi E(z) = f(§) — f(), pa je |[E(z)] < wi(f) < w(f).
Ako je prva derivacija ogranicena i integrabilna, vrijedi

Tit1

fi:f($)+/Df(U)dU, fiz1 = f(x) + / Df(v)dv.

T
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Supstitucijom u (7.5.2) dobijemo

E(x):—(l—t)/Df(v)dv+t / Df(v)dv

xT

Tit1

[B@)| < (1= [IDf@)|dv+t [ |Df()]dv.

T

Slijedi

|E(z)] <

(1—t)/d'u+t / dv] DSl = 261 — ) s | Df]] o

xT

Kako parabola 2¢(1 — ¢) ima maksimum 1/2 u ¢t = 1/2, dokazali smo da vrijedi

|E(@)] < 5 h[IDfllo-

| —

Neka je sada f € Cla,b] klase C! na svakom podintervalu mreze (eventualni
prekidi prve derivacije mogu biti samo u ¢vorovima mreze). Prema Taylorovoj
formuli s Lagrangeovim oblikom ostatka

fi=f(@) =thiDf(§), firn=[f(x)+ (A —=t)hiDf(n), &n€ [zsTis1].

Supstitucijom u (7.5.2) dobijemo

E(z) =t(1 —t)hi (D f(n) — Df(S)),

odakle slijedi
[E(z)] < t(1—1t) hiwi(Df),

pa opet ocjenom parabole na desnoj strani dobijemo da vrijedi

|E(z)] < - hw(Df).

Na kraju, ako f ima na svakom podintervalu ogranicenu i integrabilnu drugu
derivaciju, tada vrijedi Taylorova formula s integralnim oblikom ostatka

fi=f(x)—th; Df(x) —1—/(951 —v) D*f(v) dv

Tit1

firr = @)+ A=) h DI @) + [ (w2 =) D (0) do,
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pa iz formule (7.5.2) slijedi

x; Ti+4+1

E(x) = (1— t)/(xi ) D2 () dv + t / (2001 — 0) D2f(v) d.

xT

Odavde lako slijedi
1 1-
[E@)] < 5kt =) [D*flloo < g 2* [ D*floo:
|

Zadatak 7.5.2. Dokazite da se u slucajevima (3) i (4) teorema 7.5.1. moZe ocije-
niti © greska u derivaciji, tocnije, da vrijedi:

(3) [I1DS1(x) = Df ()]l < w(Df);

(@) IDS(x) = DI @)l < 5 1Dl

Teoremi poput teorema 7.5.1. pripadaju grupi teorema koji se nazivaju direk-
tni teoremi teorije aproksimacija. Iako u daljnjem ne¢emo slijediti ovaj pristup
do krajnjih detalja, primijetimo da se prirodno pojavljuju dva vazna pitanja.

(1) Da li su navedene ocjene najbolje moguce, tj. da li smo zbog tehnike dokazi-
vanja napravili na nekom mjestu pregrubu ocjenu, iskoristili nedovoljno “finu”
nejednakost, pa zapravo mozemo dobiti bolji red konvergencije? Da li su i kon-
stante u ocjeni greske najbolje moguce?

(2) Ako dalje povecavamo glatkoéu funkcije koja se interpolira, mozemo li dobiti
sve bolje i bolje ocjene za gresku, na primjer, u slucaju linearnog splajna,
ocjene s h%, h3, i tako redom?

Teoremi koji se bave problematikom kao u (2) zovu se inverzni teoremi teorije
aproksimacija. U vedini slucajeva to su iskazi tipa “red aproksimacije naveden u
direktnom teoremu je najbolji moguci”. Doista, da nije tako, trebalo bi dopuniti ili
popraviti direktni teorem! Ocjena optimalnosti konstanti je neugodan problem, koji
za opéi stupanj splajna nije rijeSen — treba konstruirati primjer funkcije na kojoj
se dostize konstanta iz direktnog teorema.

Sliéni su i tzv. teoremi zasi¢enja teorije aproksimacija, koji pokusavaju
odgovoriti na drugo pitanje: moze li se bolje aproksimirati funkcija ako su pret-
postavke na glatkoc¢u jace? I ovi teoremi su u principu negativnog karaktera — na
primjer, za linearni splajn mozemo staviti da je f € C*[a, b], ali red aproksimacije
¢e ostati h?. Sam prostor u kojem se aproksimira jednostavno ne moze to¢nije repro-
ducirati funkciju koja se aproksimira, nedostaje mu “snage aproksimacije”. lako se
u daljnjem ne¢emo baviti opéim teoremima aproksimacije, svi direktni teoremi koji
slijede optimalni su u smislu postojanja odgovaraju¢ih inverznih teorema i teorema
zasi¢enja.
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Zadatak 7.5.3. Pokazite da u slucaju (4) teorema 7.5.1. funkcija f(z) = z* igra
ulogu ekstremale, tj. da vrijedi “=" umjesto “<”, pa je ocjena ujedno i najbolja
moguca.

Zadatak 7.5.4. Ako je f € Cla,b|NYy! C®lay, v444], tada vrijedi
hi hz 2 .

Iz toga moZemo zakljuciti da red aproksimacije derivacije u specijalno izabranim
tockama moZze biti 1 visi od optimalnog; to je efekt superkonvergencije.

7.5.2. Hermiteov kubic¢ni splajn

Kao i u slucaju Hermiteove interpolacije polinomima, mozemo razmatrati i
Hermiteovu interpolaciju splajn funkcijama. Ako preskoc¢imo parabolicke splajnove
(v. raniju diskusiju), prvi je netrivijalni slu¢aj po dijelovima kubi¢nih splajnova s
globalno neprekidnom derivacijom.

Definicija 7.5.1. Neka su u cvorovima a = xo < x1 < -+ < xny = b zadane vri-
jednosti f;, fl, za1=20,..., N. Hermiteov interpolacijski kubicni splajn je funkcija
H € C'a,b] koja zadovoljava
(1) H(z) = aip + apn(x — x;) + ap(r — 2;)? + ai3(x — x;)3, 20 svaki v € [x;, 141];
(2) H(z:) = fi, DH(z;) = f/, zai=0,...,N.
Koriste¢i Hermiteovu bazu iz teorema 7.2.4. na svakom podintervalu mreze

[z;, x;11], lagano vidimo da vrijedi

r — I;

hi

H(x) = @1(t) fi + o2() firr + @3(Ohif] + pa(Ohifi 1, t= (7.5.3)
gdje je
pr(t) = (1—=t)(1+2t),  @o(t) =13(3 - 2t),
p3(t) = (1 —1%), pa(t) = —t*(1 = t).
Napomenimo jo$ samo da kod racunanja treba prvo izracunati koeficijente A; i B;
formulama
Ai = -2 w + (fz, + fz{+1)a
Bi:_Aﬁw_ '

za i=0,...,N—1, (7.5.4)

i zapamtiti ih. Za zadanu tocku = € [z;, x;11], Hermiteov splajn ra¢unamo formulom

H(x) = fi+ (thy) [f] + t(B, + tA)]. (7.5.5)
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Obzirom na ¢injenicu da su nam derivacije f/ najcesée nepoznate, preostaje
nam samo da ih aproksimiramo iz zadanih vrijednosti funkcije. To je problem
priblizne Hermiteove interpolacije, i tada ne mozemo vise ocekivati isti red
konvergencije. Vrijednost Hermiteove interpolacije je, medutim, vise teorijska nego
prakti¢na, kao Sto ¢emo vidjeti kasnije. U tom smislu koristit ¢emo sljede¢i direktni
teorem.

Teorem 7.5.2. Za Hermiteov kubicni splajn, ovisno o glatkoci funkcije f, vrijede
sljedece uniformne ocjene pogreske:

(1) ako je f € C'a,b] tada je

1H() = f@)ll < 5 (D)

2) ako je f € L2 [a,b] tada je
(2) akoj 5ol j

1 -
[H (@) = @)oo < 75 B ID*Fllooi

(3) ako je f € Ca, b] Nyt Oy, w411] tada je

1 7,2 2 ry.
1 (z) = f(@) e < 55 B w(D7S);

4) ako je f € CYa, bl NGt L2 [5, xi44] tada je
=0 00
1 =
1H (2) = f@)lle < g¢ W | D? flloo
5) ako je f € C'a, b NNt O3y, 2i44] tada je
=0

1 73 3 ry.
1H () = f(@)lloo < 755 7w (D"f);

(6) ako je f € C'a,b] Nyt LA [2i, 7541] tada je
1 -
H(z) - oo < o W | D* f| oo
1) = @)l < o= K DY

Dokaz:
U svim slucajevima treba analizirati gresku
E(z) == H(z) — f(x) = fipr(t) + firap2(t) + hifips(t) + hifl10a(t) — f(2).

Ako f;, fir1 zamijenimo njihovim Taylorovim razvojem oko tocke x = x; + th; s
ostatkom u Lagrangeovom obliku, dobijemo

E(x) = hi [(1 = 1t) p2(t) Df(E) — twi(t) Df(n) + @s(t) fi + oal(t) fi]-
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U daljnjem oznake &, 0, ... oznacavaju tocke u [x;, z;41]. Prema Lemi 7.5.1. mozemo
grupirati ¢lanove istog znaka (prvi i treéi, drugi i ¢etvrti), pa dobijemo

E(z) = hit(1 = t)(1+2t — 26%) [Df(§) — Df (7)),
odakle slijedi ocjena greske po tockama
|E(z)] < hit(1 —)(1+ 2t — 2t*) wi(Df).

Odavde odmah slijedi tvrdnja (1), uzimanjem maksimuma polinoma u varijabli .

Ako f ima drugu derivaciju ogranicenu i integrabilnu, razvijemo opet f;, f/,
fit1, [y oko tocke x, ali koristec¢i Taylorovu formulu s integralnim oblikom ostatka.
Nakon kraceg racuna dobijemo integralnu reprezentaciju greske

E(z) = /(1 )2 [—thy + (14 20) (v — 23)] D*f(v) do

n / 12 [—(1 = Dhs + (3 — 20) (141 — v)] D2f(v) do.

xT

Zamjenom varijable v — x; = 7h; dobivamo

) = 12 {/wl 7) D2f (z: + 7hy) d7'+/1/12 Df(xz+rh)d}, (7.5.6)

Uit 1) = (1 —t)*[(1 + 2t)7 — 1],

Yo(t,7) =t*[(3—2t)(1 —7) — (1 = 1)].
Ne mozemo upotrijebiti teorem o srednjoj vrijednosti za integrale, jer v (¢, 7) mi-
jenja znak; tocnije ¢y (¢, 7*) = 0 za 7* = t/(14 2t). Medutim, [0,¢] = [0, 7*) U [T*, ],
a na svakom od podintervala 1, je konstantnog znaka, pa teorem srednje vrijednosti
za integrale mozemo upotrijebiti po dijelovima.

t

/wl(t, 7) D2f (z: + 7hy) dr = D[ (€) /wl(t, 7)dr + D*f(n) /wl(t, 7) dr

T*

. t2(1 _t)2 2 2 2
—m{4t Df(n) — D f(£)}.

Analogno

[ attr) D2+ ey ar = S a2 021(§) - D21())

2(3 — 2t)
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Iz (7.5.6) dobivamo

B (6 20 D) - (3 - 20 DA(6)

+4(1 =) (14 2t) D*f(€) — (1 +2t) D*f(7)}.

E(x) =

Primijenimo li lemu 7.5.1. na neprekidne funkcije istog znaka, dobivamo ocjenu

2R t3(1 —t)?

E@ls 3 na =y

wZ(D2f)
Maksimalna vrijednost desne strane postize se za t = 1/2, odakle slijedi

1
|E(2)] < o5 hi wi(D*f),
32
sto dokazuje ocjenu (3). Ocjena (2) proizlazi lagano iz iste ocjene greske po tockama.

Ako je f po dijelovima klase C?, slicno dobivamo

t 1
E(x) = i {/%(t, 7) D f (i + Thy) d7 + /%(t, ) D f (i + 7hy) dT} ,
0 t

gdje su sada

1+ 2t)7]

Ui(t,7) = (1 —1t)*r lt — 5

(3—2t)(1 - 7)1 |

Uo(t,7) = t*(1 — 1) l—(l—t)—i— 5

Zbog simetrije, dovoljno je razmatrati t € [0, 1/2], pa slijedi

h3 t2(1 B t)3

2
|E(z)] 3 B2

IN

wZ(Dgf)
Odavde slijedi ocjena greske za || E(z)|ls. Maksimalna greska je u x; + h;/2, tj. za
t = 1/2. Sli¢éno slijedi i ocjena (4).

Na kraju, ako f ima ograni¢enu i integrabilnu ¢etvrtu derivaciju na svakom
podintervalu, tada je

¢ 1
E(z) = éhf {/wl(tﬂ') D4f(xz~ + Th;)dt + /@/}g(tﬂ') D4f(xz~ + Thi)dT} ,
0 ¢

gdje su
Ui(t,7) = (1 —t)*7% [=3t + (1 + 2t)7],
Po(t,7) =t2(1 = 7)* [=3(1 = ) + (3 — 2t)(1 — 7)],
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pa zakljucujemo da vrijedi

t2(1 —t)

|B(x)| < i R |ID*flloes t €0,1]. (7.5.7)

- 4!
Odavde se lagano dobije ocjena za ||E(z)||oo- |

Zadatak 7.5.5. Pokazite da za f € C*a,b]NYot L [z, ziy1] (slucaj (6) iz pret-
hodnog teorema) vrijede sljedece ocjene za derivacije:
\/_

3 _
IDH(z) = Df (@)l < 57 R ID* £l oo,

1 _
ID*H(x) = D*f ()| < D W2 |D* oo,

ID°H(x) ~ D) < 55 1D*fll.

Uputa: Treba derivirati integralnu reprezentaciju za E(x), tj. naéi integralnu repre-
zentaciju za D*E(x), k=1, 2, 3.

Zadatak 7.5.6. Pokusajte za prvih pet slucajeva (klasa glatkoce funkcije f) iz teo-
rema 7.5.2. 1zvesti slicne ocjene za one deriwacije koje imaju smisla obzirom na
pretpostavijenu glatkocu. Prema proslom zadatku, ocjene treba traziti u obliku

|D"H(x) — D" f(2)||loo < Cr b " My, 1 €{0,1,2,3},

gdje su C,. konstante ovisne o r, a osnovni eksponenti ey 1 “mgjere” funkcije My ovise
samo o klasi funkcije (ne i or), pa se mogu “procitati” iz teorema (r = 0). Uvjerite
se da ocjene itmaju smisla samo za r < ey, a dokazuju se slicnom tehnikom.

Zadatak 7.5.7. (Superkonvergencija) Uz pretpostavke dodatne glatkoce funkci-
je f, u posebno izbaranim tockama moze se dobiti 1 visi red aproksimacije pojedinih
deriwacija funkcije f.

(a) U tockama x; = x; + h;/2 prva derivacija moZe se aproksimirati s O(h}), a
treéa s O(h?). Toénije, vrijedi
hi

DH(w") = Df (") = 15 D' (") + O(h),

h?
D’H(z*) = D’ f(2*) + i D*f(z*) + O(h3).
(b) U tockama %; := x; + (3 £ v/3)h;/6 druga derivacija moZe se aproksimirati s
O(h}). Tocnije, vrijedi
277~ 2 p(= 3G s 4

Nadite uz koje pretpostavke dodatne glatkocée funkcije f vrijede ove turdnje i ocjene,
i dokazte ih.
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7.5.3. Potpuni kubic¢ni splajn

Zahtijevamo li neprekidnost druge derivacije od po dijelovima kubi¢nih funk-
cija, dolazimo prirodno na definiciju potpunog kubic¢nog splajna, koji se Cesto
jos zove i samo kubiéni splajn. Cilj nam je razmotriti algoritme za konstrukciju
kubicnih splajnova koji interpoliraju zadane podatke — vrijednosti funkcije, ali
ne i njezine derivacije, jer trazimo vecu glatkoéu. Takav splajn zovemo kubicni
interpolacijski splajn.

Od svih splajn funkcija, kubi¢ni interpolacijski splajn je vjerojatno najvise
koristen i najbolje izu¢en u smislu aproksimacije i brojnih primjena, od aproksi-
macije u raznim normama, do rjeSavanja rubnih problema za obi¢ne diferencijalne
jednadzbe. Ime “splajn” (eng. “spline”) oznacava elasti¢nu letvicu koja se mogla
ucvrstiti na rebra brodova kako bi se modelirao oblik oplate; to¢na etimologija rijeci
pomalo je zaboravljena. U matematickom smislu pojavljuje se prvi put u radovima
Eulera, oko 1700. godine, i slijedi mehanicku definiciju elasti¢nog Stapa.

Sredisnja linija s takvog Stapa (ona koja se ne deformira kod transverzalnog
optereéenja) u linearnoj teoriji elasti¢nosti ima jednadzbu

—D*(EI D*s(x)) = f(x).

gdje je ¥ Youngov modul elasti¢nosti Stapa, a I moment inercije presjeka stapa oko
njegove osi. Pretpostavimo li da je stap izraden od homogenog materijala, i da ne
mijenja poprecni presjek (E i I su konstante), dolazimo na jednadzbu

_D4S:f7

gdje je f vanjska sila po jedinici duljine. U odsustvu vanjske sile (f = 0), sredisnja
linija s elasti¢ne letvice je dakle kubiéni polinom.

Ako je letvica uévrséena u osloncima s koordinatama x;, ¢ = 0,..., N, treca
derivacija u tim tockama ima diskontinuitet (ova ¢injenica je posljedica zakona
odrzanja momenta, i trebalo bi ju posebno izvesti). Izmedu oslonaca, na podin-
tervalima [x;,x;,1], sredi$nja linija je i dalje kubi¢ni polinom, ali u tockama x;
imamo prekid trece derivacije. Dakle, s je po dijelovima kubi¢ni polinom, a druga
derivacija s” je globalno neprekidna.

Definicija 7.5.2. Neka su u cvorovima a = xy < 1 < -+ < xy = b zadane
vrijednosti f;, za i = 0,..., N. Potpuni interpolacijski kubicéni splajn je funkcija
Ss € C?[a, b] koja zadovoljava uvjete

(1) S3(z) = aip + an(r — ;) + ap(r — z;)* + ag(x — 2;)°, 2a svaki x € [x;, 411);

(2) Sg(l’l):fl, ZGZIO,,N
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Kako se S3 na svakom od N podintervala odreduje s 4 koeficijenta, ukupno
imamo 4N koeficijenata koje treba odrediti. Uvjeti glatkoce (funkcija, prva i druga
derivacija u unutrasnjim ¢vorovima) vezu 3(N — 1) koeficijenata, a uvjeti interpo-
lacije N + 1 koeficijenata. Preostaje dakle odrediti

AN —3(N —1)— (N +1) =2

dodatna koeficijenta. Dodatni uvjeti obi¢no se zadaju u rubovima intervala, stoga
naziv rubni uvjeti. U praksi se najcesée koriste sljedec¢i rubni uvjeti:

(R1) DS3(a) = Df(a), DS3(b)=Df(b), (potpunirubni uvjeti);

(R2) D?S3(a) =0, D%S3(b) = O, (prirodni rubni uvjeti); (7.58)
(R3) D?*Ss3(a) = D*f(a), D*Ss(b) = D?f(b); o
(R4) DS3(a) = DSs5(b), D?Ss(a) = D2Sg(b), (periodicki rubni uvjeti).

Tradicionalno se naziv potpuni splajn koristi za splajn oderden rubnim uvje-
tima (R1) interpolacije prve derivacije u rubovima. Splajn odreden prirodnim rub-
nim uvjetima (R2) zove se prirodni splajn. Njega mozemo smatrati specijalnim
slucajem rubnih uvjeta (R3) interpolacije druge derivacije u rubovima, naravno, uz
uvjet da sama funkcija zadovoljava prirodne rubne uvjete. Na kraju, splajn odreden
periodickim rubnim uvjetima (R4) zove se periodicki splajn, a koristi se za in-
terpolaciju periodickih funkcija f s periodom [a, ] (tada je fo = fy i f zadovoljava
periodicke rubne uvjete).

Algoritam za konstrukciju interpolacijskog kubi¢nog splajna mozemo izvesti
na dva nacina. U prvom, za nepoznate parametre koje treba odrediti uzimamo vri-
jednosti prve derivacije splajna u ¢vorovima. Tradicionalna oznaka za te parametre

je m; := DS3(z;), zai = 0,..., N. U drugom, za nepoznate parametre uzimamo
vrijednosti druge derivacije splajna u ¢vorovima, koristeé¢i globalnu neprekidnost
D%S3, uz tradicionalnu oznaku M; := D?S3(z;), za i = 0,...,N. Napomenimo

odmah da se ta dva algoritma dosta ravnopravno koriste u praksi, a za ocjenu
greske trebamo i jednog i drugog, pa ¢emo napraviti oba izvoda.

Prvi algoritam dobivamo primijenom Hermiteove interpolacije, ali ne zadajemo
derivacije, ve¢ nepoznate derivacije m; ostavljamo kao parametre, koje treba odrediti
tako da se postigne globalna pripadnost splajna klasi C?[a, b].

Drugim rije¢ima, trazimo da S3 zadovoljava uvjete interpolacije S3(z;) = fi,
DS3(x;) = my, za1=0,...,N, gdje su f; zadani, a m; nepoznati. Uz standardne
oznake iz prethodnog odjeljka, prema (7.5.3), S3 mozemo na svakom podintervalu
napisati u obliku

Ss(w) = fi (1= 1)*(1+2t) + fira £*(3 — 2t)

7.5.9
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gdje je t = (v — x;)/hi, za © € [x;, r;41]. Parametre m;, m;;1; moramo odrediti tako
da je druga derivacija D?S5 neprekidna u unutrasnjim évorovima. Buduéi da je

D2Ss(x) = f”lh Ji 6~ 121) + T (—4 4 6) + T (24 6),
slijedi
Jiv1 — fi 4m; 2miqq
D?S4(z; +0) =6 — —
oz +0) =675 o h
Ji— ficr 2miq 4Amy
D?S3(z; — 0) = —6 :
(@ = 0) R Thiy | hio
Uz oznake
hi 1 Jiv1 — [i Ji— fie 1)
i 7 1 )\121— i i = 3| i )‘ )
S S (“ N
uvjete neprekidnosti D?Ss u x;, za i = 1,..., N — 1, mozemo napisati u obliku
)\imi_l + 2mz + i1 = Gy, 1= 1, ceey N —1. (7510)

Dobili smo N — 1 jednadzbi za N + 1 nepoznanica m;, pa nam fale jos dvije jed-
nadzbe. Naravno, uvjetima (7.5.10) treba dodati jos neke rubne uvjete.

Za rubne uvjete (R1), (R2) i (R3) dobivamo linearni sustav oblika

2mo + pgmy = ¢,
)\imi,1+2mi—|—,uimi+1 = Gy, 1= 1,...,N—1, (7511)

* *
AN my—1 + QmN = Cn-

Koeficijenti pg, ¢, Ay 1 ¢y odreduju se ovisno o rubnim uvjetima. Za rubne uvjete
(R1) imamo
po=Av =0, c¢,=2Df(a), cy=2Df(b),

Ji—fo  ho « _
ho _EDf() cy=3

N — fna n hn_1 D2 (b).

po=Ayv=1, ¢;=3 . 5

Prirodni rubni uvjeti (R2) su specijalni slucaj (R3), uz D?f(a) = D?f(b) = 0.

Ako je f periodicka funkcija, onda je fo = fy i mg = my (periodicki rubni
uvjet na prvu derivaciju). Da bismo zapisali uvjet periodicnosti druge derivacije,
mozemo na periodic¢ki nac¢in produljiti mrezu, tako da dodamo jos jedan ¢vor z .1,
ali tako da je xy11 — oy = 21 = X0, tj. hy = hg. Zbog pretpostavke periodi¢nosti,
moramo staviti fy,1 = f1 1 myy1 = my. Na taj nacin, uvjet periodicnosti druge
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derivacije postaje ekvivalentan uvjetu neprekidnosti druge derivacije u tocki xy, tj.
jednadzbi oblika (7.5.10) za i = N. Kad iskoristimo sve pretpostavke

fo=[fn, Inai=/f1, mo=my, myp=mi, hy=h,
dobivamo sustav od samo N jednadzbi

2my + prmy + A\ my = ¢,
)\i m;_1 + 2mz -+ i M1 = Gy, 1= 2, cey N — 1, (7512)

N My + Ay my_1 + 2my = cy.

Uocite da smo jednadzbu my = my veé iskoristili za eliminaciju nepoznanice my.

Ostaje odgovoriti na ocito pitanje: da li dobiveni linearni sustavi imaju jedin-
stveno rjesenje.

Teorem 7.5.3. Postoji jedinstveni interpolacijski kubicni splajn koji zadovoljava

jedan od rubnih uvjeta (R1)-(R4).
Dokaz:

U svim navedenim slucajevima lako se vidi da je matrica linearnog sustava
strogo dijagonalno dominantna, sto povlaci regularnost. Naime, svi dijagonalni
elementi su jednaki 2, a zbroj izvandijagonalnih elemenata je najvise \; + p; = 1,
(uz dogovor A\ = Ay 1 48 = po)- |

Algoritam 7.5.1. (Interpolacijski kubi¢ni splajn)

(1) Rijesi linearni sustav (7.5.11) ili (7.5.12);
(2) Binarnim pretrazivanjem nadi indeks i tako da vijedi z € [z, x;11);
(3) Hornerovom shemom (7.5.5) izracunaj Ss(z).

Primijetimo da je za rjesavanje sustava potrebno samo O(N) operacija, obzi-
rom na specijalnu vrpcastu strukturu matrice. Takoder, matrica ne ovisi o vrijed-
nostima funkcije koja se interpolira, pa se korak (1) u Algoritmu 7.5.1. sastoji od
LR faktorizacije matrice, koju treba izracunati samo jednom.

Za ratunanje vrijednosti S3(z) obi¢no se koriste formule (7.5.4)—(7.5.5). Ako
je potrebno ra¢unati splajn u mnogo tocaka (recimo, u svrhu brze reprodukcije grafa
splajna), mozemo napisati algoritam konverzije, tj. naéi vezu izmedu definicionog
oblika splajna (v. definiciju 7.5.2.) i oblika danog formulama (7.5.4)—(7.5.5). Defini-
ciona reprezentacija splajna kao kubicne funkcije na svakom podintervalu subdi-
vizije zove se ponekad i po dijelovima polinomna reprezentacija, ili skra¢eno
PP-reprezentacija.

Zadatak 7.5.8. Kolika je tocno usteda u broju aritmetickih operacija potrebnih za
racunange Ss(x) pri prijelazu na PP-reprezentaciju? Jos “brzi” oblik reprezentacije



7. APROKSIMACIJA I INTERPOLACIJA SPLINE INTERPOLACIJA - 178

je standardni kubni polinom Ss(x) = bjo + binx + bpow? + bizx®, za svaki x € [x;, x;41].
Njega ne treba koristiti. Zasto?

Kao sto smo ve¢ rekli, u nekim slucajevima ugodnija je druga reprezentacija
interpolacijskog kubi¢nog splajna, u kojoj se, umjesto m;, kao nepoznanice javljaju
M; := D*S(z;), za1=0,..., N. Zbog popularnosti i ¢este implementacije izvedimo
ukratko i ovu reprezentaciju.

Na svakom podintervalu [x;, z;11] kubi¢ni splajn S3 je kubi¢ni polinom kojeg
odredujemo iz uvjeta interpolacije funkcije i druge derivacije u rubovima

53(33i) = fi, 53(9Uz'+1) = fit1, DZSg(xZ-) = M;, D253(33i+1) = M.

Ovaj sustav jednadzbi ima jedinstveno rjesenje (dokazite to), odakle onda mozemo
izracunati koeficijente kubnog polinoma. Medutim, trazenu reprezentaciju mozemo
jednostavno i “pogoditi”, ako S3(x) na [z;, ;1 1] napiSemo kao linearnu interpolaciju
funkcijskih vrijednosti plus neka korekcija. Odmah se vidi da trazena korekcija
ima oblik linearne interpolacije druge derivacije puta neki kvadratni faktor koji se
ponistava u rubovima. Dobivamo oblik

Sy(w) = (L= 0)+ ot~ U1~ ) (M2 1) 4 M (141,

gdje je opet t = (v — ;) /h;, za x € [x;,241] 19 =0,..., N — 1. Odavde lako izlazi

i1 —fi h
DSs(x) = f“hif — o [M; (2 -6t + 3t%) + My (1 — 3t%)],
DQSg(l') = Mz (1 - t) + Mi+1 t,

M. 1 — M.
D?Ss(x) = %

Interpolacija druge derivacije u ¢vorovima ne garantira da je i prva derivacija ne-
prekidna. To treba dodatno zahtijevati. Kako je

i1 —Ji hi
DSy +0) = TS M on ag)
i — i1 | hio
DSg(l'Z — O) = f 3 f 1 —+ 6 ! (Mi,1 -+ 2Ml),
i—1

iz uvjeta neprekidnosti prve derivacije u unutrasnjim ¢vorovima dobivamo N — 1
jednadzbi trazenog linearnog sustava

i M1 +2M; + N\ M; = 6 (fi+1 —fi fi— fi_l)’

7.5.13
hi—1 + h; h; hi—q ( )

zai=1,...,N —1, gdje je, kao i prije, p; = hj—1/(hi=1 + h;) i Ay = 1 — p;.
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Zadatak 7.5.9. Napisite nedostajuce jednadzbe za rubne uvjete, i pokaZite da je
matrica sustava strogo dijagonalno dominantna.

Na kraju, primijetimo da je algoritam za ra¢unanje vrijednosti S3(x) vrlo slican
ranijem, s tim §to treba primijeniti malo drugac¢iju Hornerovu shemu (ekvivalent
formula (7.5.4)—(7.5.5) za algoritam 7.5.1.):

Ss(x) = fi + t{(fis1 — f:) — (@is1 — @) (@1 — @ + ha) My + (hy + @ — 2;) My},

gdje je M; = M; /6.

Ocjena greske za potpuni kubi¢ni splajn je tezi problem nego za Hermiteov
kubi¢éni splajn, buduéi da su koeficijenti zadani implicitno kao rjesenje jednog line-
arnog sustava.

Teorem 7.5.4. Neka je Sz interpolacijski kubicni splajn za funkciju f koji zadovo-
ljava jedan od rubnih uvjeta (R1)—(R4) w (7.5.8). Tada vrijedi

|D"S3(x) — D" f(2)||loo < Cp B " My, r=0,1,2,3,

gdje su C, konstante (ovisne o 1), ey osnovni eksponenti i My “mgere” funkcije (ef
i My ovise samo o klasi funkcije, ne ¢ o r), dani sljedecom tablicom:

Klasa funkcije My er | Co o Cy Cs
Clla, b] w(Df) | 1 2 4
9 9 13
Loo[a,b] HD fHoo 2 T 0.86229
19 2
2 D? 2 — — 4
41 4 1 43
L3 Ja,b D3 _ = 2L EVe
2 o) 1Dl | 3 | 57 | 55 |5+
41 2 1 2V3 443
2 (3. e D3 - _ 1
5 1 3 1
2[la, bl N, LA |24, x; D*fllo | 4 | — — — —(— )
s tim da je
_ max; h;

mgera “neuniformnosti” mreZe (u zadnjem stupcu tablice).
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Mjesta u tablici koja nisu popunjena znace da ne postoje odgovarajuce ocje-
ne. Napomenimo, takoder, da rijetko koristene ocjene koje odgovaraju jo$ nizoj
glatkoéi funkcije f, na primjer, f € Cla,b] ili f € L} [a,b] nisu navedene, iako se
mogu izvesti (dokaz nije trivijalan). Osim toga, nije poznato da li su sve konstante
optimalne, iako se to moze pokazati u nekim vaznim slu¢ajevima (na primjer, u zad-
njem redu tablice, koji podrazumijeva najveéu glatkocu, sve su konstante najbolje
moguce).

Dokaz:

Dokazimo neke od ocjena u teoremu 7.5.4. (preostale pokasajte dokazati sami).

Neka je H Hermitski interpolacijski kubi¢ni splajn i .S := S5 interpolacijski
kubi¢ni splajn. Tada greSku mozemo napisati kao

E(x) := S(x) — f(x) = [H(z) — f(2)] + [S(x) — H(z)].

Oba interpolacijska splajna S(x) i H(z) mozemo reprezentirati preko Hermiteove
baze na svakom intervalu [x;, z;11] (v. (7.5.9), (7.5.3)), pa oduzimanjem tih repre-
zentacija slijedi

S(z) = f(z) = [H(z) = f(2)] + Dy [t(1 = 1)* (mi — Df ()
— (1= )t* (mis1 — D f(zir1))]-
Odavde je
15(z) = f(2)] < [H(z) = f(2)] + hit(1 = 1) max |m; — D f(xy)]. (7.5.14)
Za derivaciju imamo
DS(x) = Df(x) = [DH(z) = Df(x)] + [(1 = )(1 = 3t) (mi — D f(2:))
— t(2 = 3t) (miy1 — D f(i11))],
pa je stoga

|DS(x) = Df(2)| < |DH(x) — Df ()]

+[(1 = )1 — 3t] + ¢]2 = 3¢[] max |m; — Df(x,)]. (7.5.15)

Ocjene za |H(x) — f(z)| izveli smo u teoremu 7.5.4., a ocjene za |DH (z) — D f(x)]
mogu se izvesti na slican nac¢in (v. zadatke 7.5.5. 1 7.5.6.). Ostaje dakle ocijeniti
drugi ¢lan na desnoj strani u (7.5.14) i (7.5.15).

Za drugu derivaciju znamo da je
D2S(l’) = MZ (1 - t) -+ MiJrl t,
pa zakljucujemo da je

D*S(x) — D*f(x) = (1 —t) (M; — D*f(2;)) +t (Mi1 — D*f(i11)
+ (1 —t) D*f(2;) +t D* f(w341) — D*f ().
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Ali, kako je (1—t)D?f(x;)+tD?f(x;41) — D? f(x) pogreska kod interpolacije funkcije
D?f linearnim splajnom S; (teorem 7.5.1.), moZemo ju i ovako ocijeniti

|D2S(x) — D*f(z)| < |Si(z) — D*f(x)| + max |M; — D*f(x;)]. (7.5.16)

Sliéno je i za trecu derivaciju

|D*S(2) — D*f(2)| < |DS\(z) — D*f(x)| +

max |M; — D*f(xz;)]. (7.5.17)

Ako pogledamo nejednakosti (7.5.14), (7.5.15), (7.5.16) i (7.5.17), vidimo da
preostaje ocijeniti max; |[m; — D f(z;)| i max; |M; — D?f(z;)]. Ove ocjene, kao i sve
druge, ovise o klasi funkcija.

Tvrdimo da vrijedi
max |m; — D f(x;)| < gy,

gdje je g5 dan sljede¢om tablicom za 6 karakteristicnih klasa funkcija:

Klasa funkcije qr
Clla, b] 3w(Df)
9 972
12,0t 2RI
2 2 - 2
C [aa b] g W(D f)
13.Ja, b 22Dty
ool 27 >
9 _
C?[a,b] N; C3|ws, iy 1] > h*w(D?f)
1
C?[a, b] N; L2, [x:, wip1] 2 R | D* flloo

Da dokazemo ovu tablicu, pretpostavimo rubne uvjete (R1) na derivaciju. Uve-
demo li u linearnom sustavu (7.5.11) nove nepoznanice ¢; := m; — D f(x;), dobijemo
sustav

g =0,
Ai Gio1 + 2¢; + piGiv1 = G, i=1,...,N—1,
gy =0,
gdje su desne strane
_3 fz-i—l fz_l_g)\ f fz 1
hi Chia (7.5.18)

= AN Df(i1) = 2D f(x:) — pi D f (1)
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Da bismo ocijenili |¢;|, zapisimo ovaj sustav u matriénom obliku Ag = ¢, ilig = A~!¢.
Vidimo odmah da je A = 21+ B, gdje je B matrica koja sadrzi samo izvandijagonalne
elemente \; i p;. Zbog A\; + p; < 1 (jednakost vrijedi u svim jednadzbama, osim
prve i zadnje), slijedi || B]|s < 1. Sada nije tesko ocijeniti ||A7!]|

1 1 1 -1
A=2(1+-B Aloo<—(1——Boo) <1
(1+58) = 147w < 5(1- 5 1Bl=) <

Na kraju, iz ¢ = A7'¢ slijedi
il < Nlallee < A7 ool o0 = max |,

Drugim rije¢ima, da bismo dokazali ocjene iz tablice za gy, dovoljno je ocijeniti |é|.

Pretpostavimo da je f € Cla,b] i iskoristimo Lagrangeov teorem o srednjoj
vrijednosti za prva dva ¢lana u izrazu (7.5.18) za ¢;. Tada je \; + pu; = 1, pa je

¢ =3 D f(&iv1) + 3N Df(&-14) — A Df (wim1) — 2D f(2;) — i D f (2i1)
=X [Df(&i-1,0) = Df(@im1)] + 20 [D f(&i-1,0) — D f ()]
+ 11 [Df (&iiv1) = Df (@is)] + 20 [D f (&ii1) — Df (23],
odakle slijedi
|&] <3N + i) w(Df) =3w(DF),

¢ime smo dokazali prvu ocjenu u tablici za ¢;.

Ako je f € C?a,b] N; LL [xi, i41], u izrazu (7.5.18) za ¢; mozemo razviti f;_i,
Df(zi—1), fix1, Df(xi11) u Taylorov red oko x;, koristeéi integralni oblik ostatka.

Napomenimo da nam nije potrebna neprekidnost trec¢e derivacije. U tom slucaju
imamo dakle

~ hi 2 h? 3

Tit+1

/ (2501 —v)* D*f(v) dv}

T

* 6h;

2

Ti—1

- 6];1 / (-1 —v)* D*f(v) dv}

i

+ 5 ] (zip1 —v)? D*f(v) dv}

T
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2

h-
— )\z {Df(l‘z) — hi—l D2f(ZL‘Z) + 1771 DB‘]E(ZL‘Z - 0)
L 2 14
t5 / (xiog —0)* D f(v)dv .
Clanovi s Df(z;), D*f(z;), D?f(z; +0) i D?f(2; — 0) se skrate, pa ostaje samo

“=5 Z [(xiﬂ = — (Tiy1 — U)zl D4f('U) dv

“T2 Iy
)\i o Ti—1 — U 3
+— / _Eia (-1 —v)?| D*f(v) dv.
2 ke hifl
Zamijenimo li varijable supstitucijom 7h; := v — x; u prvom integralu, odnosno,

Th;_1 := v — x;_1 u drugom integralu, dobivamo

+
|
o
)
M)
—
|
\]
S—
-
N
=
8
L
+
\]
&
L
U
o

Odavde lagano ocijenimo

1 1
1
|&;| < 5 HD4fHOO {,uihf/r(l —7')2 dr + )\ihf’fl/TQ(l —7) dT}
0 0

1
= —||D* he 4+ Nhi ).
24 ” f”oo (/’Llhl + AZhl—l)
Uvrstavanjem p;, A; (v. 7.5.10) dobivamo

hihi_1 h? + h2.
- 1D flloo-

- | <
&) < 24 h; + hi_,

Na kraju, kako je

h?+ h?_
m < maX{hi, hz’—l}a

dolazimo do zadnje ocjene u tablici za ¢

1
il < 57 7 1D e
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Upotrebom Taylorove formule, teorema o srednjoj vrijednosti i leme 7.5.1., na
ve¢ poznati nacin, dokazuju se i ostale ocjene u tablici. Napomenimo jos, da je
slicnu analizu potrebno napraviti i za druge tipove rubnih uvjeta. Pokazuje se da
rezultati i tehnika dokaza ne ovise mnogo o tipu rubnih uvjeta. To, naravno, vrijedi
samo uz pretpostavku da funkcija f zadovoljava iste rubne uvjete kao i splajn, ako
rubni uvjet ne ovisi o funkciji (na primjer, (R2) ili (R4)). U protivnom, dobivamo
slabije ocjene.

Nadalje, za ocjenu druge i trece derivacije, moramo naci ocjene oblika

max |M; — D2f(xl)| < Qy.

I u ovom slu¢aju imamo tablicu s 4 ocjene, u ovisnosti o klasi funkcije:

Klasa funkcije Q;
C?[a, b] 3w(D*f)

I3 fab 4WMWWM
C?[a,b] N; C3|ws, iy 1] % hw(D?f)
Cla N, Ll ] | 121D

Tehnika dokaza ove tablice je dosta slicna onoj za prethodnu tablicu, s time
da se oslanja na linearni sustav (7.5.13), pa ocjene ostavljamo kao zadatak.

Da bismo na kraju dokazali ovaj teorem, ograni¢imo se na “najglatkiju” klasu
funkcija C?[a, b] N; L2, [z;, 7;41]; tehnika dokaza potpuno je ista i za sve druge klase.
Kljucna je ocjena (7.5.14).

1S() = f@)] < [H(@) = £(@)] + hst(1 — 1) max|m; — Df(x,)].
Prvi dio ¢ini greska kod interpolacije Hermiteovim splajnom, za koju, prema (7.5.7),
znamo da vrijedi
t2(1 —t)? T —x;
WD flle, t= L e]o,1
4' 1 || f” ? h@ E [ ? ]7

a drugi dio pro¢itamo u tablici za max; [m; — D f(x;)|. Ukupno je dakle

|H(z) — f(z)] <

1 5 -
[S(z) = f(@)] < g7 (1 =) [L+ t(1 = )] max i | D* flloe < 381 R [[1D* flloo-

Zanimljivo je da ova ocjena samo 5 puta veca od ocjene za Hermiteov interpolacijski
splajn, koji zahtijeva poznate derivacije funkcije f u svim ¢vorovima interpolacije,
a ovdje ih koristimo samo na rubu (uz rubne uvjete (R1)). n
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