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SadrzZaj predavanja
e I—————

@ Svojstva ortogonalnih polinoma:
@ Troclana homogena rekurzija.
@ Nultocke ortogonalnih polinoma.

@ Racunanje vrijednosti funkcija:
@ Polinomi 1 Hornerova shema.

@ Ortogonalne funkcije 1 generalizirana Hornerova
shema.

@ Primjeri.
@ Razvoj po T;, 1 skoro minimaks aproksimacije.
@ Fourierov red.
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Informacije
.

Ovoga puta, vjerovali ili ne,
@ obicnih aktualnih informacija — nemal

Postoje samo standardne informacije.

Jedina novost — na http://e-ucenje.fsb.hr/,
@ pod kolegijem Numericka analiza,
@ mozete nac¢i “nasa” predavanja.

Ako nas web zakaze, ima tamo ...
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Informacije — nastavak
O e——.

Domace zadace iz NM — realizacija ide preko web aplikacije.
Pogledajte na sluzbeni web kolegija, pod “zadace”.

@ Tamo su pocetne upute.

Skraceni link je
http://web.math.hr/nastava/unm/zadace.php

Direktni link na aplikaciju za zadace je

http://degiorgi.math.hr/nm/

Kolegij “Numericka matematika” ima demonstratora!
@ Sonja Simpraga — termin je ¢etvrtkom, od 16-18.

Pogledajte oglas na oglasnoj ploci za dogovor.
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Informacije — nastavak
O OOCeem—_———————

Moja web stranica za Numericku matematiku je

http://web.math.hr/“singer/num mat/

Skracena verzija skripte — 1. dio (prvih 7 tjedana):

http://web.math.hr/“singer/num mat/num matl.pdf

Skracena verzija skripte — 2. dio (drugih 7 tjedana):

http://web.math.hr/"singer/num mat/num mat2.pdf
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Informacije — nastavak
L,

Na molbu Sanje Singer i Vedrana Novakovica, za goste je
otvorena i web stranica kolegija Matematika 3 i 4 na FSB-u.

Tamo mozete nac¢i dodatne materijale za neke dijelove NM.,
@ posebno — vjezbe 1 rijeSene zadatke.

Predavanja su “malo njeznija” od nasih. Pocetna stranica je
http://e-ucenje.fsb.hr/

Zatim potrazite “Katedra za matematiku” 1 onda:
@ odete (kliknete) na kolegije Matematika 3 i 4,
@ Kkliknete na gumb “Prijava kao gost”,
@ na stranici potrazite blok 3 “Numericka matematika’.

I[skoristite! Naravno, smijete pogledati i ostalo!
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Ortogonalni polinomi 1
troclane rekurzije
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Razvoj polinoma po ortogonalnim polinomima
S

Dokazimo neka svojstva ortogonalnih polinoma koja smo vec
spomenuli prosli puta.

Teorem. Neka je {p,(x) | n > 0} familija ortogonalnih
polinoma na intervalu |a, b] s tezinskom funkcijom w(z) > 0.
Pretpostavljamo da je p,, polinom stupnja n, za svaki n > 0.

Ako je f polinom stupnja m, tada vrijedi

(/. Pn)
f=
2 T
Dokaz. Provodi se Gram—Schmidtovim procesom
ortogonalizacije na sustavu potencija {1, z, 2%, ...}, pa se
iskoristi da je f linearna kombinacija baze {1, Tr,...,x"} W
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Razvoj polinoma po ortogonalnim polinomima
S

Dokaz moze 1 preko linearne nezavisnosti ortogonalnih funkcija
(v. prosli puta), pa to vrijedi i za familiju {p, | n > 0}.

Pocetni komad te familije — skup {po,p1,--- ,Pm} je
@ linearno nezavisan skup od m + 1 funkcija,
@ 1 svi elementi su polinomi stupnja manjeg ili jednakog m,

pa je {po,p1,-.. ,Pm} baza u prostoru polinoma P,
(dimenzija je m + 1).

Zbog f € P,,, slijedi da je f neka linearna kombinacija
funkCija {p())pl) s 7pm}

Formula za koeficijente u toj kombinaciji (prikaz) slijedi iz
ortogonalnosti polinoma {p, | n > 0}. ]
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Ortogonalnost na polinome niZeg stupnja
O e——.

Jednostavna posljedica prethodne tvrdnje je sljedeci rezultat,
kojeg ¢emo koristiti u nastavku.

Korolar. Neka je p,, ortogonalni polinom stupnja n, zan > 0, i
neka je f bilo koji polinom stupnja strogo manjeg od n, tj.

f € P,_1. Onda je
(pn, f) = 0.
Drugim rijecima,

@ p, je ortogonalan na sve polinome nizeg stupnja od n.

Dokaz. Stavimo m = n — 1, pa tvrdnja ide direktno iz prikaza
u proslom teoremu i1 ortogonalnosti. []
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Nultocke ortogonalnih polinoma
L,

Teorem. Neka je {p,(x) | n > 0} familija ortogonalnih
polinoma na intervalu |a, b] s tezinskom funkcijom w(z) > 0.
Tada svaki polinom p,, ima to¢no n razli¢itih (jednostrukih)
realnih nultocaka na otvorenom intervalu (a,b).

Dokaz. Neka su xq, 29, ... ,x,, sve medusobno razlicite
nultocke polinoma p,, za koje vrijedi:

Q@ a<uzxz; <b,
@ p,(r) mijenja predznak u ;.
Budu¢i da je p,, stupnja n,
@ po osnovnom teoremu algebre, p,, ima tocno n nultocaka,

@ a onih koje zadovoljavaju prethodna dva svojstva ima
manje ili jednako n, tj. znamo da je m < n.

NumMat 2010, 10. predavanje — p.11/108



Nultocke ortogonalnih polinoma
e

Polinom p,, onda mozemo prikazati u obliku produkta

Pu(z) = h(z) (2 — 20)" - (2 — Z)"™,
pri cemu
@ svi r; moraju biti neparni, a
@ polinom A(x) ne smije promijeniti predznak na (a,b).
Pretpostavimo da nultocaka koje zadovoljavaju trazena dva
svojstva ima striktno manje od n, tj. m < n.

Pokazimo da je to nemoguce. Definiramo polinom

Bx)=(x—x1) - (x — Tp).
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Nultocke ortogonalnih polinoma
e

Mnozenjem s p,(x), dobivamo

pn(z)B(z) = pu(x) (x — 21) -+ (T — T,
= h(z)(x —x)" (2 — @)™
Po definiciji to¢aka x4, ... ,x,,, ovaj polinom ne mijenja znak
prolaskom kroz tocke x1, ... ,x,, (eksponenti r; + 1 su parni).
Osim toga, h(x) ne mijenja znak na (a,b), tj.
@ citav polinom p,(x)B(x) ne mijenja znak na (a,b).

Zato vrijedi ;

/ w(2) B(a)pa(x) dz + 0.

a

jer je to integral funkcije fiksnog predznaka (plus ili minus).
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Nultocke ortogonalnih polinoma
.

S druge strane, prethodni integral je skalarni produkt
polinoma B (stupnja m < n) i polinoma p,, (stupnja n).
@ Svaki ortogonalni polinom p,, je okomit na sve polinome
nizeg stupnja (v. korolar), pa je
b

/ () B(2)pa(z) dx = (B, p,) = 0.

a

Sto je kontradikcija.

Zakljucak. Pretpostavka o stupnju polinoma B je bila
pogresna, tj. mora biti m = n.

Dakle, p,, ima tocno n nultocaka z,... ,x, u kojima mijenja
predznak, pa one moraju biti jednostruke, jer je p! (z;) #0. W
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Troclana rekurzija za ortogonalne polinome

Zadana je familija ortogonalnih polinoma {p, | n > 0} na
intervalu |a, b] i neka su A, i B, vodeca dva koeficijenta
polinoma p,,, tj.

pn(x) = Apa™ + Bpa™ ™t -
s tim da je A,, # 0. Tada p,, mozemo napisati kao

p(x) = Ap(® — 21 ) (T — 2po) - (T — Ty ).

Definiramo jos i

Yo = ||pull? = (Pn, pn) > 0.

Uocite: a,, je omjer vodecih koeficijenata susjednih polinoma.
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Troclana rekurzija za ortogonalne polinome
e

Teorem. Neka je {p,(x) | n > 0} familija ortogonalnih
polinoma na intervalu |a, b] s tezinskom funkcijom w(z) > 0.
Za svaki n > 1 vrijedi troclana homogena rekurzija

pn+1(33) — (anx T bn)pn(x) — Cnpn—1<x)7

pri cemu su koeficijenti u rekurziji dani formulama

Bn Bn n
bn:an ( - __) :_a_ <xpnapn>7

An—l—l An Tn
o= An—|—1An—1 . Yn
" A% Tn—1 .

Za polinome p,, s vodec¢im koeficijentom A,, = 1, ove formule
su jos jednostavnije, jer je a,, = 1.
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Troclana rekurzija za ortogonalne polinome
O OECeem————

Dokaz. Definiramo polinom G na sljedec¢i nacin — tako da
ponistimo vodeéi koeficijent u p,.1, tj. dobijemo deg G < n.

G(2) = pnya () — anzpn(2)

— (An—l—lxn_l_l + Bn—l—lxn + - )
An—l—l
A,

A?’L B?’L
:(Bn—H_ :11 )In—l—

v(Apx™ + Bt )

Dakle, G je zaista stupnja manjeg ili jednakog n.
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Troclana rekurzija za ortogonalne polinome
.

Polinom G onda mozemo napisati kao linearnu kombinaciju
ortogonalnih polinoma stupnja manjeg ili jednakog n, tj.

G(z) = dppn(x) + -+ - + dopo(z).

Rac¢unanjem koeficijenata d; (v. prvi teorem o prikazu) izlazi

d; = = —((Pnt1,0i) — @n{TDn,03)), 1=0,...,n.
(pi, i) %(< +Pi) ( )

Treba jos izracunati oba skalarna produkta na desnoj strani.
Za prvi produkt, 1z ortogonalnosti odmah dobivamo
<pn—|—17pi> — 07 1 < n,

tj. tog ¢lana nema u relaciji za koeficijente d;, 2 =0, ... ,n.
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Troclana rekurzija za ortogonalne polinome

Za drugi produkt (xp,,p;) dobivamo
b

(TPn, pi) = / w(z)pn(x)zpi(T) de = (pn, ;).

a

Polinom zp;(z) je stupnja ¢ 4+ 1. Nadalje, polinom p,, je
ortogonalan na sve polinome nizeg stupnja.

Dakle, za sve i < n — 2, stupanj polinoma xp;(x) je manji ili
jednak n — 1, pa je

Kombiniranjem ta dva rezultata, dobivamo

d; =0, za 0<:<n-—2.
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Troclana rekurzija za ortogonalne polinome
.

Zbog toga je
G(I) — dnpn(aj) =+ dn—lpn—l(x)-

Kad uvrstimo G(z) = ppi1(x) — apzp,(x) i sredimo, izlazi

Prt1(x) = (anT + dp)pn(®) + dn1pr1(x).

Dakle, vrijedi troclana rekurzija, s b, = d,, 1 ¢,, = —d,,_1.

Iz prve relacije, usporedivanjem vodecih koeficijenata funkcije
(G 1 funkcije s desne strane, slijedi prva formula za b,, = d,,.

Iz opce relacije za d;, za koeficijente d,_1 1 d,, dobivamo

Un Un
dj = ——" -~

<ajpn7pz> — <pn7 ajpz>7 1="n — 17n°

1 1

Odavde izlaze i preostale dvije formule. O
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Christoffel-Darbouxov identitet

Mnoge korisne relacije za ortogonalne polinome izvode se
koriStenjem sljedeceg teorema.

Teorem. (Christoffel-Darbouxov identitet.) Neka je
{pn(z) | n > 0} familija ortogonalnih polinoma na intervalu
la, b] s tezinskom funkcijom w(x) > 0. Za njih vrijedi

— De(0)pe(y)  Pas1(2)Pn(Y) — Pul@)Pps1(y)
kz:% Yk - AnTn (:E o y) |

Dokaz. Manipulacijom troc¢lane rekurzije. N
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Hornerova shema
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Hornerova shema i ortogonalni polinomi
P
N,

Vec¢ ste upoznali Hornerovu shemu za izvrednjavanje
polinoma.

@ Postoji vrlo slicna shema za izvrednjavanje ortogonalnih
polinoma.

@ Ponovimo svojstva Hornerove sheme za polinome.
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Vrijednost polinoma u toc¢ki — potenciranjem

Zadan je polinom p,, stupnja n

n

pn<x) — Zaixia Qp 7& 07

1=0

kojemu treba izracunati vrijednost u zadanoj tocki xy. To se
moze napravitl na vise nacina.

@ Prvo, napravimo to direktno po zapisu, potencirajuci.

Krenemo 1i od nulte potencije 2° = 1, svaka sljede¢a potencija
dobiva se rekurzivno

Imamo li zapaméen z*~1, lako je izracunati 2* — koriStenjem
samo jednog mnozenja.
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Vrijednost polinoma u toc¢ki — potenciranjem
OO,

Vrijednost polinoma s paméenjem potencija

sum = al0];
pot = 1;
za i =1 do n radi {
pot = pot * x O;
sum = sum + al[i] * pot;
};
/* Na kraju je pn(x.0) = sum. */

U unutarnjoj petlji javljaju se 2 mnozenja 1 1 zbrajanje.
Petlja se izvrsava n puta, pa ukupno imamo

2n mnozenja -+ n zbrajanja.
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Vrijednost polinoma u to¢ki — Hornerova shema
.

Izvrednjavanje polinoma u tocki moze se izvesti 1 s manje
mnozenja — ako polinom zapiSemo u obliku

o) = (- ((apr 4+ ap_1)x+ an_2)r+ -+ ay)xr + ap.

Algoritam koji po prethodnoj relaciji izvrednjava polinom
zove se Hornerova shema.

Hornerova shema

sum = aln];
za i =n -1 do 0 radi A
sum = sum * x 0 + ali];
T
/* Na kraju je pn(x 0) = sum. */
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Vrijednost polinoma u tocki — Hornerova shema
G

Odmah je o¢ito da smo koriStenjem ovog algoritma broj
mnozenja prepolovili, tj. da je njegova slozenost

n mnozenja -+ n zbrajanja.

Hornerova shema je optimalan algoritam za izvrednjavanje
zadanog polinoma u zadanoj tocki.

@ Ulaz algoritma su: polinom i tocka!

Napomena: za izvrednjavanje fiksnog polinoma u puno tocaka

@ postoje 1 brzi algoritmi — tzv. prethodna obrada
koeficijenata, FFT.
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Vrijednost polinoma u tocki — Hornerova shema
e,

Za opc¢i polinom (ulaz u Horner) automatski pretpostavljamo
da je vecina koeficijenata razli¢ita od nule.

Ako imamo fiksni polinom s malo koeficijenata razlictih od
nule — postoje i bolji algoritmi! Na primjer, polinom

ploo(x) = 517100 -+ 1

besmisleno je izvrednjavati Hornerovom shemom, jer bi to
predugo trajalo (binarno potenciranje je brze). Sastavite
odgovarajuci algoritam.

Dodatna prednost Hornerove sheme:

@ Hornerova shema moze biti stabilnija nego direktno
potenciranje, zbog redova velicine ¢lanova u sumi.

Ilustracija je na sljedece dvije stranice.
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Stabilnost direktnog potenciranja

Y
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Izvrednjavanje (z — 1)' razvijenog po potencijama od x:
direktnim potenciranjem (dvostruka tocnost).
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Stabilnost Hornerove sheme

Izvrednjavanje (z — 1)' razvijenog po potencijama od x:
Hornerovom shemom (dvostruka toc¢nost).
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Hornerova shema “na ruke”

Hornerova shema “na ruke” radi se tako da se napravi tablica

kojoj se

@ u gornjem redu se popisu redom svi koeficijenti polinoma

p, — od a,, do ag;

@ donji red se izrac¢unava koristenjem gornjeg reda 1 tocke

XQ-
Elemente donjeg reda, slijeva nadesno, oznacimo s
X0, Cp—1, Cn—2,..., Co, To, tako da se c,_1 nalazi ispod a,,:
(p Ap—1 | a1 | Qg
Lo | Cp—1 | Cn—2 | == | Co | TO
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Hornerova shema “na ruke”
I ———

Elementi donjeg reda racunaju se ovako:

Cn—1 = 0n,
Ci_1:=¢Ci*xxro+a;, 1t=n-—1,..., 1,
To := Cp * Lo + Q.
Dakle,
@ vodeci koeficijent a,, se prepise,

@ svi ostali se racunaju tako da se posljednji izracunati c;
pomnozi s xp, a zatim mu se doda a;.

Na kraju je p,(zqg) = rp.
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- Hornerova shema “na ruke”
I ———

Primjer. Izra¢unajmo vrijednost polinoma
ps(z) = 22° — 2° + 42° + 1
u tocki Xy — —1.

Formirajmo tablicu:

Dakle, ps(—1) = 4. N

NumMat 2010, 10. predavanje — p.33/108



Dijeljenje polinoma linearnim faktorom r — x
o —"5

Pogledajmo znacenje koeficijenata c; koji se javljaju u donjem
redu tablice.

Promatrajmo polinom koji dobijemo dijeljenjem polinoma p,,
s polinomom stupnja 1 oblika x — x.

@ Kvocijent ta dva polinoma nazovimo ¢,_; — to je
ponovno polinom, stupnja n — 1,

@ a ostatak je broj (mora biti stupnja manjeg od polinoma
kojim dijelimo), koji oznac¢imo s by.

Tada vrijedi
pn<x) — (x — xO)Qn—1<x) + bO'

Uvrstavanje * = g u prethodnu relaciju pokazuje da je

by = Pn(fo) = To.
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Dijeljenje polinoma linearnim faktorom r — x

Oznacimo koeficijente polinoma ¢,,_1 s b;, za 1 <1 < n,

n—1
qn_l(ilf) — Z bH_lCIfi.
1=0

Uvrstimo li to u relaciju za dijeljenje, sredivanjem
koeficijenata uz odgovarajuce potencije, dobivamo

pn(fv) — bnxn + (bn—l — Xy bn)fEn_l + 0t (bl — X bQ)ZE
+ bo — T bl.

Za vodedi koeficijent b,,, odmah zakljucujemo b,, = a,,, a za
ostale koeficijente dobivamo

a@-:bi—xo-biﬂ, z:n—l,,()
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Dijeljenje polinoma linearnim faktorom r — x
D

Dakle, b; mozemo izracunati iz b, 1 rekurzijom
bi — a; —+ Xo - bi—l—l'

Primijetite da je to relacija istog oblika kao za dobivanje ¢;,
samo s pomaknutim indeksima. Kako je na startu b,, = ¢,_1,
zakljucujemo da je

bi:Ci—h Z:].,,TL

Zakljucak: koeficijenti koje dobijemo u Hornerovoj shemi su

@ koeficijenti kvocijenta i ostatka pri dijeljenju polinoma p,
linearnim faktorom x — xy.
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Primjer
e

Primjer. Podijelimo
ps(z) = 22° — 2° + 42° + 1

linearnim polinomom x + 1.

Primijetite da je to ista tablica kao u proslom primjeru, pa
1mamo

0| -1 4] 0o 1
1] 21 =2| 1] 3|-=3| 4

Odatle lako ¢itamo

20° —x° + 42 + 1= (v 4+ 1) (22" — 22° + 2° + 3z — 3) + 4.
]
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Algoritam za dijeljenje polinoma

Dijeljenje polinoma s (x — x¢)

b[n] = aln];
za i =n-1do 0 radi {
bli] = b[i + 1] * x 0 + alil;
¥
/* Polinom-kvocijent: */
/* @¢n_1=Dbn]-az" '+ +Db[2]-x+Db[1]. */
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Potpuna Hornerova shema
i aononmm—h

Sto se dogada ako postupak dijeljenja polinoma linearnim
faktorom nastavimo, tj. ponovimo vise puta?

Vrijedi

pu(z) = (T — 20)Gn-1(x) + 19
(x — xo) [(x — o) Gn—a(x) + 11| + 10
= (2 — 20)*qn_a(x) +11(x — 20) + 790

— Tn(x_xo)n‘|_ —|—T1(Qf —5130) + 70.
Dakle, polinom p,, razvijen je po potencijama od (z — xg).

Koja su znacenja koeficijenata r;?
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Potpuna Hornerova shema

Usporedimo dobiveni oblik s Taylorovim polinomom oko x

n (i) ,
i) = 3P (e — o)’
i=0 ‘

pa zakljucujemo da vrijedi

(o)

- 0<q¢<n.
7!

) — —

T, —

Dakle, potpuna Hornerova shema racuna
@ sve Taylorove koeficijente polinoma u zadanoj tocki,

tj. sve derivacije polinoma u zadanoj tocki xq, podijeljene
pripadnim faktorijelima.
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Primjer

Primjer. Nadimo sve derivacije polinoma
ps(x) = 22° — 2° + 42° + 1
u tocki —1.

Formirajmo potpunu Hornerovu tablicu.

2 0 -1 4 0 1
—1 2 =2 1 3 =3 4
—1 2 -4 b =2 -1
—1 2 -6 11 —13
—1 2 =8 19
—1 2 —10
—1 2
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Primjer

Odatle lako ¢itamo

pP (1) = —13 .21 = —26,
p(=1) = =10 - 4! = —240,

(—1)=—1-1 = —1,
(—1) =19 3! = 114,
(—1) =2 5! = 240.
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Algoritam za Taylorov razvoj polinoma
o S——————

Taylorov razvoj polinoma oko x

Algoritam nalazi koeficijente r;, (koeficijente Taylorovog
razvoja) zadanog polinoma oko tocke xq, koristenjem
jednodimenzionalnog polja.

za 1 = 0 do n radi {
r[i] = alil;
¥
za 1 =1 do n radi {
za j =n-1doi-1radi{
r(j] = r[j] + x0 x r[j + 1];
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(Generalizirana Hornerova
shema
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Razvoji po ortogonalnim polinomima

U primjenama se cesto koriste razvoji oblika

0. @)

f(ﬁl?) — Zanpn(x)a

n=0
gdje je {p, | n € Ny} neki ortogonalni sustav funkcija na
domeni aproksimacije.

@ Razvoj funkcije f u red po ortogonalnim polinomima je
ocita generalizacija reda potencija.

@ Takvi redovi koriste se za aproksimaciju funkcije f, ako
znamo da red konvergira prema f na nekoj domeni.
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Razvoji po ortogonalnim polinomima

“Rezanjem” reda dobivamo aproksimaciju funkcije f
N

fN(:E) — Z anpn(aj)‘

n=0

Posebno se cesto koriste razvoji po Cebisevljevim polinomima
prve vrste

@ za aproksimaciju elementarnih 1 “manje elementarnih”
specijalnih funkcija,

@ zbog skoro jednolikog rasporeda greske na domeni — tzv.
“skoro minimaks aproksimacije”.

Primjer ide malo kasnije!
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Razvoji po ortogonalnim polinomima
L,

Da bismo izracunali fy(z) moramo znati sve koeficijente a,, i
sve funkcije p,.

@ Najces¢e nemamo formulu za p,,, nego znamo da funkcije
p, zadovoljavaju jednostavnu troclanu rekurziju po n.

Pristup rac¢unanju vrijednosti fy(x) je isti kao i ranije:

@ Ako unaprijed ne znamo N, onda se sumacija vrsi
unaprijed, a p,(x) se racuna redom iz rekurzije.

@ Iz teorije aproksimacija, ¢esto je moguce unaprijed naci
koliko ¢lanova N treba uzeti za (uniformnu) zadanu
tocnost. Tada se koristi generalizacija Hornerove sheme
za brzo izvrednjavanje fy.
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Izvrednjavanje troclanih rekurzija
o ———

Prisjetimo se, ortogonalni polinomi, ali 1 mnoge druge
specijalne funkcije (koje ne moraju biti ortogonalne),
zadovoljavaju rekurziju oblika

pn+1(.73) + &n(x)pn(x) + ﬁn(x)pn—l(x) =0, n=12,...,

s tim da su poznate “pocetne” funkcije pg 1 p1, 1 sve tunkcije
Qs B, zan € N.

Definiramo rekurziju za koeficijente

BN+2 — BN+1 — 0,

By, = ap — an(v)Bpgy1 — Bug1 (1) Brge, n=N,...,0.
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Generalizirana Hornerova shema

Uvrstavanjem u formulu za fy(x), dobivamo
N

fn(z) = Z anpn(x) = (uvrstimo a,, iz rekurzije za B,,)
n=0

N
Z B + an Bpi1 + By (x)Bn+2) pn(x)

+ Z ﬁn(x)BnJrlpn—l (5’3)

= (rastavimo indekse na 1 do N — 1 i ostale) =
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Generalizirana Hornerova shema

Z Bn—|—1 pn—|—1 _|‘ O‘n( )pn(fv) + ﬁn(aj)pn—l(aj))

+ Bopo(x) + Bipi(x) + ap(z) Bipo(w)

= (iskoristimo da je troclana rekurzija homogena)
= Bopo(z) + B: (pl(iv) + 040(513)290(55))-

U algoritmu je uobi¢ajeno napraviti jedan korak rekurzije za
koeficijente B,, “na ruke”, tako da

@ algoritam pocinje indeksima By =0, By = an.
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Algoritam za generaliziranu Hornerovu shemu

Generalizirana Hornerova shema za fy(x) (silazni algoritam)

B.1 = 0;
B O = al[N];
za k = N -1 do O radi {
B2 = B_1;
B_.1 = B.O;
B.O = alk] - alpha k(x) * B_.1 - beta k+1(x) * B_2;

s
f N(x) = B.O * p.0(x)
+ B.1 * (p_-1(x) + alpha 0(x) * p.0(x));

Ovaj algoritam se joS zove i Clenshaw-ov algoritam.
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Gen. Hornerova shema za funkciju i derivaciju

Ako trebamo izracunati i derivaciju fj(z), do pripadnog
algoritma dolazimo deriviranjem rekurzije za B,

@ Koeficijente B,, shvatimo kao funkcije od =.

@ Deriviramo B,, = a,, — a,(2)Bni1 — Bpy1 () Brys, s tim
da B! oznacava derivaciju B, po x, u tocki .

“Formalnim” deriviraniem dobivamo rekurziju za B’
mn

BN+2 — BN+1 — O,

/ 5, L
N+4+2 — = N+1 —

Bn:an_&n( ) n+l — ﬁn—kl( ) n+2, n=N,...,0.
B, = —a,(z) By — an(z) 7/14—1

_5;14-1( ) n+2 ﬂn—l—l( ) n-+2; n:N, ,O.
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Gen. Hornerova shema za funkciju i derivaciju

Odavde je vidljivo da je i By = 0. Uz standardnu oznaku

b, = —a,, () Bpt1 — Bho1(2)Brye, n=N,...,0,

je by = 0, pa rekurziju za B/ piSemo u obliku
B, =b, —ay(x)B,, ., — Bns1(x)B,.y, n=N,...,0,

Sto ima skoro isti oblik kao i1 rekurzija za B,,, osim zamjene a,,
s b,,.

Vrijednost fy (x) dobivamo deriviranjem fy(x),

fn(z) = Bopo(z) + Bi(p1(x) + ao()po(x)).
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Gen. Hornerova shema za funkciju i derivaciju
I am—aa

Odmabh slijedi

fn(x) = Bopo(x) + Bypo(w)
+ By (p' () + af(z)po(x) + ao(z)ps(x)),
+ B (p1(z) + ap(x)po()).

Zakljucak. Da bismo izracunali f}(z), dovoljno je znati samo
derivacije “pocetnih” funkcija pg i p}, kaoi ), i 3.
@ Za racunanje fy(x) treba i rekurzija za fy(x), pa se te
dvije vrijednosti obi¢no zajedno rac¢unaju.

@ Rekurzije za B, i B] provodimo u istoj petlji.
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Algoritam za funkciju i derivaciju
o ——

Generalizirana Hornerova shema za fy(x) i fy(z)

B.1 = 0;
B O = al[N];
B’_1 = 0;
B’ 0 = 0;
za k =N -1 do 0 radi {
B2 = B_1;
B_.1 = B.O;
B.O = alk] - alpha k(x) * B_.1 - beta k+1(x) * B_2;
B’ 2 =B’_1;
B’.1 = B’_0;
b = - alpha’ k(x) * B.1 - beta’ k+1(x) * B_2;
B’ 0 = b - alpha k(x) * B’.1 - beta k+1(x) * B’_2;
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Algoritam za funkciju i derivaciju
o —————————————

f N(x) = B.O * p.0(x)
+ B.1 * (p_1(x) + alpha 0(x) * p_.0(x));
f> N(x) = B.O * p> 0(x) + B’.0 * p.0(x)
+ B.1 * (p’_1(x) + alpha’ 0(x) * p_.0(x)
+ alpha 0(x) * p’_0(x))
+ B’ 1 * (p_.1(x) + alpha 0(x) * p_.0(x));

Na isti nac¢in mozemo izvesti 1 rekurzije za rac¢unanje visih
derivacija f](\f) (), za k > 2.
@ U praksi to gotovo nikada nije potrebno.

@ Sve “korisne” familije funkcija p,,, n € N, zadovoljavaju
diferencijalne jednadzbe drugog reda, s parametrom n.

Primjer: klasi¢ni ortogonalni polinomi!
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Generalizirana Hornerova
shema — primjeri
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Parnost/neparnost Cebisevljevih polinoma
o — 55

Tvrdnja. Neparni Cebisevljevi polinomi su neparne, a parni su
parne funkcije.

Dokaz se provodi indukcijom. Za nulti 1 prvi polinom, tvrdnja
ocito vrijedi, jer je To(z) = 1, Ti(x) = x.

Pretpostavimo da su svi parni polinomi (do nekog stupnja n),
parne, a svi neparni, neparne funkcije. 1z rekurzije

Thi1(x) — 22T, (x) + T, _1(x) = 0,
vidimo da je
@ clan 227, (x) suprotne parnosti od T, (x), tj.
@ 2x7T,(x) je iste parnosti kao T),_1,
@ pa je 1,1 iste parnosti kao 7;,_. L]
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Rekurzija za parne/neparne Cebisevljeve pol.
o —

[sti dokaz kao za parnost/neparnost Cebisevljevih polinoma
vrijedi 1 za:

@ Cebisevljeve polinome druge vrste,

@ Legendreove polinome,

@ Hermiteove polinome.

Sada je jasno da se parne funkcije razvijaju po parnim, a
neparne po neparnim Cebisevljevim polinomima.

Zakljucak. Za sve polinome koji su parne/neparne funkcije,
korisno je imati rekurziju samo za parne/neparne polinome.
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Rekurzija za parne Cebisevljeve polinome

Napisimo rekurziju za dva susjedna parna polinoma

T2n+2 (33) — 233T2n_|_1 (CU) + Tgn(flf) =0
T2n<$) — 2$T2n_1($) + Tzn_g(x) — O,

kao 1 rekurziju za srednji, neparni ¢lan

T2n+1(1‘) — QZIZ'TQn(ZIZ') -+ Tgn_l(flf) = 0.

Zbrojimo rekurzije za parne ¢lanove. Tada dobivamo

Tonio(x) + 2T, () — 22 (T2n+1(:1:) + Tgn_l(az)) + T5,_o(x) = 0.

Iz rekurzije za neparni ¢lan iskoristimo da je

T2n+1(33) -+ Tgn_l(x) = Zngn(x)
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Rekurzija za parne Cebisevljeve polinome
O e——.

Tada dobivamo
T2n+2(33) -+ 2(1 — 2$2)T2n<x) -+ Tzn_g(x) = 0.
Pocetak te rekurzije su prva dva parna polinoma

To(x) =1, Th(x) =22 —1.

Za neparne polinome, rekurzija se dobiva na slican nacin.

Pokazite da je rekurzija za neparne Cebisevljeve polinome
istog oblika kao za parne

T2n+1(513) -+ 2(1 — 2562)T2n_1(513) -+ Tgn_g(ﬂﬁ) — O,
uz pocetak te rekurzije

Ti(x) =z, Ts(x)=42"— 3x.
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Rekurzije za ostale ortogonalne polinome
.

Napomena. Za sve ostale klasi¢ne ortogonalne polinome (osim
Laguerreovih), rekurzija za parne/neparne polinome izvodi se
na 1sti nacin.

Napomena. Rekurziju za parne/neparne Cebigevljeve
polinome mogli smo 1 lakse izvesti, koristenjem
@ adicijske formule za trigonometrijske funkcije,

@ i eksplicitne formule za T, (z)

T, (z) = cos(n arccos x).
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Razvoj cosx po Cebisevljevim polinomima

Primjer. Funkcija

f(x) =cosx

ima razvoj po parnim normaliziranim Cebisevljevim

polinomima na intervalu |—m /2, 7 /2]

. 2
COS T = ZakTQk (%), r € |—m/2,7/2].

k=0
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Razvoj cosx po Cebisevljevim polinomima
L,

Koeficijenti razvoja dani su tablicom:

k ag k agk

0 0.47200121576823476745 6 0.00000000021934576590
1 —0.49940325827040708740 7 —0.00000000000074816487
2 0.02799207961754761751 8 0.00000000000000193230
3 —0.00059669519654884650 9 —0.00000000000000000391
4 0.00000670439486991684 10 0.00000000000000000001
5 —0.00000004653229589732
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Razvoj cosx po Cebisevljevim polinomima
O e——.

@ Za aproksimaciju f,, funkcije f uzimamo sumu prvih
¢lanova reda do ukljucivo k£ = n.

@ Napisite algoritam za racunanje vrijednosti f,(x), za
zadane n 1 x. Testirati za razne n i .

@ Pogledajmo ponasanje aproksimacije f,(x), pogreske
e,(x) = f(x) — f.(z) 1 prvog odbacenog clana razvoja
(jednako prvi ¢lan greske) u nizu tocaka .

Kosinus je parna funkcija, pa je treba aproksimirati parnim
funkcijama.
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Razvoj cosx po Cebisevljevim polinomima
e

Supstitucijom
2T
y=—
-
prethodni se razvoj svodi na razvoj funkcije kosinus na

intervalu [—1,1] po parnim Cebisevljevim polinomima.

U algoritmu za generaliziranu Hornerovu shemu treba uvrstiti
da je za parne Cebisevljeve polinome

a(r) = 2(1—22%), B(x) =1,
po(z) = To(x), pi(z) = Ty(x).

Koeficijenti a; u razvoju brzo padaju, pa su greske u
aproksimaciji vrlo male i priblizno jednake prvom odbacenom
¢lanu.
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Racunanje koeficijenata a, u razvoju
L,

Konacno, treba rec¢i kako se dobivaju koeficijenti a; u
ovakvom razvoju.

Pretpostavimo, radi jednostavnosti, da radimo na
standardnom intervalu [—1, 1].

Relacija ortogonalnosti za Cebigevljeve polinome prve vrste
ima, oblik

1 0, za k # /£,
N T = T, za k =€ =0,
1 7T/2, zasz#o

<Tk7 T€> —

Vidimo da je [|Tp||* = 2 ||T%||*, za bilo koji k > 1.
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Racunanje koeficijenata a, u razvoju

Zato se razvoj zadane funkcije f po 1} obic¢no piSe u obliku

f(x) = % + Zaka(az).

Pripadne formule za koeficijente u razvoju su onda

1

_ 2 [ fz) Ti(z)
ak—ﬂ/ N dx, k> 0.

—1

Ove integrale mozemo izracunati analiticki

@ tek za poneke funkcije f.
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Racunanje koeficijenata a, u razvoju

Aproksimacija f, funkcije f po neprekidnoj metodi najmanjih
kvadrata je

fulz) = % +3 aT(x).
k=1

Za numericko racunanje koeficijenata a;, za kK < n, postoje
dva pristupa:

@ Gauss-Cebisevljeva integracija reda veéeg od n,

@ diskretna ortogonalnost Cebisevljevih polinoma u

nultockama ili ektremima Cebisevljevog polinoma Ty,
za N > n.

Za razvoje po 1}, ova dva pristupa su ekvivalentna.
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Diskretna ortogonalnost Cebisevljevih polinoma
e

Buduéi da su Cebisevljevi polinomi 7T}, zapravo kosinusi, za
njih vrijede
@ vrlo sliéne relacije diskretne ortogonalnosti kao kod
trigonometrijskih funkcija (v. malo kasnije).

Neka su z; sve razlicite nultocke Cebisevljevog polinoma
TNy, t]. neka je

TN_|_1(CIZ]') = COS(N + 1)79] = 0.
Nije tesko izracunati da je tada

(27 4+ 1)m
2(N +1)°

CIZ]':COST?]', 79]': ]:O,,N
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Diskretna ortogonalnost Cebisevljevih polinoma

Za Cebigevljeve polinome na skupu nultocaka {xg, ... ,zn}
vrijede sljedece relacije ortogonalnosti

ZTk z;) Ty(x;) ZCOS (kv;) cos(£v;)

=0 5=0
0
:{(N
N +1

k#/0,uz k,l <N,

1)/2 k=4 uz0< k<N,

k=1(¢=0.

Skica dokaza: Produkt kosinusa pretvorimo u zbroj kosinusa.

@ Pripadne sume racunaju se prijelazom na kompleksne
brojeve u eksponencijalnom (trigonometrijskom) zapisu,
kao geometrijske sume (N + 1-i korijeni iz jedinice).

NumMat 2010, 10. predavanje — p.71/108




Diskretna ortogonalnost Cebisevljevih polinoma

Dakle, {Tg,T1,... ,Tn} je ortogonalna baza u prostoru
polinoma Py obzirom na diskretni skalarni produkt

(o) = Sl glay)

Uocite da ovom sustavu funkcija ne mozemo dodati sljedeci
CebiSevljev polinom Tn,1, jer je

@ njegov vektor vrijednosti u zadanim tockama nul-vektor.

Napomena: Unitarni prostor “dogadaja’ je RV s tim da
@ svakoj funkciji f pridruzujemo

@ vektor njezinih vrijednosti u tockama zg,... , ryN.
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Diskretna ortogonalnost Cebisevljevih polinoma

Neka je f,, aproksimacija za f po pripadnoj diskretnoj
ortogonalnoj metodi najmanjih kvadrata, oblika

n

folz) = % + 3 diTe(z), n<N.
k=1

Za koeficijente vrijedi standardna formula (f, T;)/||T%||* u
pripadnom skalarnom produktu, pa je

N
2
dk — N—‘H- ]z_;f(a:j) Tk(x])7 k= 07 7N

Napomena: koeficijenti d;, ovise o /N, samo to nije posebno
oznaceno!
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Diskretna ortogonalnost Cebisevljevih polinoma

Za zadane f i N, ovi koeficijenti

se jednostavno racunaju!

Ako koeficijenti aj, relativno brzo padaju, onda za relativno
male vrijednosti N (na pr. N = 31, ili N = 63) dobivamo

@ da se a; 1 d; podudaraju na punu tocnost racunala
(double, extended)!

Slicne relacije diskretne ortogonalnosti vrijede i u ekstremima
polinoma Tnyq.
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Razvoj In(z + 1) po Cebisevijevim polinomima

Primjer. Funkcija

f(x) = In(1 + )

ima razvoj po normaliziranim CebiSevljevim polinomima na

intervalu |0, 1]

0@

In(1+2) =Y ady(z), =€l01],

k=0

gdje je T} (z) = T (2x — 1).
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Razvoj In(z + 1) po Cebisevijevim polinomima
o —————

Koeficijenti razvoja dani su tablicom:

k ag k ag

0 0.37645281291919543163 13 0.00000000001717587317
1 0.34314575050761980479 14 —0.00000000000273642009
2 —0.02943725152285941438 15 0.00000000000043819577
3 0.00336708925556438925 16 —0.00000000000007048360
4 —0.00043327588861004446 17 0.00000000000001138172
5! 0.00005947071198957983 18 —0.00000000000000184431
6 —0.00000850296754120286 19 0.00000000000000029978
7 0.00000125046736220057 20 —0.00000000000000004886
8 —0.00000018772799565082 21 0.00000000000000000798
9 0.00000002863025064840 22 —0.00000000000000000131
10  —0.00000000442095698068 23 0.00000000000000000021
11 0.00000000068956027323 24 —0.00000000000000000004
12 —0.00000000010845068551 25 0.00000000000000000001
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Razvoj In(x + 1) po Cebisevljevim polinomima

@ Za aproksimaciju f,, funkcije f uzimamo sumu prvih
¢lanova reda do ukljucivo k£ = n.

@ Napisite algoritam za racunanje vrijednosti f,(x), za
zadane n 1 x. Testirati za razne n i .

@ Pogledajmo ponasanje aproksimacije f,(x), pogreske
en(x) = f(x) — f.(x) i prvog odbacenog clana razvoja
(jednako prvi ¢lan greske) u nizu tocaka .

U prethodnom razvoju za In(x + 1) uzmemo samo c¢lanove do
indeksa 7, tj. neka je prvi odbaceni ¢lan agTg(x).
7

fr(2) =Y ali(x), er(z) =asTi(z) + Z ap T/ (v

k=0
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Razvoj In(z + 1) po Cebisevijevim polinomima
L,

Na sljede¢em grafu je
@ greska e;(x) = f(x) — fr(z) prikazana crvenom bojom,

@ prvi odbaceni ¢lan agTy (x) plavom bojom.

y A

1.877 107 ﬁ
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Racunanje koeficijenata iz diskretne ortog.
L arhh——

T[lustracija brzine konvergencije koeficijenata d,iNH) prema

pravim koeficijentima aj, u ovisnosti o broju tocaka N + 1:
@ 10 PROGS\TN COEF\tn 28.out za cosx na |—m/2,7/2],
@ 10 PROGS\TN_COEF\tn 04.out za In(1 + z) na |0, 1].

Spomeni dva algoritma za ra¢unanje.

Literatura

@ Luke Y. L., “Mathematical functions and their
approximations”, Academic Press, 1975.
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Trigonometrijski polinomi
— primjeri
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Razvoj periodic¢kih funkcija

Za aproksimaciju periodickih funkcija standardno koristimo
Fourierove redove.

@ Radi jednostavnosti, pretpostavimo da je f periodicka
funkcija na segmentu |—m, 7).

Fourierov red za funkciju f je

f(x) = % + Z(ak cos kx + by sin kx),

k=
gdje su :

1 T 1 T
ap = —/f(a:) coskxdr, by=— /f(:zj) sin kx dz.
T 7

Napomena. Granice integracije mogu (zbog periodi¢nosti) biti
bilo koji ¢, ¢ + 27!
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Konvergencija Fourierovog reda
.

Konvergencija Fourierovog reda rijesena je Dirichletovim
teoremom.

Teorem. (Dirichlet) Pretpostavimo da je

(a) f funkcija, osim mozda u kona¢no mnogo tocaka na
(—m,m) (u tim tockama moze imati i vise vrijednosti),

(b) f je periodi¢na s periodom 2,

(¢) f1if supo dijelovima neprekidne funkcije na (—m, 7).
Tada red Fourierov red konvergira prema

(1) f(x), ako je x tocka u kojoj je funkcija f neprekidna,

_|_ —
(2) f(z7) ; UG ), ako u tocki x funkcija ima prekid.
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Razvoj periodickih funkcija

Pretpostavimo da su koeficijenti a,, i b,, poznati i da zelimo
izracunati aproksimaciju trigonometrijskim polinomom

N
Zancos nx +Zb sin(nz),

n=0 n=1

gdje je N unaprijed zadan (zanemarimo poseban “status” ag).

Trigonometrijski polinom sastoji se iz dva dijela: kosinusnog i
sinusnog (to ¢emo iskoristiti u algoritmu).

Nadalje, Fourierov red
@ parne funkcije f(z) = f(—x) ima samo kosinusni dio, a

@ neparne funkcije f(z) = —f(—x) samo sinusni dio
razvoja.
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Razvoj parnih periodic¢kih funkcija

Neka je f parna funkcija. Njezin trigonometrijski polinom je

Mz

a, cos(nw)

n=0

@ U direktnoj sumaciji trebamo N racunanja funkcije cos,
za cos(nx), uz n > 1.

@ Mozemo koristiti 1 generaliziranu Hornerovu shemu, samo
treba naci troclanu homogenu rekurziju za

pn(x) = cos(nx).
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Troc¢lana rekurzija za cos(nx)
N

Troclanu rekurziju dobivamo iz formule koja sumu kosinusa
pretvara u produkt

a+b a—b
cosa + cosb = 2 cos > COS > .

Ako stavimo a = (n+ 1)z i b = (n — 1)z, dobivamo

cos((n + 1)x) + cos((n — 1)x) = 2 cos(nx) cos ,
pa trazena rekurzija ima oblik
Pri1(x) —2coszpy(x) + ppo1(z) =0, nelN.

Dakle, u op¢oj troc¢lanoj rekurziji treba uzeti

an(x) = —2cosx, QG,(r)=1, néeN.
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Troc¢lana rekurzija za cos(nx)
D

Rekurzija za B, ima oblik
BN-|—2 — BN—|—1 — 07
B,=a,+2cosx B,;1 — B2, n=N,...,0.

Pocetne funkcije su po(z) =11 p1(x) = cosz, pa je

fn(z) = Bopo(z) + Bi(p1(z) + ao(x)po(z))
= By - 1+Bl(cosaz—2(zos:z:-1)

= By — Bycosx.

Sad imamo sve elemente za generaliziranu Hornerovu shemu.
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Trigonometrijski polinom za parne funkcije
D

Fourierov “red” parne funkcije

B_.1 = 0;

B0 = a[N];

alpha = 2 * cos(x);

za k =N -1 do O radi A

B2 = B.1;
B_.1 = B.O;
B O = alk] + alpha * B.1 - B 2;

};
f N(x) = B.O - 0.5 * alpha * B_1;

Algoritam funkciju cos ra¢una samo jednom.
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Razvoj parnih periodic¢kih funkcija

Neka je f neparna funkcija. Njezin trigonometrijski polinom je
N
fn(x) = Z b, sin(nx).
n=1
Zbog sume koja ide od 1 treba biti oprezan. Zgodniji zapis je
N-1
fn(x) = buisin((n + 1)z).
n=0

Sad ocito treba definirati

pn(x) = sin((n + 1)x).
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Troc¢lana rekurzija za sin(nzx)
o ——————

Troclanu rekurziju dobivamo iz formule koja sumu sinusa
pretvara u produkt

. . . [a+b a—0b
sina + sinb = 2sin > COS > :

Ako stavimo a = (n + 2)z i b = nx, dobivamo

sin((n + 2)x) + sin(nx) = 2sin((n + 1)x) cos x,
pa trazena rekurzija ima oblik
Prsa(2) = 20057 pa(2) + p1(2) =0, nEN,

Sto je potpuno isti oblik kao i za parne funkcije, odnosno za
pn(x) = cos(nx).
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Troc¢lana rekurzija za sin(nzx)
o —————

Rekurzija za B,, ima isti oblik kao prije, samo starta od N — 1
Bni1 = By =0,
B, =b,.1+2cosxB,;1 —B,;2, n=N-—-1,...,0.

Pocetne funkcije su po(z) = sinx i
p1(z) = sin(2x) = 2sinx cos x, pa je

fn(z) = Bopo(x) + Bi(p1(z) + ao()po(z))
= By -sinx + Bl(QSinazcosx — 2cosx - sinx)

= Bysinx.

Algoritam napisite sami.
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Razvoj periodic¢kih funkcija

Za opci Fourierov red koji ima i parni 1 neparni dio, treba
spojiti prethodne algoritme.

Problem. Neparni je za 1 kraci, jer starta s N — 1.

Rjesenje. Umjetno definiramo by = 0 i pisSemo

fn(x) = Z b, sin(nzx).

Zatim uzmemo

pn(x) = sin(nx).
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Razvoj periodic¢kih funkcija
O e——.

Rekurzija za p,, je ista, a za B,, vrijedi “produljena” rekurzija

Bni1 = By =0,
B,=0b,+2cosxB,1 —B,;2, n=N,...,0.

Pocetne funkcije su po(z) = 01 pi(x) = sinz, pa je

fn(z) = Bopo(z) + Bi(p1(z) + ao(x)po(z))
= By - O+Bl(sinx— 2COoS T - O)
— Bisinx.

To pokazuje da By uopce ne treba racunati, ali bas to i
oc¢ekujemo, kad smo rekurziju pomakli za jedan indeks navise!
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Fourierov red za x + |z

Primjer. Funkcija
fle) =x+lz], xel|-mmn]

movze se razviti u Fourierov red

g B % | Z cos((2k — 1)x) oy Z (_1k) -1 sin(ka).

k=1
@ Za aproksimaciju f, tfunkcije f uzimamo sumu svih
clanova do ukljuc¢ivo cos(nz), odnosno, sin(nz).

@ Pogledajmo ponasanje aproksimacije f,(x) i pogresku
en(x) = f(x) — fu(x) za razne n.
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Fourierov red za x + |z

Napomena. Fourierov red konvergira prema prekidnoj funkciji

0, xe€(—m0),
flz) =<2z, x€(0,m),
T, &L =T.

Ova funkcija je “periodicko” prosirenje od f, s tim da ima
korektnu vrijednost u tocki prekida.

Koeficijente u Fourierovom razvoju mozemo racunati direktno

T 1 T
ar = — /(:1: + |z]) cos(kx) dx = —/Zx cos(kx) dx.

7 7
g 0
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Fourierov red za x + |z

Sad razlikujemo dva slucaja k =01 k # 0. Za k£ = 0 imamo

T

1 1
aoz—/Qazdaz:—xQ

A

= T.
m T 0
0
Za k # 0 imamo
[ B )
ap = —/Zx cos(kx) dx = { u =27 du 2'da: }
T dv = cos(kx) dx v = sin(kx)/k

0

T

T2 , 2 1
—E/sm(kx) dx) =77 cos(kx)
0

T

L /2
= (% sin(kx)

0 0

— 2 (cos(km) — 1) = ——((—1)F — 1).

k27 k2
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Fourierov red za x + |z
o ———

Odatle odmabh slijedi da je
4
(2k — 1)27’

agg—1 =— — asr, = 0.

Za by, buduci da je k # 0 imamo

T

1 — p—
b, = —/Zx sin(kx) dx = { H 2? du = 2 dx }

s dv =sin(kx)dx v = —cos(kx)/k
( — — cos(kx)

2
( — — cos(km) + — sin(kx)

T

"2
+— /Cos(kx) dx)
o k

0

=

m»a

kQ
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Fourierov red za x + |z

Posljednji rezultat mozemo zapisati 1 kao

Koeficijente u Fourierovom redu mogli smo racunati
zbrajanjem Fourierovih razvoja funkcija

@ 1z na |—7,w|, (neparna funkcija), pa razvoj ima samo b,

@ |z| na |—m, x|, (parna funkcija), pa razvoj ima samo a,,.
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Fourierov red za x + |z

Za vjezbu pokazite da je

Zbog neprekidnosti periodickog prosirenja za |x|,
@ koeficijenti a; u razvoju trnu kao k2.
Periodicko prosirenje za x ima prekid, pa

@ koeficijenti by, u razvoju trnu kao k1.
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Trigonometrijska aproksimacija za = + |x|

y A

2T T

Trigonometrijski polinom za x + |z|

do ukljuc¢ivo ¢lanova cos(10x), sin(10z).
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Trigonometrijska aproksimacija za = + |x|
o ———

y A
21 1 -
— T T
Trigonometrijski polinom za x + |z|
do ukljuc¢ivo ¢lanova cos(25x), sin(25x).
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Trigonometrijska aproksimacija za = + |x|

Greska trigonometrijskog polinoma za x + |x|

do ukljuc¢ivo ¢lanova cos(10x), sin(10z).
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Trigonometrijska aproksimacija za = + |x|
o ———

y A
2_-

_921

Greska trigonometrijskog polinoma za = + ||

do ukljuc¢ivo ¢lanova cos(25x), sin(25x).
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Diskretna ortogonalnost trigonometrijskih f-a
o ————————————————————

Za trigonometrijske funkcije, takoder, vrijede relacije diskretne
ortogonalnosti, slicno kao i za Cebisevljeve polinome 7;,.

Na mrezi od N + 1 tocaka 0,1,... , NV, uz oznake z; = j 1

2T L 2T
———kx;, Ty =
N+177 TN

vrijede sljedece relacije diskretne ortogonalnosti
trigonometrijskih funkcija

N | 0, kA lik=10=0,
ZSIHIkJ‘ SIN Ty ; =
(N+1)/2, k=£¢+#0,

7=0
N
E sin xy, ; cos xy; = 0,

7=0

g.fl?j, j:O,...,N,

Tkj =
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Diskretna ortogonalnost trigonometrijskih f-a

.
N

E COS T, j COS Ty j = 4

7=0

\

uz uvjet da je £+ ¢ < N.

0,
(N +1)/2,
N +1,

)
k=040,
k=(=0

Dokaz ovih relacija ide joS malo jednostavnije nego za

Cebisevljeve polinome.

@ Produkt trigonometrijskih funkcija treba pretvoriti u

zbroj ili razliku.

@ Pripadne sume racunaju se prijelazom na kompleksne
brojeve u eksponencijalnom (trigonometrijskom) zapisu,

kao geometrijske sume.
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Stabilnost rekurzija
— primjeri
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Stabilnost rekurzija i gen. Hornerove sheme
G

Za rekurzije oblika

pn+1(33) + an(*r)pn(x) + ﬁn(x)pn—l(x) — Ov n = 17 s aN o 1:

mozemo zakljuciti da opasnost od kracenja, pa onda i gubitak
tocnosti nastupa kad niz vrijednosti

po(x),p1(x), ... . pn(x)

naglo pada po apsolutnoj vrijednosti.

Dva su pitanja na koja bi bilo zgodno odgovoriti.
@ Kako se tada ponasa silazni algoritam za rac¢unanje fy?

@ Moze li se nekim trikom, poput okretanja rekurzije,
popraviti stabilnost?
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Stabilnost rekurzija i gen. Hornerove sheme

Umjesto opéeg odgovora, koji bi koji zahtijevao dublju
analizu, ilustrirajmo situaciju na jednom klasi¢nom primjeru.

Primjer. Neka je p,(x) = ™. Ove funkcije generiraju tzv.
“eksponencijalne polinome” (umjesto z”, imamo
eksponencijalne funkcije e™*)

N
fn(x) = Z ane"”.

n=0
Za takve p, mozemo sastaviti razne rekurzije.

Dvoclana 1ma oblik

Prnar1(x) —epu(x) =0, n € Np.
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Stabilnost eksponencijalnih polinoma
G

Troclana homogena rekurzija je slicna onima za
trigonometrijske funkcije,

Pnti1(x) = 2chap,(x) + ppoa(z) =0, neN,
pri cemu je chx = (e* 4+ ¢*)/2 kosinus hiperbolni od .
Ocito je da p,(x)
@ monotono raste za x > 0

@ monotono pada za x < 0.

Testirajmo stabilnost ove rekurzije i pripadne generalizirane
Hornerove sheme za racunanje p,(x) = €™ u tockama x = 1 i
xr = —1.

@ 10_PROGS\EXP_STAB\exp nx p.out za x = 1,
@ 10 _PROGS\EXP_STAB\exp nx n.out za x = —1.
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