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SadrzZaj predavanja
I,

@ Metoda najmanjih kvadrata:
@ Diskretni problem najmanjih kvadrata.
@ Normalne jednadzbe.
@ Linearizacija.
@ Matricna formulacija problema najmanjih kvadrata.
Q

QR faktorizacija.
@ (Givensove rotacije.
@  Householderovi reflektori.
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Informacije
D

Rezultati prvog kolokvija — komentar:
@ Nisu tako “strasni”, ali moglo je 1 puno bolje.

@ Oni koji imaju manje od 20 bodova su ozbiljno
“ugrozeni”.

Kolokviji ispituju gradivo cijelog kolegija, a ne samo vjezbe!
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Informacije — nastavak
O e——.

Domace zadace iz NM — realizacija ide preko web aplikacije.
Pogledajte na sluzbeni web kolegija, pod “zadace”.

@ Tamo su pocetne upute.

Skraceni link je
http://web.math.hr/nastava/unm/zadace.php

Direktni link na aplikaciju za zadace je

http://degiorgi.math.hr/nm/

Kolegij “Numericka matematika” ima demonstratora!
@ Sonja Simpraga — termin je ¢etvrtkom, od 16-18.

Pogledajte oglas na oglasnoj ploci za dogovor.
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Informacije — nastavak
O OOCeem—_———————

Moja web stranica za Numericku matematiku je

http://web.math.hr/“singer/num mat/

Skracena verzija skripte — 1. dio (prvih 7 tjedana):

http://web.math.hr/“singer/num mat/num matl.pdf

Skracena verzija skripte — 2. dio (drugih 7 tjedana):

http://web.math.hr/"singer/num mat/num mat2.pdf
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Informacije — nastavak
L,

Na molbu Sanje Singer i Vedrana Novakovica, za goste je
otvorena i web stranica kolegija Matematika 3 i 4 na FSB-u.

Tamo mozete nac¢i dodatne materijale za neke dijelove NM.,
@ posebno — vjezbe 1 rijeSene zadatke.

Predavanja su “malo njeznija” od nasih. Pocetna stranica je
http://e-ucenje.fsb.hr/

Zatim potrazite “Katedra za matematiku” 1 onda:
@ odete (kliknete) na kolegije Matematika 3 i 4,
@ Kkliknete na gumb “Prijava kao gost”,
@ na stranici potrazite blok 3 “Numericka matematika’.

I[skoristite! Naravno, smijete pogledati i ostalo!
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Diskretni problem
najmanjih kvadrata
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Minimizacija vektora pogreske
e

Neka je funkcija f
@ zadana na diskretnom skupu tocaka xg,... ,T,.

Tocaka xg, ... ,x, Ima mnogo vise nego nepoznatih
parametara ag, ... ,a,, aproksimacijske funkcije ¢, tj. n > m.

Aproksimacijska funkcija

o(x,ag, ... ,0n)

odreduje se iz uvjeta da je 2-norma vektora pogresaka u
¢vorovima aproksimacije najmanja moguca, tj. minimizira se

S = Z o(x1,))° — min.
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Sustav normalnih jednadZzbi
L,

Uoc¢imo da je
@ uvijek S > 0, bez obzira kakvi su parametri, jer se radi o
zbroju kvadrata.

@ Funkcija S minimizira se kao funkcija vise varijabli
agy ... -

@ S je dovoljno glatka funkcija, jer je tunkcija u
parametrima a;, pa je nuzni uvjet ekstrema

0S

— =0, £=0,...,m.
@ak y y , T

Takav pristup vodi na tzv. sustav normalnih jednadzbi.
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Diskretna metoda najmanjih kvadrata za pravac

Primjer. Zadane su tocke (xg, fo), ..., (xn, fn), koje treba po
diskretnoj metodi najmanjih kvadrata aproksimirati pravcem

o(x) = ag + a1 x.

Greska aproksimacije (u ¢vorovima), koju minimiziramo je

n

S = S(ag,a1) = Y (fr — plaw))?
k=0
— (fr — ap — a1x;)* — min.
k=0
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Diskretna metoda najmanjih kvadrata za pravac
I

Slika zadanih tocaka u ravnini i pravca koji ih aproksimira.

yi

—
X

Uociti da se greska u svakoj tocki “mjeri” u smjeru osi y

n

S = S(CL(), &1) — Z(fk — Aoy — CLlﬂfk)z — min .

k=0
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Diskretna metoda najmanjih kvadrata za pravac

Parcijalne derivacije po parametrima ag i a; su:

0S

0= — = —2 — ag —
e ;(fk ag — a1Ty),

0S5 -
— - — _2 - - .
0 s ,} 0( fr —aog — a1xg)xy

Dijeljenjem s —2 1 sredivanjem po nepoznanicama ag, ai,
dobivamo linearni sustav

awn+1)+a1 Y z,=> fi
k=0 k=0

n n n
2
ag E Ty + a; E T = E Jr
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Diskretna metoda najmanjih kvadrata za pravac

Uvedemo li standardne skrac¢ene oznake

n n
E 14 E 14
k=0 k=0

onda linearni sustav mozemo pisati kao
Soap + Ss1a1 = o
S1Qg + SoQ1 = tl.

Matrica sustava je regularna, Sto slijedi iz linearne
nezavisnosti vektora

(1,1,...,0)" i (wo,21,...,2,)",

uz uvjet da imamo barem dvije razli¢ite tocke x;, pa postoji
jedinstveno rjeSenje sustava.
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Diskretna metoda najmanjih kvadrata za pravac
L,

Slika situacije u kojoj problem najmanjih kvadrata za pravac
nema rjesenja, s tim da je n > m = 1, tj. imamo barem dvije

tocke.
Yi

—
X

Ako imamo vise razli¢itih podataka u jednoj jedinoj tocki x,
@ aproksimacijski pravac (ocito) postoji i jedinstven je,
@ ali je okomit na x-os,

@ pa njegova jednadzba nema oblik y = ag + a;x.
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Minimalnost rjeSenja?
e

Je 11 to zaista minimum?

@ To nije tesko pokazati, koristenjem drugih parcijalnih
derivacija (dovoljan uvjet minimuma je pozitivna
definitnost Hesseove matrice).

Provjera je li to minimum, moze i1 puno lakse, jer se radi o
zbroju kvadrata, pa

@ S predstavlja paraboloid s otvorom prema gore, u
varijablama ag, a;, pa je jasno da takvi paraboloidi imaju
minimuim.

Zbog toga se nikad ni ne provjerava je li dobiveno rjeSenje
minimum za S.
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Najmanyji kvadrati za polinome
O e——.

Za funkciju ¢ mogli bismo uzeti i polinom viseg stupnja,
o(xr) =ag+ ar1x + -+ apx™,

ali postoji opasnost da je za malo veée m (m ~ 10)

@ dobiveni sustav vrlo lose uvjetovan, pa dobiveni rezultati
mogu biti jako pogresni.

U praksi se to nikada direktno ne radi (na ovaj nac¢in), ve¢ za
m > 2,3.

Ako se koriste aproksimacije polinomima visih stupnjeva,

@ onda se to radi koristenjem ortogonalnih polinoma
(vidjeti kasnije).
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Najmanji kvadrati za opce linearne funkcije
O e——.

Linearni model diskretnih najmanjih kvadrata je potpuno
primjenjiv na opcu linearnu funkciju

p(x) = agpo(z) + -+ - tmipm (),
gdje su ¢y, ... ,©, poznate (zadane) funkcije.
Zadatak. Zadane su tocke (zq, fo),. .., (Tn, fn), koje treba po

diskretnoj metodi najmanjih kvadrata aproksimirati funkcijom
oblika

() = appo(r) + arpi(x).

Rjesenje. Ide sasvim analogno (pogledati u skripti).
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Sto s nelinearnim funkcijama?
L,

Sto ako ¢ nelinearno ovisi o parametrima?

@ Dobivamo nelinearni sustav jednadzbi, koji se relativno
tesko rjesava.

@ Problem postaje ozbiljan optimizacijski problem, koji se
moze priblizno rjesavati.

@ Metode koje se najcesce koriste su metode pretrazivanja
ili Levenberg—Marquardt metoda.

Postoji 1 drugi pristup.

@ Katkad se jednostavnim transformacijama problem moze
transformirati u linearni problem najmanjih kvadrata.

@ Rjesenja lineariziranog i nelinearnog problema nisu
jednaka, jer je i greska (nelinearno) transformirana!
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Primjer nelinearnih najmanjih kvadrata
I

Primjer. Zadane su tocke (xg, fo), ..., (Zn, fn), koje po
diskretnoj metodi najmanjih kvadrata treba aproksimirati
funkcijom oblika

. alx
o(x) = age™”.
Uocite da ¢ nelinearno ovisi o parametru a.

Direktni pristup problemu vodi na minimizaciju

S = S(ag,a) = (fr — (xr))’

=
= ||M:
(a»)

— (fk — aoea’lw"’)Q — min.
k=0
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Primjer nelinearnih najmanjih kvadrata

Parcijalnim deriviranjem po varijablama ag 1 a; dobivamo

0S -
O _ — = —2 — a1Lk a1l
aao I;:O:(fk ape ) € .

0S

0=—-2
8@1

n
— -9 Z(fk — ape™ ) ag e ",
k=0

To je nelinearan sustav jednadzbi, kojeg ne znamo rijesiti!
S druge strane, ako logaritmiramo relaciju

p(x) = age™”,
dobivamo

Inp(z) = In(ag) + ayx.
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Primjer nelinearnih najmanjih kvadrata
I

Moramo logaritmirati jos i vrijednosti funkcije f u tockama
T, pa uz supstitucije

h(.flf):hlf(.flf), hk:h(xk)zlnfka k:()a y T,

Y(z) =Inp(x) = by + by,
gdje je
bo = lﬂao, bl — a1,

dobivamo linearni problem najmanjih kvadrata

S(bo,br) = Y (hi, — ()’

k=0

~

S

(hk — bo — bliEk)Q — min .
=0

™
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Primjer nelinearnih najmanjih kvadrata
D ———

Iz rjesenja by 1 by, lako oCitamo ag 1 aq

Napomene uz linearizaciju:

@ Pri linearizaciji smo pretpostavili da je f; > 0, da bismo
mogli logaritmirati.

@ Ovako dobiveno rjeSenje uvijek daje pozitivan ag, tj.
linearizirani ¢(x) ¢e uvijek biti veéi od 0.

@ Kad su neki f;, <0, koristenjem translacije svih podataka
treba dobiti f;, + translacija > 0, pa onda linearizirati.

@ Pokusajte korektno formulirati takvu linearizacijul!
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Tipi¢ne linearizacije — opca potencija
e I—————

Kratki popis funkcija koje su ¢esto u upotrebi i njihovih
standardnih linearizacija u problemu najmanjih kvadrata.

(a) Funkcija
o(x) = agr™
linearizira se logaritmiranjem
Y(x) = log p(x) = log(ag) + aq log z,
thIngk, k:O,...,n.

Uvedimo oznake

bO — log(ao), bi = ay.
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Tipi¢ne linearizacije — opca potencija

Linearizirani problem najmanjih kvadrata glasi

S = g(bo, bl) — Z(hk — by — by 10%(5%))2 — 1min,

k=0

U ovom slucaju, da bismo mogli provesti linearizaciju,

@ mora bitiix, > 01 f, > 0.
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Tipi¢ne linearizacije — 1 / linearna funkcija
I

(b) Funkcija

(1) = —
T =
7 g + a1
linearizira se na sljedec¢i nacin
1
() = —= =ao+ aiz,
p()
1
hk = -0, k= O, . ,
S

Pripadni linearni problem najmanjih kvadrata je

n

S = S(CL(), CL1) = Z(hk — Ay — CLllUk)z — min .

k=0
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Tipi¢ne linearizacije — x / linearna funkcija

(¢) Funkciju
T

agp + a1 x

p(x) =

mozemo lineariziratl na vise nacina.

1. nacin:
W)= =~ =ag
X)) — —— = Qog— aq,
plr)
1
hk:—, k:O,...,n.
S
Pripadni linearni problem najmanjih kvadrata je
~ n 1
S = S(ap,a1) = kz_o(hk — aox—k —a;)® — min.
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= Tipi¢ne linearizacije — x / linearna funkcija
O —C——

2. nacin:
T
V(r) = —— = ap + wz,
()
L
h, = —, k=0,...,n.
T

Pripadni linearni problem najmanjih kvadrata je

n

~ ~

S = S(CL(), Cll) — Z(hk — ag — CLlﬂfk)z — min .

k=0
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Tipi¢ne linearizacije — jos jedan primjer

(d) Funkcija

1
SO(:E) N agp + a1e= "
linearizira se stavljanjem
1
Y(r) = ——= =ag + are” ¥,
()
1
hk = -0, k= O, . ,

S

Pripadni linearni problem najmanjih kvadrata je

n

S = S(CL(), CL1) = Z(hk — dg — Cl,lfi_xk)Q — min .

k=0
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Primjer

S
Primjer. UvazZeni znanstvenik dr. Zuri¢, Ulica astronoma 69,
dobio je ideju da se Zemlja giba oko Sunca po elipticnoj
orbiti, sa Suncem u jednom fokusu.

Nakon niza opazanja i mjerenja (uz dosta racuna), dobio je
slijedece podatke

x[o] | 0| 45| 90135 180
[109km] | 147 | 148 | 150 | 151 | 152

u kojima je
@ 7 udaljenost od Zemlje do Sunca (u 10° km),

@ a r je kut izmedu spojnice Zemlja—Sunce i1 glavne osi
elipse (u stupnjevima):
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Primjer (nastavak)
o ———————————————

Dr. Zuri¢, naravno, zna da se elipsa moze opisati formulom

B P
r = .
1 +ecosx

Pomognite mu da nade p 1 ¢, diskretnom linearnom metodom
najmanjih kvadrata, nakon preuredenja ove formule.

Rjesenje. Pomnozimo formulu s nazivnikom funkcije, pa
dobivamo

r(1+ecosx) = p,
odnosno

—ETCOST +p =T,
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Primjer (nastavak)
o ———————————

Relaciju —ercosx 4+ p = r gledamo kao funkciju oblika
au+ b =,
gdje je
u=rcosr, v=r, a=—c, b=np.

Zatim se primijeni linearna metoda najmanjih kvadrata za
pravac.

Prema tome, treba minimizirati

4
S = Z(UZ — au; — b)* — min.
=0

1
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Primjer (nastavak)

Deriviranjem izlazi

05

4

o= 2 — au; — b)u; =
5 Z(UZ au; — b)u

1=0

0S5
o —22(117; —au; — b) =

Nakon sredivanja, uz n + 1 = 5, imamo
_ 4 _
i=0 i=0
- b
Z U, 5] s .
L =0
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Primjer (nastavak)
o —————

Kad se radi “na ruke”, trazeni podaci se obi¢no sloze u tablicu

2

T UV, =T; U, =T;CO8T; u; U,

0 147 147 21609 21609

1 148 104.6518036 10952 15488.46693

2 150 0 0 0

3 151 —106.7731240 11400.5 —16122.74172
4 152 —152 23104 —23104

> 748 —7.1213204  67065.5  —2129.27479
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Primjer (nastavak)
o —————

Linearni sustav za koeficijente je

67065.5 —7.1213204 | [ a [ _92129.27479 |
| —7.1213204 5 b 748 |

Rjesenje tog sustava je
a = —1.58663722 - 1072, b= 149.5774021,
pa je
e = 1.58663722 - 1072, p = 149.5774021.
/macenja:
@ ¢ je ekscentricitet elipse,

@ p je “srednja” udaljenost od Zemlje do Sunca.
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Izbor aproksimacijske funkcije
e I—————

Kad smo jednom odabrali oblik aproksimacijske funkcije
pitamo se — jesmo li dobro izabrali njezin oblik?

@ Kad nademo aproksimaciju, moramo pogledati grat
pogreske.

@ Ako on “jednoliko” oscilira oko nule, onda je
aproksimacijska funkcija dobro odabrana.
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Primjer uklanjanja sluc¢ajne greske
e

Metoda najmanjih kvadrata uklanja i slucajne greske (recimo,
kod mjerenja). To joj je osnovna svrha u statistici!

Primjer. Eksperimentalni podaci uzeti su tako da se y
koordinate tocaka na pravcu

y(xr) =4x + 3
zax =0,1,...,100, perturbiraju za
@ uniformno distribuirani sluc¢ajni broj, izmedu —1 1 1.
Tako se dobiju podaci

f; = 4x; + 3 + slucajna perturbacija izmedu —11 1,

i=0,....100.
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Primjer uklanjanja sluc¢ajne greske
L,

Prvih nekoliko podataka izgleda ovako:

3 3.481757957246973
7 7.905987449877890
11 | 11.931070097690015
15 | 15.495131876084549
19 | 18.681441353019998
23 | 22.984820207108194

Ot =~ W NN = O

Kad se metodom najmanjih kvadrata za pravac ¢(x) = ax + b
lZzracunaju parametri, onl su

a = 3.99598, b= 3.20791.
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Primjer uklanjanja sluc¢ajne greske
L,

Pogledajmo Sto su aproksimacije vrijednosti f; za prvih
nekoliko podataka:

0 3 3.207905163100534

1 7 7.203881519200112

2 | 11 | 11.199857875299690

3| 15 | 15.195834231399269

4 | 19 | 19.191810587498847

5 | 23 | 23.187786943598425
Uocite da su greske p(x;) obzirom na y(x;) znatno manje nego
greske f; obzirom na y(x;).
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Primjer uklanjanja sluc¢ajne greske

Pogledajmo kako se ponasa greska f; — ¢(x;).

[}

1[\\/ \WMMA/H H\ | N\“

/ J\A | H M\

11

Y

Greska izgleda kao sluc¢ajna uniformna funkcija izmedu —11 1,

Sto znaci da smo uklonili slucajnu gresku.
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Demo primjeri
D,

GnuPlot demo za prethodni problem.

@ Num_Pas\Mls\GnuPlot\Pravac.plt

Diskretnom metodom najmanjih kvadrata aproksimiraju se
podaci za viskoznost 40% etilnog alkohola.

@ Primjer pokazuje razli¢ita rjeSenja ako problem
lineariziramo ili ako ga ne lineariziramo.

@ Takoder, pokazan je nacin izbora aproksimacijske
funkcije.

@ Num Pas\Mls\GnuPlot\Etil.plt
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Matricna formulacija linearnog

problema najmanjih kvadrata
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Matricna formulacija
L arhh——

Diskretni linearni problem najmanjih kvadrata najcesce se
rjeSava u matricnom obliku.

Da bismo formirali matri¢ni zapis linearnog problema
najmanjih kvadrata, zgodno je preimenovati nepoznanice,

@ tako da matricu,

@ vektor desne strane i

@ nepoznanice u linearnom sustavu
piSemo u uobicajenoj formi:

@ standardno su nepoznanice Ty, ... , T,

@ aneag,...,dn,.
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Matricna formulacija
L arhh——

Pretpostavimo da skup podataka (tx,yx), za k=1,... ,n,
zelimo aproksimirati linearnom funkcijom

90(75) — 371901(75) T T 33m90m(t)°

Zelimo pronaéi parametre z; tako da podaci (tx, y)
zadovoljavaju

yk:Zl‘ngj(tk), k:L s 0.
j=1

Primijetite da to nije uvijek moguce, jer je podataka
uobiCajeno znatno vise nego parametara.
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Matricna formulacija
L,

Ako oznac¢imo

ar; = @;(te), br =y,

onda prethodne jednadzbe mozemo napisati u matri¢cnom
obliku

Ax = 0.

Bududéi da je matrica A “dugacka”, postavlja se pitanje sto je
najbolje rjesenje ovog sustava.

Najcesce odredujemo z tako da se minimizira rezidual
r = Axr — b, tj. trazimo rjesenje problema

min ||7||; = min ||Az — bl|s, A€ R"™™ beR".
T x
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Komentar
e

Ako smo dobro birali bazi¢ne funkcije ¢;, onda je razumno
pretpostaviti da su one linearno nezavisne na zadanim
podacima, pa

@ matrica A ima puni stupcani rang, tj. rang(A) = m.

S druge strane, ako je rang(A) < m, onda

@ rjeSenje x nije jedinstveno, jer mu mozemo dodati bilo
koji vektor iz nul-potprostora od A, a da se rezidual ne
promijent.

Odsad nadalje, pretpostavimo (ako drugacije nije receno) da
A ima puni stupcani rang.
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Veza s problemom najmanjih kvadrata
I,

Teorem. Skup svih rjesenja problema min, ||r||s ozna¢imo s
S ={x e R" || Ax — b||z = min}.

Tada je x € § ako i samo ako vrijedi sljedeca relacija
ortogonalnosti

AT (b — Az) =0,

koju obi¢no nazivamo sustav normalnih jednadzbi i piSemo u

obliku

At Az = Al
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Veza s problemom najmanjih kvadrata
L,

Dokaz. Pretpostavimo da 2 zadovoljava normalne jednadzbe
Al'r =0, 7=0b-— Az
Tada za bilo koji x € R™ imamo
r=b—Axr =71+ Az — Az =7 — A(x — ).
Ako ozna¢imo e = xr — &, onda je r = r — Ae, pa imamo
[Pl = rTr = (7 — Ae) (7 — Ao

=17 — 7l Ae — (Ae)'7 + (Ae)! Ae
= [ = (A#)"e = &7 (A7) + | el}} = {4"7 = 0}
= 17112 + 1 Aellz = (7]l + [[A(z — 2)|3,

Sto je minimizirano kad je e =0, tj. z = 2.
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Veza s problemom najmanjih kvadrata

S druge strane, pretpostavimo da x minimizira normu
reziduala, ali ne zadovoljava sustav normalnih jednadzbi

Al'p =2 #0.
Tada mozemo definirati
r=2a+ez,
za proizvoljni dovoljno mali broj € > 0, pa je

r=r—cAz

7|3 = r'r = 717 — 2e2’ 2 + e*(A2)T (Az) < 717 = ||7]|5,

Sto znaci da, protivno pretpostavci, £ nije rjesenje problema
minimizacije reziduala ||r||s, za svaki dovoljno mali e > 0. ®
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Karakterizacija rjesenja
I am—aa

Prethodni teorem, zapravo je rekao da je rjesenje problema
minimizacije ||r]|s isto $to 1 rjeSenje sustava normalnih
jednadzbi

Al Az = A'b.
Sada odmah vidimo:

@ matrica AT A je simetri¢na i pozitivno semidefinitna, jer
za, svaki vektor x vrijedi

vT AT Az = (27 AT)(Ax) = (Ax)! (Az) = ||Az||5 > 0,

@ sustav normalnih jednadzbi uvijek ima rjesenje, jer je
ATb e R(AT) = R(AT A),

(v. teorem Kronecker—Capelli).

NumMat 2010, 8. predavanje — p.49/90



Karakterizacija rjesenja
L,

Vrijedi ¢cak 1 jace.
Teorem. Matrica AT A je pozitivno definitna (pa onda i

regularna) ako i samo ako su stupci od A linearno nezavisni,
tj. ako je rang(A) = m.

Dokaz. Ako su stupci od A linearno nezavisni, tada za svaki
x # 0 vrijedi Ax # 0 (definicija linearne nezavisnosti), pa je za
takav x

vt AT Ax = || Az||7 > 0,

tj. AT A je pozitivno definitna.
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Karakterizacija rjesenja
I

S druge strane, ako su stupci linearno zavisni, tada postoji
xo # 0 takav da je Axg = 0, pa je za takav xg

zo AT Az, = ||Axyl|5 = 0.
Ako je x takav da je Ax # 0, onda je
vT AT Ax = || Az||3 > 0,

pa je AT A pozitivno semidefinitna. O
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Karakterizacija rjesenja
I

Ako je AT A pozitivno definitna, tj. ako je rang(A) = m, onda
postoji jedinstveno rjesenje problema najmanjih kvadrata
(matrica sustava je regularna)!

AT Ax = AT,

koje je dano s

v =(A"A)"tATS,
s tim da mu je rezidual

r=>b— A(ATA)"1ATb.
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Geometrijska interpretacija rjeSenja
L,

Desna strana b moze se napisati kao
b= Ax +r,

pri cemu je Az € R(A). Nadalje, iz sustava normalnih
jednadzbi

A (b — Az) = —ATr =0,
izlazi da je r € N(A"). Prisjetimo li se da je
R(A) @ N(A") =R"

dobivamo geometrijsku interpretaciju problema najmanjih
kvadrata.
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Geometrijska interpretacija rjeSenja
e I—————

Rjesenje problema najmanjih kvadrata dobivamo tako da
napravimo ortogonalnu projekciju vektora b na potprostor

R(A).
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Rjesenje problema najmanjih kvadrata
e

Treba jos samo pronaci nac¢in kako jednostavno “procitati”
rjeSenje. Jasno je da se matrica AT A ne invertira, nego se
rjesava linearni sustav

AT Az = A'D.

Ovaj pozitivno definitni sustav normalnih jednadzbi mogli
bismo rijesiti tako da iskoristimo faktorizaciju Choleskog.
Prednosti/nedostaci metode:
@ ukupan broj aritmetickih operacija za rjesenje je
nm? + <m® + O(m?), §to je brzo,

@ ali, rjesavanje na ovaj nacin nije narocito toc¢no.
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Koristenje QR faktorizacije
.

Ponovno, neka je AT A pozitivno definitna. Promatramo
problem minimizacije

|Ax — bl — min.
Prisjetite se, za proizvoljnu ortogonalnu matricu @ vrijedi da
cuva skalarni produkt, (onda i kvadrat norme, pa i normu).

Dakle, rjeSenje problem minimizacije mozemo lako zapisati kao

|Az = bl|s = Q" (Az — b)]2 = [|Q" Az — Q"b|> — min.

Pitanje je samo kako naéi pogodan Q! tako da lako proé¢itamo
rjesenje.

Odgovor: koristenjem QR faktorizacije.
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QR faktorizacija
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Definicija QR faktorizacije
OO,

Neka je zadana matrica G tipa (m,n) koja ima puni stupcani
rang, tj. rang(G) = n < m. Rastav matrice G tako da je

_RO_

G=QrR=0q| " |,

gdje je
@ () ortogonalna matrica reda m, a

@ R, gornja trokutasta matrica reda n, s pozitivnim
dijagonalnim elementima,

zove se QR faktorizacija matrice G.
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Definicija QR faktorizacije
OO,

Ako postoji, prethodna faktorizacija moze se pisati i u
jednostavnijoj (tzv. skra¢enoj) formi.

@ Prvih n stupaca matrice () oznac¢imo s (),

@ a preostale stupce, koji su okomiti na Qq, s Qj .

Onda je

Ry

G=QR=1Q, Q1| ) [=QR.  QQ=1I.

Ostaje samo pokazati da takva faktorizacija postoji.

NumMat 2010, 8. predavanje — p.59/90



Egzistencija i jedinstvenost QR faktorizacije
O e——.

Teorem. Neka je G € R™*" m > n, i neka je rang(G) = n.
Tada postoji jedinstvena faktorizacija oblika

G = QolRo,

pri cemu je )y matrica tipa m X n, s ortonormiranim
stupcima, tj. vrijedi

QgQO — ]n7

a Ry je gornja trokutasta matrica s pozitivnim dijagonalnim
elementima (dovoljno je fiksirati predznake na dijagonali).

Pravokutnu matricu )y s ortonormiranim stupcima, takoder,
skraceno zovemo “ortogonalnom”.
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Egzistencija i jedinstvenost QR faktorizacije

Dokaz. Najjednostavniji je dokaz ovog teorema je koriStenjem
Gram-Schmidtove ortogonalizacije.

Ako stupce matrice

G = [917927”' 7gn:|

ortogonaliziramo slijeva udesno, dobit ¢emo ortonormalni niz
vektora q, ... ,q,, koji razapinju isti potprostor kao 1 stupci

od G.

Stavimo li

QO — [QDC]Q) I 7%1]7

dobili smo m X n ortogonalnu matricu.
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Egzistencija i jedinstvenost QR faktorizacije

Gram—Schmidtov postupak ortogonalizacije racuna i
koeficijente

_ T
Tji = 45 9;

koji polazni stupac g; izrazavaju kao linearnu kombinaciju
prvih ¢ vektora g; ortonormirane baze, tako da je

()

9i = Z"“ji%‘-

j=1

Koeficijenti rj; su upravo elementi matrice Ry.

Iz Gram—Schmidtovog algoritma bit ¢e jasno da se moze uzeti
ri; > 0 (dovoljno je ry; # 0 za fiksiranje predznaka). O
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Gram—-Schmidtov postupak ortogonalizacije
S

U praksi se nikad ne koristi klasi¢ni Gram—Schmidtov
postupak ortogonalizacije (skrac¢eno CGS), jer

@ vektore ortogonalizira obzirom na prethodne originalne
vektore g;.

@ Zbog toga je nestabilan kad su stupci od G skoro
linearno zavisni.

Umjesto CGS-a, moze se koristiti tzv. modificirani
Gram—Schmidtov postupak (skraceno MGS),

@ koji ortogonalizira vektore obzirom na prethodno
ortogonaliziranu bazu ¢;, pa je mnogo stabilniji.

@ No, i kod njega se moze dogoditi da je izracunati )y vrlo
daleko od ortogonalnog, tj. ||QE Q, — I|| > u, kad je G
vrlo loSe uvjetovana.
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Gram—-Schmidtov algoritam

Klasi¢ni i modificirani Gram—Schmidtov algoritam:

za i =1 do n radi {
/* Nadi i-ti stupac od Q.0 i RO */
q-1 = g.1,;
za j =1doi-1radi{
/* 0duzmi komponentu od q_j u smjeru g i */
/* kod CGS-a je */
rji=qj'gi;
/* ILI */
/* kod MGS-a je */
rji = q.j'q.i;
9-1 = 9q-1 - r_ji q.];
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Gram—-Schmidtov algoritam (nastavak)
.

rii = [jq-if2;
ako je r_ii > 0 onda {
qi = qi / r.ii;

+
inace {

/* Matrica RO je singularna -- stani */
+;

+;

Napomena: r; = 0 je ekvivalentno s tim da je

@ ¢; linearna kombinacija prethodnih stupaca matrice G
(linearna zavisnost, pad ranga).

Pokazite da su dvije formule za rj; koje koriste CGS 1 MGS
matematicki ekvivalentne. Numericki, naravno, nisu (greske).
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Gram—-Schmidtov algoritam — komentari
————,,

Gram—Schmidtov algoritam daje skracenu QR faktorizaciju
G = QoRy. Za “punu” faktorizaciju, tj. kvadratni @,

@ fali nam ortogonalni komplement Qj,

kojeg nemamo iz Cega izracunati — “fale” stupci u G.

Cim je ||gi|l2 # 0, za dijagonalni element r; mozemo uzeti bilo
koji od dva predznaka

Tii = 3|3||C]7:||2-

Dakle, bilo kojim fiksiranjem predznaka na dijagonali od Ry,

@ opet dobivamo jedinstvenu skracenu QR faktorizaciju.
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Drugi algoritmi
TGS,
U praksi, kad zelimo ortogonalan (), koristimo
@ ili Givensove rotacije,
@ ili Householderove reflektore

kojima ponistavamo odgovarajuce elemente u matrici GG. To
ponovno daje konstrukciju QR faktorizacije.

Bitna razlika medu ta dva algoritma:

@ (Givensove rotacije ponistavaju po jedan element u
stupcu,

@ Householderovi reflektori ponistavaju sve osim jednog
elementa u (skra¢enom) stupcu.

Oba algoritma mogu dati skracenu i punu QR faktorizaciju.
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Givensove rotacije
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Givensove rotacije
I

Matrica oblika

COS(p —sIny

R(p) =

Sin  COSY

zove se (Givensova rotacija u ravnini.

Ova transformacija rotira svaki vektor x € R? za kut ¢, u
smjeru obrnutom od kazaljke na satu.

Slika za 2’ = R(p)x je
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R(1,7,¢) =

—

Givensove rotacije u (i,j) ravnini

COS (p

sin

J
1

— sin @

COS (¥

U R™, mozemo definirati Givensovu rotaciju u (7, ) ravnini s

NumMat 2010, 8. predavanje — p.70/90




Ponistavanje koristenjem Givensovih rotacija
o ————————————————————

Matrica R(i, j, @) je ortogonalna. Za zadani vektor z € R™,
@ ponistavamo njegovu j-tu komponentu z;, koristenjem
rotacije R(z, 7, ).
Mnozenjem matrice R(¢,j, ¢) slijeva na  mijenjamo
@ samo ¢-tu 1 j-tu komponentu u z,
@ pa poniStavanje mozemo gledati samo u (7, j) ravnini.
Dobiveni sustav je

COS(p —sIny T; T,

sinw  Cosy X 0

Traze se elementi matrice rotacije R(%,j, ) i novi element x/.
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Ponistavanje koristenjem Givensovih rotacija
O OECeem————

Drugi redak u matri¢noj jednadzbi opisuje ponistavanje
sy x; +cospx; =0.

Ako je x; = 0, nemamo Sto ponistavati. Ako nije, dobivamo
€L
ctgp = ——.
L j

Odavde, koristenjem trigonometrijskog identiteta

5 1
1 +ctg”p = —5—,
sin”
slijedi
2 2
.2 L 2 .2 Ly
sin” ¢ = : cos“p =1—sIn"p = :
v Ty + 17 v i T + 17
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Ponistavanje koristenjem Givensovih rotacija

Predznake za sin ¢ i cos ¢ biramo tako da x; bude pozitivan.
Ako stavimo
€L j X;

2 2’ R 2 2’
\/xi—kazj \/xi—kazj

iz prve jednadzbe dobivamo

SN (p = —

X a:j + CU

/ 7
X; = Tr; +

:\/x%+x?>0.

Element 2 je norma i-te i j-te komponente polaznog vektora.
Ove formule vrijede i kad je x; = 0 (tada je ¢ =0 ili p = 7).

SN

2
T .7
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Sustavno ponistavanje
G

Sustavnim poniStavanjem elemenata, konstruirat ¢emo QR
faktorizaciju matrice G.

@ Postoji puno redosljeda kako napraviti nule u faktoru G.

@ U sljede¢em primjeru uzet je “standardni” redosljed
redom, po stupcima, odozgo nadolje.

Ponistavanje.

@ Pocinjemo s prvim stupcem 1 poniStavamo redom
elemente go1, ..., Gm1.

@ Ponovimo to isto za drugi, treci i svaki daljnji stupac od
dijagonalnog mjesta nadolje.

@ Time necemo “pokvariti” veé¢ sredene nule u prethodnim
stupcima.
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Sustavno ponistavanje - primjer
.

Primjer. Za jednu matricu G, tipa 4 x 3, to izgleda ovako.

1. stupac:

@ U radnoj matrici G, redom ponistavamo elemente
gin, 1=2,...,m=4,

rotacijama R(1,1, p1;), koje “nabacuju” normu prvog
stupca na prvi element u stupcu.

o T | T T | B A o T |
r T T 0 = =x 0 = =« 0 = =«
— — —

r T X r T T 0 = =« 0 = =«
r T x r T X r T x 0 = =«
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Sustavno ponistavanje - primjer (nastavak)
o —————

2. stupac:

@ U radnoj matrici G, redom ponistavamo elemente
gi2, i:37°°°7m:47

rotacijama R(2,1, p9;), koje “nabacuju” normu drugog
stupca (od dijagonale nadolje) na drugi element u stupcu.
@ To nece “pokvariti” vec¢ sredene nule u prvom stupcu.

@ Prvi redak se viSe ne mijenja.

SO OS
288K
288K
SO OS
82 O8 8
8888
SO OS
OOR K
2888
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Sustavno ponistavanje - primjer (kraj)
.

3. stupac:

@ U radnoj matrici G, redom ponistavamo elemente
g;3, i:4,...,m:4,

rotacijama R(3,1, v3;), koje “nabacuju” normu treceg
stupca (od dijagonale nadolje) na tre¢i element u stupcu.
@ To nece “pokvariti” ve¢ sredene nule u prva dva stupca.

@ Prva dva retka se vise ne mijenjaju.

T x T | T x T |
0 = =x 0 = x
00 z| |00 x
0 0 x 0O 0 O
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Poredak ponistavanja i ocjena greske
.

Drugi rasporedi ponistavanja.
@ Za ocjenu greske zaokruzivanja postoji i bolji raspored
poniStavanja elemenata.
@ (Gore opisanim algoritmom, pri “sredivanju” prvog stupca

prvi redak se mijenja m — 1 puta, a svi ostali samo
jednom.

@ Poboljsanje dobivamo “ujednacavanjem”, tako da se
svaki redak transformira podjednak broj puta.

@ To se postize koriStenjem niza nezavisnih rotacija koje ne
zahvacaju iste retke.

@ Takav raspored odvijanja rotacija, usput, jos dozvoljava 1
paralelizaciju algoritma.
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Poredak ponistavanja i ocjena greske
.

Graficki, za jednu matricu tipa 4 x 3 to izgleda ovako.

Crveno 1 zeleno su nezavisne rotacije koje mozemo
istovremeno primjenjivati (samo su dvije, jer je m premalen).
T r x T r x| T r x|
r T X 0O = =x 0O = =x
— —

r T x r T X 0 = =x
T I 0O = =x ] I 0 0 =« ]
oz T | oz T |
_ 0O = =x _ 0O = =x
0 0 =« 0 0 =«
] 0 0 =z | ] 0 0 O |
Parovi su: (1,2)1(3,4), (1,3)1(2,4), a na samom kraju vise
“ne ide”.
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Kako doci do ()?

Na kraju algoritma, na mjestu matrice GG piSe matrica R.

Do matrice () se dolazi nakupljanjem primijenjenih rotacija
R(n,m, opm) - R(1,2,012) G = Q'G = R.

Dakle, matricu G smo

@ slijeva mnozili produktom ortogonalnih matrica, koji
oznacimo s Q1.

@ Zakljucak: G = QR.

@ Produkt ortogonalnih matrica je ortogonalna, pa je
Q! = Q'. Dakle, Q se lako rac¢una iz Q7.

Matrica Q! dobiva se primjenom istih rotacija, samo na
pocetnu matricu I — “sto na G, to na I”.
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Puni i skraceni ()
.

U punoj QR faktorizaciji, kvadratnu matricu Q1 reda m,
dobivamo akumulacijom rotacija slijeva, na pocetnu jedini¢nu
matricu [,,, reda m,

Q= R(n,m, ©nm) - - R(1,2,012) L.

Pravokutnu matricu Q] iz skracene QR faktorizacije
@ dobivamo trivijalno — radec¢i na prvih n stupacal

Dovoljno je startati s matricom I,,(1 : n) koja sadrzi prvih n
stupaca jedini¢ne matrice [,

Q%)F — R(TL, m, Spnm) T R(17 27 9012) Im(l : n)

A obratno? Napravimo punu QR faktorizaciju matrice Q!
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Householderovi reflektori
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Householderovi reflektori
e ——.

Za zadani jedinicni vektor v € R™, matrica H definirana s
H=H(u):=1-2uu", ul|,=1,

zove se Householderov reflektor.

Matrica H je
@ simetricna,

@ 1 ortogonalna, jer je
HH" = H* = (I —2uu") (I — 2uu’)

= I — duu’ + du(uw)u’

= I — duu’ + 4fjuFuu’ = 1.
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Zasto bas ime reflektor?

Promatrajmo hiperravninu koja je okomita na vektor wu.

@ Reflektor H sve vektore x preslikava u simetri¢ne
obzirom na tu hiperravninu.

NumMat 2010, 8. predavanje — p.84/90




Ponistavanje Householderovim reflektorima
L,

Ako je zadan vektor z, nadimo vektor u koji definira
Householderov reflektor koji ponistava sve (osim prve)
komponente vektora .

Trazimo da je

Raspisimo tu jednadzbu
Hr = (I —2uu')x =2 —2u(u’z) =c-e;.

(u!'z je broj — skalarni produkt!)
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Ponistavanje Householderovim reflektorima
e I—————

Premjestanjem pribrojnika, dobivamo

1
U = (™) (x — ceq),

pa je u linearna kombinacija od x 1 e;. Preciznije, mora biti
u = a(r — ceyp),
za neki broj «. Unitarne matrice ¢uvaju normu, pa je
|z]l2 = [[Hz|l2 = [c].
Nadalje, © mora biti jedini¢ne norme, a paralelan s vektorom

u=x =+ ||x|e;.
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Ponistavanje Householderovim reflektorima

Prema tome,

~

u

U = = —.
]l

Oba izbora znakova u definiciji u zadovoljavaju
Hx = ceq,
dok je u # 0. U praksi se, zbog numericke stabilnosti, koristi
u = x + sign(xy)||z||2 €1,

jer to znaci da nema kracenja pri racunanju prve komponente
od u, koja je jednaka

uy = @1 + sign(z1)|||2,

tj. oba su pribrojnika istog znaka.
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Drugi nacin definicije H
o ——

Napomena. Racunanje u se moze izbjeci, ako definiramo

wu’

wl'n

Kako djelovati na ostale stupce?

Kad smo jednom izrac¢unali u, ne treba racunati cijelu matricu
H. Dovoljno je pogledati kako ona djeluje na vektor z:

Hz= (I —2uu")z =z — 2u(u'2).

Dakle, treba izra¢unati skalarni produkt u! z, a zatim
modificirati vektor z.
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QR faktorizacija koristenjem reflektora
e

QR faktorizacija provodi se sustavnom primjenom
Householderovih reflektora na matricu G 1 to slijeva.

@ Prvo se poniste svi elementi prvog stupca (do na prvi), a
na ostale stupce se djeluje reflektorom Hj.

@ Zatim se poniste elementi dijela drugog stupca od
dijagonale nadolje (osim dijagonalnog elementa). To se
radi “skracenim” reflektorom H,.

Ortogonalna matrica kojom smo djelovali na radnu
matricu je onda

1
Hy =

H,
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QR faktorizacija koristenjem reflektora
O e——.

I tako redom. U k-tom koraku, za k = 1,... ,n, ponistava se

@ k-ti “skraceni” stupac u radnoj matrici — od dijagonale
nadolje. Ortogonalna matrica kojom djelujemo na radnu
matricu ima oblik

_I _
Hk: / )
Hk

s tim da je [ reda k — 1, a H] reda m — k + 1.

Ako zelimo formirati matricu (), onda je
H,H, .- -HG=R, tj. Q"'=H,H, - --H,

1li
Q = (Han—1"'H1)T —H,---H, H,.

NumMat 2010, 8. predavanje — p.90/90



	OliveGreen {Sadrv {z}aj predavanja}strut 
	OliveGreen {Informacije}strut 
	OliveGreen {Informacije --- nastavak}strut 
	OliveGreen {Informacije --- nastavak}strut 
	OliveGreen {Informacije --- nastavak}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Minimizacija vektora pogrev {s}ke}strut 
	OliveGreen {Sustav normalnih jednadv {z}bi}strut 
	OliveGreen {Diskretna metoda najmanjih kvadrata za pravac}strut 
	OliveGreen {Diskretna metoda najmanjih kvadrata za pravac}strut 
	OliveGreen {Diskretna metoda najmanjih kvadrata za pravac}strut 
	OliveGreen {Diskretna metoda najmanjih kvadrata za pravac}strut 
	OliveGreen {Diskretna metoda najmanjih kvadrata za pravac}strut 
	OliveGreen {Minimalnost rjev {s}enja?}strut 
	OliveGreen {Najmanji kvadrati za polinome}strut 
	OliveGreen {Najmanji kvadrati za op'{c}e linearne funkcije}strut 
	OliveGreen {v {S}to s nelinearnim funkcijama?}strut 
	OliveGreen {Primjer nelinearnih najmanjih kvadrata}strut 
	OliveGreen {Primjer nelinearnih najmanjih kvadrata}strut 
	OliveGreen {Primjer nelinearnih najmanjih kvadrata}strut 
	OliveGreen {Primjer nelinearnih najmanjih kvadrata}strut 
	OliveGreen {Tipiv {c}ne linearizacije --- op'{c}a potencija}strut 
	OliveGreen {Tipiv {c}ne linearizacije --- op'{c}a potencija}strut 
	OliveGreen {Tipiv {c}ne linearizacije --- 1 / linearna funkcija}strut 
	OliveGreen {Tipiv {c}ne linearizacije --- $x$ / linearna funkcija}strut 
	OliveGreen {Tipiv {c}ne linearizacije --- $x$ / linearna funkcija}strut 
	OliveGreen {Tipiv {c}ne linearizacije --- jov {s} jedan primjer}strut 
	OliveGreen {Primjer}strut 
	OliveGreen {Primjer (nastavak)}strut

	OliveGreen {Primjer (nastavak)}strut

	OliveGreen {Primjer (nastavak)}strut

	OliveGreen {Primjer (nastavak)}strut

	OliveGreen {Primjer (nastavak)}strut

	OliveGreen {Izbor aproksimacijske funkcije}strut 
	OliveGreen {Primjer uklanjanja sluv {c}ajne grev {s}ke}strut 
	OliveGreen {Primjer uklanjanja sluv {c}ajne grev {s}ke}strut 
	OliveGreen {Primjer uklanjanja sluv {c}ajne grev {s}ke}strut 
	OliveGreen {Primjer uklanjanja sluv {c}ajne grev {s}ke}strut 
	OliveGreen {Demo primjeri}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Matriv {c}na formulacija}strut 
	OliveGreen {Matriv {c}na formulacija}strut 
	OliveGreen {Matriv {c}na formulacija}strut 
	OliveGreen {Komentar}strut 
	OliveGreen {Veza s problemom najmanjih kvadrata}strut 
	OliveGreen {Veza s problemom najmanjih kvadrata}strut 
	OliveGreen {Veza s problemom najmanjih kvadrata}strut 
	OliveGreen {Karakterizacija rjev {s}enja}strut 
	OliveGreen {Karakterizacija rjev {s}enja}strut 
	OliveGreen {Karakterizacija rjev {s}enja}strut 
	OliveGreen {Karakterizacija rjev {s}enja}strut 
	OliveGreen {Geometrijska interpretacija rjev {s}enja}strut 
	OliveGreen {Geometrijska interpretacija rjev {s}enja}strut 
	OliveGreen {Rjev {s}enje problema najmanjih kvadrata}strut 
	OliveGreen {Koriv {s}tenje QR faktorizacije}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Definicija QR faktorizacije}strut 
	OliveGreen {Definicija QR faktorizacije}strut 
	OliveGreen {Egzistencija i jedinstvenost QR faktorizacije}strut 
	OliveGreen {Egzistencija i jedinstvenost QR faktorizacije}strut 
	OliveGreen {Egzistencija i jedinstvenost QR faktorizacije}strut 
	OliveGreen {Gram--Schmidtov postupak ortogonalizacije}strut 
	OliveGreen {Gram--Schmidtov algoritam}strut 
	OliveGreen {Gram--Schmidtov algoritam (nastavak)}strut

	OliveGreen {Gram--Schmidtov algoritam --- komentari}strut 
	OliveGreen {Drugi algoritmi}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Givensove rotacije}strut 
	OliveGreen {Givensove rotacije u/ $(i, j)$
ravnini}strut 
	OliveGreen {Poniv {s}tavanje koriv {s}tenjem Givensovih rotacija}strut 
	OliveGreen {Poniv {s}tavanje koriv {s}tenjem Givensovih rotacija}strut 
	OliveGreen {Poniv {s}tavanje koriv {s}tenjem Givensovih rotacija}strut 
	OliveGreen {Sustavno poniv {s}tavanje}strut 
	OliveGreen {Sustavno poniv {s}tavanje - primjer}strut 
	OliveGreen {Sustavno poniv {s}tavanje - primjer (nastavak)}strut

	OliveGreen {Sustavno poniv {s}tavanje - primjer (kraj)}strut

	OliveGreen {Poredak poniv {s}tavanja i ocjena grev {s}ke}strut 
	OliveGreen {Poredak poniv {s}tavanja i ocjena grev {s}ke}strut 
	OliveGreen {Kako do'{c}i do $Q$?}strut 
	OliveGreen {Puni i skra'{c}eni $Q$}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Householderovi reflektori}strut 
	OliveGreen {Zav {s}to bav {s} ime reflektor?}strut 
	OliveGreen {Poniv {s}tavanje Householderovim reflektorima}strut 
	OliveGreen {Poniv {s}tavanje Householderovim reflektorima}strut 
	OliveGreen {Poniv {s}tavanje Householderovim reflektorima}strut 
	OliveGreen {Drugi nav {c}in definicije $H$}strut 
	OliveGreen {QR faktorizacija koriv {s}tenjem reflektora}strut 
	OliveGreen {QR faktorizacija koriv {s}tenjem reflektora}strut 

