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SadrzZaj predavanja

@ Varijacijske karakterizacije svojstvenih vrijednosti
hermitskih matrica:

@ Rayleigh—Ritzov teorem.
@ Courant—Fischerov teorem.
@ Weylov teorem.

@ Lokacija svojstvenih vrijednosti:
@ (GersSgorinov teorem.
@ (Cassinijevi ovali.
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Varijacijska karakterizacija
svo]jstvenih vrijednosti

hermitskih matrica
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Rayleigh—Ritzov teorem
e,

Prisjetimo se, hermitske matrice
@ 1maju samo realne svojstvene vrijednosti,
@ mogu se dijagonalizirati unitarnim slicnostima,

@ bez obzira jesu li svojstvene vrijednosti razlicite ili ne,
uvijek postoji ortogonalna baza svojstvenih vektora.

U ovom poglavlju, svojstvene su vrijednosti hermitske matrice
A, reda n, uvijek poredane tako da vrijedi:

>\min ‘= >\1 < )\2 < - < )\n —. )\maX~

Najmanja 1 najveca svojstvena vrijednost lako se mogu
karakterizirati kao rjesenje problema uvjetne minimizacije,
odnosno, maksimizacije.
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Rayleigh—Ritzov teorem

Teorem (Rayleigh—Ritz). Neka je A hermitska matrica sa

svojstvenim vrijednostima poredanim od najmanje do najvece.
Tada je

Mrtr < ztAx < \, a7z,

za sve x € C". Nadalje,

r* Ax .
Aax = A, — Max — max " Ax,
x£0 T*X x*r=1
ot Ax L
Amin = A1 = min — min " Azx.
x£0 T*x r*r=1
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Rayleigh—Ritzov teorem

Dokaz. Buduéi da je A hermitska, postoji unitarna matrica U
koja dijagonalizira A

A=UANU*, A=diag(\,...,\).

Za proizvoljni x € C" vrijedi
v Az = (" U)ANU"z) =) N|(U™z)if.
1=1

U ovoj linearnoj kombinaciji svojstvenih vrijednosti A;, za
koeficijente vrijedi |(U*x);|* > 0. 1z Amin < A < Apayx slijedi

Amin Y (U 2)i* < 2" Az < Apax »_ |[(U*2),].
1=1

1=1
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Rayleigh—Ritzov teorem

Budu¢i da je U unitarna, onda je
Z| (U x);|" = (2"U)(U*z) = x™x.

Dakle, dokazali smo da je
AinZ T < 27 Ax < ApaxX T

Primijetite da je ocjena ostra (tj. ne moze se poboljsati) i
dostize se ako je x svojstveni vektor matrice A za Ay,
odnosno, Apax. ]

Rayleigh—Ritzov teorem daje varijacijsku karakterizaciju dvije
rubne svojstvene vrijednosti. Sto je s ostalima?
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Courant—Fischerov teorem

Ideja. Promatrajmo sve vektore x koji su ortogonalni na
svojstveni vektor u.

Za takve x-ove, zbog ujr = 0, vrijedi sljedeca modifikacija:

*Ax—Z)\ (U*z) Z)\Z|ufaz|2 :Z)\i|ufx|2.

Zbog nenegativnosti ove linearne kombinacije vrijednosti
Ao, ..., A\, 1 njihovog poretka, imamo

n n
ZAJUZ@F > )\22|u:x|2 A Z| (U'z) A"
i=2 i=2

Nejednakost ¢e postati jednakost, ako izaberemo x = wus.
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Courant—Fischerov teorem

Dakle, dobili smo varijacijsku karakterizaciju za drugu
najmanju svojstvenu vrijednost As:

*
o ¥ Ax ,
min = min XAz = \s.
x#0 gj*x z*r=1
xluq xluq

Dodatno, ako na lijevoj strani ovog izraza,
@ umjesto svojstvenog vektora u; za vrijednost Aq,
@ uzmemo bilo koji vektor w; € C",
onda se taj izraz moze samo smanjiti, tj. njegov maksimum se

dotize bas za w; = uy. Dokaz ide projekcijom wy na u;.

Na slican se nacin mogu izvesti i opéenitije karakterizacije.
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Courant—Fischerov teorem
I

Teorem (Courant—Fischer). Neka je A hermitska matrica sa
svojstvenim vrijednostima A;, poredanim od najmanje do
najvece

A S A< <A

Neka je £ cijeli broj za koji vrijedi 1 < £ < n. Tada je

. ¥ Ax
min max = Ap,
W1, W,... Wy, ECT x#0,z€CN xr*x
rlwqy,wo,... ,wy, L
, x*Ax
max min = \g.
w1,Wa,... ,wi_1€C” r7#0,2eCn Tr*r
rlwy,wo,... , w_1 .
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Primjene varijacijske karakterizacije

Teorem (Weyl). Neka su A i B hermitske matrice istog reda
n, i neka su \;(A), \;(B), \i(A + B) svojstvene vrijednosti u
rastucem poretku. Za svaki k =1,... ,n vrijedi

Me(A) + M (B) < (A4 B) < \(A) + M (B).
Dokaz. Krenimo od Rayleigh—Ritzovog teorema za matricu B.
Za proizvoljni x € C", x # 0, imamo ogradu

v Bx

xrra

AM(B) < < \.(B).

Sad iskoristimo Courant—Fischerov teorem za matricu A + B.
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Primjene varijacijske karakterizacije
OO,

Za bilo koji k =1,... ,n, iz prve karakterizacije imamo redom
*
, (A + B)x
M(A+ B) = min max ( )
W1, W2,... ,Wy_ECT x7#0,0€Cn r*r
zlwqy,wo,...  wy, L
, r*Ax "Bz
= min max +
W1,Wa,... Wy ECP x#40,2E€CT xr*x xr*x
a:J_wl,'wQ,... ’wn—k?
*
, ¥ Ax
> min max + A\1(B)
W1 ,W,... Wy, ECT z#£0,zcC xr*x
rlwy,wo,... ,wy
Na isti nacin dobivamo i gornju ogradu. O
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Lokacija svojstvenih vrijednosti
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Gersgorinov teorem
L,

Neka je A kvadratna matrica. Ako je mozemo napisati kao

A=D+¢eB,
pri cemu je
@ D dijagonalna,
@ B ima nul-dijagonalu,
@ a ¢ je neki mali broj,

onda se svojstvene vrijednosti matrice A nalaze u maloj
okolini oko dijagonalnih elemenata matrice D.

Ovakovo razmisljanje moze se formalizirati Gersgorinovim
teoremom.
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Gersgorinov teorem

Teorem (Gersgorin). Neka je A kvadratna matrica reda n i
neka je n
Rj(A) =Y layl, 1<i<n.
(ot
R!(A) je suma apsolutnih vrijednosti elemenata u i-tom retku,
bez dijagonalnog.

Sve svojstvene vrijednosti matrice A nalaze se u uniji od n
diskova o
G(A) = J{z € C| |z — au| < Ri(A)}.
i=1
Nadalje, ako unija £ tih diskova tvori povezano podrucje koje

nema presjeka s ostalih n — k£ diskova, tada se tocno k
svojstvenih vrijednosti nalazi unutar tog podrucja.
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Gersgorinov teorem
L arhh——

Dokaz. Neka je A bilo koja svojstvena vrijednost od A i neka
je Axr = Ax. Medu elementima svojstvenog vektora x postoji
najveci element po apsolutnoj vrijednosti, takav da je

zp| > ||, i=1,...,n,

i mora biti x, # 0, zbog = # 0. Pretpostavka Az = Az daje
Az, = Az, = |Az], = Z UpjLy,
j=1

il1, ekvivalentno,
n

Tp(A — app) = Z UpjLj-

j=1
J#Dp
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Gersgorinov teorem

Iz ove jednadzbe, koriStenjem nejednakosti trokuta, dobivamo
n
Z UpjLj

n n
< aggagl =) lag ||
J=1 j=1 j=1

JFP J#p JFP

|xp||)‘ - app| —

< |z, Z ap;| = |xP|R],9<A)'
o
Zbog x, # 0, slijedi da je |A — a,,| < R (A), za taj indeks p.
Drugi dio teorema bavi se lokacijom nultocaka, ako postoji
presjek vise krugova (v. Horn—Johnson, Matrix Analysis). H
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Gersgorinov teorem

Gersgorinov teorem moze se primijeniti i na matricu A’
Definiramo o

C’;(A) je suma apsolutnih vrijednosti elemenata u 7-tom
stupcu od A, bez dijagonalnog.

Korolar. Sve svojstvene vrijednosti kvadratne matrice A leze
u uniji od n diskova

GAT) == J{zeC||z—ay| <C}(A)}.
71=1
Ako je unija od k diskova povezana i odvojena od ostatka,
unutar nje se nalazi tocno k svojstvenih vrijednosti. ]
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Gersgorinov teorem
TGS,

Iz prethodnih rezultata slijedi da se sve svojstvene vrijednosti
matrice A nalaze u presjeku G(A) N G(A?).

Postoji nekoliko poboljsanja ovog rezultata. Prvi od njih se
dobiva koriStenjem sli¢nosti:

@ Za regularan S, matrice A1 S71AS imaju jednake
svojstvene vrijednosti.

@ Za S je najbolje/najlakse uzeti dijagonalnu matricu

S:D:diag(plap%"' 7pn)7 Pi > 0.
@ Elementi slicne matrice su (D7*AD);; = ay; - pj/pi-

@ Primijenimo Gersgorinov teorem na D~ 1AD.
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Gersgorinov teorem

Korolar. Neka je A kvadratna matrica i neka su py,... ,p,
pozitivni realni brojevi. Sve svojstvene vrijednosti matrice A
leze u podrucju

G(D 1AD U{ EC|‘Z_G’ZZ|<_ZPJ‘CLZ]|}
=1 J#z
1 U
n n 1
G((D 1AD U{ €C||Z_aﬁ7]|<pjzg|aij|}’

71=1

i 7]

NumAnal 2009/10, 26. predavanje — p.20/21




Cassinijevi ovali

Teorem (Cassinijevi ovali). Svaka svojstvena vrijednost
matrice A lezi unutar barem jednog od n(n — 1)/2 Cassinijeva
ovala

X — ael A — auel < RL(A) - RY(A) = (Z |akj\) - (Z w),
1 unutar barem jednog ovala
X — ] — aue] < CL(A) - CU(A) = (Z |aik|) - (Z |az-e|),

1=1

gdjeje 1l <k, l<nik#/. O
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