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SadrzZaj predavanja
G

@ Prikaz realnih brojeva — “floating—point” standard:

@ Osnovni oblik “floating—point” prikaza — mantisa i
eksponent.

@ (Greske zaokruzivanja u prikazu.
@ Jedinicna greska zaokruzivanja.
@ JEEE standard — tipovi: single, double, extended.

@ Greske zaokruzivanja u aritmetici realnih brojeva:
@ Greske zaokruzivanja osnovnih aritmetickih operacija.
@ Opasno ili “katastrofalno” kracenje.
@ “Sirenje” gresaka zaokruzivanja, stabilni i nestabilni
algoritmi.
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SadrzZaj predavanja (nastavak)
i aononmm—h

@ Primjeri Sirenja gresaka zaokruzivanja i izbjegavanja
nestabilnosti:

@ Parcijalne sume harmonijskog reda.
@ Korijeni kvadratne jednadzbe.

@ (Greske, stabilnost i uvjetovanost:
@ Mjerenje gresaka — razne norme.
@ Uvjetovanost problema.

@ Stabilnost algoritma.
@ Primjeri stabilnih 1 nestabilnih algoritama.

@ Primjeri greSaka zaokruzivanja.
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Prikaz “‘realnih” brojeva

u racunalu — IEEE standard
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Uvod u prikaz realnih brojeva
.

Kako pohraniti “jako velike” ili “jako male” brojeve?
Recimo (dekadski pisano):

67800000000.0 0.000002078

Koristimo tzv. znanstvenu notaciju u kojoj
@ prvo piSemo vodecCe znacajne znamenke broja,

@ a zatim pisemo faktor koji ima oblik baza na
odgovarajuci eksponent, tj. potenciju baze.

Uz dogovor da vodeci dio bude izmedu 1 i 10 (strogo ispod),
to izgleda ovako:

6.78 - 10 2.078-107°.
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Prikaz realnih brojeva
e,

U racunalu se binarni zapis realnog broja pohranjuje u
znanstvenom formatu:

broj = predznak - mantisa - 2¢ksponent,

Mantisa se uobic¢ajeno (postoje iznimke!) pohranjuje u tzv.
normaliziranom obliku, tj.

1 < mantisa < (10)s.

I za pohranu mantise 1 za pohranu eksponenta rezervirano je
konacno mnogo binarnih znamenki. Posljedice:

@ prikaziv je samo neki raspon realnih brojeva,

@ niti svi brojevi unutar prikazivog raspona nisu prikazivi
(mantisa predugacka) = zaokruzivanje.
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Prikaz realnih brojeva (nastavak)
o ———

Primjer: Znanstveni prikaz binarnih brojeva:

1010.11 = 1.01011 - 2°
0.0001011011 = 1.01011 - 274

Primijetite da se vodeca jedinica u normaliziranom obliku ne
mora pamtiti (ako je broj # 0).

@ Taj bit se moze upotrijebiti za pamcenje dodatne
znamenke mantise.

Tada se vodeca jedinica zove skriveni bit (engl. hidden bit) —
jer se ne pamti.

Ipak ovo je samo pojednostavljeni prikaz realnih brojeva.
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Stvarni prikaz realnih brojeva

Najznacajnija promjena obzirom na pojednostavljeni prikaz:

@ cksponent se prikazuje u “zamaskiranoj” ili
“pomaknutoj” formi (engl. “biased form”).

To znaci da se stvarnom eksponentu
@ dodaje konstanta — takva da je “pomaknuti” eksponent
uvijek pozitivan.
Ta konstanta ovisi o broju bitova za eksponent 1 bira se tako
da je prikaziva

@ reciprocna vrijednost najmanjeg pozitivnog
normaliziranog broja.

Takav “pomaknuti” eksponent naziva se karakteristika, a
normaliziranu mantisu neki zovu i signifikand.
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Oznake
I —

Oznake:

@ Crveno — duljina odgovarajué¢eg polja (u bitovima),
bitove brojimo od 0 zdesna nalijevo (kao i obi¢no),

p — predznak: 0 za pozitivan broj, 1 za negativan broj,
k — karakteristika,
m — mantisa (signifikand).

Najznacajniji bit u odgovaraju¢em polju je najljeviji.

PePEEP

Najmanje znacajan bit u odgovaraju¢em polju je
najdesniji.
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Stvarni prikaz tipa single
I,

“Najkra¢i” realni tip je tzv. realni broj jednostruke tocnosti
— u C-u poznat kao float.

On ima sljedeca svojstva:
@ duljina: 4 byte-a (32 bita), podijeljen u tri polja.

1 8 23
0k m

@ u mantisi se ne pamti vodeca jedinica ako je broj
normaliziran,

@ stvarni eksponent broja e, e € {—126,... ,127},
karakteristika k = e + 127, tako da je k € {1,... ,254},

karakteristike £ = 0 1 kK = 255 koriste se za “posebna
stanja’.

o P
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Stvarni prikaz tipa single (nastavak)
o ———————————————

Primjer: Broj (10.25),9 prikazite kao broj u jednostruko]
tocnosti.

4
= (1010.01)5 = 1.01001 - 2°.

1
(1025)10 = (10 + —) — (10 + 2_2)10
10

Prema tome je:

p=0
k=e+127 = (130)10 = (27 + 2")10 = 1000 0010
m = 0100 1000 0000 0000 0000 000
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Prikazi nule: k =0, m =0

Realni broj nula ima dva prikaza:

@ mantisa 1 karakteristika su joj nula,
a predznak moze biti

@ (0 — “pozitivna nula”, 1li

@ 1 — “negativna nula”.

Ta dva prikaza nule su:

-+0 = 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
—0 = 1000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000

Smatra se da su vrijednosti ta dva broja jednake (kad se

usporeduju).
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Denormalizirani brojevi: k =0, m # 0
L,

Ako je k = 0, a postoji barem jedan znak mantise koji nije
nula, onda se kao eksponent uzima —126. Mantisa takvog
broja nije normalizirana 1 poc¢inje s 0.m.

Takvi brojevi zovu se denormalizirani brojevi.

Primjer: Kako izgleda prikaz realnog broja
0.000 0000 0000 0000 0000 1011 - 2767
Rjesenje:

p=20
k = 0000 0000
m = 000 0000 0000 0000 0000 1011
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Plus i minus beskonacno: k = 255, m =0
e ——.

Ako je k = 255, a mantisa jednaka 0, onda
@ p =0 — prikaz +o00, skra¢ena oznaka +Inf,

@ p=1— prikaz —oo, skracena oznaka -Inf.
Primjer: Prikaz broja +o00 (—o00) je
p=20 (p=1)

kF=1111 1111
m = 000 0000 0000 0000 0000 0000
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Nije broj: k = 255, m # 0

Ako je k = 255 1 postoji bar jedan bit mantise razli¢it od nule,
onda je to signal da se radi o pogresci (recimo — dijeljenje s
nulom, vadenje drugog korijena iz negativnog broja i sl.)

Tada se takva pogreska kodira znakom za Not a Number ili,
skrac¢eno, s NaNl.

Primjer.
p=70

kF=1111 1111
m = 000 0000 0000 0101 0000 0000
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Greske zaokruzZivanja
e,

Postoje realni brojevi koje ne mozemo egzaktno spremiti u
racunalo, cak 1 kad su unutar prikazivog raspona brojeva.
Takvi brojevi imaju predugacku mantisu.

Primjer: Realni broj (u binarnom zapisu)
a = 1.0001 0000 1000 0011 1001 0111

ima 25 znamenki mantise 1 ne moze se egzaktno spremiti u
realni broj jednostruke preciznosti float u C-u, koji ima
23 + 1 znamenki za mantisu.

Procesor tada pronalazi dva najbliza prikaziva susjeda a_, a.,
broju a, takva da vrijedi

CL_<CL<CL+.
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Greske zaokruZivanja (nastavak)
e

U nasem primjeru je:

a = 1.0001 0000 1000 0011 1001 0111

a_ = 1.0001 0000 1000 0011 1001 O11
ay = 1.0001 0000 1000 0011 1001 100

Nakon toga, zaokruzuje se rezultat. Zaokruzivanje moze biti:

@ prema najblizem broju (standardno, engl. default, za
[A-32 procesore) — ako su dva susjeda jednako udaljena
od a, izabire parni od ta dva broja (zadnji bit je 0),

[

prema dolje, tj. prema —oo,

©

prema gore, tj. prema 0o,

[

prema nuli, tj. odbacivanjem “viska” znamenki.
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Greske zaokruZivanja (nastavak)
L ———

Standardno zaokruzivanje u nasem primjeru:

a = 1.0001 0000 1000 0011 1001 0111

a_ = 1.0001 0000 1000 0011 1001 O11
a, = 1.0001 0000 1000 0011 1001 100

Ovdje su a_ i a; jednako udaljeni od a, pa je zaokruzeni a
jednak a., jer a, ima parni zadnji bit (jednak je 0).
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Jediniéna greska zaokruzZivanja
e

Ako je x € R unutar raspona brojeva prikazivih u ra¢unalu,
onda se, umjesto x, sprema zaokruzeni prikazivi broj ff(x).

¢

Time smo napravili eresku zaokruzivanja < i “zadnjeg bita”
2

mantise, 1 taj broj se zove
@ jedinic¢na greska zaokruzivanja (engl. unit roundoff).

Standardna oznaka je u. Za float je
u=2"*2596-10""%
Vrijedi
fllz) = (1 +e)z, |e] <u,

gdje je € relativna greska napravljena tim zaokruzivanjem.
Dakle, imamo vrlo malu relativnu gresku.

NumAnal 2009, 3. predavanje — p.19/96



Prikaz brojeva jednostruke to¢nosti — saZetak

IEEE tip single = float u C-u:

1

23

8
k

m

Vrijednost broja je

1)P % 20-=127) 4« (1.m) ako je 0 < k < 255,

(—1)

(—1)P % 2(=126) 5 (0.m)
(=1)? %0
(=1)

1)P % Inf

ako je k=01m #£ 0,
akoje k=01im =0,
ako je Kk =2551m =0,
ako je k= 2551 m # 0.
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Raspon tipa float

Najveci prikazivi pozitivni broj je
FLT_MAX ~ 3.402823466 - 10%®, s prikazom

p=20

k= 1111 1110

m =111 1111 1111 1111 1111 1111
Najmanji prikazivi normalizirani pozitivni broj je
FLT_MIN ~ 1.175494351 - 107°®, s prikazom

p=20

k£ = 0000 0001

m = 000 0000 0000 0000 0000 0000
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Raspon tipa float
S

Simbolicke konstante FLT_MAX, FLT_MIN i jos poneke vezane uz
tip float, definirane su u datoteci zaglavlja float.h i mogu
se koristiti u C programima.

Uocite:
@ 1/FLT MIN je egzaktno prikaziv (nadite prikaz),

@ 1/FLT_MAX nije egzaktno prikaziv i zalazi u
denormalizirane brojeve (tzv. “gradual underflow”).

Najmanji prikazivi denormalizirani pozitivni broj je
27126 . 9723 — 97149 ~ 14013 - 10~*, s prikazom

p=20
k = 0000 0000
m = 000 0000 0000 0000 0000 0001

NumAnal 2009, 3. predavanje — p.22/96



Stvarni prikaz tipa double
.

“Srednji” realni tip je tzv. realni broj dvostruke tocnosti — u
C-u poznat kao double.

On ima sljedeca svojstva:
@ Duljina: 8 byte-a (64 bita), podijeljen u tri polja.

1 11 52
v k m

@ u mantisi se ne pamti vodeca jedinica ako je broj
normaliziran,

@ stvarni eksponent broja e, e € {—1022,... ,1023},
karakteristika k = e + 1023, tako da je k € {1,... ,2046},
karakteristike £k = 01 k = 2047 — “posebna stanja’.

o P
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Prikaz brojeva dvostruke to¢nosti — saZetak
.

IEEE tip double = double u C-u:
1 11 52
k

Vrijednost broja je

( (—1)P % 2k=1023) & (1.m) ako je 0 < k < 2047,
(—1)P % 2(-1022) 5 (0.m) akoje k =01im # 0,
v=<¢(=1)Px0 akoje k=01im =0,
(—1)P % Inf ako je k = 20471 m =0,
 NaN ako je k = 2047 i m # 0.
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Jedini¢na greska i raspon tipa double

Jedini¢na greska zaokruzivanja za double je

w=2"~1.11-10"16.

Broj 1+ 2u je najmanji prikazivi broj strogo veci od 1. Postoji

DBL_EPSILON = 2u =~ 2.2204460492503131 -

Najveci prikazivi pozitivni broj je

1019,

DBL_MAX ~ 1.7976931348623158 - 10°%%.

Najmanji prikazivi normalizirani pozitivni broj je

DBL_MIN =~ 2.2250738585072014 - 10738,
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Tip extended
i

Stvarno racunanje (na IA-32) se obi¢no radi u “prosirenoj”
tocnosti — u C-u mozda dohvatljiv kao long double.

On ima sljedec¢a svojstva:
@ Duljina: 10 byte-a (80 bita), podijeljen u cetiri polja.

1 15 1 63
D k i m S

©

u mantisi se pamti vodeci bit ¢ mantise,
stvarni eksponent broja e, e € {—16382,... 16383},

karakteristika k = e + 16383, tako da je
ked{l,..., 32766},

@ karakteristike £k =01 k = 32767 — “posebna stanja’.

o P
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Prikaz brojeva prosirene toc¢nosti — saZetak
e

IEEE tip extended:

1 15 1 63
k 7 m §

Vrijednost broja je

(—1)P % 2(k=16383) 5 (i.m) ako je 0 < k < 32767,
v =4 (—1)? % Inf ako je k= 32767 1im = 0,
NaN ako je k = 327671 m # 0.

Uocite da prva mogucénost ukljucuje:
@ 140, —0 i denormalizirane brojeve (za k = 0),

jer se pamti vodec¢i “cjelobrojni” bit ¢ mantise.
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Realna aritmetika racunala
(IEEE standard)
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ZaokruZivanje u aritmetici
e,

Osnovna pretpostavka za realnu aritmetiku u racunalu:

@ za sve Cetirl osnovne aritmeticke operacije vrijedi ista
ocjena greske zaokruzivanja kao 1 za prikaz brojeva.

Isto vrijedi i za neke matematicke funkcije, poput v/ , ali ne
vrijedi za sve funkcije (na pr. za cos i sin u okolini nule).

Preciznije: Neka o oznacava bilo koju operaciju 4+, —, *, /. Za
prikazive brojeve u dozvoljenom rasponu x,y € F, takve da je
i egzaktni rezultat x o y u dozvoljenom rasponu (tj. u JF),
vrijedi ocjena relativne greske

flleoy)=(1+¢e)(zoy), [ef <u.

Broj € ovisi o z, y, operaciji o 1 aritmetici racunala.
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ZaokruZivanje u aritmetici (nastavak)
D

Ova ocjena je ekvivalentna idealnom izvodenju aritmetickih
operacija:

@ egzaktno izracunaj rezultat operacije x oy,

@ zaokruzi ga, pri spremanju rezultata u memoriju.

To ne znaci da racunalo zaista tako 1 racuna. Naime,
@ za +, —, * to bi se jo§ i moglo napraviti (egzaktni
rezultati imaju konac¢an binarni prikaz),

@ ali kod dijeljenja to sigurno ne ide (egzaktni kvocijent
moze imati beskonacan binarni prikaz).

Dakle, vazno je samo da dobijemo istu ocjenu greske kao u
“idealnom” rac¢unanju, a nije vazno kako se stvarno rac¢una!
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ZaokruZivanje u aritmetici (nastavak)
e

U principu, to dozvoljava da se rezultati ponesto razlikuju na
raznim ra¢unalima (ovisno o stvarnoj realizaciji aritmetike),
ali

@ ocjena relativne greske mora biti ista.

Uocite da "“mjesta za razlike” nema puno, tj. razlike su zaista
rijetke.

Napomena: oznaka fl(izraz), opéenito, oznacava izracunatu
vrijednost izraza, tj. ona mora biti prikaziva.

@ Ali, to ne znaci: “izracunaj egzaktno”, pa “zaokruzi”,

@ nego: izracunaj sve operacije i funkcije u aritmetici
racunala (tj. i svaki medurezultat mora biti prikaziv).
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ZaokruZivanje u aritmetici (nastavak)
o ———

JoS nekoliko napomena o to¢nosti aritmetike. Relacija
fllxoy)=(1+¢e)(zoy), [ <wu,

kaze da izracunati rezultat f¢(x o y) ima malu relativnu gresku
obzirom na egzaktni rezultat x o y.

Obratite paznju na uvjete uz koje vrijedi taj zakljucak:

@ ulazne vrijednosti moraju biti prikazive (Sto je jasno), ali
1 u dozvoljenom rasponu, tj. normalizirane,

@ egzaktni rezultat mora, takoder, biti u dozvoljenom
rasponu.

Bez oba uvjeta, zakljucak ne vrijedi.
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ZaokruZivanje u aritmetici (nastavak)
e

Prvi uvjet — na ulaz, “zvuéi razumno” i s njim nije tesko
izacl na kraj.
Ako je (barem jedna) ulazna vrijednost nula, onda su operacije
@ ili egzaktne, tj. nema greske
(operacije 4+, —, x, 0/y, uz y # 0, i funkcija v/ ),

@ 1li dijelimo s nulom, pa dobivamo Inf, NaN ili gresku.

Za sve ostale mogucée nenormalizirane operande i ne
o¢ekujemo neki “tocan” rezultat.

U svakom sluc¢aju, ulazne vrijednosti uvijek mozemo testirati
(tj. provjeriti) u programu i tako kontrolirati sto se dogada.
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ZaokruZivanje u aritmetici (nastavak)
D

Drugi uvjet — na rezultat, je mnogo teze kontrolirati:
@ izracunati rezultat “vidimo” tek kad ga izracunamo,

1 tad je sve gotovo, a egzaktni rezultat ionako ne znamo.

Opcenito, moze nam se dogoditi da je egzaktni rezultat izvan
prikazivog raspona (kao i kod prikaza brojeva):
@ “blizu nula” po apsolutnoj vrijednosti — tzv. underflow, i

@ racunalo tada “sutke” vrac¢a nulu ili nenormalizirani
broj “blizu” nule (bez poruke o gresci),

@ “prevelik” po apsolutnoj vrijednosti — tzv. overflow, i

@ racCunalo tada vraca Inf ili javlja gresku (i prekida
izvrSavanje programa).
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ZaokruZivanje u aritmetici (nastavak)
D

Naravno, treca mogucnost je da radimo nedozvoljenu
operaciju, pa je rezultat NaN ili greska, ali to se moze sprijeciti
kontrolom unaprijed.

Ni u jednom od ova tri slucaja ne dobivamo malu relativnu
greSku, dakle, ranija ocjena ne vrijedi.

Oprez: cisto statisticki gledano, po svim dozvoljenim
operandima, mnozenje i dijeljenje relativno c¢esto daju
(egzaktni) rezultat izvan prikazivog raspona (na pr. z2).

lako egzaktni rezultat operacije ne znamo unaprijed, to ne
znaci da

@ nema mogucnosti kontrole pojave rezultata izvan
prikazivog raspona (i pripadnog gubitka toc¢nosti).

NumAnal 2009, 3. predavanje — p.35/96



ZaokruZivanje u aritmetici (nastavak)
e

Naprotiv, gomila nepotrebnih pojava underflowa i, posebno,
overflowa

@ moze se izbjeci pazljivim projektiranjem algoritama.
Overflow je, opCenito, opasniji, jer
@ nema “gradiranog” prijelaza (kao kod underflowa),

@ najcesce (jos uvijek) zavrsava greskom, tj. prekidom
1Zvrsavanja programa.

Zato se racunanje obicno “skalira” tako da se izbjegne
overflow. U vecini slucajeva, to se postize

@ jednostavnim transformacijama standardnih formula.

Primjeri malo kasnije.
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Sirenje gresaka zaokruZivanja
L,

Vidimo da gotovo svaki izracunati rezultat ima neku gresku.
Osim toga,

@ zaokruzivanje se vrsi nakon svake pojedine operacije.
(Najlakse je stvar zamisljati kao da zaokruzivanje ide “na
kraju” operacije, iako je ono “dio operacije”.)

Kad imamo puno aritmetickih operacija (ina¢e nam racunalo
ne treba), dolazi do tzv.

@ akumulacije gresaka zaokruzivanja.

Malo pogresni rezultati (mozda veé¢ od ¢itanja), ulaze u
operacije, koje opet malo grijese, 1 tako redom ...

@ greske se “sire” kroz sve Sto racunamo!
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Sirenje greSaka zaokruZivanja (nastavak)
L ———

Oc¢ekujemo da greske “rastu”, ali koliko?

@ “Pomalo”. ili “brzo”?
9

Klju¢no pitanje: Mozemo li nesto re¢i o tom “rasprostiranju”
greSaka zaokruzivanja’

Mozemo!

Ali, (uvijek ima neki “ali”),
@ put do odgovora nije nimalo jednostavan,

@ 1 treba ga provesti za svaki pojedini proracun posebno.

Gdje je problem?
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Sirenje greSaka zaokruZivanja (nastavak)

Nazalost,

@ aritmetika racunala nije egzaktna

@ 1 u njoj ne vrijede uobic¢ajeni zakoni za operacije.
Na primjer, za aritmeticke operacije u racunalu

@ nema asocijativnosti zbrajanja i mnozenja,

@ nema distributivnosti mnozenja prema zbrajanju.

Dakle, poredak izvrsavanja operacija je bitan!

Zapravo, jedino standardno pravilo koje vrijedi je
@ komutativnost za zbrajanje 1 za mnozenje.

(Do nedavno je postojalo rac¢unalo na kojem ni to nije
vrijedilo).
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja
I am—aa

Primjer. Asocijativnost zbrajanja u rac¢unalu ne vrijedi.

Znamo (odn. uskoro ¢ete znati) da je tzv. harmonijski red

b oottty
2 '3 i

divergentan, tj. suma mu je “beskonacna’.

No, nitko nas ne sprijecava da racunamo konacne pocetne
komade ovog reda, tj. njegove parcijalne sume

Suim I b e g
ne 2 3 n—1 n

A kojim redom zbrajamo? (Zbrajanje je binarna operacijal)
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (nastavak)
G

U realnim brojevima je potpuno svejedno kojim poretkom
zbrajanja racunamo ovu sumu, jer vrijedi asocijativnost.

a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+ec

Uostalom, sam zapis izraza bez zagrada

S—1+1+1+ + ! +1
" 2 3 n—1 n

ve¢ “podrazumijeva’ asocijativnost. U suprotnom, morali
bismo zagradama naglasiti poredak operacija.

Ovdje imamo tocno n — 1 binarnih operacija zbrajanja, i
mozemo ih napraviti kojim redom hoc¢emo.
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (nastavak)
TGS,

Drugim rijecima, u prethodni izraz za S,

@ mozemo rasporediti zagrade na bilo koji nac¢in, samo da
svi plusevi budu “binarni”, tj. zbrajaju dva objekta, a
objekt je broj ili (podizraz u zagradama).

Na pr., zbrajanju “unaprijed” odgovara raspored zagrada

St 1= R ) RIS B I
ml 2 3 n—1 n’

a zbrajanju ‘“unatrag’ odgovara raspored zagrada
Sno =1+ ! + ! + -+ 1 + 1
mE 2 3 n—1 n '
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (nastavak)
S

Koliko takvih rasporeda zagrada ima — bit ¢e napravljeno u
Diskretnoj matematici. Bitno je da svi daju isti rezultat.

Komutativnost nam uopce ne treba. Ako i nju iskoristimo,
dobivamo jos puno vise nacina za racunanje ove sume, i Svi,
naravno, opet daju isti rezultat.

Izracunajmo aritmetikom racunala navedene dvije sume
@ 5,1 — unaprijed, i
@ 5,2 — unatrag,

za = 1000000, u tri standardne IEEE toc¢nosti single,
double 1 extended. Preciznije, koristimo ova tri tipa za prikaz
brojeva, uz pripadne artimetike za racunanje.
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (nastavak)

Uz skracene oznake S; 1 S za varijable u kojima zbrajamo
pripadne sume, odgovarajuci algoritmi za zbrajanje su:
@ unaprijed

Sl =1

)

1
Slizsl—F—,, ’L:Z,
[/

’7n7

@ unatrag

SQZ

)

1
n
1
SQZ —
()

,—|—SQ, i:n—l,...,l.

Dakle, zaista ne koristimo komutativnost zbrajanja.
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (nastavak)

Dobiveni rezultati za sume Sy, S 1 pripadne relativne greske

SUu:

tip 1 suma vrijednost rel. gresSka
single 57 | 14.3573579788208008 | 2.45740E—0003
single Sy | 14.3926515579223633 | 5.22243 E—0006
double S | 14.3927267228647810 | 6.54899F£—0014
double Sy | 14.3927267228657545 | —2.14449FE—0015

extended Sy | 14.3927267228657234 | 1.91639F£—0017

extended Sy | 14.3927267228657236 | —1.08475E—0018

Slovo E/ u brojevima zadnjeg stupca znac¢i “puta 10 na”, pa je,
na pr., —1.08475E—0018 = —1.08475 x 10718,
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (nastavak)
.

[zracunate vrijednosti Sy i 9o su razlic¢ite (u sve tri tocnosti).
Dakle, zbrajanje brojeva u aritmetici racunala ocito nije
asocljativno.

Primijetite da, u sve tri tocnosti, zbrajanje unatrag S, daje
nesto tocniji rezultat. To nije slucajno.

Svi brojevi koje zbrajamo su istog predznaka pa zbroj stalno
raste, bez obzira na poredak zbrajanja.

@ Kad zbrajamo unatrag — od manjih brojeva prema
vecim, zbroj se pomalo “nakuplja’”.

@ Obratno, kad zbrajamo unaprijed — od velikih brojeva
prema manjim, zbroj puno brze naraste. Onda mali
dodani ¢lan jedva utjece na rezultat (tj. dobar dio
znamenki pribrojnika nema utjecaj na sumu).
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (nastavak)
e,

Drugim rije¢ima, uz isti broj pribrojnika, kod zbrajanja
unaprijed
@ dodajemo manji broj, ali na vecu (dotadasnju) sumu,

pa je utjecaj tog pribrojnika bitno manji, a greska veca.

Ovo se izrazito vidi u single S7. U usporedbi sa single S
@ pripadna relativna greska je preko 400 puta veca

1 dobivamo imamo samo 3 tocne znamenke u rezultatu.

Cijeli ovaj eksperiment je napravljen u “prastarom” Turbo
Pascalu 7.0 (za DOS) — jer jednostavno podrzava sva tri
standardna IEEE tipa. Probajte to napraviti u C-u,
FORTRAN-u ili nekom drugom programskom jeziku.
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (zadatak)

Zadatak. U aritmetici racunala, za dovoljno velike n,
parcijalne sume S, 1 i S, 2 postaju konstantne (tj. vise ne
ovise o n).

@ Zasto? Precizno objasnite!

@ Za koji n se to prvi puta dogada, ovisno o to¢nosti i
smjeru zbrajanja?
@ Probajte u single, pa zakljucite Sto ¢e se dogoditi u
double i extended (bez eksperimentiranja).

@ Koji smjer zbrajanja je bolji?
Na kraju ovog primjera, mozda je zgodno rec¢i odakle mi

“tocan” rezultat — tj. onaj koji sluzi za rac¢unanje relativnih
greSaka u prethodnoj tablici.
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (kraj)
T —_—

Postoji algoritam zbrajanja, tzv. dvostruko kompenzirano
zbrajanje (engl. doubly compensated summation), koji uvijek
daje zbroj s vrlo malom relativnom greskom (oko 2u, ako broj
pribrojnika nije prevelik). Taj algoritam daje

extended Spo = 14.3927267228657236.

Na 18 dekadskih znamenki, rezultat je isti kao i S5.
Koga zanima taj i slicni algoritmi, moze pogledati knjigu:

@ Nicholas J. Higham, Accuracy and Stability of Numerical
Algorthms (2. ed.), SIAM, Philadelphia, 2002.

Naravno, moze se javiti i menil! []
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Sirenje gresaka u aritmetici
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Sirenje greSaka zaokruZivanja (nastavak)
L,

Za analizu gresaka zaokruzivanja ne mozemo Koristiti nikakva
“normalna” pravila za aritmeticke operacije u racunalu, jer ti
zakoni naprosto ne vrijede.

Stvarna algebarska struktura je izrazito komplicirana i postoje
debele knjige na tu temu.

@ Vrijede neka “zamjenska” pravila,
ali su neupotrebljiva za analizu iole ve¢ih proracuna.
Medutim, analiza pojedinih operacija postaje bitno laksa, ako
uocimo da:

@ greske zaokruzivanja u aritmetici racunala mozemo
interpretirati i kao egzaktne operacije, ali na “malo”
pogresnim podacimal
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Sirenje greSaka zaokruZivanja (nastavak)

Kako? Dovoljno je faktor (1 + ) u ocjeni greske

fllxoy)=(1+¢)(roy),

e[ <,

“zalijepiti” na z i/ili y. To je isto kao da operand(i) ima(ju)
neku relativnu gresku na ulazu u operaciju, a operacija o je

egzaktna. Dakle,

@ izracunati (ili “zaokruzeni”) rezultat jednak je
egzaktnom, ali za malo promijenjene (tj. perturbirane)

podatke (u relativnom smislu).

Sto dobivamo ovom interpretacijom?

@ Onda mozemo koristiti “normalna” pravila aritmetike za

analizu greSaka.
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Sirenje greSaka zaokruZivanja (nastavak)
o ———

Ne zaboravimo jos da € ovdje ovisi o x, y, 1 operaciji o.
Kad takvih operacija ima visSe, pripadne greske obicno
oznacavamo nekim indeksom u e.

Na primjer, ako je o zbrajanje (+), onda je

fllx +y) = (1 +euyy) (x +9)
= [T+ capy) ]+ [(T+€apy) Y],

Uz |44y < u, ako su x, y i x + y u prikazivom rasponu.
Potpuno ista stvar vrijedi 1 za oduzimanje.

Kod mnozenja 1 dijeljenja mozemo birati kojem ulaznom
podatku ¢emo “zalijepiti” faktor (1 + ¢).

NumAnal 2009, 3. predavanje — p.53/96



Sirenje greSaka zaokruZivanja (nastavak)
o ———

Za mnozenje mozemo pisati

Uz xy) = (14 €psy) (T x y)
= (T4 cany) ] xy = 2% [ (1 + aay) ¥ |,

a za dijeljenje

fl(z/y) = (1 +expy) (/y)
= [(I+eop)z]/y=2/[y/(1 +exy) |-

Postoje 1 druge varijante. Na primjer, da svakom operandu

“zalijepimo” /1 + € (odnosno 1/4/1 + ¢), ali to nije narocito
vazno. Bitno je samo da je izracunati rezultat egzaktan za
malo perturbirane podatke.
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Sirenje gresaka (bilo kojih)
e,

Zasad nije vidljivo koja je tocno korist od ove interpretacije.
Stvar se bolje vidi tek kad imamo vise operacija zaredom.

Medutim, ova ideja s “malo pogresnim podacima” je bas ono
sto nam treba za analizu Sirenja gresaka (i to bez obzira na
uzrok gresaka), ¢im se sjetimo da

@ rezultati ranijih operacija s nekom greskom ulaze u nove
operacije.

Naime, uzroka gresaka moze biti mnogo, ovisno o tome Sto
racunamo. Od gresaka modela i metode, preko gresaka
mjerenja (u ulaznim podacima), do gresaka zaokruzivanja (ali
to je tema za UNM).
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Sirenje gresaka u aritmetici
L,
Za analizu Sirenja greSaka u aritmetici, treba pogledati
@ Sto se dogada s greskama u rezultatu,
@ kad imamo greske u operandima.

Prvo u egzaktnoj aritmetici, a onda 1 u aritmetici racunala.
Pretpostavimo onda da su polazni podaci (ili operandi) x i y
malo perturbirani, s pripadnim relativnim greskama €, 1 ¢,,.

Koje su operacije o opasne (ako takvih ima), ako nam je
aritmetika egzaktna, a operandi su x(1 +¢,) 1 y(1+¢,)?

Treba ocijeniti relativnu gresku e, rezultata operacije o

(zoy)(I+co): =[xl +e)]oly(l+ey)]
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Sirenje greSaka u aritmetici (nastavak)
e,

Naravno, za pocetak, moramo nesto pretpostaviti o €, 1 €.

Sto smatramo malom relativnhom perturbacijom?

@ Svakako mora biti |e,], |¢,| < 1, inace perturbacijom
gubimo predznak operanda.

Medutim, to nije dovoljno za neki razuman rezultat.

@ Stvarno ocekujemo |e.|, |e,| < ¢ < 1, tako da imamo
barem nekoliko to¢nih znamenki u perturbiranim
operandima. Na pr. ¢ = 107! (jedna to¢na znamenka).

@ Idealno u racunalu je |e,|, |e,| < u, tj. kao da smo oba
operanda samo spremili u memoriju racunala (jedna
greSka zaokruzivanja).
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Sirenje greSaka kod mnoZenja
O e——.

Mnozenje je bezopasno (benigno), jer vrijedi

(xxy)(T+e)=|z(l+e)]x[y(l+ey)]
=zy (1 +e, + &, +e28y),

kad stvar napisemo bez nepotrebnih zagrada i *x. Onda je
Ex = Ex T Ey T E2Ey R Ex T Ey,

ako su |e,| i |e,| dovoljno mali da €,&, mozemo zanemariti.
Dakle, relativna greska se samo zbraja.

U idealnom slucaju ||, |e,| < u, dobivamo pribliznu ocjenu
relativne greske |e,| < 2u (do na u?), ili, na pr., |e,| < 2.01u.
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Sirenje gresaka kod dijeljenja

Dijeljenje je, takoder, bezopasno (benigno), samo je zakljucak
malo dulji. Na pocetku je

x(1+e,)
y(1+¢g,)

(/y) (I +e))=lz(I+e) /[yl +ey)]=

Ako su |e,| i |e,| dovoljno mali da sve mozemo linearizirati (tj.
zanemariti “kvadratne” i viSe potencije epsilona), onda je

1 o0
1_|_5y €y+n:2( ) gy gy

(I+e)(l—¢g)=14¢e,—¢,—crey = 146, — €y
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Sirenje gresaka kod dijeljenja (nastavak)
.

Kad to uvrstimo u prvi izraz, dobivamo

(@/y) (M +e)m—(1+e) (1 —gy) = —(1+e: —gy).

x
Y

< |8

Za relativnu gresku (priblizno) vrijedi
£/ = Ex — Ey, e/ = lex] + |eyl.

Dakle, relativne greske se oduzimaju, a ocjene zbrajaju.

U idealnom slucaju |e,|, |e,| < u, opet dobivamo pribliznu
ocjenu relativne greske |e,| < 2u.

Vidimo da su 1 mnozenje i dijeljenje bezopasne operacije za
sirenje gresaka zaokruzivanja.
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Sirenje gre$aka kod zbrajanja i oduzimanja
o —"5

Zbrajanje i oduzimanje. Ovdje rezultat klju¢no ovisi o
predznacima od x 1 y.

Sasvim opc¢enito, neka su x i y proizvoljnih predznaka. Za
zbrajanje i oduzimanje (oznaka +) vrijedi

(rEy)(Ites)=[r(l+e) £[y(l+e)]
=c(I+e)Ty(l+ey) =(xy)+(re, yey).

Pogledajmo prvo trivijalne slucajeve. Ako je egzaktni rezultat
x £y = 0, onda imamo dvije mogucnosti.

@ Akojeix(l1+¢,)xy(l+¢e,) =0, relativna greska e
moze biti biti koji broj (nije odredena), a prirodno je
uzetl e4 = 0.
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Sirenje gresaka kod zbrajanja i oduzimanja
e

@ U protivnhom, za x (1 +¢,) £y (1+¢,) # 0, gornja
jednakost je nemoguca, pa stavljamo ¢4 = Fo0.

Pretpostavimo nadalje da je x ==y # 0. Onda je
(rty)(I+es)=(rty)+ (zes Lyey)

TEL TYE
— (r+ 1 2.
(2 y)( + iy )

Relativnu gresku €. mozemo napisati u obliku linearne
kombinacije polaznih gresaka €, 1 ¢,

_ :xew:tysy: X - Y
* Ty r+y T xty
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Sirenje gresaka kod zbrajanja i oduzimanja

TGS,

Naravno, za nastavak rasprave kljucno je pitanje
@ koliko su veliki faktori uz polazne greske

(da li “prigusuju” ili “napuhavaju” greske).

Da ne bismo stalno pisali hrpu oznaka + (nepregledno),
pogledajmo Sto se zbiva kad

@ iy imaju isti predznak, a
@ posebno gledamo operacije + 1 —.
Ako su z i y razli¢itih predznaka, zamijenimo operaciju u

suprotnu (+ — —, — — +), pa ¢e vrijediti isti zakljucci.

Dakle, zbrajamo 1 oduzimamo brojeve istih predznaka.
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Sirenje gresaka kod zbrajanja
.

Zbrajanje brojeva istog predznaka je bezopasno (benigno). To
izlazi ovako.

Zbog istih predznaka vrijedi |z|, |y| < |x + y|, pa je

< 1.

X
T+uyl|’

Y
T +y
Odavde odmah slijedi

e ] < leaf + gyl

Dakle, relativna greska se, u najgorem slucaju, zbraja.

U idealnom slucaju ||, |e,| < u, opet dobivamo ocjenu
relativne greske |, | < 2u.
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Sirenje gresaka kod zbrajanja (nastavak)
o ———————————————

Uz malo truda, dobivamo i bolju ocjenu. Prvo uo¢imo da za
faktore vrijedi

T
T+

Yy
T+

+

-

i jos iskoristimo |e,], |g,| < max{|e,|, |e,|}. Onda je

Y
ey < Exl T £
ol < | | el + || Je
Y
< + maxqy [Exl, |E
< (|75 |+ |) mateah e

— max{[e, . e, |}
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Sirenje gresaka kod zbrajanja (nastavak)
L ———

Dakle, relativna greSka zbrajanja je, u najgorem slucaju,
maksimum polaznih gresaka (ne treba zbrajati).

U idealnom slucaju ||, |e,| < u, sada dobivamo ocjenu

relativne greske |e,| < u. Bolje ne moze!

Naravno, isto vrijedi 1 za oduzimanje brojeva razlicitih
predznaka. I to je bezopasno.
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Sirenje gre$aka kod oduzimanja
o S——————

Oduzimanje brojeva istog predznaka moze biti opasno (¢ak
katastrofalno lose).

@ Tocnije, ne mora uvijek biti opasno, ali moze!

Zasto i kada je opasno?
Zbog razlicitih predznaka od z 1 y sigurno vrijedi

z — y| <max{|z|, |y},

pa je barem jedan od faktora vec¢i od 1, tj.

max{ J ‘}>1.
r—Y

X
)
L —Y
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Sirenje gresaka kod oduzimanja (nastavak)

Odavde odmah slijedi da u ocjeni relativne greske

Y
Lr—Y

e | < €| + €y

L =Y

na barem jednom mjestu imamo rast greske, a moze 1 na oba
mjesta.

Kad je to zaista opasno? Ako je |x — y| < |z], |y|, ovi faktori

X
)
L —Y

Y
T—yl|

mogu biti proizvoljno veliki, pa i relativna greska |e_|
rezultata moze biti proizvoljno velika!
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Opasno oduzimanje ili kracenje
L,
Opasna situacija |x — y| < |z], |y| znaci da je
@ rezultat oduzimanja brojeva istog predznaka =

@ broj koji je po apsolutnoj vrijednosti mnogo manji od
polaznih podataka (oba operanda),

a to znaci da operandi x 1 y moraju biti bliski, tako da dolazi
do kracenja. Zato se ovaj fenomen obi¢no zove

Opasno ili katastrofalno kracenje.

Dosad smo govorili da relativna greska u tom slucaju moze
biti velika, ali da li se to zaista dogada’?

Naime, ovdje je ipak rije¢ o ocjeni greske, pa se mozda dogada
da je ocjena vrlo losa, a prava greska ipak malal
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Primjer katastrofalnog kracenja
o —"5

Nazalost, nije tako! To se itekako dogada u praksi!

Primjer. Uzmimo realnu aritmetiku “racunala” u bazi 10. Za
mantisu (znacajni dio) imamo ¢t = 4 dekadske znamenke, a za
eksponent s = 2 znamenke (Sto nije bitno). Neka je

r = 8.8866 = 8.8866 x 10V,
y = 8.8844 = 8.8844 x 10".

Umjesto brojeva x i y (koji nisu prikazivi), u “memoriju”
spremamo brojeve fl(x) i fl(y), pravilno zaokruzene na t = 4
znamenke

fl(x) = 8.887 x 10",
fl(y) = 8.884 x 10°.
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Primjer katastrofalnog kracenja (nastavak)
G

Ovim zaokruzivanjem smo napravili malu relativnu gresku
(ovdje je u =5 x 107°).

Razliku fl(x) — fl(y) racunamo tako da izjednacimo
eksponente (§to veé jesu), oduzmemo znacajne dijelove
(mantise), pa normaliziramo

fl(x) — fl(y) = 8.887 x 10" — 8.884 x 10"
= 0.003 x 10° = 3.77? x 107°.

Kod normalizacije, zbog pomaka “ulijevo”, pojavljuju se

@ 7 = znamenke koje vise ne mozemo restaurirati
(ta informacija se izgubila).

Sto sad?
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Primjer katastrofalnog kracenja (nastavak)
e,

Racunalo radi isto sto bismo 1 mi napravili:
@ na ta mjesta 7 upisuje 0.

Razlog: da rezultat bude tocan, ako su ulazni brojevi tocni.
Dakle, ovo oduzimanje je egzaktno 1 u aritmetici racunala.

Konacni rezultat je f¢(x) — fl(y) = 3.000 x 1073,
Pravi rezultat je

r —y = 8.8866 x 10° — 8.8844 x 10°
= (0.0022 x 10" = 2.2 x 1072,

Veé prva znacajna znamenka u fl(x) — fl(y) je pogresna, a
relativna greska je ogromna! Uocite da je ta znamenka (3),
ujedno, i jedina koja nam je ostala — sve ostalo se skratilo!
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Primjer katastrofalnog kracenja (nastavak)
TGS,

Prava katastrofa se dogada ako 3.777 x 1073 ude u naredna
zbrajanja (oduzimanja), a onda se skrati i ta trojka!

Uocite da je oduzimanje fl(x) — fl(y) bilo egzaktno (a
egzaktno je i u aritmetici racunala), ali rezultat je pogresan.
Krivac, o¢ito, nije oduzimanje (kad je egzaktno).

@ Uzrok su polazne greske u operandima.
Ako njih nema, tj. ako su operandi egzaktni,

@ i dalje (naravno) dolazi do kracenja,

@ ali je rezultat (uglavnom, a po IEEE standardu sigurno)
egzaktan,

pa se ovo kracenje zove benigno kracenje.
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Sirenje gresaka u aritmetici racunala
S

Dosad smo gledali sirenja greSaka u egzaktnoj aritmetici.

U aritmetici racunala postupamo na potpuno isti nacin. Samo
treba zgodno iskoristiti onu raniju interpretaciju da je

@ izracunati (ili “zaokruzeni”) rezultat jednak egzaktnom,
ali za malo perturbirane podatke (u relativnom smislu).

A Sirenje gresaka u egzaktnoj aritmetici znamo.

Svaka aritmeticka operacija u rac¢unalu samo povecava
perturbaciju ulaznih podataka za jedan faktor oblika (1 + &),
uz ocjenu |e| < u, ovisno o tome kojim operandima
“zalijepimo” taj taktor.
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Sirenje gresaka u aritmetici racunala
L arhh——

Na pr., uzmimo da racunamo zbroj r + vy, gdje su x 1 y
spremljeni u racunalu. Znamo da za izracunati rezultat vrijedi

fllz +y) = (1 + €apy) (z +y)
= [T+ capy) 2] + [ (1 + o) ¥,

Uz |ez4y| < u, ako su x, y i x + y u prikazivom rasponu.

No, x 1 y ve¢ imaju neke greske obzirom na prave egzaktne
vrijednosti. I to treba uvrstiti u ovu formulu.
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Natuknice o analizi greSaka
.

@ Bilo koja pojedina operacija, nakon, recimo prvog
¢itanja, ili ranijih operacija — tad ide kao ovo gore, ali
svagdje imam dodatni faktor oblika (1 + ¢) iz ocjene
greSke (ako je sve prikazivo u dozvoljenom rasponu).

@ Dakle, faktori se “kote” 1 postoje razne oznake za to, da
se lakse cita.
@ oznake: ¢ (s indeksima) — obi¢no za “jedini¢ne”
greske (ispod u),
@ neko drugo slovo (na pr. 1) s indeksima, za ostale
(relativne) greske u analizi.
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Natuknice o analizi greSaka (nastavak)
D

Pojmovi greske unaprijed (forward error), i greske unatrag
(katkad se zove i obratna — backward error).

@ Gledam algoritam kao preslikavanje: ulaz (domena) u
izlaz, (kodomena).

@ Zanima me greska u rezultatu (kodomeni) — forward.

@ To katkad ide, ali je, uglavnom, tesko (ili daje lose
ocjene). (Primjer - Zlatko, za normu u R?, i jos doda]
scaling).

@ Lakse je “unatrag” — ista interpretacija kao 1 za
pojedine operacije.

Uociti da se akumulacija faktora (1 4 ¢) prirodno radi unatrag
— inace moram znati gresku za operande (a to je rezultat
unaprijed).
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Natuknice o analizi greSaka (nastavak)
T —"_ 5 5

Postupak “unatrag”:

@ Krajnji rezultati algoritma su “egzaktni” ali na ponesto
perturbiranim podacima (i napravi se ocjena tih
perturbacija u domeni).

@ A zatim ide matematicka teorija perturbacije, koja daje
ocjene u kodomeni (izvod ide za egzaktni racun, pa
vrijede normalna pravila).

I sad imam pojmove: stabilno 1 nestabilno racunanje
(algoritam) (“prigusivac” ili “pojacalo” gresaka).

@ Slikice (skripta NA, Higham).

@ Primjeri nestabilnosti — uklonjivi i NEuklonjivi.
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Dodatna literatura za floating point aritmetiku
e,

Ako zelite saznati joS ponesto o floating—point prikazu brojeva
1 aritmetici, pogledajte:

@ David Goldberg, What Every Computer Scientist Should
Know About Floating—Point Arithmetic, ACM
Computing Surveys, Vol. 23, No. 1, March 1991, pp.
5—48.

@ Zlatko Drmac, Numericka matematika 1 racunala, MF'L
4/196, Zagreb, 1999., str. 212-219.

1 ve¢ spomenutu Highamovu knjigu.

Zbog “copyrighta’, ovo nije na mom webu, ali mozete dobiti,
ako zelite.

Goldbergov c¢lanak je na webu (samo ja za to “ne znam”):
pod “linkovi”, zadnji link.
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Primjeri izbjegavanja kracenja
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Kvadratna jednadzba
L,

Uzmimo da treba rijesiti (realnu) kvadratnu jednadzbu
ar® +br +c =0,

gdje su a, b i c zadani, i vrijedi a # 0.

Matematicki gledano, problem je lagan: imamo 2 rjeSenja

—b+Vb? — 4dac
2a '

1.2 —

Numericki gledano, problem je mnogo izazovniji:
@ ni uspjesno racunanje po ovoj formuli,
@ ni tocnost izracunatih korijena,

ne mozemo uzeti “zdravo za gotovo’.
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Kvadratna jednadzba — problem
O OECeem————

Primjer: 2% — 56x + 1 = 0. U aritmetici s 5 decimala dobijemo

~ 06 —v3132 56 — 55.964

= 0.018000
X1 9 9 )
56 + /3132 56 + 55.964
To = i 5 = i > — 59.982.

‘Tocna rjesenja su
x1 = 0.0178628... 1 a9 =1955.982137....

Manji od ova dva korijena — x7, ima samo dvije tocne
znamenke (kracenje).
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Kvadratna jednadzba — popravak

Prvo izracunamo veéeg po apsolutnoj vrijednosti, po formuli

~ —(b+sign(b)vb?* — 4ac)

Lo —
2a ’

a manjeg po apsolutnoj vrijednosti, izracunamo iz

L1 -TL9 — —
a
(Vieta), tj. formula za x; je
c
rKG — —.
o a

Opasnog kracenja za xr; vise nemal
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Kvadratna jednadZba (nastavak)
o ———

Ovo je bila samo jedna, od (barem) tri “opasne” tocke za
racunanje. Preostale dvije su:

@ “kvadriranje” pod korijenom — mogucé¢nost za overflow.
Rjesenje — “skaliranjem”.

@ oduzimanje u diskriminanti (kracenje) — nema
jednostavnog rjesenja.

@ To je odraz nestabilnosti problema, jer tad imamo
dva bliska korijena koji su osjetljivi na male
perturbacije koeficijenata jednadzbe.

@ Na primjer, pomak ¢ = pomak grafa “gore—dolje”.
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Neki primjeri izbjegavanja kracenja

Primjer. Treba izra¢unati
y=vr+d—z,

gdje su x i 0 zadani ulazni podaci, s tim da je x > 0,
@ a |d| vrlo mali broj.

U ovoj formuli, oc¢ito, dolazi do velike greske zbog krac¢enja —
zaokruzivanje korijena prije oduzimanja.

Ako formulu “deracionaliziramo” u oblik

)
v VT +6+Jr

problema vise nemal
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Neki primjeri izbjegavanja kracenja

Primjer. Treba izra¢unati
y = cos(x + 0) — cos z,

gdje su z i 0 zadani ulazni podaci, s tim da je | cos x| razumno
velik,
@ a || vrlo mali broj.

Opet, dolazi do velike greske zbog kracenja.

Ako formulu napismo u “produktnom” obliku

5 o o . +(5
= —2gin—sin |z + =
Y 9 5/

problema vise nemal
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Prikaz brojeva u racunalu
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Tipovi brojeva u racunalu

U racunalu postoje dva bitno razli¢ita tipa brojeva:
@ cijeli brojevi
@ realni brojevi.

Oba skupa su konacni podskupovi odgovarajucih skupova Z i
R u matematici.

Kao baza za prikaz oba tipa koristi se baza 2.
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Cijeli brojevi

O e——.
Cijeli se brojevi prikazaju koristenjem n bitova — binarnih
znamenki, od kojih jedna sluzi za predznak, a ostalih n — 1 za
znamenke broja.

Matematicki gledano,

@ aritmetika cijelih brojeva u racunalu je modularna
aritmetika u prstenu ostataka modulo 2", samo je sustav
ostataka simetrican oko 0, tj.

—on=t ... —1,0,1,..., 2"t —1.

@ Racunalo ne zna izravno operirati s brojevima izvan tog
raspona.

NumAnal 2009, 3. predavanje — p.89/96



Realni brojevi
.

Realni brojevi r prikazuju se koristenjem mantise m (ili ¢esce,
signifikanda) i eksponenta e u obliku

r=+m-2°
pri cemu je e cijeli broj u odredenom rasponu, a m racionalni
broj za koji vrijedi 1 < m < 2 (tj. mantisa zapocinje s 1....).

@ Vodeca jedinica se ¢esto ne pamti, pa je mantisa “dulja”
za 1 bit tzv. “skriveni bit” (engl. hidden bit).

@ Eksponent se prikazuje kao s-bitni cijeli broj, a za
mantisu pamti se prvih ¢ znamenki iza binarne tocke.

@ Po standardu, eksponentu se dodaje “pomak” (engl.
bias), da bi eksponent bio nenegativan. Ovo je nebitno za
ponasanje aritmetike.
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Realni brojevi
.

Skup svih realnih brojeva prikazivih u racunalu je omeden, a
parametriziramo ga duljinom mantise 1 eksponenta i
oznacavamo s R(%, s).

mantisa eksponent

T Moy |M_g | -+ | My €s—1 | €s—2 | "=° | e1 €0

Ne moze se svaki realni broj egzaktno spremiti u racunalo.

Ako je broj x € R unutar prikazivog raspona i

r =+ ( > bk2""> 2¢
k=1

1 mantisa broja ima vise od ¢ znamenki, ...
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Realni brojevi

. bit ¢e spremljena aproksimacija tog broja fl(x) € R(t, s)
koja se moze prikazati kao

fl(z) =+ ( > b kz—’f) 2¢".
k=1

Slicno kao kod decimalne aritmetike

@ ako je prva odbacena znamenka 1, broj zaokruzujemo
nagore,

@ a ako je 0, nadolje.

Time smo napravili apsolutnu gresku manju ili jednaku od
“pola zadnjeg prikazivog bita’, tj. 27t~ 1+e.
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Relativna greska zaokruZivanja
O e——.

Gledajudi relativno, greska je manja ili jednaka

x — fl(z)

X

—t—1+e
2 —t

< = 9
— 9-1.9e !

tj. imamo vrlo malu relativnu gresku.

Velicinu 27 zovemo jedini¢na greska zaokruzivanja (engl. unit
roundoff) i uobi¢ajeno oznacavamo s u.

Za x € R unutar prikazivog raspona, umjesto x sprema se
zaokruzeni broj fl(x) € R(t,s) i vrijedi

fl(r) = (1+e)z, |e] <u,

gdje je € relativna greSka napravljena tim zaokruzivanjem.
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IEEE standard za prikaz brojeva

Prikaz realnih brojeva u racunalu zove se prikaz s pomicnim
zarezom /tockom (engl. floating point representation), a
aritmetika je aritmetika pomicnog zareza/tocke (engl. floating

point arithmetic).

Velic¢ine s 1t prema novom IEEE standardu:

format 32-bitni | 64-bitni | 128-bitni
duljina mantise 23 bita 52 bita 112 bita
duljina eksponenta 8 bitova | 11 bitova 15 bitova
jedinicna gr. zaokr. 224 2703 2113
U~ 5.96-107% | 1.11-1071% | 9.63 - 1077°
raspon brojeva ~ 10+38 10+308 10*4932
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IEEE standard za prikaz brojeva (nastavak)

Vedina PC racunala (procesora) jos ne podrzava 128-bitni
prikaz i aritmetiku.

Umjesto toga, FPU (Floating—point unit) stvarno koristi
@ tzv. tip extended iz starog IEEE standarda.

Dio primjera koje ¢ete vidjeti napravljen je bas u tom tipu!

format 80-bitni

duljina mantise 64 bita

duljina eksponenta | 15 bitova

jedini¢na gr. zaokr. 9—64
U~ 5.42-10~%0
raspon brojeva ~ 10T4932
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IEEE standard za aritmetiku racunala

IEEE standard propisuje i svojstva aritmetike.

Pretpostavka standarda — za osnovne aritmeticke operacije

(o oznacava +, —, *, /) nad x,y € R(¢, s) vrijedi

fllxoy)=(1+¢)(roy), e <u,

za sve x,y € R(t, s) za koje je x oy u dozvoljenom rasponu.
Dobiveni rezultat je tada prikaziv, tj. vrijedi fl(xoy) € R(t, s).
Postoje rezervirani eksponenti koji oznacavaju “posebno

stanje”:
@ overflow,
@ underflow,
@ dijeljenje s 0,
@ nedozvoljenu operaciju kao §to su 0/0, /—1.
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