TESTIRANJE HIPOTEZA
O DISTRIBUCIJI



Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Pearsonov )2 test

Istrazivac je slucajno izabrao uzorak od 100 ispitanika.
U uzorak je izabrano 55 muskih i 45 zenskih osoba.

Nakon provedenog istrazivanja recenzent mu je prigovorio da udio
Zzena i muskaraca u uzorku nije jednak i da je to utjecalo na rezultate
istrazivanja.

Je lirecenzent u pravu?

Je li disproporcija u uzorku posljedica slu¢ajnog izbora ili pristranosti
istrazivaca?

Udio Zzena u populaciji je 0.5.

Ocekivana frekvencija Zena i muskaraca u uzorku je 50.

Da li frekvencija spola u uzorku odgovara populaciji?



Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Promatramo diskretno obiljezje s konacno mnogo vrijednosti:
X1, X0, ..., Xk.

Slucajnim izborom iz populacije definirana je slu€ajna varijabla X s
distribucijom
:D()(:X,'):,D,'7 i:1,...,k

gdje p; odgovara relativnim frekvencijama obiljezja u populaciji.
Za uzorak veliine n: Xy, Xo, ..., X, distribucija slu€ajne varijable X je

X,-~(X1 Xo ... xk>
P P2 ... Pk

Zelimo usporediti frekvenciju obiljezja na uzorku s distribucijom
obiljezja u populaciji.



Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Jednostruka klasifikacija

Problem jednostruke klasifikacije - unaprijed su zadane teorijske
proporcije za pojedine kategorije.

Cilj nam je ustvrditi da li razdioba obiljezja u populaciji jednako zadanoj
razdiobi.

Hipoteza:
distribucija obiljezja u populaciji jednaka je zadanoj distribuciji:

<x1 Xo ... xk>
P1 P2 ... Pk




Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Za zadanu razdiobu
X{ Xo ... Xk >
Pt P2 ... Pk

i uzorak veliCine n definiramo teorijske frekvencije:

Ei=n-p

S F; ¢emo oznaciti frekvencije u uzorku ( opazene frekvencije).

Rezultat mozemo prkazati tabli¢no

Frekvencije
Kategorija | Opazena Teorijska
X1 F E;
X2 F2 E;
Xk Fk Ex
Ukupno n n
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Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Ukoliko je hipoteza to€na, tada je statistika

=3 (Fi 7:_‘/5/)2
I

i

distribuirana prema x? razdiobi s k — 1 stupnjeva slobode:
X2~ xP(k = 1),

Pretpostavka y? testa:

Barem 80 % ocekivanih frekvencije u klijetkama trebaju biti vece
ili jednake od 5 a sve moraiju biti vece ili jednake od 1.
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Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Primjer. Da li je uzorak iz uvodnog primjera (55 muskaraca i 45 zena)

iz populacije s jednakim udjelom muskaraca i zena.

Varijabla spol — Vrijednosti x; = M, xo = Z.

Udijeli: py = 0.5, po = 0.5
Ocekivane frekvencije:

Ei=n-p;y =100-0.5 = 50,
Eo=n-p,=100-0.5=50

~

Opazene frekvencije: F{ =55, Fo =45

Tablica:
Frekvencije
Kategorija | Opazena Teorijska
M 55 50
Z 45 50
Ukupno 100 100
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Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Rac¢unamo statistiku:

Fi — E)? 55 -50)2 (45-50)2 25 25
oy (F-BF (85507  (45-50f _

E 50 50 50 50 |

i

Broj vrijednosti: k =2. —  Broj stupnjeva slobode: k — 1 =1
Distribucija: ~ x2(1).

X5 g5(1) = 3.84

x?=1<384=x2,(1) — Hipotezu ne odbacujemo.

Primjedba recenzenta nema osnove.

Razlika u proporcijama je posljedica slu¢ajnog izbora.



Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Napomena. Ovu hipotezu smo mogli testirati i -testom za proporcije
(hipoteza p = 0.5).

Za dihotomne varijable t-test i y?-test su ekvivalentni.

Kod x?-testa s dvije kategorije o&ekivana frekvencija treba biti veéa od
10 u svakoj Klijetki.



Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Primjer. Istrazivac za slu€ajni izbor u uzorak koristi igracu kocku. Prije

pocetka izbora uzorka htio je provijeriti je li njegova kocka simetri¢na

(svi brojevi imaju iste vjerojatnosti). Kocku je bacio 120 puta i zabiljezio

frekvencije brojeva:

Vrijednost | Opazena frekvencija

1 23
2 15
3 16
4 28
5 17
6 21

Ukupno 120

Da li je kocka simetricna?
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Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Ukoliko je kocka simetriCna, vjerojatnost pojedinog broja je p; = 1/6.

Za n = 120 bacanja, ocekivane frekvencije pojedinog broja su jednake
Ei=n-pi=120-1/6 = 20.

Tablica:
Frekvencije
Vrijednost | Opazena Teorijska
1 23 20
2 15 20
3 16 20
4 28 20
5 17 20
6 21 20
Ukupno 120 120
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Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Racunanije statistike:
(Fi—E)? _

2 _
=) E

i

(23 — 20)? N (15 — 20)? N (16 — 20)? N
20 20 20
(28 —20)2 (17 -20)2 (21 -20)2
T2 T 20 T 20

— i+§+1ﬁ+%+g+l—62
20 20 20 20 20 20

Broj vrijednosti: k =6. —  Broj stupnjeva slobode: k — 1 =5
Distribucija: ~ x2(5).

X5 95(5) = 11.07

x2=6.2<11.07=x3,(5) — Hipotezu ne odbacujemo.

Kocka je simetriCna. 12/64



Rjesenje primjera u Statistici

Podaci:

|| Data: Spreadsheet1* ... | = || & |[s23a]
= |

Zadaju se frekvencije!

1 2
.
1 23] 201
2 15 20
3 16 20
4 28 20
5 17 20
6 21 20
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Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Izbor analize:

| T — | — —
| Statistics Data Mining Graphs Tools D
i 44 Resume... Ctrl+R

Zn Basic Statistics/Tables

M Multiple Regression

F ANOVA

|22 pistribution Fitting

@ Distributions & Simulation

L2

Advanced Linear/Nonlinear Models  »
[Z Multivariate Exploratory Techniques *
B3 Industrial Statistics & Six Sigma ,
Wi Power Analysis
ﬁ Automated Neural Networks
I@ﬂ PLS, PCA, Multivariate/Batch SPC
Variance Estimation and Precision
Statistics of Block Data v

ﬁ STATISTICA Visual Basic
‘ﬂ Batch (ByGroup) Analysis

2 Probability Calculator r

B

Quick |

B8 2x 2 Tables (X2/V2/Phi2, McNemar, Fisher exac

EﬁE Observed versus expected X2

ﬁ Cormelations (Speaman, Kendall tau, gamma)
=32 Comparing two independent samples (groups)

&3 Comparing muttiple indep. samples (groups)
omparing two dependent samples (variables)
Comparing multiple dep. samples (variables)

sﬁﬁ Cochran G test

.l Ordinal descriptive statistics (median, mode, ..))

=N

Cancel |

(& Options |

\@ Open Data ‘

[HET ] [ o
|eases S ‘ ‘& E‘
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Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Definiranje varijabli - opazene i oCekivane frekvencije

1=F oK

2-E 2-E
‘ Cancel ‘
| [Bundles]... |
Use the "Show
appropriste
variables only”
option to
pre-screen
wvariable lists and

Select Al Spread ‘ ‘ Zoom \ Select Al Spread Zoom ::“ caegooc
= S varisbles. Prass

Observed frequendies: ) Eipecbed frequendies: el

‘ i ‘ 2 I information,

["]show appropriate variables only
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Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Rezultat
™ x
Quk | i Som mary |
—_ |
B yarabes | el |
Observed: F [l Options - |
Expected: E W8 By Growp
s Summary: Obs. vs.am.fremanci&s‘ s D

iserved vs. Expected Frequencies (Spreadsheet1) | = =

pe= |

E| Observed vs. Expected Frequencies (Spreadsheet1)
Chi-Square = 6.200000 df = 5 p = 287245

(=]

observed | expected O-E (O-E)=2
ase E E E
: 23.0000 20,0000/  3,00000 0.450000

15.0000 20,0000 -5,00000 1250000
16,0000 20,0000 -4,00000 0.800000 |
28,0000, 20,0000  8,00000 3200000
17,0000 20,0000  -3,00000 0,450000
21,0000 20,0000 1,00000 0.050000
120,0000] 1200000  0.00000 6.200000
[ [

iediedidisdied izl
EE PPN N
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Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Primjer. Istrazivac je biljeZio broj zgoditaka na uzorku od 200
nogometnih utakmica. Dobio je sljedeci rezultat:

Brojzgoditaka | 0 1 2 3 4 5 6 7| Ukupno
Frekvencija \22 53 58 39 20 5 2 1\ 200 \

Moze li se na osnovu ovih podataka zakljuciti da Poissonova razdioba
adekvatno opisuje razdiobu broja zgoditaka?
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Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Poissonova razdioba (X ~ Po(\)):
P(X=i)=pi= e

A nije zadan pa ga procjenjujemo iz podataka.

Za X ~Po()\) je E(X)=A\

A éemo procijenitis X: A= X =2.05

Provjeravamo da li se radi o Po(2.05) razdiobi.

IzraCunamo vjerojatnosti i oCekivane frekvencije:

Br. zgod. 0 1 2 3 4 5 6 7+
pi 0,129 0,264 0,271 0,185 0,095 0,039 0,013 0,005
E 2575 5278 5410 36.97 1895 777 265 1.03

Preko 20% klijetki ima oCekivanu frekvenciju manju od 5.
Spajamo kategorije.
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Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Br. zgod. 0 1 2 3 4 5+ Ukupno
Fi 22 53 58 39 20 8 200
E 25,75 52,78 54,10 36,97 18,95 11.46 200

. _ F)\2

Statistika: XZZZ =
1

i
Broj stupnjeva slobode:
@ 6 kategorija
@ 1 parametar procijenjen iz podataka
@ broj stupnjeva slobode = broj kategorija - broj procijenjenih
parametara = 6-1=5
Distribucija.  x?(5)
p-vrijednost: p = 0.843629
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Testiranje hipoteza o distribuciji Pearsonov x2 test

Ne odbacujemo hipotezu.
Broj zgoditaka je dobro opisan Poissonovom distribucijom.
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti
Dvostruka klasifikacija.
Testiranje homogenosti

Zelimo provjeriti hipotezu da je (diskretno) obiljeZje jednako
distribuirano u viSe populacija.

c - broj populacija u kojem promatramo obiljezje X.

X; - rezultat mjerenja obiljezja X u j-toj populaciji

Xj~<x1 Xo .- Xk>, j=1,....¢c
Pij P2/ --- Pg
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Zelimo provjeriti da li su sve ove sluéajne varijable jednako
distribuirane, tj. da li vrijedi

Hipoteza o homogenosti:
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Da bismo provijerili hipotezu, u svakoj populaciji izaberemo uzorak.

Veli¢ine uzoaraka: nyq, nyo, ...

’ nyc

U svakom uzorku odredimo frekvencije nj - broj pojavljivanja obiljezja

X; U j-toj populaciji.

Rezultat prikazujemo u kontigencijskoj tablici:

1 2 3 C
X4 M1 M2 M3 Mec
X2 N2y N2 N23 Noc
X3 N3y N32 N33 N3¢
Xk Nkt Nk2 N3 Nke
Ukupno | nyy  ny2 Ny Nyc

23/64



Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Za svako obiljezje x; prebrojimo broj pojavljivanja (frekvencije) ny; u

svih ¢ uzoraka:

1 2 3 ¢ | Ukupno
X1 N M2 M3 Nic M1
X2 N2y N2 o3 Noc Nx2
X3 N34 N32 N33 N3¢ Nx3
Xk Nkt M2 Nk3 Nic Nxc
Ukupno | n,y nyo  nys Nyc n
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Buduci da pretpostavljamo jednaku razdiobu u svim populacijama:

pi=pPin=Pe=Pp3=-...=pk za i=1,... k.
L . Ny
p;i procjenjujemo na osnovu cijelog uzorka s -

Sada je oCekivana frekvencija vrijednosti x; u j-tom uzorku dana s:

n .
Ej="n,.
Ul n Y

Ukoliko je hipoteza to€na, statistika

(nj — Ep)*

ngi:Ej:E,

Ul

distribuirana prema x? razdiobi.
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Broj stupnjeva slobode

U svakom stupcu imamo k — 1 stupan;j slobode (jer je suma ny;
fiksirana)

—  sve skupa c - (k — 1) stupnjeva slobode

Iz uzorka odredujemo k parametara nyq, Nyo, . . . , Nyk-

Jer je Z ny=n — k-1 stupnjeva slobode u parametrima

I

Ukupno je
df.=c-(k—1)—(k—1)=(c—1)-(k—1).

Statistika x? je distribuirana:
X2 ~xE((e—1)- (k—1))
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Primjer. Provedena je anketa da bi se ustanovila pojavnost
alkoholizma u razli¢itim sportovima. Intervjuirani su slu€ajni uzorci
sportasa iz 4 sporta. Dobiveni rezultati su prikazani u tablici

Alkoholicari Nealkoholic¢ari | Veli¢ina uzorka
Sport 1 32 268 300
Sport 2 51 199 250
Sport 3 67 233 300
Sport 4 83 267 350

Konstruirajte test da biste provjerili da li je udio alkoholi¢ara jednak u

sva 4 sporta
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

IzraCunajmo ocekivane frekvencije:

Alkoholicari Nealkoholi¢ari Velicina uzorka
Sport1 | 32 (58.25) 268 (241.75) 300
Sport2 | 51 (48.54) 199 (201.46) 250
Sport3 | 67 (58.25) 33 (241.75) 300
Sport4 | 83 (67.96) 267 (282.04) 350
Ukupno | 233 967 1200

U zagradama su prikazane oc¢ekivane frekvencije dobivene
mnozenjem suma stupca i redka te podijeljenih s ukupnom veli¢inom

uzorka (1200).
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Ukoliko s p1, po, p3, P4 0znacimo udio alkoholi¢ara u pojedinom sportu,
Zelimo testirati hipotezu

Ho: p1=p2=p3=pa.

Rac¢unamo vrijednost statistike

, (32-5825)2 (268 241.75)2 (267 — 282.04)%
X'="5g25 T am75 Tt 2o 20

Buduéidajed.f.=(2—-1)-(4—1)=38,zaa=0.05je

X3.5(3) = 7.815.
Jerje % > XS.QS(S) hipotezu o jednakosti proporcija odbacujemo.
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Nakon odbacivanja hipoteze, poZzeljno je provjeriti zbog ¢ega je ona
odbacena.

Pogledajmo doprinos svake grupe x? statistici:

nj — Ej (nj— Ey)° /Ej
Alk. Nealk. | Alk. Nealk.
Sport1 | -26.25 26.25 | 11.83 2.85
Sport2 | 246 -2.46 | 012 0.3
Sport3 | 8.75 -8.75 | 1.31 0.32
Sport4 | 1504 -15.04 | 3.33  0.80

Najveéi doprinos daje dio koji odgovara udjelu alkoholi¢ara u Sportu 1.

Odstupanje od homogenosti je u najvec¢oj mjeri uzrokovano malim
udjelom alkoholiCara u Sportu 1.
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Rjesenje primjera u Statistici

Podaci:

Sport

Alk

—
O W0 00|~ || WIN| =

-
=1

ey
(o]

=
(%)

=k
e

EY
hal

| | | | s | ] | | i ] | | i f |

B | | o |l f o |l [ f i | | |

31/64



Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Izbor testa.
Izbornik Basic Statistics and Tables
I"I x

Quick I oK
. Descriptive statistics 2
BRH Conmelation matrices l Cancel ,‘

2 t4est, independent, by groups -ﬂODﬁT'\

+est, independent, by varables
+est, dependent samples

EJx ttest. single sample

=5 Breakdown & one-way ANOVA
[ Breakdown: nonfactorial tables
FHH Frequency tables

g522[Tables and banners

ﬁ Multiple response tables

B3 Difference tests:r, %, means ‘E‘,‘ Open Data |
2 Probabilty calculator :
B s (B w
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti
Definiranje varijabli.
’;l X

Crosstabuistion | Stub-and-banner | !
%l Review or delete tables | options ~ |

MNumber of tables: none
Identification of levels in table factors
(® Use all integer codes in the selected vars
() Use selected grouping codes only i
EE -
@E Codes:  Not selected
Weighted

moments

e [ [ e (-
[ cancel
| [Bundes]... |

Use the “Show
appropriate
variables only”
option to
pre-screen
variable fists and

‘Spreadrl Zoom 7‘ ‘Spreadr 7Znom ‘Spread‘ Zoom ‘ | Spread || Zoom | | Spread “ Zoom ‘Spread ‘ Zoom ‘ :::";:m ]

List1: List2: List3: Listd: List5: Lists: e
F1 for more
1 ‘ ‘ 2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ information.

[[]show appropriate variables only
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

U izborniku Options definiramo trazene testove:
| A 2

Quick ] Advanced Options ‘

Compute tables Statistics for two-way tables Cancel |
Highlight counts > (10 & ] Pearson & M-L Chi-square Z.E.opﬁms - |
[ Expected frequencies [ Fisher exact. Yates, McNemar (2x 2) 4
["] Residual frequencies [_]Phi (2«2 tables) & Cramérs V& C
[ ] Percentages of total count []Kendal's taub & tauc
[ Percentages of row counts [1Gamma
[ Percentages of column counts || Spearman rank order correlation
[[]Somersd
[T Uncertainty coefficients
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Kontigencijska tablica.

Summary

Quick  Advanced | Options |
Categorized histograms

plots of fre

Summary |

Cancel

Bl options ~ |

L5 30hi

4 By Group..|

Display long text labels

[Jinclude missing data

Display selected %'sin sep. tables

To compute Max.
Likelihood Chi-
squares and to
analyze mult-way
frequency tables
us the Log-Linear
module,
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Summary Frequency Table (primjer-6-3_sta)
Marked cells have counts = 10

(Marginal summaries are not marked)
Ak | Alk || Row
Totals

=} = = = E DaA®
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Rezultati testova.

Advanced. - Detailed two-way tables.

Statistics: Sport(4) x Alk(2) (primjer-6-3 sta)
Statistic Chisquare | df | p
Pearson Chisquare | 20596751 d=3  p=,00013
M-L Chi-square 22 56667 df=3

=.00005

12N Ge
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Testiranje hipoteze o nezavisnosti

Primjer. Na uzorku od 95 osoba promatrana je boja ociju i boja kose.
Rezultati su prikazani u tablici:

Boja kose

Svjetla Tamna | Ukupno

L Plave 32 12 44
Boja o¢iju

Smede 14 22 36

Ostalo 6 9 15

Ukupno 52 43 95

Jesu li boja ociju i boja kose povezani?
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Promatramo dva obiljezja, X i Y koja poprimaju vrijednosti xq, ..., Xk i
.y1 AR 7.yC'

U uzorku od n jedinki promatramo frekvencije pojavljivanja svih
kombinacija (x;, y;) i oznaCimo ih s nj

Promatramo i frekvencije svakog obiljezja posebno:
@ n,; frekvencija za x;

@ ny; frekvencija za y;

Vrijedi

nX,-:Zn,-j i nyj:Zn,-j
Ji i
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Rezultat prebrojavanja se prikazuje u kontigencijskoj tablici:

Y
yio Y2 Vs Yc | Ukupno
X1 m1 M2 M3 MNe Nx1
X2 Mo1 N2 Nog Noc Nx2
X X3 N3t N3z N33 N3¢ Nx3
Xk N1 Nk2  Nk3 Nke Nxk
Ukupno | n,y ny ny3 Nyc n
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Sluc¢ajnim izvlatenjem definirane su slucajne varijable X'i Y.

Njihova razdioba je dana s
XN<X1 Xo ... Xk> i Y~(y1 Yo ... YC>'
Px1 Px2 ... Pxk Py1 Py2 ... Py

Oznacimo
pij = P(X: Xi, Y:yj)

n..

° Fij je procjenitelj za pj.
Nyj . T

° ) je procjenitelj za py;.

o - je procjenitelj za py;.
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Obiljezja X i Y ne ovise jedno o drugome
+— Slucajne varijable X i Y su nezavisne:

pj=P(X=x,Y =y)=PX=x) P(Y=y)=Dpi Py

Testiramo hipotezu:

Hipoteza o nezavisnosti:

Ho: pj=pxi-py 2zasveli,j.

42/64



Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Za testiranje hipoteze edfiniramo ocekivane frekvencije

Nyj Nyj Nyi - Ny
Eij:n.iizu
n n n

Ovdje smo iskoristili pretpostavku 0 nezavisnosti slu¢ajnih varijabli X i
Y.

Ukoliko je hipoteza to€na tada je statistika

2

ni: — E:
XZ:ZZ( UE,-/- i)
i

distribuirana prema x? razdiobi.
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Broj stupnjeva slobode
Za test smo procijenili parametre py1, Pxz, . .., Pxk | Py1, Py2, - -, Pyc -

dopi=1 1 Y py=1
i J

imamo samo k — 1 i ¢ — 1 stupnjeva slobode, tj. k + ¢ — 2 procijenjenih
parametara.

No kako je

Ukupno imamo k - ¢ frekvencija (n;).

Y. D m=n
i

to daje k - ¢ — 1 stupnjeva slobode.

Jer je

Ukupan broj stupnjeva slobode je
df.=k-c—-1—-(k+c—-2)=k-c—k—-c—1=(c—1)-(k—1).
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Statistika x? je distribuirana:

X2~ xE((e 1) (k= 1))

Uocimo da su testovi za homogenost i nezavisnost isti.

Razlikuju se po interpretaciji i naCinu odredivanja uzorka.

@ test homogenosti - n; je zadan (veli¢ina uzorka)
@ test nezavisnosti - ny; je izraCunat iz uzorka

U Statistici se za oba testa koristi ista procedura.
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

Vratimo se primjeru s pocetka.

IzraCunamo ocCekivane frekvencije Ej = i~ Ty (prikazane u
zagradama).
Boja kose

Svjetla Tamna Ukupno

Boja odiiu Plave | 32 (24.1) | 12 (19.9) 44
Smede | 14 (19.7) | 22 (16.3) 36

Ostalo | 6 (82) | 9 (6.8) 15

Ukupno 52 43 95
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

792 (=792 (=57 572 (—22)2 222
2 _
X =227t 799 T 197 T163 " 82 68 06"

df.=(3-1)-(2-1)=2

X3.95(2) = 5.99

Jer je x? > x3 45(2) odbacujemo hipotezu o nezavisnosti.

Boja ociju i boja kose su povezani.
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Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti
Narusavanje pretpostavki \? testa

Pretpostavka y? testa:

Barem 80 % ocekivanih frekvencije u klijetkama trebaju biti vece ili
jednake od 5 a sve moraju biti vece ili jednake od 1.

Pretpostavka 2 x 2 x? testa:

Sve frekvencije su vece ili jednake od 5.

Ukoliko pretpostavke nisu zadovoljene treba koristiti Fisherov
egzaktni test.

lli spojiti kategorije da bismo povecali o¢ekivane frekvencije.

Statistica koristi Fisherov egzaktni test samo za 2 x 2 tablice.
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteza o nezavisnosti i homogenosti

»

Quick ] Advanced Options ‘
Compute tables
Highlight counts > ,E
["] Expected frequencies
"] Residual frequencies
] Percentages of total count
["] Percentages of row counts
[T Percentages of column counts

Statistics for two-way tables

Pearson & M-L Chi-square

[ Fisher exact, Yates, McNemar (2x 2)
(] Phi (22 tables) & Cramér's V& C
[]Kendal's taub & tauc

[ ] Gamma

[ "] Speaman rank order comelation
[]Somer's d

[ Uncertainty coefficients

: Summary |
Cancel |

& Options ~ |
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteze o normalnosti.

Testiranje hipoteze o normalnosti

Normalna distribucija obiljezja u populaciji je osnovna pretpostavka
t-testa i ANOVA testa.

Kako provjeriti ovu pretpostavku?
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteze o normalnosti.

Primjer. Promatrat éemo dva primjera mjerenja:

Al V2 Al V2
3.32304 6.35024 | 5.93744 4.52704
4.69216 7.83632 | 4.42384 10.30624
1.86448 1.38976 | 4.00416 9.47376
3.83904 1.62368 | 2.79328 5.39392
1.89888 1.80944 | 5.0568  3.63264
4.58208 2.65568 | 2.73824  2.3736
3.32304 3.59824 | 3.27488 3.19232
3.08224 9.79024 | 2.18784  3.8528
6.03376 1.19024 | 1.4448 2.6144

7.0864 2.48368 | 3.13728

1.86448
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Testiranje hipoteze o normalnosti.
Deskriptivna statistika

(=

[ Workbook4*

5.2y Basic Statistics/T:
=-{Zy Descriptive sti

| Descriptiv

< >

Workbook4* - Descriptive Statistics (primjer-6-4.sta)

|1 Descriptive Statistics {primier-6-4.sta)

Za normalnu razdiobu je

@ zakosSenost =0

@ spljostenost = 0 (kurtosis je 3 ali se koristi pomak od -3)

(o] O sl
Descriptive Statistics (primjer-6-4.sta) =
Variable Valid N | Mean \ Maximum | Std.Dev. | Skewness [ Kurtosis
Var1 211 3647055 1,444800 708640 1522592 0615484  -0,175884
Var2 19" 4426013 1,190240 10,30624 | 2.953967 0967397 -0,330334
I
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteze o normalnosti.

Graficki prikaz
Normalna krivulja

Graphical Summary for Var1 Graphical Summary for Var2
3 5
5
4
4
3
3 |
™
9 5 \\
a2 : .
.
1 \ L o ==
ol \&
] 0
05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 7.0 75 80 © 1 2 3 4 5 & 7 & 98 W n 12

53/64



Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteze o normalnosti.

Normalni plot

Normalna razdioba je prikazana kao pravac.

Esxpected Marrmal Value

Normal P-Plot: War1
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Testiranje hipoteze o normalnosti.
Kolmogorov-Smirnov test

Na osnovu uzorka odredimo eksperimentalnu funkciju distribucije.
lzraunamo X i S2.

Usporedimo eksperimentalnu funkciju distribucije s funkcijom
distribucije normalne razdiobe N(X, S?).

Cumlative Histogram of Var2
Var2 = 19"iNormal(x 4.4260.2.9540)

Vart
6471,1.5226)

No of Observations.
No of Observations.

o b=
05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 6 1 2 3 4 5 6 1 8 39
Vart Var2

0 n 12
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteze o normalnosti.

Funkcija gustoce i funkcija distribucije

Cumulative Histogram of Var1
Graphical Summary for Var1 i Vart = 21iNormal(x3 6471,1.5226)

No of Observations.

5 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 50 Vart
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteze o normalnosti.

Kolmogorov-smirnov test koristi statistiku D=najvece odstupanje
eksperimentalne funkcije distribucije i oCekivane normalne funkcije

distribucije.

Cumulative Histogram of Vart
Vart = 21iNormal(x,3.6471,1.5226)

No of Observations

0
05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
Vvart
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteze o normalnosti.

Kolmogorov-Smirnov test se moze koristiti za proizvoljnu razdiobu.

Shapiro-Wilkov test - testira hipotezu o normalnosti populacije.
Snaga je veca nego kod Kolmogorov-Smirnov testa.
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteze o normalnosti.

Izbor statistike (Deskriptivna statistika)

|@7 Variables: 7‘ ALL

Quick | Advanced | Robust Normality |Prob. & Scatterplots | Categ. plots | Options |

Distribution e
ff Frequencytables | Histograms | (PPT:; m; :;::aphs
Gosmen S
(®) Number of intervals: |10 2 to censored data.
() Integer intervals (categories)
[] Normal expected frequencies
Kolmogoerov-Smimov & Lilliefors test for normality
Shapiro-Wilk's W test
T Stem and leaf
185 30 histograms, bivariate distrbutions. e
Categorized histograms [ Compressed

i Summary ‘

Cancel ‘
B options ~ |

@ By Group... ‘

SHEET

CHEEY \7& !.7'7‘
\Wahtd momnts

DF =

o*W-1 N-1

MD deletion
() Casewise

(®) Pairwise
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteze o normalnosti.

Frequency table

Frequency table: Var1 (primjer-6-4_sta)

K-S d=,15569, p> .20; Lilliefors p<,15

Shapiro-Wilk W=,956281, p=,384563

Count | Cumulative ‘ Percent Cumul % % of all Cumulative %

Category Count of Valid of Valid Cases of All
0,000000<x<=1,000000 | 0 0 0.,00000 0.0000 0,00000 0.0000
1,000000<x<=2,000000 4 4 19,04762 19,0476 19,04762 19,0476
2,000000<x<=3,000000 3 7 14,28571 33,3333 14,28571 33,3333
3,000000<x<=4,000000 6 13 2857143 61,9048 28,57143 61,9048
4,000000<x<=5,000000 4 17 19,04762 80,9524  19,04762 80,9524
5,000000<x<=6,000000 2 19 9.,52381 90,4762 9,562381 90,4762
6,000000<x<=7,000000 1 20 4,76190 95,2361 4.,76190 95,2381
7.000000<x<=8.000000 1 21 4.76190/ 100.0000 4.76190 100.0000
Missing 0 21 0,00000 0,00000 100,0000

Frequency table: Var2 (primjer-6-4.sta)

K-S d=,20851, p> .20; Lilliefors p<,05

Shapiro-Wilk W=,86188, p=,01053

Count Cumulative Percent Cumul % % of all Cumulative %

Category Count of Valid of Valid Cases of All
0,000000<x<=2,000000 | 4 4 21,05263 21,0526 19.04762 19,0476
2.000000<x<=4,000000 8 12| 4210526 63,1579 38,09524 57,1429
4,000000<x<=6,000000 2 14, 10,52632 73,6842 9.52381 66,6667
6,000000<x<=8,000000 2 16, 10,52632 84,2105 9.52381 76,1905
8.000000=x<=10,00000 2 18| 10,52632 94,7368 9.52381 85,7143
10.00000<x<=12.00000 1 19 526316 100.0000 476190 90.4762
Missing 2 21| 10,52632 9.52381 100,0000
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Testiranje hipoteza o distribucij Testiranje hipoteze o normalnosti.

Graphs 1

Ho. of obs

Ho. of obs.

I e -

=

H-E d=15560, p> .20 Liliefors p<,15
Shapirc-Wilk YW=05221. p=.38453

0 1 2 3 4 5 6 7 2
X == Category Boundary
K-8 d=_20851, p> .20; Lilliefors p=,05
Shapiro-Wilk W=,88133. p=.01053
[ 2 4 ] 2 i0 z

X <= Category Boundary
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteze o normalnosti.

Ako populacija nije normalna:

@ izabrati test koji nema pretpostavku o normalnosti populacije
(neparametarski testovi)

@ transformirati podatke (npr. logaritamska transformacija,

Box-Coxova transformacija, korijen, inverzna transformacija, . ..)
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Za ilustraciju ¢emo logaritmirati drugi set podataka iz primjera (V2)

K-5 d=_20851, p» .20; Lilliefors p=.05
Shapire-Wilk YW=26128, p=.01053
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Testiranje hipoteza o distribuciji Testiranje hipoteze o normalnosti.

Normal plot
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