PROCJENA PARAMETARA
POPULACIJE



Procjena parametara populacije Uvod.

Problem. U kutiji se nalaze crvene i plave kuglice. Koliki je udio
crvenih kuglica?

Brojanje svih kuglica je prezahtjevan zadatak.
Moze li se priblizni rezultat dobiti brze?

Rjesenje. Slucajno izaberemo (izvu€emo) odreden broj kuglica i
prebrojimo crvene i plave te izracunamo udio crvenih.
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Procjena parametara populacije Uvod.

Ukoliko je od 10 izvucenih kuglica 4 crvene boje tada je udio crvenih
0,4 (40%).

Koliko je ova procjena to¢na?

Uocimo da se moglo dogoditi da izvu¢emo i 10 crvenih ili 10 bijelih
kuglica.

Zbog slu€ajnog izbora kuglica, ukupan broj crvenih kuglica (a s time i
njihov udio) je slucajan.

Ne mozemo govoriti u terminima apsolutne to¢nosti veé o vjerojatnosti
da je nasa procjena tocna (u nekim granicama).

Da bismo mogli racunati potrebne vjerojatnosti trebamo poznavati
distribuciju vjerojatnosti broja crvenih kuglica. Koja je distribucija
vjerojatnosti broja crvenih kuglica?



Procjena parametara populacije Uvod.

Kuglica moze biti crvenaili plava (1 - crvena, 0 ? plava). Izvukli smo 10
kuglica (10 puta smo izvlacili kuglicu).

Da li se radi o binomnoj distribuciji (ukupan broj pozitivnih ishoda)?

NE. Distribucija nije binomna. Ne radi se o 10 ponavljanja ISTOG
pokusa.

Izvlacenje 10 kuglica je isto $to i 10 uzastopnih izvlacenja kuglice.
Ponavljamo izvlacenje!

PROBLEM. U prvom izvlacenju su sve kuglice u kutiji. U drugom
izvlaCenju je jedna manje (izvuCena u prvom izvlacenju). U tre¢em
izvlacenju su dvije manje u kutiji itd. Ne ponavljamo isti pokus
(mjenjaju se vjerojatnosti)!



Procjena parametara populacije Uvod.

@ Problem je u tome §to ne vracamo kuglicu u kutiju.

@ Ukoliko bismo nakon svakog izvla¢enja vratili kuglicu u kutiju, tada
bi se radilo o ponavljanju istog pokusa i distribucija ukupnog broja
crvenih kuglica bi bila ba$ binomna distribucija.

@ Razliku izmedu vraé¢anja i ne vracanja kuglica u kutiju ilustrirat
¢emo sljedecim primjerom.
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Procjena parametara populacije Uvod.

Primjer. U kutiji se nalazi 5 crvenih i 5 plavih kuglica. 1z kutije se
izvlace dvije kuglice, jedna po jedna. IzraCunajte vjerojatnost da su
izvuCene jedna crvena i jedna plava kuglica ukoliko:

@ Nakon svakog izvlacenja se kuglica vraca u kutiju.

@ Nakon izvlaCenja se kuglica ne vra¢a u kutiju.

Rjesenje. Da bi se izvukle crvena i plava kuglica prvo treba izvuci

crvenu pa onda plavu (oznaka CP) ili prvo plavu pa onda crvenu (PC).
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Procjena parametara populacije Uvod.

a) Ukoliko kuglice vracamo tada je vjerojatnost izvlaéenja crvene (a i
plave) kuglice u oba izvlacenja jednaka 0.5 (u oba izvlaéenja se u kutiji
nalazi 5 crvenih kuglica od 10 ukupno).

Tada je
P(CP) = 05.-05=0.25
P(PC) = 05-05=0.25.

Sada je vjerojatnost da u dva izvlaéenja izvu¢emo crvenu i plavu
kuglicu jednaka

P(CPili PC) = P(CP) + P(PC) = 0.25+ 0.25 = 0.5



Procjena parametara populacije Uvod.

b) Ukoliko kuglice ne vratamo tada je vjerojatnost da prvo izvuéemo
crvenu kuglicu jednaka 0.5, a da nakon toga izvuémo plavu,
vjerojatnost je 5/9 (ako smo prvo izvukli crvenu, tada je u kutiji ostalo 5
plavih i 4 crvene kuglice), pa je

P(CP)=05- g
Zbog istih razloga je i
P(PC)=0.5- g

Sada je vjerojatnost da u dva izvla¢enja izvu¢emo crvenu i plavu
kuglicu jednaka
5 5 5

P(CPili PC) = P(CP) + P(PC) = 0.5- £ +05- ¢ = ¢



Procjena parametara populacije Uvod.

IzvlaCenja s vracanjem i bez vrac¢anja se razlikuju. Koristit cemo
izvlacenje s vra¢anjem.

Napomena. Ukoliko je broj kuglica u kutiji velik, tada izvlacenje jedne
kuglice minimalno utjeCe na vjerojatnost izvlacenja druge. Mozemo
izvlaciti bez vrac¢anja.

Ukoliko se u kutiji nalazi 1000 kuglica, 500 plavih i 500 crvenih, tada je
vjerojatnost da ¢emo izvuéi jednu plavu i jednu crvenu kuglicu jednaka

. 500
P(CPill PC) =2-0.5- o o = 0.500501



Procjena parametara populacije Uvod.

Pitanje: Ukoliko je udio crvenih kuglica 0.4, kolika je vjerojatnost da se
ukupan broj crvenih kuglica od 10 izvu¢enih nalazi izme?u 3 i 5?

PB<X<H)=P(X<5)-P(X<2)
Uzn=10ip=0.4

P(83< X <5)=0.834 -0.167 = 0.667

Dakle, vjerojatnost da nam udio crvenih kuglica nakon 10 izvlaenja
bude izmedu 0.3 i 0.5 iznosi 0.667.
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Procjena parametara populacije Uzorak

Uzorak

Populacija je skup jedinki (objekata) koje imaju neku zajedniCku
mijerljivu karakteristiku (obiljezje).

- Skup o kojem zelimo donijeti zakljucak.

Uzorak je (bilo koji) podskup populacije.

- Na temelju poznavanja vrijednosti obiljezja u uzorku Zelimo donijeti
zakljucak o cijeloj populaciji.
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Procjena parametara populacije Uzorak

Uzorak

S obzirom na nacin izbora
@ namjerni uzorak i
@ vjerojatnosni uzorak.

NAMJERNI - prigodni, kvotni

NE MOZE SE IZRACUNATI POGRESKA!!
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Procjena parametara populacije Uzorak

Vjerojatnosni uzorak

Svaka jedinica populacije moze biti izabrana u uzorak s odredenom
vjerojatnoScu.

Svaki ¢lan populacije ima vjerojatnost izbora u uzorak.

Vjerojatnosni uzorak omoguc¢ava racunanje pogreSaka procjena
nastalih zbog primjene uzorka.

Vjerojatnosni uzorak
@ (Jednostavni) slucajni uzorak (random sample)
@ Stratificirani slucajni uzorak (stratified random sample)
@ Uzorak skupina (cluster sampling)
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Procjena parametara populacije Uzorak

Jednostavni sluc¢ajni uzorak

Svaki ¢lan skupa ima JEDNAKU vjerojatnost izbora u uzorak.

Izabiremo n elemenata iz skupa od N elemenata (n < N) tako da svaki
element ima jednaku vjerojatnost izbora.

@ lzvlacenje

@ Bacanje kocke

@ Tablice slucajnih brojeva...
@ Sistematski izbor
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Procjena parametara populacije Uzorak

Stratificirani slucajni uzorak

Prije izbora uzorka, razvrstavanje elemenata osnovnog skupa u
stratume (podskupove populacije koji se medusobno ne preklapaju).

Razvrstavanjem u stratume dobijemo skupove s manjim stupnjem
varijabilnosti.

Jedinke unutar istog stratuma imaju istu vjerojatnost izbora u uzorak

Uzorak skupina
Populaciju podijelimo u skupine (clusters)
Sluc¢ajno biramo skupine

15/71



Procjena parametara populacije Uzorak

Jednostavni sluc¢ajni uzorak

Svaka jedinka ima istu vjerojatnost izbora u uzorak
Vrijednost obiljezja kod slu¢ajno izabrane jedinke je slu¢ajna varijabla.

Distribucija vjerojatnosti te slu¢ajne varijable je jednaka distribuciji
obiljezja u populaciji.

Posebno, ukoliko su i o2 srednja vrijednost i varijanca populacije,
tada varijabla X, definirana vrijedno$cu obiljezja slu¢ajno izabrane
jedinke, zadovoljava

EX)=p i Var(X)=o2
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Procjena parametara populacije Uzorak

Jednostavni sluc¢ajni uzorak

Uzorak dobijemo s n nezavisnih slu¢ajnih izbora jedinki iz populacije

Vrijednosti obiljezja na n jedinki u uzorku:
X1, X2, X3,...,Xn
X je sluCajna varijabla

Slu¢ajne varijable Xj, X5, X3, ..., X, su jednako distribuirane.
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Procjenitelj
Parametar populacije

Parametar - funkcija vrijednosti obiljezja svih jedinki iz populacije

Primjeri parametara populacije:
@ aritmeticka sredina,
@ varijanca,
@ standardna devijacija,
@ medijan,
@ kvantili
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Procjena parametara populacije Procjenitelj

Procjenitelj

Parametar populacije je najéeS¢e nepoznat.

Moze ga se pokusati odrediti (procijeniti) pomoc¢u uzorka.

Ako se iz populacije s N elemenata izabere uzorak od n elemenata
(n < N), parametar populacije se PROCJENJUJE, a izraz s pomocu
kojeg se procjenjuje naziva se PROCJENITELJ.

STATISTIKA je funkcija vrijednosti iz uzorka.

PROCJENITELJ je statistika kojom procjenjujemo parametar
oshovnog skupa
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Procjena parametara populacije Procjenitelj

Primjer.
PARAMETAR - srednja vrijednost populacije koja ima N jedinki:

1 N
= NZ)«
i=1

PROCJENITELJ srednje vrijednosti populacije je srednja vrijednost
(aritmeticka sredina) uzorka (s n jedinki):

-1
xzni;x,-
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Procjena parametara populacije Procjenitelj

Parametar se procjenjuje
@ brojem
@ intervalom.

Intervalni procjenitelj - raspon vrijednosti za koji se o¢ekuje da se u
njemu nalazi parametar.

Primjer. Procjenjuje se prosjecna visina ucenika neke Skole.
Parametar - aritmeti¢ka sredina visine svih ucenika u $koli.
Procjenitelj - aritmeti¢ka sredina visine u€enika iz uzorka, npr. 152 cm.

Intervalni procjenitelj - s 95%-tnom vjerojatno$¢u oCekujemo da je
prosjecna visina uc¢enika izmedu 146 i 157 cm.

zakljuCujemo o preciznosti procjene
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Procjena parametara populacije Procjena srednije vrijednosti

Procjena srednje vrijednosti

Populacija: x1, X, X3, ..., XN

Uzorak: Xi, X5, X3,..., Xn

PARAMETAR - srednja vrijednost populacije koja ima N jedinki:

1 N
n= NZX/
i=1

PROCJENITELJ srednje vrijednosti populacije je srednja vrijednost
(aritmeticka sredina) uzorka (s n jedinki):

_ 1
X:ni;X"
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Procjena parametara populacije Procjena srednije vrijednosti

Primjer. Od 36 studenata koji su pisali kolokvij, slu¢ajno je izabrano 5
testova. Broj bodova za izabrane testove je

72 62 78 60 48.

Procijenite prosjec¢an broj bodova na kolokviju.

Rjesenje. Aritmeticka sredina uzorka je:

)'(:%Zx,-:

(72 + 62 + 78 + 60 + 48) = 63.6.

gl =
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Procjena parametara populacije Procjena srednije vrijednosti

Napomena. Stvarna srednja vrijednost bodova na kolokviju je 52.6.

Ponovljeni slucajni izbor je rezultirao sljede¢im vrijednostima
60 59 58 58 68.

Aritmeticka sredina uzorka je:

o1 1
X =3 Xi=g(60+59+58+58+68)=606.
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Procjena parametara populacije Procjena srednije vrijednosti

Svojstva procjenitelja srednje vrijednossti.

Procjenitelj je sluajna varijabla (ovisi o slu¢ajnom izboru uzorka)
Xy, Xo, X3, ..., Xp - sluajne varijeble
Aritmeticka sredina slucajnih varijabli je slu¢ajna varijabla.

AritmetiCka sredina uzorka je normalno distribuirana ako je obiljezje
(populacija) normalno distribuirano.

Srednja vrijednost uzorka je PRIBLIZNO normalno distribuirana ako
je uzorak relativno velik (n > 30) (Centralni grani¢ni teorem).
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Procjena parametara populacije Procjena srednije vrijednosti

Ocekivanje aritmetiCke sredine uzorka jednako je srednjoj
vrijednosti populacije: B
E(X) = pu.

Varijanca aritmetiCke sredine uzorka jednaka je:

Var (X) = %02.

Ako je ocCekivanje procjenitelja jednako procjenjivanom parametru tada
kazemo da je procjenitelj nepristran.

X je nepristrani procjenitelj za .
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Procjena parametara populacije Procjena srednije vrijednosti

Uzorak: Xj, Xo, )(37 .o Xy

Distribucija slu¢ajnih varijabli X; jednaka je distribuciji obiljezja,
posebno
E(X)=p 1 Var(X)) =0

E(X) = ( ZX>—E< (X +Xo + .. +xn)>:
= TEMG et 4 Xa) = LE(G) TE(R) . E(X):

1 1
= S(ptpttp)=_(n-p)=n
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Procjena parametara populacije Procjena srednije vrijednosti

I

Var (

1 1
) = Var <n§X/>:Var <n(X1+X2+...+Xn)>—
1
= ?Var(X1+X2+...+Xn):

= (Var(X0) 4 Var () .+ Var (X0) =
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Procjena parametara populacije Procjena srednije vrijednosti

Napomena. Za raCunanje varijance aritmetiCke sredine uzorka vazna
pretpostavka je da su Xi, Xo, X3, ..., X, nezavisne slucajne varijable!

Jedinke u uzorak moramo birati nezavisno.

Preciznija definicija jednostavnog slu¢ajnog uzorka:

Sve moguce skupine od n jedinki imaju jednaku vjerojatnost izbora u
uzorak.

29/71



Procjena parametara populacije Procjena srednije vrijednosti

Standardna pogreska

Standardna pogreska je standardna devijacija procjenitelja.
Standardna pogreska srednje vrijednosti je:

sem =/ Var(X) = —=

S(E

@ Povecéanjem veliCine uzorka (n) smanjuje se varijanca
procjenitelja.

@ Velika varijacija obiljezja - velika varijanca procjenitelja.
@ Varijanca procjenitelja ne ovisi o veliCini populacije (N)

@ Varijanca procjenitelja, tj. standardna pogreska je mjera tonosti
procjenitelja.
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Procjena parametara populacije Procjena srednije vrijednosti

Aritmeticka sredina uzorka - funkcija gustoce
vjerojatnosti

X, n=10

! '-\:}\ /
i Populacija
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Procjena parametara populacije Procjena varijance

Procjena varijance

Varijanca populacije
N
1
o2 = NZ(X,-—M)Z
i=1

se procjenjuje varijancom uzorka

n

1
n—1

i=1

s* = (X - X)°

Napomena. Uocite da se dielisn—1anesn.
Ovako definiran procjenitelj zadovoljava
E(S?) = o2

S? je nepristrani procjenitelj varijance.
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Procjena parametara populacije Procjena varijance

Standardnu devijaciju procjenjujemo s

S=v8&.

Napomena. Ovo nije nepristrani procjenitel].

Procjena standardne pogreske

procjena sem =

Slo
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Procjena parametara populacije Procjena proporcije

Procjena proporcije

__ broj jedinki s odredenim oblikom obiljeZja
B ukupan broj jedinki

p = udio

Izaberemo uzorak veli€ine n.
Neka je m broj elemenata u uzorku koji ima odredeni oblik obiljezja.
Tada je procjenitelj proporcije populacije:

m

P:F
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Procjena parametara populacije Procjena proporcije

Uzorak: Xi, Xo, ..., Xp.

X — 1 ukoliko se obiljezje pojavilo
"7 1 0 ukoliko se obiljeZje nije pojavilo

X; je Bernoullijeva slucajna varijabla.
E(X)=p, Var(X)=p-(1-p)
m= Z X;

m je binomna sluc¢ajna varijabla

E(m)=n-p, Var(m)=n-p-(1-p)
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Procjena parametara populacije Procjena proporcije

Sada je

p je nepristrani procjenitelj za p.

Varijanca procjenitelja:

A my 1 1 _,O~(1—p)
Var (p) = Var (F) = ?Var(m) = NP (1-p)= =
Standardna pogreska za proporciju:  op = p- (1n_ P)
p-(1-p)

Procjena standardne pogreSke za proporciju:
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Procjena parametara populacije Procjena proporcije

Oznake
Populacija | Uzorak
Veli¢ina N n
Srednja vrijednost 1 X
Varijanca o? S?
Standardna devijacija o S
Proporcija p p
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Procjena medijana

Medijan populacije procjenjujemo medijanom uzorka.
Oznaka za procjenitelja medijana: X
X je nepristrani procjenitel.

Standardna pogreska (za veliki uzorak):

1
X~ 4nfe(m)

m - medijan populacije, f - funkcija gustoce za distribuciju populacije

Na zalost, distribucija populacije je najée$¢e neponata.
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Efikasnost procjenitelja

Ukoliko je distribucija simetricna s obzirom na medijan, tada je medijan
jednak srednjoj vrijednosti.

Tada aritmeti¢ka sredina uzorka (X) i medijan uzorka ( X) procjenjuju
isti parametar (. = m).

Koji je procjenitelj bolje koristiti?
Onaj s manjom standardnom pogreskom.

X, aritmetika sredina uzorka je procjenitelj s najmanjom standardnom
pogreSkom medu svim procjeniteljima srednje vrijednosti.

Takav procjenitelj nazivamo efikasni procjenitelj.
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Procjena parametara populacije Procjena medijana

Efikasnost procjenitelja je omjer standardne pogreske efikasnog
procjenitelja i standardne pogreske procjenitelja.

Za populaciju s normalnom distribucijom, efikasnost medijana je za
veliku veliCinu uzorka priblizno

2 = 0.637.
T
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti

Intervalna procjena srednje vrijednosti

Koliko je pojedina procjena to¢na, pouzdana?
Standardna pogreska je mjera to¢nosti.

Prisjetimo se:

Ukoliko je razdioba obiljezja u populaciji normalna, tada aritmetiCka

sredina uzorka ima normalnu razdiobu uz
_ _ 2
E(X)=p i Var(X)= %

Standardizirana varijabla B
X
~o/Vn

ima jediniénu normalnu razdiobu - N(0, 1).
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti

Pretpostavke:
@ Obiljezje u populaciji je distribuirano prema normalnoj
distribuciji.
— X je distribuiran prema normalnoj distribuciji
@ ili: Uzorak je dovoljno velik (n > 30)

Centralni graniéni teorem = X je priblizno distribuiran
prema normalnoj distribuciji

42/

71



Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti

Kolika je vjerojatnost da Y poprimi vrijednost izmedu -1.96 i 1.967

Ako je F funkcija razdiobe za jedinicnu normalnu razdiobu, tada je

P(—1.96 < Y < 1.96) = F(1.96) — F(—1.96) = 0.975 — 0.025 = 0.95

Znadi, vjerojatnost da aritmeticka sredina uzorka (X) zadovoljava

<X<pu+196 -

w—1.96 - NG

Sie

iznosi 0.95.

Buduci da je srednja vrijednost populacije 1 nepoznata, gornji uvjet je
prakti¢nije napisati u obliku

<pu<X+1.96-

Sie
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti

= g = g v . o
X—-19 -— i X+1.96-— suslucajne varijable.
NG RV ne var
Vjerojatnost da interval
[)‘(—1 96 X+1.96- }
' Vv’ Vvn

sadrzi srednju vrijednost . je 0.95.

Interval

- o — g
X—196.- — X+196- —
{ NG ﬁ:}

se naziva 95%-tni interval pouzdanosti.

Uoc¢imo da je za odredivanje intervala pouzdanosti nuzno poznavati
standardnu devijaciju populacije (o).
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti

Interval

X —1.96 % )_(+1.96-%
je odreden na osnovu uzorka:

@ aritmeti¢ke sredine uzorka X,

@ veliGine uzorka ni

@ standardne devijacije populacije o
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti

95%-tni interval pouzdanosti.

[)_(—1.96-0,)_(4—1.96- “}

Vi Vn
99%-tni interval pouzdanosti.

- o - o
X—-2588. — X +258-
[ N ﬁ}

Napomena. Za jedini¢nu normalnu varijablu X je

P(-2.58 < X < 2.58) = 0.99.
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti

Opcenito, 100 - (1 — «)%-tni interval pouzdanosti je dan s

g - g
— X+Z1,a/2'7

V' vn

gdje su z,/» i z1_, /2 takvi da funkcija distribucije (F) za jedini¢nu
normalnu distribuciju zadovoljava:

F(Za/zza/Z) i F(Z1,a/2:1—04/2)

)_(—l-Zu/z‘

Zbog simetri¢nosti normalne distribucije, vrijedi:

Zoj2 = —Z1—q/2
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti

Primjer. Odredite 90%-tni interval pouzdanosti za srednju vrijednost.
Rjesenje.

1-a=090 = a=01 = «/2=0.05 1-a/2=0.95.

Z,/2 = 20.05 1 Z1_q/2 = Z0.95 FaCunamo pomocu kalkulatora u Statistici.
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti

n

I

Distribution

Beta
Binomial
Cauchy

chi2
Exponential
Extreme value
F (Fisher)
Gamma
Hypergeometric
Laplace
Log-Normal
Logistic

Pareto

Poisson
Rayleigh

t (Student)
Weibul

Fixed Scaling

Inverse
[] Two-tailed
[ (1-cumulative p)

x [-1evese[g

E|

Pp:| 0,05

Density Function:

[[]send toReport &

[“]create Graph

Exit

mean: |0 g
stdev.: [ 1 g

Distribution Function:

VAN

Zo.05 = —1.644854

90%-tni interval pouzdanosti:

X —1.64

T

2l

=

Distribution
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Exponential
Extreme value

Hypergeometric
Laplace
Log-Normal
Logistic

Pareto

Poisson
Rayleigh

t (Student)
Weibull

Fixed Scaling

Inverse
[] Two-tailed
[] (1-Cumulative p)

x

P:| 0,95

Density Function:

[ 1644054 2]

[[Jsend toReport & -

["]create Graph
Exit

mean: | 0 B
B stdev:[1 B

Distribution Function:

i Zo.g5 = 1.644854.

X+164-

-
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti

Primjer. Na osnovu 5 sluc¢ajno izabranih vremena voznje slaloma:
51.94 5157 50.40 51.91 50.21

procijenite srednju vrijednost vremena voznje te odredite 95%-tni i
99%-tni interval pouzdanosti ukoliko je standardna devijacija svih
vremena jednaka 0.807079853.

Rjesenje. Srednja vrijednost:

X = —(51.94 +51.57 + 50.40 + 51.91 4+ 50.21) = 51.206

ol =
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti

95%-tni interval pouzdanosti:

— o — ag
X—196 - —, X+196- —| =
[ N R/
0.807079853 0.807079853
51206 -1.96- ——— 51206 +1.96- ——F— | =
[ V5 V5
[50.49856332, 51.91343668|
99%-tni interval pouzdanosti:
— o = g
X—-258-— , X+258.- —| =
[ vt TS
0.807079853 0.807079853
51206 - 258 ———— 51206 +258 - ———F— | =
[ V5 V5

[50.27478233, 52.13721767]

51/71



Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti

Srednja vrijednost se s pouzdano$c¢u od 95% nalazi u intervalu

[50.49856332, 51.91343668] .

Ne mozemo reci da je vjerojatnost da se srednja vrijenost nalazi u
ovom intervalu 95%.

Srednja vrijednost i granice intervala nisu slucajne varijable te ne
mozemo koristiti termin vjerojatnost.
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti - o nepoznata

Intervalna procjena srednje vrijednosti -
standardna devijacija nepoznata

Ukoliko je standardna devijacija populacije (o) nepoznata ne mozemo
izraCunati interval pouzdanosti

g

[x_mge.ﬁ

- g
X+196.- - Z
X +1.96 ﬁ}

Standardnu devijaciju populacije (o) procjenjujemo pomocu uzorka s

S@J SRS

n—14%4
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti - o nepoznata

Medutim,

)‘(—1.96.i )_(+1.96-£

vn' vn

nije 95%-tni interval pouzdanosti.

Broj 1.96 smo izracunali iz normalne distribucije jer je standardizirana
varijabla _
X—p
Y =
o/Vn

distribuirana prema jedini¢noj normalnoj razdiobu - N(0, 1).

X je distribuiran prema normalnoj razdiobi a 1. i o su konstantne.

S je slu¢ajna varijabla te B
s
~S/Vn

nema normalnu razdiobu.
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti - o nepoznata

Varijabla

=X
~S/vn
distribuirana je prema tzv. Studentovoj (t) distribuciji s n — 1 stupnjeva
slobode (n je veliCina uzorka).

Broj stupnjeva slobode je parametar Studentove distribucije.

Oznaka: t(v)
v - broj stupnjeva slobode, » = 1,2,3, ...

55/71



Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti - o nepoznata

Usporedba jediniéne normalne razdiobe i razli¢itih
Studentovih razdioba
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti - o nepoznata

100 - (1 — a)%-tni interval pouzdanosti:

)_(+ ta/2(n X+ b oc/2(n

S
1 1) —

)- f ) A
tn2(n—1)iti_o/2(n—1) su brojevi takvi da slucajna varijabla T
distribuirana prema Studentovoj razdiobi s n — 1 stupnjeva slobode
(t(n— 1)) zadovoljava

P(T <typ(n=1))=a/2 i P(T<t_gp(n-1))=1-qa/2
odnosno

P(toz/Z(ni 1) <T< t1—a/2(n7 1)) =1-a

Napomena. Zbog simetricnosti Studentove razdiobe je

toje(n—1) = ti_qj2(n—1))
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti - o nepoznata

Primjer. Na osnovu 10 slucajno izabranih vremena voznje slaloma:
5222 51.37 5150 51.94 52.78

53.13 51.95 5191 51.20 51.55

procijenite 95%-tni i 99%-tni interval pouzdanosti.

Rjesenje. Procjena srednje vrijednosti:

1

X = 10 (562.22 + 51.37 +51.50 + 51.94 + 52.78 + 53.13 + 51.95 + 51.9

Procjena varijance:

1

2 _
S  n—1

n
3" (X — X)* = 0.379672222

i=1
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti - o nepoznata

Procjena standardne devijacije:

S=1/82=1+/0.379672222 = 0.61617548

95%-tni interval pouzdanosti:

[)_(Jr fo.025( X+t _o025(n—1)-

}:

0.616 0.616
,51.955 + ¢ 9) ——
/TO 1— 0025( ) /710 ]

o

n—1)- f

[51 .955 + 1.025(9) -

f0.025(9) i ti_o.025 izraunamo pomocu kalkulatora u Statistici.
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti - o nepoznata

n B

Distribution Inverse [Jsend toReport & Distribution Tnverse [Jsend toReport &3 w

o [two-taled  []create Graph = e [ITwotaled  [create Graph
) inomia

[ (1-cumuiative p) [ (1-cumuiative p)

& [ 2262157 [ df: |9 g

Binomial
Cauchy

chi2
Exponential
Extreme value

[ mat
Cauchy —
chi2
t: | -2,262157 | df: | 9 Exponential
E e By

e o [ o

Hypergeometric

Density Function: Distribution Function: Logistic

Weibul
A Z (Normal)

Fixed Scaling

D

Fixed Scaling

fo.025(9) = —2.262157 i t;_g 005 = 2.262157.

95%-tni interval pouzdanosti:

51.955 — 2.262157 - 0.616 51.955 + 2.262157 - 0.616

V10 V1o
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena srednje vrijednosti - o nepoznata

95%-tni interval pouzdanosti:

[51.51421462, 52.39578538]

t0.025(9) i H_0.025 SMO mogli izraGunati i preko:

n

Beta

Binomial
Cauchy

Chi 2
Exponential
Extreme value
F (Fisher)
Gamma
Hypergeometric
Laplace
Log-Normal
Logistic
Pareto
Poisson
Rayleigh

Weibul

Fixed Scaling

Distribution

Z (Normal)

Inverse [send toReport & | Compute |
Two-tailed [“]create Graph
[] (t-cumulative p)

t: | 2,262157 [&] df: | 9 el
p:|,95 ‘E

| Eat

Density Function: Distribution Function:

A
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena proporcije

Intervalna procjena proporcije
Procjena proporcije: p

p-(1-p)

Standardna pogreska za proporciju: oy = -

p-(1-p)

Procjena standardne pogreske za proporciju: = 65 = p

Za veliki n je p distribuiran priblizno prema normalnoj distribuciji
N(,D, 0';3)

Velikin = barem 10 uspjeha i barem 10 neuspjeha u uzorku.
95%-tni interval pouzdanosti:

[p—1.96-65,p+1.96 - 65
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Procjena parametara populacije Intervalna procjena proporcije

Primjer. U istrazivanju o motivima posjete fithess centrima istrazivaci
su biljezili i spol posijetitelja. Od 30 slu¢ajno izabranih posjetitelja, bilo
je 16 mukaraca i 14 Zena. Procijenite udio mugkaraca meqdj u
posjetiteljima muzeja. Procijenite i standardnu pogresku te odredite
95%-tni i 99%-tni interval pouzdanosti.

Rjesenje. Veli¢ina uzorka: 30 posijetitelja (n = 30)
Broj muskaraca: 16 (m = 16)

Procjena proporcije:

Procjena standardne pogreske:

. \/;3-(1 -p) \/0.533-(1 —0.533)
P n 30

= 0.09.
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p=0.533, &5=0.09
95%-tni interval pouzdanosti:
b- 1.96 - 55,0 + 1.96~6i,} =
[0.533 — 1.96 - 0.09,0.533 + 1.96 - 0.09] =

[0.35,0.71]

99%-tni interval pouzdanosti:

[p—258-65p+258- 65 =
[0.533 — 2.58 - 0.09, 0.533 + 2.58 - 0.09] =

[0.30,0.77]
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Procjena parametara populacije Odredivanije veli¢ine uzorka za procjene

Odredivanje veli¢ine uzorka za procjene

Procjena srednje vrijednosti

Za zadanu pouzdanost 1 — « i zadani broj d treba odrediti veli€inu
uzorka tako da (1 — «)%-tni interval pouzdanosti ne bude Siri od 2d.

Radi jednostavnosti ¢emo uzrti da je o« = 0.05.

95%-tni interval pouzdanosti:

— g - g
X—-196 - — X+196- —
v e

Sirina intervala:

o
2-1.96- —
Vvn
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Odredivanije veli¢ine uzorka za procjene
Da bi Sirina intervala bila manja od 2d treba vrijediti

2 <od
n

2-1.96-
f

odnosno o
n> (1 .965,)

Za odredivanje veli¢ine uzorka moramo znati varijancu populacije.

To je oCekivano jer veca varijacija populacije znaci i veéu varijabilnost
procijenitelja.

Za proizvoljni «, veli€ina uzorka je dana s

n> (21,u/2%)2.
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Procjena proporcije

Kod procjene proporcije, (1 — a)%-tni interval pouzdanosti je dan s:

D= 2102 0p P+ Zi—as2 - 0p)]

o
Op=—=

vn
VeliCina uzorka bi trebala opet zadovoljavati

n> (Z1_a/2%)2.

Medutim, kod proporcije je

o=vp-(1-p)
Pa je poznavanje standardne devijacije ekvivalentno poznavanju
proporcije p, parametru kojeg zelimo procijeniti.
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Procjena parametara populacije Odredivanije veli¢ine uzorka za procjene

Jedno rjeSenje je odredivanje standardne devijacije pomoc¢u grube
procjene proporcije p.

Drugi nacin je da je kod binomne razdiobe standardna devijacija
najveca za p = 0.5.

Tako je standardna devijacija uvijek omedena s

c=+/p-(1-p)</05-(1-0.5)=0.5.
Ako to uvrstimo u izraz za veliinu uzorka, tada mozemo zahtjevati

0.5\2
n> Z1—o¢/27

Ovako dobiveni n je sigurno veci od optimalnog (dobivena to¢nost ¢e
biti ve¢a od trazene).
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Procjena parametara populacije Odredivanije veli¢ine uzorka za procjene

Primjer. Odredite veliinu uzorka potrebnu da Sirina 95%-tnog
intervala pouzdanosti bude manja od 1 postotnog poena u procjeni
udjela glasaca za kandidata I. Josipovic¢a u 2. krugu predsjednickih
izbora 2015. godine.

Rjesenije.

d =0.01/2 = 0.005.

Kod predsjednickih izbora je p =~ 0.5 pa necemo jako povecati uzorak

ako stavimo o = 0.5.

2 2
n> (21_a/2%) - (1.96-(%55) — 384.16.
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Procjene u Statistici

[ Dotm = o= s
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