Sadrzaj predavanja

@ Aproksimacija i interpolacija:

Uvod u polinomnu spline interpolaciju.

Linearni spline i ocjena greske.

Linearni splajn i ocjena greske (ponavljanje).

Po dijelovima kubi¢na interpolacija — uvod.

Po dijelovima kubi¢na Hermiteova interpolacija.
Ocjene pogreske za kubi¢nu Hermiteovu interpolaciju.
Aproksimacije derivacija i numeriCko deriviranje.

Po dijelovima kubi¢na kvazihermiteova interpolacija.
Kubic¢ni splajn i neprekidnost druge derivacije.
Razne vrste rubnih uvjeta.

Ocjene pogreske za kubicni splajn.
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Splajnovi

Sadrzaj predavanja

@ Polinomna splajn interpolacija
e B-splajn.
o Interpolacija splajnom.
e Primjeri interpolacije B-splajnom.

@ Aproksimacije derivacija i numericko deriviranje.
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Splajnovi Uvod

Po djelovima polinomna interpolacija

Polinomna interpolacija visokog stupnja
@ moze imati vrlo loSa svojstva,
@ u praksi se ne smije koristiti.

Umijesto toga, koristi se

@ po djelovima polinomna interpolacija, tj. na svakom podintervalu
koristi se polinom fiksnog, niskog stupnja.

@ Funkcija je jednostavnija te daje daje

e dobru aproksimaciju, a

@ toCnost se ne povecava poveCavanjem stupnja polinoma ve¢
povecCavanjem broja podintervala



Splajn
Zadana particija intervala [a, b]:
a=Xg< Xy <...<Xp_1<Xp=>b.
Po dijelovima polinomijalana funkcija:
S|, i€ polinom

Splajn stupnja k (reda k + 1):

S|[xi,x;+1] je polinom k-tog stupnja

_ 4 . L y2 vk
S’[XhXIJA] =ajo+ aj1X+aX 4 ...+ ajkx

i=0,....,n—1



Splajnovi Uvod

Problem interpolacije

Za dane
Xo < X1 < Xo<...<Xp

Yo, Yi, Yo, .-, ¥Vn
odrediti splajn s koji zadovoljava interpolacijske uvjete
s(x,-):y,-, i=0,1,2,...,n.
Egzistencija:

Jedinstvenost:
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Splajnovi Uvod

Linearni splajn

Po dijelovima linearna funkcija:
S(x)=ajo+ aj1x za X € |[Xi,X1)
Interpolacijski uvjeti =

s(x) =y + Yir1 — Vi L T(x—x) za x€[x,Xi1]

X/+1 — Xj
ili
Xit1 — X X — Xj
S) =y py " za X € X, X1
Xit1 — Xj Xit1 — Xj

s(xi—) = s(x;) = s(xi+)



Splajnovi Uvod

Interpolacijska greska za linearni splajn

Ako je funkcija f klase C?[a, b], onda je pogreska takve interpolacije
zapravo

@ maksimalna pogreska od n linearnih interpolacija.

Na svakom podintervalu [xx_1, Xx] pogreska je
@ greska linearne interpolacije

pri Cemu je

w() = (X)), M= max [£'()]



Splajnovi Uvod

w(x) = (x — Xk_1)(X — xx) je parabola i ekstrem moze imati samo

@ narubu intervala: greska je 0
@ u sredini intervala xe = (Xx_1 + Xx)/2:

w(Xe) = _W.

Neka je h maksimalni razmak ¢vorova po svim podintervalima

h:= max {hgx == Xx — Xy_
1§k§n{k k — Xk—1}

i neka je M, maksimum apsolutne vrijednosti f/ na cijelom intervalu
[a, b]

M, := max MK = max |f’(x)|.
2 1<k<n 2 xe[a,b]‘ ()’



Splajnovi Uvod

Na cijelom intervalu [a, b], onda mozemo pisati
f(x) s(x)y<% ’f—lm h?
70 = =21 4 8%

Zakljuak. Ako ravhomjerno povecavamo broj ¢vorova, tako da
maksimalni razmak ¢vorova h — 0,

@ onda i maksimalna greska tezi u 0, tj.
@ dobivamo uniformnu konvergenciju!

Na primjer, za ekvidistantne mreze, za koje je

X — a+ kh, h:b;a,

pogresdka je reda veli¢ine h?, odnosno n—2.
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Splajnovi Uvod

Interpolacija u unutarnjim toCkama

Umijesto interpolacije u ¢vorovima x;, mogli smo postaviti
interpolacijske uvjete u unutarnjim to¢kama:

S(tk1) = Yk = f(tk1), S(tk2) = Yk1 = f(tk2), za tx1,tko € (Xk—1, Xk
Interpolacijski uvjeti =

Yk2 — Yk 1 (

X—1lk1) za X € [Xk_1,Xk)
ko — k.1

S(X) = Yk1 +

S nije neprekidan:

Yk2 — Yk
ko — k1

Yk+12 = Vk+1,1
# Ykt + T
k12 — bk 1

S(Xk—) = Yk1+ (Xk — tx.1)

Xk — ter1,1) = S(Xk+)



Splajnovi Uvod

Radi jednoznacénosti, u slu¢aju prekida u ¢vorovima,
obi¢no se splajn definira da je neprekidan sdesna.

Izracunajmo interpolacijsku greSku ako interpolacijske toCke dijele
segment [xx_1,Xx] uomjeru1:2:1.

Kao i prije, funkcija w(x) = (x — tx.1)(X — t 1) ekstrem moze imati
samo u rubovima i sredini intervala.

Jerje tk1 = Xk_1+ 3he i teo = Xk_1 + Shy, najveca apsolutna
vrijednost je u rubovima

3
w(Xk—1) = w(Xx) = ﬁhi-
Ocjena greske je
b 3,2 3 2
_ < £ k= —
[f(x) — s(x)| < o) 16h 32M2 h



Splajnovi Uvod

Usporedimo pogreske u ova dva pristupa:

If(x) — s(x)] < ;Mz - H? interpolacija u &vorovima (n to¢aka)
[f(x) —s(x)] < ng -h? interpolacija u dvije unutarnje toke (2n to&z

32

Duplo vise podataka a pogreska se smanijila za Cetvrtinu.
Da smo u 2n toc¢aka koristili interpolaciju u ¢vorovima, greska bi bila

1
[(x) = s(X)| < g5 Me - 2.

Bolje je koristiti neprekidni splajn!



Splajnovi Uvod

Kvadraticni splajn

S(X) = @k + ak X + ak2x® za X € [Xk_1, X]

@ Na svakom intervalu 3 koeficijenta x nintervala = 3n koeficijenata

Splajn (polinom 2. stupnja) je jednoznacno odreden na svakom
intervalu.

Ovakav splajn ne treba biti neprekidan.

@ Ako su ¢vorovi tocke interpolacije (plus jedna tocka iz
unutrasnjosti intervala)

Splajn ¢e biti neprekidan (s(xx—) = f(xk) i s(xk+) = f(xk))



Splajnovi Uvod

Sto ako Zelimo interpolaciju samo u &vorovima (xx)?
@ Interpolacijski uvjeti: 2 na svakom intervalu =  2n uvjeta.

= koeficijenti nisu jednoznacno odredeni

@ s neprekidan (€ C9) - zadovoljeno zbog interpolacijskih uvjeta u
¢vorovima

@ Dodatni uvjet na glatkoCu:

s € C'(a, b) - dodatnih n — 1 uvjeta (u unutarnjim évorovima
X1, X2, ... 7Xn—1)

@ Ukupno 3n koeficijenata i 3n — 1 uvjeta (jednadzbi)

@ Dodatni interpolacijski uvjet s'(a) = dy.



Splajnovi Uvod

Kvadrati¢ni splajn klase C'(a, b) je jednoznaéno odreden
interpolacijskim uvjetima:
@ Na intervalu [xp, x1] uvjeti:

s(x0) = yo, s(x1) =y1,, $§(x)=do
jednoznacéno odreduju polinom 2. stupnja.
@ Na intervalu [xq, Xo] uvjeti:
s(x1) =y1, s(x) =yz,, §(x)=5(xi-)

jednoznacno odreduju polinom 2. stupnja.
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Splajnovi Uvod

Greska interpolacije za kvadrati¢ni splajn

@ Kod interpolacije u 3 unutarnje toCke na svakom podintervalu
primjenom formule za interpolacijsku pogresku polinomom 2.
stupnja lagano dobijemo da je

If(x) — s(x)| < C max_|f"(x)| - h®

x€la,b]

ako je funkcija koju interpoliramo klase C3(a, b)

@ Kod interpolacije samo u &vorovima (splajnom klase C') pogreska
je istog oblika! (Samo je konstanta C razlicita.)

@ Interpolacija u n + 1 tocki daje u biti istu to¢nost kao interpolacija
u 2ni3ntocakal



@ Uotimo, zahtjev da je kvadrati¢ni splajn s € C'(a, b) znadi:

- neprekidnost u unutarnjim ¢vorovima - n — 1 uvjet

- neprekidnost derivacije u unutarnjim ¢vorovima - n — 1 uvjet
@ Ukupno 2n — 2 uvjeta

@ Preostalih n+ 2 uvjeta mozZe se zadati na razliCite nacine,
zavisno o primjeni:

- Interpolacija - interpolacija u n+ 1 ¢voru
+ interpolacija derivacije u xg

- Metoda najmanjih kvadrata

- Zadovoljavanje diferencijalne jednadzbe u ¢vorovima
+ pocetni uvjet



Splajnovi Uvod

Digresija.
@ Sto je kvadratiéni splajn klase C?
- neprekidnost u unutarnjim ¢vorovima - n — 1 uvjet

- neprekidnost derivacije u unutarnjim ¢vorovima - n — 1 uvjet

- neprekidnost druge derivacije u unutarnjim ¢vorovima - n — 1
uvjet

@ Ukupno 3n — 3 uvjeta
@ Preostalo 3 uvjeta
@ Polinom 2. stupnja

@ Polinomi su takoder splajnovi!



Splajn reda m+ 1 (stupnja m)

S(X) = akpo + ak1X + ak72x2 + .o amx™ za X € [Xk—1, X]
m + 1 koeficijent x nintervala = (m + 1)n koeficijenata

Maksimalna glatkoc¢a
@ s neprekidan (€ C°) - (n— 1) uvjet
@ s C™'(a,b) - dodatnih (m — 1)(n — 1) uvjeta
@ Ukupno (m+ 1)n koeficijenata i m(n — 1) uvjeta (jednadzbi)
@ MoZemo postaviti dodatnih n + m uvjeta



Splajnovi Uvod

Interpolacijski uvjeti

Npr. n+ m uvjeta mozemo dobiti:

@ Interpolacija u ¢vorovima - n+ 1 uvjet

@ Preostalo m— 1 uvjeta

@ m — 1 interpolacijski uvjet na derivacije (1., 2., ... reda) u
rubovima intervala [a, b] (u Evorovima xg i Xp)

@ Zgodno je da u oba ruba budu uvjeti na iste derivacije
= m-—1jeparan = m=1,3,5,...

Ovo joS ne znaci da iz ovih uvjeta mozemo jedinstveno odrediti
splajn reda m + 1



Kubi¢ni splajn (m = 3) i interpolacija

Kubicni splajn - po dijelovima kubi¢na funkcija (na segmentima
[Xi, Xi41])
Uvjet da je splajn s klase C? daje 3n — 3 uvjeta.

Interpolacija: n+ 1 uvjeta
Dodatna 2 uvjeta:

@ Potpuni splajn:  s'(xg) = «, §'(xn) = B.

@ Druga derivacija u rubovima:  s”(xg

@ Prirodni splajn(slobodni krajevi): s’

@ PeriodiCki splajn:  s'(xp) = S'(xn), s

@ 'Not-a-knot’ uvjet: s”'(x1—) = §""(x1+),
S/”(Xn,1—) — S/”(Xn,1)+.



Splajnovi Uvod

Metoda najmanijih kvadrata i splajnovi

M - Zadana subdivizija segmenta [a, b]:
a=Xg< Xy <...<Xp_1<Xp=>b.

Sm(M) - prostor svih splajnova reda m + 1 i klase C™' na zadanoj
subdiviziji I

u, v - splajnovi, u, v € Sp(N)
Dalijeiu+veSy(N)?

u, v polinomi stupnja m na segmentu [xx_1, Xk|
= U+ v polinom stupnja m na segmentu [xx_1, Xk]

uve C™(a,b) = u+veC™(ab)



Splajnovi Uvod

Dalijezaa € Riau e Sy(M)?

u polinom stupnja m na segmentu [Xxx_1, Xk]
= au polinom stupnja m na segmentu [Xx_1, Xk]

ue C™ab) = aueC™(anb)

Sm(M) je vektorski prostor

Kolika je dimenzija prostora Spy(I1)?
Kako izgleda baza prostora Spy(IM)?



Splajnovi Uvod

Zasto je baza prostora splajnova vazna?

Problem interpolacije:
@ seSy(M)

@ s po djelovima polinom stupnja m
= (m+1)- nnepoznatih koeficijenata

seC™'!' = m-(n-1)uvjeta

interpolacija funkcije u ¢vorovima = n+ 1 uvjet

interpolacija derivacija funkcije u rubovima = m — 1 uvjet

n-(m+ 1) uvjet (jednadzba) i n- (m+ 1) koeficijent (nepoznanica)

rieSavamo kvadratni (regularni?) sustav jednadzbi (LR, QR, ...)



Splajnovi Uvod

(Diskretna) metoda najmanijih kvadrata:
@ se Sy

@ s po djelovima polinom stupnja m
= (m+1)- nnepoznatih koeficijenata

@scC™!' = m-(n—1)uvjeta

@ Preostalih n+ m uvjeta odredimo metodom najmanijih kvadrata



Splajnovi Uvod

(Diskretna) metoda najmanijih kvadrata:
@ Neka su zadani parovi (tj,y;), i=1,...,N,N>n+m.
@ Odredite 5 € Spy(MM) za koji je suma
N
> (s(t) — yi)?
i=1

minimalna.

@ Minimizacija po s € Sy(IM) je minimizacijapo (m+1)-n
koeficijentu uz zadovoljavanje m- (n — 1) uvjeta (neprekidnosti).

@ Ovo je tzv. problem minimizacije s ograni¢enjima. Slozeni
problem.

@ Ako je Sp(IM) vektorski prostor i ako znamo bazu
— linearna metoda najmanijih kvadrata (QR, SVD, ...)



Splajnovi Uvod

Zasto je baza prostora splajnova vazna?

Reprezentacija splajna (kada su koeficijenti poznati)
@ seSy(M)

@ [1- pamtimo n+ 1 &vor x

@ s po djelovima polinom stupnja m
= pamtimo (m+ 1) - n koeficijenata

@ Ukupno pamtimo n- m+ 2n+ 1 podatak
@ Ako koristimo prikaz u bazi za Sp(IN)
@ [1- pamtimo n+ 1 &vor xi

@ Trebamo pamtiti n + m koeficijenata (dimenzija vektorskog
prostora) Sm(IM)

@ Ukupno pamtimo 2n + m + 1 podatak
e 15. svibnja 2020.  27/135



Baza prostora kubic¢nih splajnova

Ovdje ¢emo koristiti Cinjenicu da je kubiCni splajn
jednoznacno zadan s n + 1 interpolacijskih uvjeta (u xg, ..., Xp) i 2
uvjeta za interpolaciju derivacije u rubovima.

Ovo ¢e biti dokazano kasnije!
= dimenzija je n+ 37

Zai=0,...,ndefiniramo splajn S; iz uvjeta:

)

,zaj#i,

y
0
0
0

—_ N — —
Il



Splajnovi Uvod

te Dy i Dy:
Do(x;) = 0, zaj=0,...,n,
Dé)(a) = 1,
Dg(b) = 0,
Di(x) = 0, zaj=0,...,n,
Di(a) = O,
Di(b) = 1.

Pokazat ¢éemo da iz jedinstvenosti interpolacijskog splajna slijedi da su
So, - - -, Sn, Dy, Dy linearno nezavisni i da €ine bazu S3(N).



Splajnovi Uvod

Neka je s € S3(IM), tada splajn
> " s(x))S;i + S'(a)Do + ' (b) Ds
i

interpolira splajn s. Jer i s interpolira samog sebe, zbog jedinstvenosti
interpolacijskog splajna je

s=) s(x)S;+ s'(a)Do + s'(b)D;

i

= skup izvodnica



Splajnovi Uvod

0= aiSi+ Do+ 1Dy =5
i
Uvrstimo x;, i =1,...,n:
0 =s(x;) = aj.
U rubovima je
0=s(a)=f. | 0=5(b)=p
— nezavisnost

{So,--.,Sn, Dy, D1} je baza prostora S3(I1). O

Ova baza je nepraktic¢na i ne koristi se.



Splajnovi Uvod

B-splajnovi

Odredimo najmanji moguci k takav da splajn B; € S3(IM1) zadovoljava:

Bi ¢ C?a,b),
Bi(x) = 0 za X & [XXi]
B # 0.

Rjesenje.
k-intervala — 4 - k koeficijenata

Bie C?(a,b) — 3-(k+1)uvjeta(ux;,...,Xk)
4. k—-3-(k+1)=k-3

Bi#0 = k-3>0

Najmanji k: k=4



Splajnovi Uvod

B-splajn - splajn s minimalnim kompaktnim nosacem:

B € C*ab),
Bi(x) = 0 za X ¢ [XjXi4]
B, # 0.

Naziv (engl.): B(asis) spline.
Subdiviziju N segmenta [a, b]

a=Xg< Xy <...<Xp_1<Xp=>b.

proSirimo s proizvoljnim toCkama

X g<Xo<X1<a i b<Xp1<Xpo<Xnpio.
Za novu subdiviziju
X_3<X_2<X_1<Xg<Xy<...<Xp_1<Xn<Xpr1<Xpr2<Xps2
promatramo B-splajnove
B_3,B_5,B_1,By,By,...,Bh_1
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Splajnovi Uvod

To su svi netrivijalni B-splajnovi na (a, b).
Cine bazu prostora S3(IM)

B-splajnovi nisu jedinstveno odredeni: ako je B; B-splajn onda je i aB;
B-splajn (za a # 0).

Normiranje:
> Bi(x)=1 Vxelab
i
-particija jedinice
B-splajn je razli¢it od 0 na (x;, X 4)
Ako je Bj(x) = 0 za x € (xj, Xj+4) onda B; = 0.



Splajnovi Uvod

B-splajnovi reda 4

1 T
Cvorovi +
B14
B24 ——
B34 ——
08 B44 1
B54
B64 ——
4 R
0.6 | B [
B94 ——
B104
04t ]
02 |
O 1 1 1 Il 1

o 1 2 3 4 5
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Splajnovi Uvod

Sto je splajn?

@ Po dijelovima polinomijalna funkcija?

@ U principu da, ali uz njega obi¢no vezemo neka dodatna svojstva.
Glatkocu, npr.

@ Vecina splajn poistovjecuje s kubi¢nim splajnom maksimalne
glatkoée (klase C?)

@ Mozemo reéi da je to kombinacija B-splajnova.
@ Glatko¢a ne mora biti maksimalna. Moze varirati od ¢vor do ¢vora.

@ Moze se gledati i generalniji pristup. Po dijelovima
eksponencijalna funkcija, p.d. racionalna funkcija, . ..



Splajnovi B-splajn

B-splajn



Splajnovi B-splajn

Po djelovima polinomna funkcija
Neka je dan strogo rastuci niz to¢aka (¢vorova) X := (x;)2_,:
a=Xg<Xy<---<x=5b

i neka je k € N. Ako je po, - . -, pr—1 bilo koji niz od ¢ polinoma reda k
(stupnja k — 1), tada definiramo odgovarajuéu po djelovima polinomnu
(polinomnu splajn) funkciju f sa

f(x) = pi(x) za x € [X;, Xj41), i =0,...,0—1.

Dakle, po dogovoru
@ fje neprekidna s desna,
@ a obiCno se zadnji podinterval proSiri i na x;, pa imamo

f(X) = pr—1(X) za X € [Xp—_1, Xe).



Prostor polinomnih splajnova

Prostor ovakvih funkcija oznacavamo sa Py x, on je linearan i
dimenzijamu je k - £.

Ipak se joS$ trazi i neka glatkoéa splajna, i to tako da se definiraju uvijeti
glatkoc¢e u ¢vorovima:
D) =fD(x)zaj=0,...,0i—1,i=1,...,0-1.

v zovemo broj uvjeta neprekidnosti u x; i v = ()]

Prostor takvih splajnova ozna¢avamo sa Pk x v, a

£—1
dim’Pk,x,V:k-f—ZVi, vi < k.

i=1

Postavlja se pitanje odabira dobre baze za taj prostor,



B-splajn

Definicija

Nekaje T := (t,-),f’;qk nepadajuéi niz Corova, tada i-ti (normalizirani)
B-splajn reda k za niz ¢vorova T oznaCavamo s B; k 1 i definiramo sa

Bikr(x) == (=) (tiok — ) (x — D5 [t ... il

zaVx € R, i=1,...,n, gdje se odsjeCena potencija (-)". definira sa

0 x<0
(X)ff—::{xf X>O

zar=1,2,...,azar=0sa
0 ._ 0 x<0
(X)+'_{1 x>0~




Prosirena particija

Neka je T dan s:

h<---<tk=Xx = a,
et < S am =X, X150 Xo— 15005 Xe— 1,
N——r —

m Meg_1
b=X=tkymi1 < < brym,

gdje su m;, 0 < m; < k, multipliciteti Cvorova, m = (my, ..., my_1), i
M =325z m.

Nadalje, neka je v; = k — m; i n = k + M, tada se prostor razapet
B-splajnovima oznacava sa Sk 1, dimenzija mu je n, i mozZe se pokazati
daje

Skt = Prxv-



Splajnovi B-splajn

Niz ¢vorova T zove se proSirena particija particije X. NajceSce se
uzima
= =t=aity1=-=tx=Db

Moze se jo$ prosiriti definicija B-splajnova na slucaj kada je
li=---=lk tadaje
Bi,k,T =0.

Kada je jasno na koju se proSirenu particiju B-splajnovi odnose,
mozemo skratiti oznaku:

Bix:=Bikrt.
B-splajnovi se racunaju pomocu rekurzije, koja koji put sluzi kao
alternativna definicija B-splajnova:



de Boor—Cox-ova rekurzija
Teorem

(de Boor—Cox-ova rekurzija)
a) Zati < tiyq je

1, akojeti < x < tiyq
B;1(x) = p IR =+ 1
a0 ={ g mok 1)
b) Nekajek > 2 it < ti.k, tada za svaki x € R vrijedi
Bik = wikBjk—1+ (1 — wit1k)Bit1k-1,
7 +:__f"_t,, ako je t; # tiyk—1
wjk(X) =
0, inace,
e 15. svibnja 2020. 437135



Splajnovi B-splajn
Dokaz: Dio a) slijedi direktno 1z definicije. Za k =1, uz t; < i1, 0na

daje

Bi1(x) = —(tis1 — t)(x — 1) [ti, tis1]

= —(x—ty)2 + (x - 1),

pa za x < tjimamo

Bi1(x)=-0+0=0,

za t; < x < ti;.1 imamo

Bii(x)=-0+1=1,

dok je za x > i1
B,‘J(X) = —1 + 1=0.
e 15. svibnja 2020.  44/135



Splajnovi B-splajn

Za b) primjetimo da je

(x=0fT=(x—-1t)-(x- 152

pa ako primjenimo Leibnizovu formulu za podijeljenu razliku produkta
funkcija dobivamo

(x = Kt ] = ((x ~H(x - t)ﬁ;Z) [tis ... bl
i+k
=> (x=Olty,. . 4] (x = D[, ]

r=i

= (x = D[] - (x = 21t b

+(x = Ot 1] - (X = D82t bk
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jer je (x — t) polinom prvog stupnja pa je (x — f)[t;,..., ] =0 za
r>i+2.

Odatle, uz pomo¢ rekurzije za podijeljene razlike, slijedi:
Biw(X) = (= 1)tk — t)(x = ) Mt tig]
= (=) (tik — Ti)((X — 1) (x = O, b
—(x = K [tigq, ., ti+k]>

X —

= (_1 )k(ti—i—k - tl) < ((X - t)i_z[t,'+1 ey ti—i—k]

liyk — i

—(x = 2t tka]) - (- D5 P, t,+k])
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= (-1 ((X — ) (x — K2t ]

(k-1 — X) (X — t)fz[l‘iﬂ,m,twk])

X — 1 t,'+k—XB

Bik—1(x) + i1 k—1(X).
livk — lipq

bk — b

U zadnjem redu zapravo pretpostavljamo t; < tix_1 1t 1 < biik.
Ako jedna od nejednakosti ne vrijedi, onda je jedan od B x_1 ili

B 1 k-1 jednak nul funkciji pa se koristi “de Boor-ova maksima” koja
kaZe da bilo $to pomnozZeno s nulom daje nulu. O
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Svojstva B-splajnova

Neka vazna svojstva:

Teorem
a) Bix(x)=0,zax <tiix>tix,

b) Bik(x) >0, zati < x < tiyk, iz Cega slijedi

supp B C [t tit]-

c) Y1y Bik(x) =1, za svaki x € [a, b] (particija jedinice).




Splajnovi B-splajn

Dokaz: Prvo cemo dokazati a): Bjx(x) =0,zax < ;i x > i1«

@ Iz definicija “plus” funkcije i podijeljenih razlika, jasno je da je
Bix=0 za x<t,
jerje
(x-ti =0,
Sto vrijedi i za njegove derivacije, zasvakit = t;, j=1i,...,i + k.

@ S druge strane, za x > ti.x imamo k-tu podijeljenu razliku
polinoma (x — t)k~1, koja je jednaka nuli.



Dokaz za b) Bj x(x) > 0, za t; < x < ti«, ide indukcijom po k.
@ Zak=1it<tqimamo (1).
B, = 1T X €[t tit1),
i1 0 inage
@ Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za B-splajnove reda k — 1.
Tada za t; < x < tj,x iz rekurzije (2)
B x se dobiva linearnom kombinacijom s pozitivnim koeficijentima

(usluCaju kada je t; < tiik_1 i tir 1 < tii k) dvaju nenegativnih
Bi k-1 1 Bi11 k-1, 0d kojih je barem jedan pozitivan.

Dakle, tvrdnja vrijedi i za B k.



Splajnovi B-splajn

Dokaz za ¢) 3L, Bjx(x) = 1 takoder ide indukcijom po k.
@ Tvrdnja je trivijalna za k = 1.
@ Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za B-splajnove reda k — 1.

Tada iz rekurzije B-splajnove i a) za x € [t;, t;,1) imamo

J
Y Bik(x)= > Bik(x)
i i=j+1—k
I X — t,' J t,;,_k — X
= > g Bk () + 1 B (x)
i=j+1—k i+k—1 i i—j1—k i+k i+1
J J+1
X — 1 i1 —X
= ﬁ k—1(X) + %Bnkq(x)
i=jt1—k i+k—1 i i—j12—k i+k—1 i
J
= Y Bixa(x)=1 -
i=j+2—k
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Splajnovi B-splajn

@ B-splajn za koji vrijedi B; x(t;) > 0 ili B; x(ti+x) > 0 je onaj kojem je
prvi ili zadnji cvor maksimalnog multipliciteta, tj. multipliciteta k.

U najceSéem sluCaju, kadaje t; = --- =t ith 1 =+ = thik, tO
Ce vrijediti za prvi i zadnji B-splajn.

@ Tada, iz de Boor—Cox-ove rekurzije, ili iz vrijednosti B-splajna i
njegovih derivacija u krajnjim tockama, imamo

(ter — Xx)F!

By k= ,
1 (tep1 — t)k—1

i za njega vrijedi

Bix(tk) = 1,
B\ (ts1) = 0, zai=0,... k-2



Splajnovi B-splajn

@ Analogno je

(x — tp)k—1
Bpk = ~—T2
ik (tn+1 - l‘n)kf1
te
B\(tn) = 0, zi=0,... k-2
Bn,k(tn+1) = 1
Teorem

Ako niti jedan od Cvorova iz nosaca B-splajna B; x nije multipliciteta k,
B; k je unimodalan, tj. postoji to¢no jedan ekstrem, na (t;, ti ).
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B-splajnovi reda 4

1 T
Cvorovi +
B14
B24 ——
B34 ——
08 B44 1
B54
B64 ——
N —
0.6 | B [
B9\ ——
B104
04} 1
02 |
O 1 1 1 Il 1

o 1 2 3 a4 5
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Korolar
Ako je
a) te(ltq), tadajeBix(t)>0zai=j—k+1,...,j;

b) t multipliciteta m < k, .

tj—1 <tj:"‘:tj+m—1 <tj+m7

tadaje Bix(t) >0zai=j—k+m,...,j—1.

Dokaz: |1z prethodnog teorema znamo da je nosac od B; x sadrZzan u
[ti, tik]-

a) Ako je t/ € {t,', live,..., ti+k—1} i tj < tj+1, tada je B,"k(t) > 0za
te <l:/7 tj-i-1>'
Daklei=j,j—1,...,j— k+1.
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Splajnovi B-splajn

b) Neka su /; i r; takvi da je
i=tip1 =" = lip)—1

fivkt—r, = = livk—1 = livk,

onda je
Bix() >0 zaj=i+1,....i+k—r.

Ako krenemo od i = 1, poveCavamo i za jedan i gledamo koji je
prvi i za koji je B; k(1) > 0.

Takav i mora zadovoljavati i, = tj;m, dakle i = j — k + m.

Zadnji i za koji to vrijedije i =j — 1. O
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Ekvidistantni ¢vorovi

Primjer
Neka je ()2 ___ definiran sa tj := xp + ih za neku tocku xp € R

i=—o00

i korak h > 0, ineka je k € N.

@ Tada je pridruzeni prostor splajnova reda k translatorno
invarijantan, pa je

Biyjk(X) = Bik(x — jh)
zasve i, j € 7.
@ B-splajn B; k je simetriCan s obzirom na toCku
ithik — xo + (i + &) h, 1j. s obzirom na poloviéte svog nosata,
gdje postize i maksimum, dakle, za svaki x € R je
B,'7k(X) = B,'J((t,' + ti+k — X).

@ Zbog toga dovoljno je znati izraCunati jednu polovicu jednog
B-splajna da bi mogli izraCunati sve.

v




Splajnovi B-splajn

Marsdenov identitet

Posto se i polinomi nalaze u prostoru splajnova,

zanimljivo je vidjeti koji su koeficijenti u rastavu potencija u bazi
B-splajnovima potencija



Marsdenov identitet

Teorem
(Marsdenov identitet) Za proizvoljan T € R vrijedi

(X_T Zﬂ)/k /k(X

gdje je
Vik(T) = (tiz1 = 7) - (lijk—1 — 7).
Stovisezaj=1,2,... k je
=3P Biw(x),
i
gdje su

:(_)11(] )

1)1 w(k l)( 0).

v

e 15. svibnja 2020.
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Dokaz: Promotrimo poseban niz

Z aiB;k, gdje je aj := Y k(7), za Vi.

i

Tada iz de Boor—Cox-ove rekurzije

Bix = wikBik—1+ (1 —wiy1k)Bir1 k-1
X—1t i
wik(x) = [ ako je t; # tiyk—1
: 0, inace,

slijedi
Z aiBix = Z Bik—1((1 — wik)ai—1 + wixkai).
I. .

I



Splajnovi B-splajn

Ako je Bik—1 # 0, 1j. tj < ti xk—1 Onda je
(1 — wik(x))ait + wik(x)a; =
= (1 = wik ()i = 7) + wi k() (livk—1 = 7)) Yige—1(7)
= (X = 7)¥ik-1(7),

posto je

(1 — wik)f(t) + wikf(tizk—1)
jedinstveni pravac koji prolazi kroz f(&) i f(tirk—1),
pa mora biti jednak f ako je i sam f pravac.
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Splajnovi B-splajn

Tada se indukcijom dobiva
ZBIK wlk =X—-7 ZBIK1 wlk 1()

= _Tk1ZB/1 ¢/1 = (x _T)kq-

=1

Rastav za x/~! se dobiva deriviranjem prethodne jednakosti k — j puta
s obzirom na 7 i uvr§tavanjem 7 = 0. 0

B-splajnovi se daju lagano derivirati:



Derivacija B-splajnova

Teorem

(Derivacija B-splajnova) Neka je t; < ti k, i neka je D derivacija s
desna. Tada je

D, B (x) = (k — 1) Bik-1(X)  Bit1k-1(X)
B tik—1 =t Gk —liy1 )
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Dokaz: Opet se samo koristi rekurzija za podijeljene razlike:
Dy Bix(x) = (—1)"(tisk — 1) <D+(X - t)ﬁq) [tis s k]
= (0K (tk = 0) (k= D= 052 - 4]

= (=) (k = 1)(tisk — 1)

(= O [t k] — (= DRI k]

fivk — i

Sto daje trazenu jednakost.

U slu€aju da t; ili t; x ima multiplicitet k, desnu stranu od (2) tretiramo
kao i u dokazu za de Boor—Cox-ovu rekurziju. O



Splajnovi B-splajn

Korolar

Neka je f € Sk, f(x) = 2}721 ajB;k, x € [a, b], i multipliciteti svih
¢vorova nisu veci od k. Tada je

n
D f(x) = &Bjx1(x),
j=2

gdje je g =(k—1)2—T akojet < b1,
J fipk—1— 1

zaj=2,...,n.

Dokaz: Koristi se derivacijska formula na D, f(x), te Cinjenica da je
By k—1(X) = Bpy1k—1(x) =0 za x € [a, b]. O



Splajnovi B-splajn

Racunanije vrijednosti splajna u tocci

Sada zelimo nadi efikasan algoritam za raCunanje splajna

n
f=> aBix
i=1

u tocci x.

Iz de Boor—Cox-ove rekurzije slijedi da je

> aBix=> ((1 - wik)ai1 +wixa)Bix_1.
i

i
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Splajnovi B-splajn

Ako oznacimo 1
all = (1 — wik)ai1 +wika),

af. se racuna kao konveksna kombinacija originalnih koeficijenata, sto

se, numericki gledano, racuna vrlo stabilno.

1]

Nastavimo iteracije, pa nakon k — 1 iteracija imamo

f= Z agk_ﬂBm,
i

iz Cega slijedi
k1] .
f(x)=a; "(x) zasvakix € [, ti1q),

akoje t; < tiyq.



Splajnovi B-splajn

de Boor-ov algoritam
Neka je x € [tj, ti1).
Za dane konstantne polinome
ad¥=a, i=j—k+1,...j
koji odreduju

n
f.= Z a,-B,-yk
i=1

na intervalu [f;, i, 1), generiraju se polinomi a,[.r], r=1,...,k—1
rekurzijom

aErH] =1~ Wi,k—r)a['r]1 twikrdl, jok+r+1<i<j (3

i— i



Splajnovi B-splajn

Tada je

f= a,[-k_” na [, tis1)

Stovige, ako je t < x < 1, za teZine w; k_(x) u (3) vrijedi
0 <wjk—r(x) <1,

pa se racunanje f(x) = all

; (x) pomocu rekurzije (3) sastoji od
konveksnih kombinacija.



Splajnovi Interpolacija splajnom

Interpolacija splajnom
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Interpolacija splajnom

Ovdje ¢emo pretpostavljatida je T = (t,-),’.’;k nepadajuéi niz évorova,
kod kojeg je fj < tj, x za svaki i.

Interpolacijski problem:
Za dane T = (7;)?_, i funkciju f treba odrediti splajn s € Sk T, takav da

je
S(T/):f(Ti), i:1,...7n.

Uocimo da je dim Sk 1 = n.
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Ako je
n
S = Zaij,k i fi= f(T,‘),
j=1

onda interpolacijski uvjeti prelaze u odredivanje («;)7_; koji
zadovoljavaju

n
> aBik(n) =1, i=1,...,n
j=1
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Uz oznake

a = (ay,...,ap)T,
A = (ai,j)2j=1 = (ijk(Tf))lr'jj:1i

interpolacijske jednadzbe mozemo zapisati matri¢no
Ao = 1.

Problem trazenja jedinstvenog interpolacijskog splajna s sada je
pretvoren u problem ispitivanja da li je matrica A regularna, na §to nam
odgovor daje slijedeci torem:



Regularnost interpolacijske matrice

Teorem
(Schoenberg—Whitney) Neka je T strogo rastuci niz toCaka za koji iz
a<ti=---=ty =1 <bslijedidajer <k —1. Tada je matrica

A := (B; k(7)) regularna ako i samo ako je

B,'7k(7',')7£0, i:1,...,n. (4)

To zapravo znaéi da za regularnost treba biti

ti < 77 < tirk, 0Sim 8to se jo$ dozvoljavair = imh =t .
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Primjer — kubi¢ni splajn i 'not-a-knot’ uvjet

Promatramo interpolaciju u ¢vorovima x;, i =0, ..., n, a dodatna 2
uvjeta su interpolacija u sredini rubnih intervala: (X + x1)/2i
(Xn—1 + Xxn)/2.

ProSirena particija (t;): xg, Xo, Xo, Xg, X1, X2, - . .
Tocke interpolacije (7’,‘)1 Xo, (Xo + Xq )/2, X1,X2,X3,...

Jerjemy = (Xo + Xq)/2i ty = xp vrijedi

Xo + X4
2

h =X < =71 <Xy =0 =14y

uvjet je zadovoljen.
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Jerje 7j = Xj_o i t; = xj_4 vrijedi
li=Xi—4 < Xi_o =7 < Xj = lisa

uvjet je zadovoljen za i = 2,3, .. .. (Radi jednostavnosti uzimamo
X_3=X_2=X_1=Xp)

Na isti naCin promatramo desni rub intervala.

= Interpolacija kubi¢nim splajnom klase C? uz 'not-a-knot’ uvjet ima
jedinstveno rjedenje.

Teorem ne govori nista o egzistenciji potpunog splajnal
Rubni uvjeti s'(xp) = do i §'(xn) = dh.

Potpuni splajn uskoro!
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Interpolacijska matrica je vrpCasta

Pretpostavimo sada da je n x n matrica (B; x(7;)) regularna.

Velika prednost koriStenja B-splajnova Cinjenica da matrica (B; x(77))
mora biti vrpCasta (trakasta) matrica Sirine k ,

tj. matrica sa manje nego k dijagonala iznad i manje nego k dijagonala
ispod glavne dijagonale.

Zbog malog nosaca B-splajnova, i B; x(7;) # 0, vrijedi
Bik(mi) # 0= |j —i] <k,

odnosno
Bj,k(Ti) =0zalj—i| > k.
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@ Posebnim odabirom (7;) Sirina vrpce moze se joS smanijiti.

@ Za pohranu vrpcastih matrica u memoriju raCunala moze se
korsititi tzv. “vrpasto spremanje” matrice za koju treba spremiti
onda maksimalno (2k — 1) - n elemenata matrice (nule se ne
pamte) umjesto n x n.
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Totalna pozitivnost interpolacijske matrice

Slijedeée vazno svojstvo interpolacijske matrice je totalna pozitivnost.

Za danu matricu A = (a,-j),’.’jzo izazadanniz i,..., i, f1,...,Js SQ

i‘],...,ir L r S
A I: j17' . 7jS o (alqu)p:1’q:1

definirana je podmatrica dobivena od A odabirom odredenih redova i
stupaca.
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Definicija
Matrica A reda n je totalno pozitivna ako su sve njezine minore
nenegativne, tj.

dota| 1 | >0
Jtseeesdr

za sve ] ] ]
1<ih<b<---<ir<n

h<l<--<j<n

ir=1,2,3,...,n
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Teorem
(Karlin) Matrica (B; k(;)) je totalno pozitivna za sve 11 < 1o < --- < Tp. J

Napomena. Linearni sustav sa regularnom totalno pozitivnom
matricom moze se rjeSavati pomocu Gaussovih eliminacija bez
pivotiranja.



Hermiteova interpolacija splajnom
Postoji takoder i varijanta Schoenberg—Whitney-evog teorema za

Hermiteovu interpolaciju:

Teorem
(Karlin & Ziegler) Neka je dan nepadajuci niz = (1), za koji je
Ti < Tiy+k Za Svaki i. Pretpostavimo da je

tk<7'i+1:"':Ti—i—r:th:"‘:tjﬁ-s<tn+1$r+5<k-

Tada za svaku glatku funkciju f postoji jedinstven s € Sk 1 koji se slaze
s f nat ako i samo ako je B; x(;) # 0 za svaki .

Iz ove varijante teorema slijedi da interpolacija potpunim
kubi¢nim splajnom ima jedinstveno rjeSenje.

Provjera je analogna kao u slucaju 'not-a-knot’ uvjeta.
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Ocjena greske interpolacijaskog splajna

Za Lagrangeovu interpolaciju navest ¢emo i ocjenu greske.

Neka je / (interpolacijski) projektor s nekog skupa glatkih funkcija G,
1:G— Sk"r,

seSkT=>Is=s,
i neka je
gl :== max |g(x)|

as<x<b

za neki fiksni interval [a, b].
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Lema
Za svaKu neprekidnu funkciju g na [a, b] interpolacijska pogreska je
ogranicena s

19— lgll < (1 + [[/]|)dist(g, Sk,1),

gdje je
I
] =  max | QH’
geClab\{0} [|g]|
dist(g, Sk.1) = SQ,)!ET g — sl|.
Dokaz:

19 =19l = llg —s—1(g—s)l <llg—sl+Illlg— sl
= (1 +Dlg - sl

za svaki s € Sk 1.
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Ako vrijedi za svaki, onda vrijedi i za onaj za koji se postize minimum,
tj.
19— lgll < (1 + [[/]|)dist (g, Sk.T).

Nedostatak ove ocjene je da ne znamo ||/||, a to ovisi o |t| gdje je
[t} := max (fi1 — b),

aliior.
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Lema
Postoji pozitivna konstanta consty takva da je norma interpolacijskog
procesa | ogranicena odozdo sa

min {tik—1 — 4 2 (G, Girk—1) N (70, Tie1) # 0}
Tigd = Ti

Ill|| > const, max
1

Iz ove leme se vidi da || /|| moze biti proizvoljno velik ako dvije
interpolacijske tocke priblizimo.
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Dakle, mora se posvetiti paznja odabiru interpolacijskih tocaka.

Cak se moze pokazati da veliki ||/|| moze uzrokovati i ve¢e greske
tiiekom floating—point raéunanja.

O dist(g, Sk.1) pak mozemo jo$ nesto reci.
Definirajmo jo§ modul neprekidnosti:

w(g: h) = max{[g(x) —g(y)| : [x =yl < h.x,y € [ab]}.

Primijetimo da je za g € C'(a, b) zbog Lagrangeovog teorema srednje
vrijednosti:
w(g; h) :==< h max [g'(x)|

x€[a,b]
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Teorem

Zaj=0,...,k— 1 postoji konstanta consty ; takva da za sve
T= ()" uz

h==k=a<lp1 < - <h<b=thy1 ==tk
i za svakig € C/[a, b],
dist(g, Sk.1) < consty j|tlw(g!; |t]).
Posebno za j = k imamo
dist(g, Sk,1) < constit/“|lg"]],

ako g ima k neprekidnih derivacija.
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Za kubicni splajnove mozemo biti jo$ precizniji:

Teorem

Neka je s kubicni splajn klase C? koji interpolira funkciju f u évorovima
i zadovoljava rubne uvjete

a) s'(a) = f(a), s'(b) = f'(b),

b) s"(a) = f"(a), s"(b) = f"(b),

c) st)(a) = f)(b), zar = 0,1 (periodiéki rubni uvjeti).
Tada pogreska interpolacije zadovoljava

||3(f) _ f(f)|| <R

gdje je R, dan u tablici:
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klasa f-je Ry Ry R>
C'la,b] | hw(f’; h) 4w(f'; h) -
C?[a,b] | sahPw(f’;h) | Shw(f’;h) | 4w(f"; h)
C2,C% | sl h) | BRPw(f;h) | (§+2§%) hul"; h)
Rs
(1+%28) w(i;h)
gdje su
__maxh;

h:=|t],

hi = tipr — ti,

min h;

a Xa znadi da je funkcija po djelovima klase X.

)
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Interpolacija u Greville-ovim toCkama

Ako postoji sloboda odabira interpolacijskih toCaka (7;) za danu
proSirenu particiju T, tada se preporucaju Greville-ove tocke:

* t'+1 +"'+t'+k_1
Ti:thk:zl k—1l .

Za njih vrijedi

n
X = tBix(x).
i=1
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Ako sa I; oznacimo interpolacijski operator koji interpolira splajnom
reda k u Greville-ovim toCkama, moze s pokazati da je

16l =1, lkll<2, |4l <27

Pa, posto je
19 = kgl < (1 + [I/kl[)dist (g, Sk.T),

po svoj prilici, za “umjeren” k (a sigurno za k < 4), I; je skoro najbolja
moguca aproksimacija funkcije g u prostoru Sk .



Interpolacija kubi€nim splajnom
Interpolacija kubi¢nim splajnom

Particija xo, X1, . . ., Xp intervala [a, b] zadana.
Promatramao problem interpolacije potpunim kubi¢nim splajnom.

Uvjeti:
s € C?(a,b)
Interpolacijski uvjeti:

s(xk) =1k, k=0,...,n
i U rubovima

S/(Xo) =dpy, i S/(Xn) =d.
Splajn s je oblika
S(x) = cok+ Crr(X — Xk—1)
+02.k(X — Xk—1)? + Ca(X — Xk—1)°,

zax e [Xk_1,X|, izak=1,...,n.



Splajnovi Interpolacija kubi€nim splajnom

Na svakom intervalu [xx_1, Xx] splajn s zadovoljava interpolacijske
uvjete

S(Xk—1) = fx_1,
S(Xk) = fk,
Ovi uvjeti automatski osiguravaju neprekidnost splajna s.
Sa s; oznaéimo
si:=58(x), zai=0,...,n.
S; su za sada nepoznati, odredit ¢emo ih naknadno.

Ovime smo ujedno dodali uvjet da je s € C'!
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Splajnovi Interpolacija kubi€nim splajnom

Zapisimo s na drugi nacin.

Na intervalu [xx_1, Xk] splajn s zadovoljava interpolacijske uvjete

S(Xk—1) = fk1,
s(xk) = f,
s'(Xk—1) = Sk-1,
S (xk) = sk

Hermiteova interpolacija kubi¢nim polinomom!



Splajnovi Interpolacija kubi€nim splajnom

Newtonov oblik Hermiteovog interpolacijskog polinoma koji ima dva
dvostruka ¢vora x,_1 i Xk je
s(x) = fIxk_1] + f[Xk—1, Xk—1] - (X — Xk_1)
X1, X1, Xi] - (X = Xpe—1)?
X1, Xk—1, Xk Xk] - (X = Xk—1)2(X — Xk),

uz uvazavanje da je

fIXk—1, Xk—1] = Sk-1,
[ Xk—1, Xi] — Sk—1
fIXk—1, Xk—1, %] = [ ’h] :
k
Sk + Sk—1 — 2f[Xk—1, Xk
FIXk—1, Xk—1, Xk, Xk] = 2 1. ]
k



Splajnovi Interpolacija kubi€nim splajnom

Sk odredujemo iz uvjeta neprekidnosti 2. derivacije.

flXxy_ — Sk
5 [Xk—1, Xk] — Sk—1

S” X _ +
() .
Sk + Sk—1 — 2f[Xk_1, X|
k k—1 hi [k 1 k]'(4(X—Xk,1)+2(X—XK)>
Posebno
" (Xk—1+) = 2)([)(k_1’xk]_sk_1 —
hk
oSk + Skt — 2F[Xk1, X
hk
(=) = o X1, %] — Sk—1 N
hy
Sk + Sk—1 — 2f[Xk_1, X
+4k+k1h [Xk—1, X«]
k



Splajnovi Interpolacija kubi€nim splajnom

Uvjet s”(xx—) = s"(xk+) =

2f[Xk—1,Xk] “ Skt L g SktSk—1 2f[Xk—1, Xk] _
hk hk
o Xk Xiepa] = Sk Skt + Sk — 2f[Xk, X ]
Pk 41 P

odnosno

Sk—1 Sk Sk Skt FXk—1, Xk] | Xk, Xk]
Skt oSk yp Sk = +
3 T “3he TRy T 3R P P

hky18k—1 4 2(hk + hki1)Sk + xSkt =
= 3(hk1 F[Xk—1, X] + Pk [Xic, Xi11])-
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Splajnovi Interpolacija kubi€nim splajnom

Ovo je linearni sustav
@ s (n+ 1)-om nepoznanicom i (n — 1)-om jednadzbom.
Sp | Sp SU zadani (potpuni splajn)

Matrica tako dobivenog linearnog sustava je tridijagonalna

2(hy + ho) hy
hs 2(ho+h3)  he

hn_1 2(hn72 + hn71) hn_2
hn 2(hp1 + hn)

i strogo dijagonalno dominantna po recima, jer je

2(hk + hkyq) > by 4 higq,
pa je i regularna.

Posebno, mogu se primijeniti Gaussove eliminacije.
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Interpolacija kubi€nim splajnom
Po dijelovima kubi¢nha Hermiteova interpolacija

Vrijednosti s, mozemo izabrati tako da su one bas jednake derivaciji
zadane funkcije u odgovarajucoj tocki, tj. da vrijedi

sk = F'(xk).

U tom slucaju je kubi¢ni polinom
@ odreden lokalno, tj. ne ovisi 0 drugim kubi¢nim polinomima,

@ razlog — na rubovima zadane 2 funkcijske vrijednosti i 2
vrijednosti derivacija.

Takva se interpolacija zove po dijelovima kubi¢na Hermiteova
interpolacija.



Splajnovi Interpolacija kubi€nim splajnom

Greska po dijelovima kubi¢ne Hermiteove interp.

Neka je funkcija f € C*[a, b]. Za svaki podinterval [xx_1, Xx] vrijedi
ocjena greske za Hermiteovu kubi¢nu interpolaciju

pri Cemu je

w(x) = (x = x_1)2(x — xk)?, ME= x| 19 (x).

Ekstrem od |w| se dostize u sredini intervala: xe = (xx_1 + Xk)/2.

Vrijednost u xe je

W(Xe) = (Xe — Xe—1)2(Xe — Xc)2 = W.



Splajnovi Interpolacija kubi€nim splajnom

Definiramo li, ponovno, maksimalni razmak ¢vorova

h_1r£1ax {hk—Xk*Xk 1}

onda, na Citavom [a, b], mozemo pisati

M, h* 1 4
10) — s()| < ¢ = bt

pri Cemu je

My = max {M4}_ max_|f*)(x)].
k=1,....,n x€la,b]

Drugim rije¢ima, ako ravhomjerno pove¢avamo broj ¢vorova, tako da
h — 0, onda i maksimalna gre$ka tezi u 0.



Splajnovi Interpolacija kubi€nim splajnom

Neka je f € C'[a, b] i pretpostavimo da
@ fima ograni€enu i integrabilnu Cetvrtu derivaciju na svakom
podintervalu [xx_1, Xk].
Tada je
1
1100 = s0)lloe < g 119l

g
1700 = $0)leo = Sz PP

T 26

IN

IN

IN

17(x) = 8" (X)]]oc

IN

1190) Pl < 3 I



Splajnovi Interpolacija kubi€nim splajnom

Greska kubic¢ne splajn interpolacije klase C?

Neka je f € C?[a, b] i pretpostavimo da

@ fima ogranic¢enu i integrabilnu Cetvrtu derivaciju na svakom
podintervalu [Xx_1, Xk].

Tada je
5 per@
_ < =
I70) = S0l < gz B4 179
HOREIO Mg
3
1700~ 8" 0)loe < g PP

11900 - 890 < 5(5+8) A

gdje je 5 := (max hg)/(ming hx) mjera neuniformnosti mreze.

. BT
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Splajnovi Interpolacija kubi€nim splajnom

Uocimo,
C' interpolacija u n+ 1 vrijednosti funkcije i n 4 1 vrijednosti prve
derivacije
1
_ < — K4
1706) = $00)loo < 557 h* 19l

C? interpolacija u n + 1 vrijednosti funkcije
1£00) — $(X) e < 2o B 179
= 384 o
C' interpolacija - duplo vie podataka a pogre$ka 5 puta manja.

Da smo u C? interpolaciji koristili duplo vie podataka - pogreska bi
bila 16 puta manja.



Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Splajn aproksimacija pomocéu diskretne MNK

@ Zelimo upotrijebiti polinomni splajn u metodi najmanjih kvadrata,
tj. trazimo ¢ € S(k,T), dimS(k,T) = n, gdie je T = {;} 1,
ti < ti.q proSirena particija na [a, b],

n
v =Y Bk
=1

koji najbolje aproksimira odredeni skup podataka u smislu
najmanjih kvadrata, sto je ekvivalentno odredivanju koeficijenata
«aj, tako da ¢ najbolje aproksimira dane podatke.



Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Splajn aproksimacija pomocu diskr. MNK (na.)

@ Za diskretnu metodu najmanijih kvadrata pretpostavljamo da
splajnom zelimo aproksimirati podatke izrazene u m > ntoCaka

(xi,yi) €la,b], i=1,....m.

@ Dakle, Zelimo rijeSiti slijedeCi problem

2
m m n

Lmin > i —e(x)? = L min ) (y,- - Zaij,k(Xi)> :
AR n i:1 AR n i:1 j:1

@ Ako sve podatke sada prikazemo u matricnom obliku



Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Splajn aproksimacija pomocu diskr. MNK (na.)

Bik(x1) Bok(x1) -+ Bpk(xq)
A Bik(x2) Bok(xe) --- Bnk(xe) |
Bik(Xm) Box(Xm) -+ Bnk(Xm)
oy Vi
x=| , b= y.2 )
Qn Ym
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Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Splajn aproksimacija pomocu diskr. MNK (na.)

tada smo dobili standardni linearni problem najmanijih kvadrata

min ||b — Ax]||.
min [Ib— Ax]lz

@ Zbog ve¢ spomenutih svojstva B-splajnova, za svaki x € [a, b]
postoji najvise k B-splajnova za koje je B; x(x) # 0.

@ Zbog toga matrica A ima vrp&astu strukturu, kod koje u svakom
retku matrice postoji najviSe k netrivijalnih elemenata.

@ Znamo da ¢e ovaj problem imati jedinstveno rjeSenje ako matrica
A ima puni stup€ani rang.



Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Splajn aproksimacija pomocu diskr. MNK (na.)

@ To &e se postici, isto kao i kod interpolacije, ako za svaki
J=1,...,npostoji x; takav da je X; € ({, i), pri Cemu su svi x;,
j=1,...,n medusobno razliCiti.

@ To znaci, da za svaki Bj x, j = 1, ..., n postoji neki zasebni Xj za
koji je Bj k(x;) # 0.

@ U tom slucaju matrica A nema niti jedan nulstupac, i svi su
linearno nezavisni.



Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata
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Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Linearna splajn aproksimacija pomo¢u DMNK

@ RijeSit éemo konkretan problem najmanijih kvadrata za po
dijelovima linearnu aproksimaciju.

@ ProSirena particija T ima sve unutrasnje ¢vorove multipliciteta 1, tj.
a==H =f2<t3<t4<---<fn<tn+1 :tn+2:b.

@ Pripadni prostor splajnova S(2,T) je, naravno, dimenzije n.

@ Ako uzmemo neki x takav da je x € [t;, ;. 1], tada su na tom
segmentu samo dva B-splajna netrivijalna: Bi_12 i B;».

@ Zbog toga u matrici A = [B,; 2(x;)] svaki redak ima najvise dva
netrivijalna elementa.



Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Linearna splajn aproksimacija pomo¢u DMNK

@ UsluCajudajem=n,idasux;=t,1,i=1,...,n, tada se
problem najamanjih kvadrata svodi na rjeSavanje trivijalnog
sustava linearnih jednadzbi za A = / (jer je Bj (1) = 0j)-

@ U tom sluc€aju radi se o interpolaciji toCaka (x;, y;), i=1,...,n

rezultatje o; = y;, j=0,...,n, 1.

n
p = Z ijj,Z'
j=1

, a
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Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Linearna splajn aproksimacija pomo¢u DMNK

@ Uslucajudaje m>n+1,idazasvakij=1,...,npostoji x;
takav da je x; € (tj, tj12), pricemususvix;, j=1,...,n
medusobno razliciti, tada se radi o problemu najmanijih kvadrata
sa jedinstvenim rjieSenjem

n
p= Z a;B; 2.
Jj=1



Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Splajn aproksimacija pomocéu neprekidne MNK

@ Sada rjeSavamo problem

min ||f — )
min |17 = el

@ Parametre funkcije ¢ = 27:1 o;B; x odredit Cemo rieSavanjem
sustava normalnih jednadzbi

Ax = b,



Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Splajn aproksimacija pomoc¢u nepr. MNK (n.)

gdje je
(Bik,Bik) (Bik,Bak) -+ (Bik,Bnk)
_ (Bok: Bi k) (Boy,Bok) -+ (Bok,Bnk)
<Bn,ka.B1,k> <Bn,k7.Bz,k> <Bn,k7.Bn,k>
o (f, Bi k)
| b <f’?2,k>
an (F. Bu)



Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Splajn aproksimacija pomoc¢u nepr. MNK (n.)

@ Ako je w = 1, tada se elementi matrice A razliiti od nule
i+k—1 tiq
Ik7 /k / B/kB/kdX— Z / B/kB/kdX (5)

fi

za |i — j| < k — 1, mogu racunati egzaktno tako da se primjeni
Gaussova integracijska formula u k to¢aka

/f(x)de 5 Z <Z/b a)+b42ra>

na svaki od k integrala u sumi u (5).




Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Linearna splajn aproksimacija pomo¢u NMNK

@ U slucaju linearne aproksimacije, bazne funkcije su “krovi¢i” B, »,
j=1,...,n,aw(x)=1.

@ Pogledajmo kako u tom slucaju izgleda matrica A.

@ Prvo mozemo zakljuCiti da je Bj»(x) - Bj2(x) = 0 za sve x € [a, b]
kada je |i —j| > 1.

@ Dalje vrijedi

, inace
X4 (Gt )Xt
(f+1—1)? ’

X € [tjv tj-‘r‘l]

fp—x  x—f -t
Bj—1,2(x) - Bj2(x) :{ 8“_1" roor X € [h bl
{ inace

i



Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Linearna splajn aproksimacija pomo¢u NMNK

(ta=x)*
Bio(x)? =4 (=) X € [t 1]
0, inace
22t x+12
_ ) Taap Xeltt]
0, inace
(X_t.)Z
Gompe X E 5]
1’2( ) %’ X c [tj+1 7 tj+2]
. 0, inace
( X2—2tx+12
Tt XEltal

= X2 =2t o x+12

J+2 . .
(tira—tiy1)? X € [t/'H’ t/+2]
0, inace
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Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Linearna splajn aproksimacija pomo¢u NMNK

(x—tn)?
Bn’z(x)2 = { (tn+1_tn)27 X € [tn, tn+1]

0, inace

X2 —2thx+12
:{ (tn+1itn)2n7 X € [tn, In1]

0, inace

@ Elemente matrice A sada je lako odrediti.
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Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Linearna splajn aproksimacija pomo¢u NMNK

b G
(Bj-1.2, Bj2) =/ Bi_12(x)Bj2(x)dx = t Bj_1,2(x)B;j2(x)dx
a f
1 -84
= =2,...
6 ) ./ ) 7n
b t3
<B172,B1,2> I/ B172(X)B172(X)dXI/ B172(X)B172(X)dX
a t>
-t
-3



Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Linearna splajn aproksimacija pomo¢u NMNK

b ti2
(Bj2, Bj2) =/ Bj2(x)Bj2(x)dx = Bj2(x)Bj2(x)dx
a 5
B Skl A _
=—3 j=1,....,n-1
b tn+1
(Bn.2, Bn) :/ B2 (Xx)Bn2(x)dx = B o(x)Bno(x)dx
a tn
:tn+1 - tn
3
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Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Linearna splajn aproksimacija pomo¢u NMNK

@ Matrica A je dakle tridijagonalna, strogo dijagonalno domnatntna,
pozitivno definitna, oblika

M ty—t  ty—b

B2 b-b bt

Ih—th 1 thp1—th1 1=t

thi1—tn fhi1—tn




Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Linearna splajn aproksimacija pomo¢u NMNK

a vektor b je oblika

[2 £(x)By o(x)dx
ft; f(x)Bz2(x)dx

Sy £(X) Boot 2(x)0x
S £(x)Bra(x)dx

15. svibnja 2020.
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Splajnovi Metoda najmanijih kvadrata

Linearna splajn aproksimacija pomo¢u NMNK

@ Sustav Ax = b se sada jednostavno moze rijeSiti
pomocu faktorizacije Choleskog

e specijalnom LDL" metodom za tridijagonalne matrice
@ SOR metodom

e metodom konjugiranih gradijenata



Numericko deriviranje

U praksi, ¢esto derivacije funkcije nisu dostupne, vec

@ treba aproksimirati derivaciju diferencijabilne funkcije f na nekom
skupu tocaka, koristenjem samo vrijednosti funkcije f u zadanim
toCkama.

Ideja. Aproksimacija derivacije = derivacija aproksimacije.

Koristimo interpolacijski polinom. Uz pretpostavku da je f klase
C"t[a, b], funkciju f mozemo napisati

F(X) = Pn(x) + €n(x),
gdje je pn(x) interpolacijski polinom

pa(x) = flxo] + f[Xo, x1] (X — Xo)
4+ X0, X1, Xn] (X = X0) -+ (X — Xn—1),



Numericko deriviranje

Derivacija funkcije = derivacija interp. polinoma

a en(x) greska interpolacijskog polinoma
w(x) (n+1)

(n+1)! f (&)-

Deriviranjem pj, a zatim uvrStavanjem x = xo dobivamo aproksimaciju

za f'(xp)

en(x) =

Pn(Xo) = f[xo, x1] + f[Xo0, X1, X2] (X0 — Xx1)
+ 4 fXo0, X1, .o, Xn] (Xo — X1) - -+ (X0 — Xn—1),
Ako f ima jo$ jednu neprekidnu derivaciju, tj. ako je f klase C"*2[a, b,
onda je pogreSka aproksimacije

B f(n+1)(§)

en(X) = E) (X0 — Xx1) - (X0 — Xn).



Numericko deriviranje

GreSka = derivacija greske interp. polinoma

Dakle, p},(xo) je aproksimacija derivacije funkcije f u tocki xg i vrijedi
f'(x0) = Ph(X0) + €n(Xo)-
Ako oznacimo s
H= mkax |Xo — Xkl
onda je, za H — 0, greSka ej,(xp) reda veli¢ine
en(Xo) = O(H").
To nam pokazuje da aproksimacijska formula za derivaciju moze biti

proizvoljno visokog reda n, ali takve formule s velikim nimaju
ograni¢enu prakti¢nu vrijednost.



Numericko deriviranje

Numericko deriviranje — linearni polinom

Pokazimo kako se ta formula ponasa za niske n.
n=1.

Aproksimacija derivacije je

fi — £, fi — £
P} (%) = flxo, x1] = x1 _;0 = " 2,
pri cemu smo napravili greSku
f(2) ()
€ (x) = 2|(§) (Xo = Xx1) = — 2(5) h,

uz pretpostavku da je f € C3[xp, x]. Greska je reda velicine O(h) za
h— 0.



Numericko deriviranje

Numericko deriviranje — simetriCna razlika

n=2.
Za n = 2, to¢ke xy, Xo mozemo uzeti na viSe raznih nacina.

1. Simetri¢an izbor tocaka
Izaberemo xq i Xo simetriéno oko xg

X1:Xo+h, X2:Xo—h.
Sugestivnija oznaka je
X1 = Xo,
jer se toCke piSu u prirodnom redosljedu: x_1, xg, X1. U tom slucaju je

P5(X0) = flxo, X1] + X0, X1, X_1] (Xo — X1).



Numericko deriviranje

Izracunajmo potrebne podijeljene razlike.

tk | fit]  flte tet]  FlEk, Bt s B2
X_1 f,1
fo —f_4
h
fi —2fy + f_4
X0 fo —2/72
fi —fy
h
X1 f1
Uvrstavanjem dobivamo
fi — 1y fi —2fg + f_4 fi —f_q
P0) = T S h T = T
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Numericko deriviranje

Prethodnu formulu zovemo simetri€na (centralna) razlika, jer su tocke
X1 i1 Xx_1 simetri¢ne obzirom na xp.

Takva aproksimacija derivacije ima bolju ocjenu greske nego obi¢ne
podijeljene razlike, tj. vrijedi

(3) (3)
ex(Xo) = d 6(5) (X0 —x) (X — x_1) = =h° d 6(5)'

2. Slucaj xq i xo s iste strane xg
Rasporedimo, na primjer, xq i Xxo desno od Xy,

Xy = Xg + h, Xo = Xg + 2h.



Numericko deriviranje

Numericko deriviranje — drugi izbor to¢aka

lako su i u ovom slucaju toCke ekvidistantne, deriviramo u najljevijoj, a
ne u srednjoj tocki.

Pripadna tablica podijeljenih razlika je

te | It flte o] ks ot terel
Xo fo
fi — 1y
h o —2f; + f
X1 f1 %
Lh—f
h
X2 fo




Numericko deriviranje

Konacno, aproksimacija derivacije u xj je

f[Xo0, x1] + X0, X1, X2] (Xo — X1)

_ h=fy _ ph=2h+h
~— h 2h2

_ —h+4f-3f
- 2h )

dok je greSka jednaka
() O ()
6 3 7
tj. gredka je istog reda velitine O(h?), medutim konstanta je dvostruko
veca nego u prethodnom (simetricnom) slucaju.

es(xo) = (X0 — X1) (X0 — X2) = P



Numericko deriviranje

Numeri¢ko deriviranje — zakljucci

Formula za derivaciju
@ postaje sve tocnija Sto su blize toCke iz kojih se derivacija
aproksimira, tj. to je h maniji.
To vrijedi samo teoretski.
U praksi, mnogi podaci su mjereni, pa nose neku pogresku, u
najmanju ruku zbog greSaka zaokruzivanja.
Osnovu numeriCkog deriviranja Cine podijeljene razlike,

@ ako su tocke bliske, dolazi do kracenja. Do kracenja mora do¢i,
zbog neprekidnosti funkcije f.

Problem je to izrazitiji, Sto su toCke blize, {j. §to je h maniji.

Dakle, imamo dva oprec¢na zahtjeva na veliCinu h. Maniji h daje bolju
ocjenu greske, ali veCu greSku zaokruzivanja.



	Splajnovi
	Uvod
	B-splajn
	Interpolacija splajnom
	Interpolacija kubicnim splajnom
	Metoda najmanjih kvadrata

	Numericko deriviranje

