MATEMATICKA ANALIZA I
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6.1. Definicija reda

P . . 1y , 111
romatrajmo niz 7 '1’??47""

Postupno zbrajajmo elemente niza:

1 = 1
14 = o
22 4
1_|_l+l — @
22 32 36
14 s+t = oo
22 132 1 g2 144
1+l+l+l+l — @
22 32 42 B2 3600

5 49 205 5269

Dobili smo novi niz: 1, 2’ 368’ 144’ 3600°



Definicija reda

Definicija (6.1.)

Neka je (an)n niz realnih brojeva. Nizu (ap), pridruzujemo niz (sp)n
definiran s:

ST = a4

So = ay+a

S3 = aytatas

Sn - a1+32+"‘+an

Red je uredeni par ((an)n, (Sn)n) nizova (an)n i (Sn)n- Element a,
zovemo op¢i ¢lan reda, a s, je n-ta parcijalna suma reda. Oznake za
red su

> anili Y apili > apil ianilia1+ag+-~+an+~--.
n=1

neN N




Primjer
Pretvaranje racionalnih brojeva u decimalne.

1 110

9 ~ 109
B 1 1 11
N <1o+1o>+91o
1 1 1 11
- <1o+102+"'+1n)+910n

. o1
Govorimo daje — suma reda Z 10”
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Definicija reda

Primjer
Geometrijski red. Za x # —1 imamo

1 1—Xx+x X
= :1
1—x 1—x +1—x
X — X2 + x2 x2
= 1+— =14+ x+ =...
1—x 1—x
Xn
= (+x+x2+-+x")+ :
1—x
Za|x|<1je limx"=0 =
n—oo
1 oo

1—X n—oo

= lim (1+x+x2+ - +x") =) x".
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Primjer
Poku$ajmo nadi funkciju f : R — R koja je rjeSenje diferencijalne
jednadzbe

f'(x) = f(x), Vx € R,

s pocetnim uvjetom f(0) = 1.
Trazimo funkciju u obliku polinoma neodredenog stupnja
f(X)=ag+aix+ax>+ax®+---+ax"+---.
Derivacija je oblika
f'(x) = ay + 2apx 4+ 3azx® + - -+ nax" ' + ...
Uvrstimo u diferencijalnu jednadzbu:

a+ax+axitaxCt-tax" - =
ai + 2ax +3agx® + -+ napx" ' + .- Vx € R,
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Definicija reda

Izjednacgimo koeficijente:

a = Q a4 ap
1
2a = & d = 5do
1
3a; = a a3 = g7do
1
4a, = a3 as 2190
(n+1)an1 = an @it = (o
Uviet f(0) =1dajeay=1 =
Ca 1A 1
ap = aa1—ﬂ732—5733—57--'@%—57“-7

Ne postoji polinom koji bi zadovoljavao trazenu diferencijalnu
jednadzbu sa zadanim pocetnim uvjetom.
Razumno ocekivati da za V x € R vrijedi
. X X x" X"
f(xX)=Ilm(1+—-+++-+—=)=

n—00 11 21 n’ = L’
n=0



Definicija reda

Funkcija e* je rjeSenje diferencijalne jednadzbe.

Mozemo ocekivati da vV x € R vrijedi

/79



Definicija konvergencije reda

6.2. Definicija konvergencije reda

1., 1 1 1

Niz(nz).1’?’ ?7 E,..-

Parcijalne sume:

1 =1
14 = 2
22 4
22 ' 32 36
1+l+l+l — @
22 732 1 42 T 144

5 49 205 5269

Da li niz: 1’1’%’@’%’

... konvergira?

Tj.,dalired > % konvergira?

i—1
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Konvergencija reda

Definicija (6.2.)
Za red

o0
> a
n=1

realnih ili kompleksnih brojeva kazemo da je konvergentan
(sumabilan, zbrojiv), ako je niz parcijalnih suma reda (s)n
konvergentan. Ako je red konvergentan onda broj

s= lim s,
n—oo

zovemo sumom reda i ozna¢avamo sa
o
S=Y ap=ar+a+--+apt-.
n=1

Red je divergentan ako je niz (sp), divergentan.
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Definicija konvergencije reda

Za niz kompleksnih brojeva (an)n = (an + i8n)n MozZzemo promatrati tri

reda
oo oo oo
Z ana Zana Zﬁnv
n=1 n=1 n=1

s parcijalnim sumama
Sh=ar+--+an on=ay+--+an =P+ -+ 5n

Buduci da je s, = o + iTh t0 niz (s,), konvergira ako i samo ako
konvergiraju nizovi (on)n i (7n)n. Tada vrijedi

lim s, = I|m on+i I|m Th,
n—oo
odnosno
o oo
Zan—Z n+iBn) =D an+i) b
n=1 n=1 n=1

Pitanje konvergencije reda, a pogotovo sume reda, moze biti vrlo
komplicirano. Za pocetak dajemo primjer u kojem je na oba pitanja

moguce lako odgovoriti
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Definicija konvergencije reda

Primjer

Pokazimo da red Z n(n1 konvergira i nadimo njegovu sumu.
=1

+1)

1
Zasvakin e Nvrijedi ———~ = — — ——
n(n+1) n n+1

S—i 1 —i 1 17 -1 1
"U = k(k+1) = \k o k+1) 0 ot
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Definicija konvergencije reda

Teorem (6.1.)
(Nuzan uvjet konvergencije reda)
Ako red Z anp konvergira, onda niz (an)n konvergira k nuli, tj. vrijedi

n=1

o0
(Z; an konvergira ) = ( lim a, = 0).
n=

Dokaz: Ako red konvergira k broju s, onda vrijedi

lim a,= lim(sp—s,_1)= lim s,— lim s, 1 =s—-s5=0.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Q.E.D.
Obratna implikacija u teoremu) nije opcenito istinita, Sto je vidljivo iz
sliedeceg primjera
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Definicija konvergencije reda

Primjer

Harmonijski red
i 1

n=1 n

divergira k +o0.

1 . . .
Sni1 = Sn+ FE] >SS, — Nz (Sp)n je strogo rastuci.

Podniz (szn), 0dozgo neogranicen:

Indukcijom dokazujemo da V' n € N vrijedi spn > 1+ 1n.

Zan=1jes, =1+ } $to daje bazu indukcije.
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Definicija konvergencije reda

ZaneN:
Sort = Sty
2l T P Tonyq Tony 2 2n 4 2n
1 1
> St gnn T oo
= Sgn—l—zn

on+1
1

1 1 1
== n - > — —_ = — .
sg+2_1+2n+2 1+2(n+1)

= |lm son=400 = Ilim s;=+c0
n—oo n—oo

Red divergira, a I|m 15 = 0.

Dakle, konvergencija niza opc¢ih ¢lanova k nuli nije dovoljan uvjet za
konvergenciju reda.
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Definicija konvergencije reda

Primjer
Alterniraju¢i harmonijski red

1
n—1
> (=1 (M
n=1
konvergira.
- 1
NuZzan uvjet konvergencije je ispunjen, {j. nIme(—1 )”*1 ri 0.

Nadalje, vrijedi

(1
S2m = 2)7\37 1 om—1 _2m

= podniz (Som)m strogo rastuéi.
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Definicija konvergencije reda

Niz (som)m je 0odozgo ogranicen:

o (TN _ (PN T 1
2m = 2 3 4 5 om—2 2m-—1

rastuéi + ogranicen = konvergentan

Nekaje lim sop,=s<1.
m—o00

Zbog
Som+1 = Sem + omi1
imamo
lim Somi1 =S
m—o0
dakle i
lim s, =s
n—oo

1
2m

Sto pokazuje da je alternirajuéi harmonijski red konvergentan.

<1
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Definicija konvergencije reda

Konvergencija redova je u skladu s operacijama zbrajanja redova i
mnoZenja redova sa skalarima.

Teorem (6.2.)

D o
Neka su Z an iz b, konvergentni redovi sa sumama A i B. Za svaki

n=1 n=1
par X, i € C je red Y “(Aan + ubn) konvergentan i vrijedi
n=1

o0

Z()\an + pbp) = A Z an + MZ bn.
n=1 n=1

n=1
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Definicija konvergencije reda

Dokaz: Oznacimo:

Apn = ar+---+ap
B = by+-+by
Ch = (Aay+pby)+---+ (Aan + pbn)

Ch=(Mn+uB,) zasvencN,
lim A, =A i IlmB,=B = Ilim C,=X\Ilm A,+pu lim B,
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

Q.E.D.
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Definicija konvergencije reda

Geometrijski red

Teorem (6.3.)
Zaq € C, |q| < 1, geometrijski red

> a =1+ gh

n=0

konvergira i ima sumu . Za|q| > 1 red divergira.

1
1-q
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Definicija konvergencije reda

Dokaz:
1-q"=(1-q(+g+-+q""
n—1_1_qn 1 1

= Sp=1+q+---+q —1_q:1_q—1_qq”’.

lgf<1 = limqg"=0
n—oo

, 1
= nll_>moo Sp= ﬁ?
lg>1 = VneN|q">1
= niz opcih ¢lanova reda ne tezi k nuli

= red divergira. Q.E.D.
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Usporedivanje redova, apsolutna konvergencija redova

6.3. Usporedivanje redova, apsolutna konvergencija

Definicija (6.3.)
Zared > a, kazemo da je red s pozitivnim Clanovima ako je V n € N,
an > 0.

Teorem (6.4.)
1. Red ) an s pozitivnim ¢lanovima konvergira ako i samo ako je
njegov niz parcijalnih suma (sp), ogranicen. Tada je
Y024 an = sup{sp; n € N}.
2. Akored > >, an s pozitivnim ¢lanovima konvergira, onda njegova

suma ne ovisi o poretku lanova, tj. vrijedi Y " an = _ ay(n), gdje
n=1 n=1

je o : N — N bijekcija (permutacija).
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Usporedivanje redova, apsolutna konvergencija redova

Dokaz:
1. (Sn)n - niz parcijalnih suma reda Y7 an.

Snt1 =Sn+any1 = Niz (Sp)n je rastudi.

rastuci niz je konvergentan < ako je ogranicen
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2. . (sp)n - niz parcijalnih sumareda % ; a@,, &, = ay(n)-
Za bilo koji n € N postoje p, g € N takvi da je
o(1)<p,o(2)<p,...,on)<p i
(1) <q,7(2) < q,...,7(nN) < q
gdiejer =o".

=
sn:aa(1)+aa(2)+...+aa(n)§a1+ag+...+ap:sp

Sp = @ +a-+...+an=ay(r(1)) t o(r(@2) + --- + as(r(n))
< a,(1) + 8y(2) + ...+ as(q) = Sg
To daje
sup{s,;ne N} = sup{sm; m e N},
odnosno Z an= lim s, = lim_ s = Z . Q.E.D.

n=1
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Usporedivanje redova, apsolutna konvergencija redova

Lema (6.1.)

(usporedivanje redova) Neka su > apn, > by redovi s pozitivnim
Clanovima i neka postoji K > 0 tako da je

an <K bp, VneN. (2)

Ako konvergira red > b,, onda konvergira i red ) ap i vrijedi

dYan < K> by
Ako red Y an, divergira, onda divergira i red ) by.
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Usporedivanje redova, apsolutna konvergencija redova

Dokaz: Parcijalne sume:

sn:Zak i tn:Zbk

sp<t,, VvneN zboga, <K by
(Sn)n i (tn)n su rastuci
(Sn)ni (tn)n konvergentni < ograniceni

(fn)n konvergentan = (t,)n ograniCen = (sp)n Ogranicen
= (8n)n konvergentan

(sn)n divergentan = (sp), neogranicen = (f,), neogranicen
= (tn)n divergentan. Q.E.D.
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Usporedivanje redova, apsolutna konvergencija redova

Primjer

Red i lz
n=1 n

(n+1)2>nn+1) =

o0

n= 1

je konvergentan.

1

1

(n+1)2

o0

n=1

<n(n+1)

1
S < L

27179



Usporedivanje redova, apsolutna konvergencija redova

Primjer

o0
1 .
Red 21 5 konvergiraza p > 2.
n—=

P~ n2 _ _
LEER D -1 -2
n=1 n=1
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Usporedivanje redova, apsolutna konvergencija redova

Primjer

Red Z; % divergiraza p < 1.
n=

n"P<n

SI=

1 11
< — —<y —
~ nP :Z;n—z;np’

n= n—=

ared Z% divergira.

n=1
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Usporedivanje redova, apsolutna konvergencija redova

Teorem

Neka je (an)n niz u C.
1. Ako konvergira red

o0

> lan| (3)

n=1

onda konvergira i red Z ap i vrijedi | Z an| < Z |an|.

= n=1 n=1

2. Ako konvergira red (3) i ako je o : N — N bijekcija, onda
konvergira ired " a,(n) i vrijedi Y " an =Y a,(n).-

n=1 n=1 n=1
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Usporedivanje redova, apsolutna konvergencija redova

Dokaz: 1. Pretpostavimo da je (an)n niz u R. Definiramo

ot — a, akojean,>0 a — 0 akojean, >0
" 10 akojea,<0’ " | —a, akojea,<0’

(a})ni (&, )n nizovi s pozitivnim ¢lanovima i
an=a; —a,, |a)|=at+a, (VvheN).
Red > °las| konvergirai
a; <lan|, &, <|an|
= (Lema®6.1.)redovi Y °,ay i Y5 a, konvergiraju.

At i A njihove sume =

o0

AT — A = Zaﬁ —Za,‘, :Z(aj —-a;) :Zan
n=1 n=1 n=1

n=1

= Red > 2,an jekonvergentan
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Usporedivanje redova, apsolutna konvergencija redova

n n n n
Zan < Z jan| ¥n = lim Za,, < nli_)mooz EX
i1 i— i—1 i1

oo o0
+_ v oA -
At = Zaa(n) i A= Zaa(n)
n=1 n=1

= Zan:A+—A*:Z(aj(n)— ) Za
n=1 n=1
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Usporedivanje redova, apsolutna konvergencija redova

Il. Neka je (an)n niz u C:
an=ap+iBn, an,Bn€R.
lan| < |anl, [Bnl < |an|, YN €N
= redovi > 07 |an| i D724 |Bnl su konvergentni
= redovi > ;7 ani > ;24 Bn Su konvergentni
= red > 2 (an+iBn) =D ;24 an je konvergentan.

| > 021 anl < >p2q|an| kao za nizu R.

doan = D antiY Ba=) aoimti) Pon) =
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

= Z(aa(n) + i/BU(n)) = Z Ags(n)
n=1

n=1

Q.E.D.
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Usporedivanje redova, apsolutna konvergencija redova

Definicija (6.4.)

Zared > 2, ap kazemo da je apsolutno konvergentan ako je red
>-7° 1 lan| konvergentan. Red Y77, a, je uvjetno konvergentan ako
konvergira, alired )" .° , |an| divergira.

Teorem (6.6.)
Neka su > ap, > bn redovi u C i neka postoji K > 0 tako da je

lan| < K |bn|, ¥neN.

Ako red ) b, apsolutno konvergira, onda apsolutno konvergira i red
> an.

Ako red Y an ne konvergira apsolutno , onda niti red > b, ne
konvergira apsolutno.
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Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Promotrimo
Z(_-I )n—1 an
n=1

red u R gdje je a, > 0, Vn € N (alternirajuci red)

Teorem (6.7. - Leibnitzov kriterij)

Ako niz (an)n realnih pozitivnih brojeva strogo pada ilim, a, = 0, tada
red

[e.e]

Z(_-I )n—1 an

n=1

konvergira k broju A za koji vrijedi 0 < A < ay.
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Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Dokaz:
(8n)n - niz parcijalnih suma reda

Vrijedi
Som = (a1 — a)+ (as —as) +--- + (@em—1 — am)

Podniz (szm)m je strogo rastuéi.

Som=ar — (82— ag) — -+ — (@2m-2 — @2m-1) — @2m < &
Podniz (s2m)m ogranic¢en odozgo.

strogo rastuCi + ograni¢en odozgo = Podniz (Som)m je
konvergentan.

Neka je A = limpy, Sopp.

= Som<A<Sm_1,YmeN. Q.E.D.
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Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Teorem (6.8. - D’Alambertov kriterij)
Neka je (an)n nizuCiay#0,Vne N.

1.

. Ako postoji m € N takav da vrijedi

ant1

Ako postoje me N iq € (0,1) C R takvi da vrijedi

<aq,
n
[oe)
vn > m, onda red Z an apsolutno konvergira.
n=1

an41

3 >1,VYn> m, onda red
n

[o¢]
> ay divergira.

n=1
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Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Dokaz:
1.Zan=m+k, ke N:

|@mik| < Glamik—1] < -+ < q"|am|

= > Jamkl < lanl 3o gt =
k=1 k=1 q

= > %1 lamsk| konvergira
= > 724 |an| konvergira
= Y 724 apapsolutno konvergira.

an41

an

2. >1,Vvn>m = |ap| >|am| >0,Yn>m

= (an)n ne tezi k nuli
(nije ispunjen nuzan uvjet konvergencije reda.) Q.E.D.
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Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Teorem (6.9. - Cauchyjev kriterij)
Neka je (an)n niz u C.
1. Ako postojeme Niq € (0,1) C R takvi da vrijedi {/|an| < q,
Vn > m, onda red » " an apsolutno konvergira.
n=1
2. Ako vrijedi \/|an| > 1 za beskonacno mnogo indeksa n € N, onda
e}
red  ay divergira.

n=1
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Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Dokaz:
i.n>m = |a)<q”

oo 0o m
= Z lan| < Z q" = 1q—q
n=m n=m

= red > 7, |an| konvergira

= >4 anapsolutno konvergira.

2. {/|an| > 1 za beskonatno mnogo indeksa n € N

|an| > 1 za beskona¢no mnogo indeksa n € N

za podniz (ap,)n Niza (an)s vrijedi |ap,| > 1, Yn e N.
Podniz (ap,)n ne konvergira k nuli

Niz (an)n ne konvergira k nuli.

A

Nije ispunjen nuzan uvjet konvergencije reda. Q.E.D:
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Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Korolar (6.1.)
Neka je (an)n nizu C ian # 0, Vn € N. Ako neki od nizova

< ) , (\”/|an|) konvergirakr € Ry, ondaza0 <r <1 red
n n

oo
) " an apsolutno konvergira, a za 1 < r red divergira.
n=1

an+1
an
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Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Dokaz:
Nekaje0<r<1

= postojie > 0takavdajer+e < 1.

= zataj e postoji m € N sa svojstvom Vn € N

(n>m) = <r—e< ot <r+s:q> ili
n
(n>m) = (r—s< v |an| <r+s:q>

o0
Teorem 6.8. iliteorem 6.9. = Z an apsolutno konvergentan
n=1

Nekaje1 <r
= Postojie > 0takavdajer—c > 1.

Teorem 6.8. iliteorem 6.9. = Z anp divergentan. Q.E.D.

n=1
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Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Primjer
Redovi na za koje niti D’Alambertov niti Cauchyjev kriterij ne daju
odluke o konvergenciji ili divergenciji:

oo

1 sm s | a@n n(n+1)
il divergira i |2 | = N 5 4
n an n+1 '
n=1
=1 . n
> 5 konvergira i 5= (,,in) — 1.
n=1

i % divergira i \”@: <"Ln> —1.
n=1

43/79



Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Napomena
Ako D’Alambertov kriterij daje odluku, onda ju daje i Cauchyjev kriterij.

Kk
|am k| < @Flaml, VK EN = ™/[am 4] < "/an] grF '2F q.

Obratna tvrdnja nije istinita, Sto pokazuje slijedec¢i primjer.

Primjer
: . - 1 2
Niz (an)n je definiran s asp, = an ani1 = an vn e N.
Gnit _, o dn _47 1

aon aon—1 4n2 8’

. a . . )
= niz < ’:1 ne konvergira. Po teoremu 6.8. nije moguca

n n

odluka.

n 1 n 1 2 001 T 1
2\/@:§|2+M=§-22"+1 =% > tJ.I|,r7n"an:§,




Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Primjer
Zasvako z € Cred ) 7 apsolutno konvergira.

n=0
Zn+1 | |
an+1 (n+1)! V4 n—oo
- Zn - O=r<1.
an = n+1

Po korolaru 6.1. red apsolutno konvergira za svako z € C.

= definira funkciju E : C — C,

o0

E(z)zzf:, E(0)=1, E(1)=e.

n=0
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Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Primjer
Za svaki z € C apsolutno konvergiraju redovi

00 2n+1 > 2n
S(2) = > Gy ©8) = L1

X _n

, . o z
Ti su redovi apsolutno majorizirani s redom E R
n=0 "
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Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Teorem (6.10. - Integralni Cauchyjev kriterij)
Neka je f : [1,4+00) — [0, 00) neprekidna i padajuca funkcija na
[1,400).

. Red Z f(n) konvergira ako i samo ako integral / f(x)dx

n=1
konvergira.

2. Ako red konvergira onda vrijedi

+oo 0 +o0
/ f(x)ax < 3" f(n) < £(1) + / F(x)dx.
1 = 1
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Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda
n

Dokaz: s, = Z f(k) - parcijalna suma reda
k=1

f je padajuca,

= f(k+1)<f(t)<f(k) VkeNiVvtelk k+1]
k+1

= f(k+1)< / f(t)dt < f(k), VkeN.
k

Vrijedi

n

n-+1 k+1
/ f(t)dt:Z/k dt<Zf n <

/f dt+/f )dt + / f)dt = (1 /f
1

n+1 n
N / f(t)at < sp < f(1)+/ f(t)dt ¥neN
1 1
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Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

+00
1. / f(x)dx, konvergira
1

= s, < f(1 / f(t vneN

(sp) rastucii ograniCen = (sp) konvergentan

> f(n) konvergira

n=1

n+1 o
N / f(tydt <3 H(n)
1 n=1
n+1
niz / f(t)dt rastu(:iiograniéen = konvergentan
1

+o00
= postou I|m /f dx—/ f(x)dx. Q.E.D.

49/79



Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Primjer

Funkcija f(x) = o )€ neprekidna i padaju¢a na [1, +o0).

oo dx , o
) konvergira za p > 1 idivergirazap < 1.
’

1 . .
Red 2 o konvergira za p > 1 idivergirazap < 1.
n=
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Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda
Primjer
[e’e)

Ispitajte konvergenciju reda Z

n=2

zap>1.
ninP n p

Funkcija f(x) = xlr117px’ X € [2,400) je neprekidna i padajuca.

X dt | y=Int | [™dy
709 el o~ |~ 5

Inx

Vrijedi

:_L y1-p 1 1 1 1

- + 7
p—1 In2 p—1InP'x p—1InP~12

lim F(x)= 1 1 —/+OOdX
= X—4-00 _p—1|np_12_ > xInP x’

=1 :
= Red Z P konvergiraza p > 1.
—2
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Redovi potencija
Neka je (fy)n niz funkcija f, : I — R( ili C), I C R(ili C).
Red i f, zovemo redom funkcija.

n=0

Za fo(x) = an(x — ¢)", x € I, red

i an(x —c)"
n=0

se naziva red potencija oko tocke c.
Neka je
K ={zeC;red) apn(x— c)" konvergira u tocki z}.
n=0
Definiramo
r=sup{|z—c|;z € K}
i nazivamo ga radijus konvergencije reda >, an(x — ¢)".
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Redovi potencija

Nadalje, zbog jednostavnosti: ¢ = 0:

Red

zovemo derivacijom reda > ,” ; a,x" €lan po €lan.

Red

o0

> o
n+1

n=0

zovemo antiderivacijom (neodredenim integralom) reda >"° , a,x”
¢lan po ¢lan.
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Redovi potencija

Teorem (6.12. - o radijusu konvergencije)

1. Redovi
o [ee] o a
n n—1 i n n+1
E anX, E nanX I E Nt X
n=0 n=1 n=0

imaju jednak radijus konvergencije.

2. Ako je r radijus konvergencije reday >’ , anx" ir > 0, onda svi
redovi apsolutno konvergiraju zavz € C, |z| < r, i divergiraju za
VzeC,|z|>r.

1
3. Ako je p =limsup, {/|an|, onda je r = r

Dokaz: Bez dokaza. Q.E.

D.
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Redovi potencija

Objasnjenje. Jednostavniji slu¢aj:
. 1
p:l|,r7n v |anl, r:;

Za |x| < rred Z apx" apsolutno konvergira (Cauchyjev kriterij):
n=0

lim /]anx"| = lim an||x| < pr=1..
Za |x| > r red divergira.

= rje radijus konvergencije.

Red "%, napx"~1:

lim {/1(n+ 1)ans1| = lim "Vn+ Tlim( " ana]) " = p.

Y n
00 _an ynti. . oflan_1] : <" 1 ‘an_”)
Red > 2o s X" 0 lim P lim 7n =p.
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Redovi potencija

Ako je r > 0 radijus konvergencije redova

o oo o a
_ . n
E anx", E na,x"1 i E X"
n+1
n=0 n=1 n=0

ondasus

definirane funkcije na K(0,

> n(n—1)anl|z|"

n=2

rycc
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Redovi potencija

Lema (6.2.)

Neka je r > 0 radijus konvergencije reda (??). Zasvaki0O < ry <ri
svakiparu,z € C, u # z i|u| < rn, |z| < ny, vrijedi nejednakost

=MD ) < smer)iz - ul @)
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Korolar (6.2.)
Nekasuf:(—r,r) = Rify:(—r,ry — R definirane s

f(2)=> anz", i fi(2)=> naz"".
n=0 n=1

Tada je f1(x) = f'(x), Vx € (—r, r). Funkcija f ima derivaciju svakog
redana{—r,r), tji. f € C®((—r,r)). Takoder zaa,b € (—r,r), a< b,
imamo

b o© 9] b © g b
/Zanx”dx = Zan/ x”dx:z:—”x”+1 =
4 p=0 n=0 a n:OnjL‘I a

[o.¢]
— Z an (bn+1 _an+1).
_On+1

Dokaz: Lema6.2. = fi=fna(-r,r)

Rekurzivnim zakljuivanjem slijedi da je f € C>*((—r,r)). Q.E.D.,



Redovi potencija

Primjer
: " y = x"
Odredite radijus konvergencije reda Z e
n=0

a—

n = n’
Iim\"/\a\—lim\”ﬁ— 1 =1

n VT o T lim /n

1

= — = 1
r 3 )
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Redovi potencija

Primjer
oo Xn
Odredite radijus konvergencije reda o
n=0
1
an — ﬁ
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Redovi potencija

Primjer
oo
Odredite radijus konvergencije reda " anx”,
n=0
1
. _ [ 2 zaparann fim o/ n )
gdieje  an { 37 zaneparan n im /lan| ne postoji.

J— 1 1
. 2m n 2m _

o . om 1 1

lim ™ @2mit| = lim i ST = 3

lim su v/ |an| = max 1 1
PVian 2 3(72
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Taylorovi redovi

Taylorovi redovi
Nekajef:(c—r,c+r) — Rzadanas
f(x) =Y an(x - ¢)",
n=0

gdje je r > 0 radijus konvergencije reda.
Tadaje f € C°((c —r,c+r))ivrijedi

flc) = ap
f'llc) = ay
f”(C) = 2a
() = nlay,
Formula za koeficijente je
(n)
a =10 (h_01,.)

nl 62/79



Taylorovi redovi

Taylorov teorem

Definicija
Neka je I C R otvoren interval i f : | — R ima n-tu derivaciju na /. Za
¢ € I polinom

Ta(x) = £(c) + zn: f (%C) (x— o)k, x eR, (5)

k=1

zovemo Taylorov polinom n-tog reda za funkciju f u tocki ¢, a funkciju

Ra(x) = f(x) = To(x), x €, 6)

zovemo n-ti ostatak funkcije f u c.
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Taylorovi redovi

Primjer
Taylorov polinom za eksponencijalnu funkciju f(x) = e*.
(N (x) = e
f(M(0) = 1
Ti(x) = f(0) + f'(0)x = 1 + x.
! (2)( ) 2 1
Ta(x) = f(0) + f(0)x + o) =1 +x+2x

f@)(0 3)(0 1 1
o) = 10) + o)+ D2 B0 g e e
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Taylorovi redovi

Lagrangeov teorem srednje vrijednosti ima sljedeée uopcenije.
Teorem (Taylor)

Neka je | C R otvoren interval i neka f : | — R, ima derivaciju
n+ 1-vog reda na l. Neka je c € | i T, Taylorov polinom za f u tocki ¢
definiran s (5). TadaVx € I, 3¢, izmedu c i x, tako da je

f(n+1)(cx)

Rn(x) = f(X)—Th(x) = W

(x—c)™!, (Lagrangeov oblik ostatka).

v

Napomena. Za n = 0 ovo je Lagrangeov teorem srednje vrijednosti.
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Taylorovi redovi

Definicija

Neka je funkcija f € C>*({(c —r,c+r)). Red
= (¢
> ng )(X_ o)

n=0

zovemo Taylorov red funkcije f oko tocke c. Taylorovi polinomi

To(x) = Sio -

— ¢)k su parcijalne sume Taylorovog reda.
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Taylorovi redovi

Primjer

Taylorov red za eksponencijalnu funkciju f(x) = e*.
f()(x) = e*

f(M(0) = 1

= f((0) = 1 o X"

Do X=X =0

n=0 n=0 n=0
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Taylorovi redovi

Teorem (6.13.)

Neka je | C R otvoreni interval, c € i f : | — R klase C>(I).
Ako postojeng e N, 6 >0, M > 0iC > 0, takvi da je

D (x)] < CM™nl, Yx el =(c—d,c+d)nl, ¥n> n,

onda red

>, f(n)
> oo
n=0 ’

konvergira k f(x), Vx € I'N{(c — f,c+ 7).
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Taylorovi redovi

Dokaz: Taylorov teorem srednje vrijednosti:
Za svaki x € I, postoji ¢, izmedu c i x tako da vrijedi

(n+1)
f(x) = Ta(x) + f(n—i—(f))i)(x — c)n+1.
(n+1)
10 - Tatol = oS opvt <
n+1
< o (n Ef:;!”! X — " = C(Mlx —c|)™".

Zaxeln{c—f,c+ ) je
Mix —c| <1

pa je nILmOO |f(x) — Ta(x)| =0,

ti. lim To(x) = > (=) =1(x). Q.E.D.
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Taylorovi redovi

Teorem (6.14.)

Neka je | C R otvoreni interval, c € i f: | — R klase C>(l). Ako
postoje 6 > 0 i C > 0 takvi da je

fM(x)| < C, ¥xel =(c—68c+d)nl VYneN, (7)

onda red

()
Zf (C)(X— C)n

n!

konvergira k f(x), Vx € I'.

Dokaz: Vrijedi

’fn +1) (Cx) X—C’n+1 n

100 = Tat0] = o x - et < o2 o

zbog konvergencije reda 3" o X' Q.E.D.
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Primjer
Za funkciju f(x) = &, x e Ric =0je f(N(0) = 1.

Taylorov red oko nule:
o Xn

n
n=0

Za 6 > 0 vrijedi
(x < 6) = (e¥ <€)

tj. Vx € (—4,0) je || < & = C.
= Zasvaki x € R, postoji § > 0, takav da je x € (-4, ),
= red konvergira k funkciji na ¢itavom R
e = 3 X!
n!
n=0
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Taylorovi redovi

Primjer

Za funkcije f(x) = sinx i f(x) = cos x je |f("(x)| < 1, Vx € R, pa vrijedi

. o0 N x2n+1 . o0 N x2n
smx:nzz;)(—ﬂ @i i cosx:nzz;)(—ﬂ i

zasve x € R.
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Primjer

Naci Taylorov red oko ¢ = 0 funkcije f(x) = e | ispitati njegovu
konvergenciju.

f(x) = —2xe™**

f'(x) = —2e ™ + 4x2e~*

Komplicirano
X vn
X
X —_— JE—
=24
n=0
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Primjer
Naci Taylorov red oko ¢ = 0 funkcije f(x) = In(1 + x) i ispitati njegovu
konvergenciju.

0= 5 = 20
n=0

za x € (—1,1) (geometrijski red).

00 = n(1+x)= [ 1+t /Z(—U”t”dt:
=0

- X ngn _ an+1 _ - n— Xn
- ;0/0(—1>tdt—§0<—1)n+1—2(—1> Ll

n=1
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Taylorovi redovi

Primjer
Naéi Taylorov red oko ¢ = 0 funkcije f(x) = Tg~'x i ispitati njegovu
konvergenciju.

1 o0
! _ — _4\ny2n
10 = 15 = L0
za x € (—1,1) (geometrijski red).
s 2n+1 o0 2n—1
_ -1, _ _ nX _ _ n-1 X
fx)=To X—;)( R 2n+1_;( RANFTEEY

zaxe (—1,1).
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Primjer
Naci Taylorov red oko ¢ = 0 funkcije f(x) = Sin~'xi ispitati njegovu
konvergenciju.

Vrijedi £/(x) = (1 — x2)~% = i(_1 " <—n2

>x2”, zax e (—1,1)
n=0

(binomni red). No,

a3\ _1:3---(2n—-1) 1.3---(2n—1) _(2n—1)!!
(=1) <n2>_ 2nn! 2-4.-.2n (2!

s — 1)l
paimamo f'(x) = > WXZ”. Odatle je

n=0

. =~ (2n — 1)1l x20+1
f(x) = Sin 1X:Z( (2n)!!) o T zaxe (—1,1).

n=0

Y
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Taylorovi redovi

Teorem (6.15. - Abelov teorem)

o
Ako red  ~ an konvergira i ima sumu s, onda je s
n=0

fx)=> anx", |x| <1,
n=0

definirana funkcija f : (—1,1) — R i vrijedi s = I|m f(x).
X—1—
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Taylorovi redovi

Primjer
= (1)
Vrijedi ) =In2.
n=1
(1 +x) = Y (~1)""2
n=1
zax e (—1,1).
x=1 = In2=) ( 1)”_11
n
n=1
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Taylorovi redovi

Primjer
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Fourierovi redovi

6.7. Fourierovi redovi

Trigonometrijski polinom:

n
> (a cos kx -+ by sinkx)
k=0
zaneNili
n
+ ) (akcos kx + by sin kx)
k=1

2
2
il

n
> Agsin(kx + k)
k=0

Ax nazivamo amplitudom, k je kutna frekvencija, a ¢k je fazni pomak
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Fourierovi redovi

Red oblika
ao

(o]
> Z ancos nx + by sin nx)

zovemo trigonometrijski red.
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Fourierovi redovi

Konvergencija.

a > - a -
10| 13 ((an cos x| + b sinx)) < 22 NCARED

n=1

Red Y7 ;(|an | + |bnl|) konvergira
= trigonometrijski red apsolutno konvergira.
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Fourierovi redovi

Promotrimo vektorski prostor V svih neprekidnih funkcija
f:[-m,n] =R

Definiramo skalarni produkt na V: (f|g) = f(x)g(x)dx.

—T

Za funkcije sin nx, cos nx, (n € N), vrijedi

J7_cosnxdx =0. vneN,
J7_sinnxdx = 0. vneN,
J7_sin nx cos mx dx = 0. vn,me N,
. . T zan=m
JT_sinnxsinmx dx = ’ vn,mec N,
- 0 zan#m,
T zan=m
JT_cos nxcos mx dx = ’ Vn,meN.
™ 0 zan#m,
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Fourierovi redovi

27[ ’ \/Tl ’ \/T '

je ortonormirani skup vektora u V.
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Fourierovi redovi

Neka je f : [—m, 7] — R trigonometrijski red zadan s

o0
?O z_: ancos nx + by, sin nx).

/ f(x) cos nx dx =
[e.9]
— / 5 +Z amcosmx—|—bmsinmx)] cos nx dx =
m=1
T g & ™ ™ A
= / > + (am/ COS mx cOs nx dx + bm/ sin mx cos nx dx
o -7 /

m=1
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Fourierovi redovi

Dakle, za trigonometrijski red f je

1 ™

an=— f(x)cos nx dx, VYne NU{0}.

™ —T
Analogno je
1 s
bp=— f(x)sinnxdx, ¥ne N.

-7
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Fourierovi redovi

Neka je f : [-m,n] — Rineka su

1 T
an = — f(x)cosnx dx, Vne NU{0},
b, = 1 f(x)sinnxdx, VYneN.

™ J—x

Trigonometrijski red
?O z_: ancos nx + by, sin nx)

nazivamo Fourierov red funkcije f.

Koeficijente a, i b, u ovom prikazu nazivamo Euler-Fourierovi
koeficijenti.
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Fourierovi redovi

Pitanje. Da li za danu funkciju f vrijedi f(x) = S(x)?

Teorem (Dirichlet)
Neka je f : [-m, 7] — R takva da vrijedi

(i) Funkcija f ima najvise konacno prekida i to prve vrste na [—m, 7.

(i) Funkcija f je po dijelovima monotona na [—, 7].
Tada Fourierov red funkcije f konvergiravx € R.

Neka je S : R — R suma Fourierovog reda. Ako je f neprekidna u
x € (—m,m), onda je S(x) = f(x).
Ako f ima prekid u x € (—r, ), onda je

S(x) = f(x=) er f(x+)_
Takoder je . .
S(—r) = S(m) = (72) +2 (=),

-
(o151




Fourierovi redovi

Dokaz: Dokazujemo samo konvergenciju reda i to uz jaci uvjet da je
fe CO([~m, 7).

Parcijalnom integracijom dobivamo

1 T
an = — f(x)cos nx dx =
™ —T

f(x)sinnx |© 1

f'(x)sinnx dx =

nm e DT J_4
f'(x)cosnx |" 1 [T
= % - —= f’(x)cos nx dx =
nem —r nemw J_,

1 T
= f"(x) cos nxdx.
™

—T

Zbog neprekidnosti f” postoji M > 0 tako da je |f"(x)| < M,
Vx € [—-m, 7).
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Fourierovi redovi

2M
— |an| S ?, Vn € N

Analogno se dobije |by| < 2nl\2/l7 vn e N.

= Fourierov red je apsolutno majoriziran s redom
=1
4aMY» =
n=1

koji je konvergentan. Q.E.D.
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Fourierovi redovi

Primjer
Neka je

Odredite Fourierov red funkcije f.

Racunamo koeficijente Fourierovog reda.
Zbog parnosti funkcije f je

bn = 1 f(x)sinnxdx =0,
™ —T
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Fourierovi redovi

ap, = 1 f(x)cosnxdx = 1/ |x| cos nx dx =
s

T J)—n -7

2 iy
= / X CoS nx dx =
0

T
2 . T 2/”.
= —xsinnx| — — sinnx dx =
nm 0 nm Jo
2 " -2
= —_— n = —FX 1 — _1 n
R oS X | pec L G &
tj.
32n — 07
—4
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Fourierovi redovi

1 [ 2 [T
a = / |x\dx:/ xdx =
T J—m T Jo

Dakle,
T 4~ cos(2n+ 1)x
S =322 "@nrip

i S(x) =f(x)zax € [-m,7]:

T 4~ cos(2n 4 1)x
Xl=2-—=) —F—— =
X 2 WZ (2n+1)?
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Fourierovi redovi

Napomena. Za x =0 je

4 X cos(2n+1)0
0 f_fE it S Y g
01 = ™ (2n+1)2 7’

i
Z: 2n +1)?
n_O

tj. odnosno
00 1 2

Z(2n+1) 8

n=0
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Oznadimo
1
n=1

Red podijelimo na dva reda s parnim i neparnim indeksima:
> 1 =1

S = nz_:o(zn+1)2+§(2n)2_

@ 11 72 1
23727*1

Dakle
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Primjer
Neka je

-1 xe€[-m0)
f(x) = { 1 xel0,n)

i neka je po periodi¢nosti proSirena na R, {j.

f(x +2rm) = f(x), VxeR.

Odredite Fourierov red funkcije f.

Racunamo koeficijente Fourierovog reda.
Zbog neparnosti funkcije f je

an = 1 f(x)cos nx dx = 0,

7T—’TI'
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Fourierovi redovi

bn =

g.

Dakle,

stimdaje S(x) =

1

™ —Tr
—cosnx| = 3[1 — (=11,
n o 7N

b2n = Oa
b S neN
=t T 2n—1)r '

Zsm (2n+1)x
— 2n+1 7

f(x) za x # nmi S(nr) =

f(—km+)—
2

— f(x)sinnxdx = 2/ sinnx dx =
7™ Jo

f(km—)

=0.
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Zaklju€ak o redovima

Zakljuéak o redovima

@ Konvergencija reda

@ Red potencija, radijus konvergencije
@ Taylorov red.

@ Trigonometrijski red. Fourierov red.
@ Suma reda.

Nema generalnog pristupa.

Taylorov red + Abelov terorem — ) ~(—1)" —=In2
n

Taylorov red + Abelov terorem — » ==
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Zaklju€ak o redovima

e

[oe)
. . 1
Fourierov red + Dirichletov terorem — E o = 5

n=1

Euler je ovo prvi dokazao na malo drugaciji nacin.

o
. . y , . 1
Opisao je metodu za racunanje sume redova oblika E 2K
n=1

Neparne potencije su jos uvijek nerijeSen problem.

Npr., ne zna se koliko je
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Jos malo o eksponencijalnoj funkciji

Jos malo o eksponencijalnoj funkciji

Pokazali smo da je

X vn

X
X_§
€ = H, VXER

n=0

Radijus konvergencije je oc.
Ovaj red potencija dobro definira funkciju E : C — C:

o0 Z”
E(z) = Zﬁ, vz € C.
n=0

Vrijedi

Zi+2)" Xz z
E(zi+22) =) (1m2) => F]'Z 72' = E(z))E(Z) Vzy,z2 € C.
n=0 n=0 n=0
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Jo$ malo o eksponencijalnoj funkciji

E(x)=¢* VxeR.

Funkcija E je proSirenje eksponencijalne funkcije na skup kompleksnih
brojeva C.

Zato je oznaCavamo s

Koliko je e'*/?

Znamo

Trebamo vidjeti samo $to je e'.
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Jos malo o eksponencijalnoj funkciji

Nekaje y € R.

eV =

o0 yn
= Nt =
21"

2n 2n+1
ont1 Y .
+Z’ @nr iy

o 2n 0 2n+1
. z(@"éml <><)
> 2n+1

'Z (2n+1)

n=0

= Ccosy+isiny.
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Jos malo o eksponencijalnoj funkciji

zazeC,z=x+iyje

e? = etV = eXelV =eX(cosy +isiny).

eV =eX(cosy +isiny)

e’ =e'(cos1+isin1) =e(cos1+isint)

€™ =cosm+isint=—1.

e =1
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Jos malo o eksponencijalnoj funkciji

Veza trigonometrijskih i hiperbolnih funkcija

X

e —e” > ad (—=x)"
shx = 2Z 22_; n
B 1ixn_(_x)n_1 e 2X2n+1 B
2 —~ n! 2 —~ (2n+1)!
i 2n+1
n:O (2n+1)!
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Jos malo o eksponencijalnoj funkciji

sh(ix) =isinx

Analogno,
ch(ix) = cos x
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