MATEMATICKA ANALIZA 2
RIEMANNOV INTEGRAL
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1. Problem povrsine

Povrsina nekih jednostavnih likova u ravnini:

P =2
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2. Riemannov integral ogranic¢ene funkcije na
segmentu

Podijelimo segment [a, b] na n (€ N) dijelova tockama

a=X <X <...<Xp_1<Xp=D>b
@ Subdivizija intervala [a, b]
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Subdivizija intervala [a, b]

Racunamo povrsine pravokutnika!

P3

Py

Ps

Pe

Pz

P2

P1

P2

P4

Ps

Ps

Pg

p7

a-Xo X1 Xz

3 Xa X5 Xp X7 Xg Xg Xio X1b- X1z
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Neka je [a, b], a < b, segment u R
i neka je f : [a, b] — R funkcija ograniCena na segmentu [a, b].

— postoje m=inff i M=supf,
[a,b] [a,b]

tj.

m<f(x)<M Vxe]la,b).

Akoje [&,b]C[a,b] ondaje
m<m<f(x)<M<M Vxeld,V],
gdje je

m = inf fiM = supf.

[a’,b’] [a’,b’]
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Darbouxove sume

Subdivizija:
A=X <Xy <...<X(<...<Xp_1<Xn=b

Neka je
my= inf f i M= sup f, (k=1,...,n).

(X1 %] [Xk—1,xk]
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Darbouxove sume

Ps P p;
Py
Ps Ps

Pai Ps { i L)
p1i P2 Ps Pe P7 iPs

a= Xg X1 X2 X3 Xa X5 Xg X7 b=Xg

PovrSina upisanog pravokutnika Py:
My (Xk — Xk—1)

Donja Darbouxova suma:
n

S= my(Xk — Xk—1)

k=1
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Darbouxove sume

Ps P p;
Py
P3 Pg

Pai Ps { i L)
p1i P2 Ps Pe P7 iPs

a= Xg X1 X2 X3 Xa X5 Xg X7 b=Xg

PovrSina opisanog pravokutnika Py:
Mic(Xx — Xk—-1)
Gornja Darbouxova suma:
n
S=> Mi(X — Xk_1)
k=1
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Za proizvoljne tocke tx € [xk_1,Xk], (k = 1,..., n), definirajmo sume:

n
o= f(t)(Xk — Xk—1)-
k=1
o - integralna suma
Vrijedi
mb—a)<s<oc<S<Mb-a).
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A - skup svih donjih Darbouxovih suma s
B - skup svih gornjih Darbouxovih suma S funkcije f na segmentu
[a, b].

Sve te sume dobiju se variranjem broja n € N i svim razli¢itim izborima
subdivizije.
Zbog
mb—a)<s<oc<S<Mb-a).
skupovi A i B su ograni¢eni odozdo s m(b — a) i odozgo s M(b — a).

Aksiom potpunosti = postoje
Z.(f;a,b) = sup A, Z*(f; a,b) = inf B.
Definicija
Broj Z. zovemo donji Riemannov integral funkcije f na segmentu

[a, b], a broj Z* zovemo gornji Riemannov integral funkcije f na
segmentu [a, b).
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Doniji i gornji Riemannov integral postoje za svaku funkciju
f: [a, b] — R koja je ograniCena na segmentu [a, b].
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Teorem

Neka je f : [a, b] — R funkcija ogranicena na segmentu [a, b], neka su
Z. i Z* donji i gornji Riemannov integral funkcije f na segmentu |a, b).
Tada je

Z.(f,a,b) <I*(f;a,b).

Dokaz: Dokaz provodimo u tri dijela.
1. Dodavanjem jedne tocke subdiviziji:

@ donja Darbouxova suma se poveca ili ostane jednaka,
@ gornja Darbouxova suma se smaniji ili ostane jednaka.

Zadana subdivizija X

A=X <X <...<Xg1 < X< ...<Xp_1< Xn=D>b

- i S pripadne Darbouxove sume
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Nova subdivizija X’ - subdiviziji ¥ dodamo to¢ku x’,
X1 < X' < Xg.
s'i § - pripadne Darbouxove sume.
S’
Mi(Xk — Xk—1)  —>  M(X" — Xk_1) + M{ (x — x')
gdje je

M= sup f i M= supf.
[Xk4,17X/] [X,7Xk]
Buduéi da [xx—1,X'] C [Xk—1, Xk] 1 [X',Xk] C [Xk—1, Xk]

vrijedi
M, < M i My < My
i
My (X" =Xk 1)+ MY (xk—x") < Mi(X' —Xk—1)+Mi(Xk—X") = Mic(Xee—Xk—1)
pa je
S <8S.
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Analogno, za
m,= inf f i m{= inf f
[Xk——17X/] [X’,Xk]
vrijedi
m>me iomy > myg
[
(X' = Xk—1)+Mie (X —=x") > my(X' =Xk 1) +My(X—Xx") = Mpc(Xk—Xk-1)
tj.
s >s.
Isti zakljuCak vrijedi ako subdiviziji dodamo konacan broj to¢aka.

Kao da te tocke dodajemo jednu po jednu - svaki put vrijedi zaklju¢ak
iz prethodnog razmatranja.
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2. Svaka donja Darbouxova suma je manja ili jednaka svakoj gornjoj
Darbouxovoj sumi (bez obzira na subdivizije na kojima su nastale)

S¢ proizvoljna donja Darbouxova suma i S, proizvoljna gornja
Darbouxova suma.

Y1 i X, pripadajuce subdivizije za s1 i S».

Y 3 - nova subdivizija od unije to¢aka iz subdivizija X1 i X
S3 i Sz - pripadne Darbouxove sume.

Y 3 je nastala iz X1 dodavanjem (konacno) toCaka iz o
Y 3 je nastala iz ¥, dodavanjem (konacno) toCaka iz X .

—
$1<8 i S<Ss.
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Dokazali:
(vseA) (vSeB) s<8§S

Odatle zakljuGujemo
(vse A) s<infB i supA<infB

g.
T.<T*
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Definicija
Za funkciju f : [a, b] — R ograniCenu na segmentu [a, b] kazemo da je
integrabilna u Riemannovom smislu ili R-integrabilna na segmentu
[a, b] ako je

Z.(f;a,b) =Z%(f; a, b).
Tada se broj Z = 7, = 7* naziva integral ili R-integral funkcije f na
segmentu [a, b] i oznacava jednom od slijedecih oznaka

I:/[a’b] f(t)dt:/abf(x)dx:/[a’b]f:/abf. (1)
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Neka je f : [a, b] — R integrabilna funkcija na [a, b] i neka je
P={(x,y) e RxR;0<y<f(x), Vxelab|}

pseudotrapez. Sada povrSinu u(P) pseudotrapeza definiramo s

b
#(P):/a f(x)dx.
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Integrali nekih jednostavnih funkcija.

Primjer
Nekaje Ce R, if(x)=C,VxeR.Zaa,beR,, a< b, izraCunajmo
12 #(x)dx = [P Cax.

Za svaku subdiviziju je:

my =My, = C, Vke{1,...,n}.
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Odatle je
n n
s=Y Mk(xk — Xk—1) = CY (X — Xk—1) = C(b - a),
k=1 k=1
i n n
S=> Mc(X — Xk—1) = CY (X — Xk—1) = C(b— a),
k=1 k=1
{j. A= B.
Dakle,
Z,=supA=infB=7"=C(b- a)
pa je

b
l/cm:cwa
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Primjer
Neka je f(x) = x,¥x € R,ia,beR;,a<b. J
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- n € N - proizvoljan

- ekvidistantna subdivizija segmenta [a, b]:

Xk:a+kh, k:0,1,...,n, h =
frastenaR =
mk:f(xk_1):a+(k—1)h,

My = f(xx) = a+ kh.
Odatle je

sn:zn:(aﬂk—1)h)h:nah+hzzn:(k—1):
k=1 k=1
(n—1)n b—a (b—a)}*(n—1)n
T2 n T m 2
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Analogno se dobije

2 2 2n
Neka je sada
p? & (b-a)?
, = = —_—— ——
A = {snneN}_{2 5 on ,neN},
P> &2 (b-a)?
/ . & a .
B {Sn;n e N} {2 5 on ,neN}
b oA
Odatle imamo sup A’ = inf B’ = / xdx = )
a
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Primjer
Nekaje f(x) = x2,Vx cR,ia,bcR,0< a<b. J
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- n € N - proizvoljan

- ekvidistantna subdivizija segmenta [a, b]:

X —a+kh, k=01, n h:b;a
frastenaR =
mk:f(xk,1):(a+(k—1)h)2,
My = f(xx) = (a+ kh)?.
Racunamo
n n n
sn=Y (a+(k—1)hPh=nah+2al?» (k—1)+h> (k—1)* =
k=1 k=1 k=1
— nah+2a= N pa(n=Dnzn—1)
2 6
(b— a)’ 3 1

= (12n+2nz>+a(ba)2 <1I17)+a2(ba)
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i analogno
_M 3, 1 Y- 1 20
Sh= 3 1+2n+2n2 +a(b— a) 1+n + a*(b — a).
Odatle,
_g)3 3 3
sup A" =infB' = (b 3a) +a(b—a)2+a2(b—a):%—z.
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Svaka funkcija koja je ograni¢ena na segmentu nije i Riemann
integrabilna na tom segmentu.

Promatrajmo f : [0,1] — R za koju je
o f(x)=1akojexeQnJ0,1]i
@ f(x)=0akojex ZQnNJO,1J.

Za svaki [«, f] C [0, 1] vrijedi

inf f=20
[e,8]

[
supf=1,
[o,8]

Stodaje L, =0il"=1,1. I, #I*

35/139



5.3. Osnovna svojstva Riemannovog integrala

Teorem (5.2.)

Neka je f : [a, b] — R ogranicena funkcija na [a, b] C R. Funkcija f je
integrabilna na [a, b] ako i samo ako V= > 0 postoji subdivizija

segmenta [a, b] takva da za pripadne Darbouxove sume vrijedi
S—s<e.
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Osnovna svojstva Riemannovog integrala

Teorem (5.3. Osnovna svojstva)
Neka su f, g : [a, b] — R integrabilne funkcije na [a, b] C R.
@ Za bilo koje «, 5 € R funkcija of + 39 je integrabilna na [a, b] i

vrijedi
b b b
/(af+6g)=a/ f+ﬁ/ g
a a a

@ Akojef < gnala,b] ondajef:fgf:g

@ Takoder vrijedi
|/ f|</ |fl < (b—a)supf.
[a,b]
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Osnovna svojstva Riemannovog integrala

Dokaz:
inff+infg < f(x) +g(x) <supf+supg
K K K K

zasvako x € K C [a, b]

= inff+infg <inf(f+g) <sup(f+g) <supf+supg
K K K K K K

Za proizvoljnu subdiviziju vrijedi:

Sf+ Sg < St+g < Sf+g < Sf+ Sg

Posebno
St+Sg<Spg < L(f+9) < I'(f+9) < Spg <S¢+ Sg

= I"(f+9) = L(f+9) < St — St + Sg — 8¢

Desna strana je proizvoljno mala.
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Osnovna svojstva Riemannovog integrala

F(f+9)—L(f+9) < S —sr+ Sy — s¢g

g > 0 proizvoljan

Postoji subdivizija ¥4 takva da je Sf — sf < £/2
Postoji subdivizija X5 takva da je Sy — 54 < /2
Y =% .

Na subdiviziji © je
Sr—8r<e/2i855—85<¢/2

/* (f + 57) - /* (f + SJ) f; E;f - f;f + 5327 - 5%] < 57/22 + E?/Z? =&

O0<)I(f+g9)—IL(f+g) <e zaproizvolian >0

= Ff+9) - L(f+9) =014 If+g)=L(f+9)

f + g je integrabilna
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Osnovna svojstva Riemannovog integrala

Na subdiviziji T vrijedi:

b b b
/(f+g)—/ f—/ 9 < Stg—58r—5g
a a a
= Sf—S+S5—-s5<¢
b b b
[ra-[t-[g = sig-5-5
a a a
2 Sf+Sg—Sf—Sg

= Sf—Sf+3g—Sg>—5

—5</:(f+g)—/:f—/abg<e
A%+m—é21£g

za proizvoljan e 10/139
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Osnovna svojstva Riemannovog integrala

Odatle slijedi
b b b
[ -] g‘zo
a a a

&
b
/(H—g /f—/ g=0
a

&

/:(f+g>=/abf+/abg
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Osnovna svojstva Riemannovog integrala

b
/af
a

e > 0 proizvoljan

Nekajea >0
Dokaza za « < 0 analogan.

Postoji subdivizija X takva da je S — s¢ < ¢/«

Zbog
infaf =ainff i supaf=asupf
K K K K
vrijedi
Sar =as¢ i S,r=aS;
paje

Saf = Sat = (St — 8¢) <€
= af je integrabilna.
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Osnovna svojstva Riemannovog integrala

b

b
< a(s—S)) = Su—aS; < / af—a / f< Sy—asi = a(Si—s/) <
a

a

]/abaf—a/:f\<5
/abaf:a/abf
/abaf:/ab—(—a)f:—/ab(—a)f:—(—a)/abf

Za o = 0 tvrdnja je ocita.

.

za proizvoljan
=

Zaa<O0:
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Osnovna svojstva Riemannovog integrala

Za f > 0 su sve Darbouxove sume nenegativne = f:f >0

Zaf<gjeg-f>0= [Pg—[Pf>0.
Integrabilnost funkcije ||

Definirajmo:
fr =max{f,0} i f.=max{-f0}

Vrijedi

f=Ff—Ff i |fl=Ff+1
Integrabilnost 7. :
Vrijedi:

. < .

Sl,ip fi |Qf fi < s%pf |fo

Dokaz.
@ Akojef>0(f="):

s%prr:s%pf [ |fo+:|fo

pa je supy fr —infx fi = supy f —infx f.
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@ Akojef<0=f =0:
. _0< .
s%pﬁr |2ff+ O_s%pf |fo
@ Akojesupx f>0iinfxf <O:

_ L tr o0
s%plﬁr Sl;pf i |fo_0 |fo4r

supfy —inffp =supf <supf—inff
K K K K K

. < .
sgp fi |Qf fi < s%pf |fo
St, — s, < St—s¢
= f; integrabilna
f- =f, — f = f_ integrabilna

|f|— = f+ — f_ = |f] integrabilna Q.E.D.
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Osnovna svojstva Riemannovog integrala

Teorem (5.4.)

Neka je f : [a, b] — R ogranicena funkcija na [a,b] CR ic € (a, b).
Ako je funkcija f integrabilna na segmentima [a, c| i [c, b], onda je f

integrabilna na [a, b] i
b c b
/ - / fr / f
a a c
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5.4. Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

Teorem (5.5.)

Neka je f : [a, b] — R monotona funkcija na [a, b] C R. Tada je ona
R-integrabilna na [a, b].

Dokaz:
@ Pretpostavimo da je f rastu¢a na |[a, b].

@ Ako je f(a) = f(b) onda je f konstantna funkcija na [a, b] pa je
integrabilna (primjer).

@ Pretpostavimo da je f(b) — f(a) > 0.

@ Neka je € > 0 proizvoljan.
@ Neka je n € N takav da vrijedi

n-e>(f(b)—f(a))(b—a)
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Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

@ Uzmimo ekvidistantnu subdiviziju
xk=a+kh, (k=0,1,....,n), h=(b—a)/n.
@ Za svaki podinterval [xx_1, Xk] vrijedi

inf  f=1f(xxk_1) 1 sup f=Ff(xk).

[Xie—1,%] [Xe—1,X]

@ Darbouxove sume su oblika

S = Zn: f(Xk,1)h i S= i f(Xk)h
k=1 k=1

@ Vrijedi
S—s = Y (f(x)— f(x-1))h
k=1
= h(f(b)—f(a)) = (f(b) — f(a))(b—a)/n< e.
Po teoremu 1. f je R-integrabilna. Q.E.D

48/139



Definicija (5.3.)

Za funkciju f : [a, b] — R kazemo da je monotona po dijelovima na
segmentu [a, b] ako postoji subdivizija

A= <C <...<Ck_1<Ck<...<Cpy<Ch=Dbtakvadaije
flice_4,c Monotona funkcijazasve k = 1,...,n.

Korolar (5.1.)

Neka je f : [a, b] — R po dijelovima monotona funkcija na [a, b] C R.
Tada je ona R-integrabilna na |a, b].

Dokaz: Tvrdnja slijedi iz teorema 5.5. i svojstva aditivhosti integrala po
podrucju integracije, tj.

/ f(x) dx_Z/Ck 1f(x
Q.ED.,



Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

Posljedica teorema 5.5.

Integrabilne su:

]
X

x> (Korolar 5.1., po dijelovima monotona)
xk (Korolar 5.1., po dijelovima monotona)

Polinomi ag + aix + ... + apx” (jer je linearna kombinacija
integrabilnih funkcija, Teorem 5.3.)

e¥ — shx,chx

In x, arshx, archx

thx, cthx, arthx, arcthx
sin x, cos x

arcsin x, arccos x

tgx, ctgx, arcctgx, arctgx
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Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

Integrabilnost neprekidnih funkcija

Definicija (5.4.)
Za funkciju f : | — R kazemo da je jednoliko (uniformno) neprekidna
na intervalu / C R ako

Ve>035>0vx ., x" el (X —x"| < &)= (f(x') — f(xX")] <e).

Napomena.
Neprekidna funkcija na I

VX' Ve >030 >0Wx" € I (|x — x"| <68) = (|f(X) — f(x")] <e).
Uniformno neprekidna funkcija na
Ve >035>0Vx' Vx" el (|x — X" <d) = ([f(xX') — f(x")] < e).

Neprekidna funkcija: d=0(x,¢)
Uniformno neprekidna funkcija: 6 = §(¢)
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Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

Teorem (5.6.)

Neka je f : [a, b] — R neprekidna funkcija na [a, b] C R. Tada je ona
Jjednoliko neprekidna na [a, b).

Teorem (5.7.)

Neka je f : [a, b] — R neprekidna funkcija na [a, b] C R. Tada je ona
R-integrabilna na [a, b]. Takoder, postoji tocka c € [a, b] takva da je

/ f(x)dx = f(c)(b— a).
[a,b]

Dokaz: Dovoljno je pokazati da Ve > 0 postoji subdivizija segmenta
[a, b] takva da za pripadne Darbouxove sume vrijedi S — s < e.
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Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

Neka je ¢ > 0 proizvoljani.
f jednoliko neprekidna =- postoji § > 0 tako da

X e L (X = x| < 8) = (If(x) = (x| < ).

Uzmimo n € Ntakavdaje h= b <4

Ekvidistantna subdivizija: xx = a+ kh, k=0,1,...,n.

f neprekidna na segmentu [xx_1, Xx] = dostize minimum i
maksimum:

postoje x;, x; € [Xk_1, Xx| takvi da je

M=t = inf f i Mc=f(x!)= sup f
[Xk—1,%] [Xk—1,Xk]
(X=X <h<d) = Mc—m<—
b—-a
n
£
:>S—S_Z(Mk—mk)h<b_anh_e

k=1
f je integrabilna na [a, b].
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Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

@ Nekasu m=minfi M = maxf.
[a,b] [a,b]

@ Tadaje m < f(x) < M.
@ Monotonost integrala =
m(b—a) < / F(x)dx < M(b — a)
[a.b]
tj.

m <

=)
f(x)dx < M.
b—a [a,b]() -

@ Bolzano-Weierstrasseov teorem = postoji ¢ € [a, b] tako da je

f(c) = b1— 2 /[&b] f(x)dx

Q.E.D.
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Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

Korolar

Neka je f : | — R neprekidna funkcija na otvorenom intervalu
I = (a,b). Ako za svaki segment [u, v| C (a, b) vrijedi

/uv F(x)dx = 0,

onda je f(x) = 0 za svako x € .
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Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

Dokaz:
@ Pretpostavimo da postoji ¢ € / takav da je f(c) > 0.

@ Onda je f > 0 u nekoj okolini tocke c, tj.
postoji 6 > 0 tako da vrijedi

Vxel (Ix—c|<d) = f(x)>
@ Nekaje h=min{d,c —a,b— c}.
@ Tadaje[c— h,c+h C
@ fneprekidna = postoji t € [c — h, c+ h] tako da

c+h
/ f(x)dx = 2f(t)h > 0.
c—h

@ To je suprotno pretpostavci.

Slucaj f(c) < 0 analogno.

Q.E.D.
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Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

Propozicija (5.1.)
Ako h: [a, b] — R iS¢ezava svugdje osim moZda u tocki c € [a, b],
onda je h integrabilna na [a, b] i [ h(x)dx = 0.

Dokaz:
@ M= h(c) > 0.

@ Za n € N definiramo ekvidistantnu particiju x, = a+ kh, h=1/n.

@ Sis-gornjaidonja Darbouxova suma

Mg =infiy, .41 =0 = s=0

CE k-1, %] = Mc=M
1.ce (X%-1,X%) = M=0zaj#k = S=Mh

2.c=Xx—1 = M_1=M M=0zaj#k—-1,k
= S=2Mh
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Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

03.c=xx = My1=M, M=0zaj#kk+1
= S=2Mh

e = S<2Mh

@ S—s<2Mh=2M/n

Neka je ¢ > 0 proizvoljani.

Neka je n € Ntakavdaje2M/n < ¢

Tadaje S—s<e.

h je integrabilna.
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Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

Korolar (5.3.)

Neka ogranicena funkcija f : [a, b] — R ima na segmentu [a, b] C R
najvise konacno toCaka prekida prve vrste. Tada je ona R-integrabilna
na|a, b].

Prekid prve vrste u c: Postoje lijevi i desni limes u c:

im f(x) i lim f(x)

X—C— X—C+
i razliciti su
lim f(x)# lim f(x)

X—C— X—C+
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Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

Dokaz:

1. fima prekid u rubu intervala (¢ = a): xirTa]-i- f(x) # f(a).

- /0 zax#a
Definiramo  g(x) = { limyas f(X) — f(a) zax = a
g iSCezava svudaosimua = g jeintegrabilna.
Jer F(x) = f(x) + g(x) zadovoljava

F(a) = f(a) + 9(a) = f(a) + (x) = f(a) = lim f(x),

lim f
X—a+ X—a+
x|—|>na]+ F(X) - x|—|>na1+ f(X)

jerzax > aje
F(x) = f(x) + g(x) = f(x) + 0 = f(x).
F je neprekidna = F je integrabilna.

f=F — g je integrabilna
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Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

2. f ima jedan prekid unutar intervala (a < ¢ < b):

f je integrabilna na [a, c] i [c, b] pa je integrabilna na [a, b]

3. f ima kona¢no mnogo prekida na intervalu [a, b]

Kona¢no mnogo puta primijenimo tvrdnju 2. Q.E.D.
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Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

Komentar

a
o / f(x)dx =0
a
a
ObrazloZenje: / f(x)dx = f(a)(a— a) = 0.
a

Ili: /: f(x)dx = /: f(x)dx + /ab f(x)dx = /: f(x)dx = 0.

o /: f(x)dx = — /ba f(x)dx

a b a
Obrazlozenje: 0:/ f(x)dx:/ f(x)dx+/ f(x)dx.
a a b

62/139



Primitivna funkcija

5.5. Primitivna funkcija

Definicija (5.5.)

Neka je I C R otvoren interval i f : | — R. Primitivna funkcija ili
antiderivacija funkcije f na skupu / je svaka funkcija F : | — R sa
svojstvom F'(x) = f(x),Vx € I.

Primjeri primitivne funkcije

° f(X)=x F(x)=%,F(x)=%+1

@ f(x)=cosx F(x)=sinx

@ f(x)=¢e F(x)=¢"
(x)
(x)
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Primitivna funkcija

Teorem (5.8.)

Neka je | C R otvoren interval i f : | — R zadana funkcija. Ako su F i G
bilo koje dvije primitivne funkcije od f na intervalu I, onda postoji
konstanta C € R takva da vrijedi G(x) = F(x) + C, Vx € I.

Dokaz:
Nekaje F/ =fi G =f.
o= (G-F)=G@-F=f-f=0,
e H=G-F = Hx)=0,vxel
@ Proizvoljni x1,x1 € I, x4 # Xo
@ Lagrangeov teorem srednje vrijednosti =
H(x2) — H(x1) = H'(c)(x2 — x1), gdje je toCka c izmedu x; i xo.
@ H(c)=0 = H(x)=H(xq).
@ = H konstantna funkcija na /, tj. H(x) = C, Vx € I.
@ G(x)=F(x)+C,Vx € l. Q.E.D.
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Primitivna funkcija

Teorem (5.9.)

Neka je | C R otvoren interval i f : | — R funkcija neprekidna na I.
Tada postoji primitivna funkcija od f na I.

Dokaz:
@ a < | proizvoljna.

@ Za svaki x € I je f neprekidna na [a, x] ili [x, a&]
= fiintegrabilna na [a, x] ili [x, &

@ Definiramo N
F(x) = / f(t)at, ¥x € 1. @)
a
@ F dobro definirana.

@ F je primitivna funkcija od f (F'(x) = f(x)).
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Primitivna funkcija

@ Pokazujemodajezac e/, F'(c) = f(c).

o
F(x)— F(c) — /ax F(t)dt — /: f(t)dt
= [ #tot = flo+ bu(x - e(x ).
za 0y € [0,1].
o FX=FIO _ o tgx—c))

X—C
@ fneprekidna =

Fle) = tim "9 = im e+ tx - o)
= f(lim (c+bx(x — ©))) = f(c).

Q.E.D.
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Primitivna funkcija

Teorem (5.10. Leibniz-Newtonova formula)

Ako je f neprekidna funkciju na otvorenom intervalu I i F bilo koja
primitivna funkcija funkcije f na I, onda za svaki segment [a, b] C |
vrijedi

/ ’ f(x)dx = F(b) — F(a). (3)

Dokaz: Neka je F primitivna funkcija definirana s

X
Fx) = / F(tydt, Vx e I. (@)
a
Zbog F(a) = 0, vrijedi formula.
G bilo koja primitivna funkcija od f
= postoji C takav da je G(x) = F(x)+ C
b
G(b)—G(a) = (F(b)+C)—(F(a)+C) = F(b)—F(a) = F(b) = / f(x)dx.
a

~ ©7~N39




Primitivna funkcija

Oznaka:
b

= F(b) — F(a).

a

F(x)

Neodredeni integral funkcije 7 - skup svih primitivnih funkcija od f

Oznaka: /f(x)dx:/f
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Metode integriranja Direktna integracija

Direktna integracija

- F 7 F
a+
X (a17é ~1) e CHZX thx
X In'|x| ﬁz —cthx
e e S1 X Si —1
sin x —COS X 1—x2 n-x
co1sx sin x o Tg‘:x
tgx ! sh™'x
cos? x
V1+x2
s(izjzx —clgx 1 ; th~Tx
1—x2
shx chx 7 oh Tx
chx shx x2—1
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Metode integriranja Direktna integracija

Primjer

1
Izradunajte / x2dx.
0

Rjesenije.
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Metode integriranja Direktna integracija

Primjer
b
Izraéunajte/ x2dx.
a
Rjesenje.
b 3 b 3 3
24 X | b &
/a x“dx = 3,73 3
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Metode integriranja Direktna integracija

Primjer
b
Izradunaijte / xKdx.
a
Rjesenje.

b pk+1 g+
k1 k+1

b K41
/ xkax = X
a k+1

a
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Metode integriranja Direktna integracija

Primjer

™
IzraCunajte / sin xdx.
0

Rjesenje.
™

=(—cosm)—(—cos0)=1+1=2

/ sinx dx = (—cosx)
0 0
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Metode integriranja Direktna integracija

Teorem (5.11)

Ako je F primitivna funkcija od f na | i G primitivna od g na I, onda je
aF + B8G primitivna funkcija od of + g na I. U oznaci neodredenog
integrala to pisemo kao

/ (af(x) + Bg(x))dX = a / F(x)dx + 3 / g(x)dx.

Dokaz: H = aF + G je derivabilna
H = aF + G = of + 9. Q.E.D.
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Metoda supstitucije

Teorem (5.12. Metoda supstitucije)

Neka su | i J otvoreni intervali, ¢ diferencijabilna funkcija na J i F
primitivna funkcija od f na I. Neka je o(J) C I, tj. f o ¢ je definirana na
J. Tada je G = F o ¢ primitivna funkcija od (f o p)¢' na J. Takoder,

Y «, € I vrijedi

B ©(B)
[ fetmne = [ ) (o

Dokaz: Zbog G = F o ¢ definirana i diferencijabilna na J.

G'(x) = F'(p(x)¢'(x) = f(p(x)¢'(x)



Metode integriranja Direktna integracija

Primjer

3 2
/_/ 2tel dt.
2

p(t) =12 () =2t

3 ©(3)
/:/ e‘p(t)cp'(t)dt:/
2 @)

32
e*dx = / eXdx = e¥
P 22

9
=e’ — et
4

Obiéno se pide: x — 1°

32
| = / eXdx = e*
22

dx = x'dt = 2t dt
9

=e’ - e*.
4
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Metode integriranja Direktna integracija

Primjer
Radunanje primitivne funkcije /2te’2dt.

x =1 dx=xdt=2tdt

F:/exdx:eX+C:e’2+C.
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Metode integriranja Direktna integracija

Primjer J

3
Nagi primitivu funkciju od f(x) = =243V V215

Rjesenje. Vrijedi

paje
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Metode integriranja Direktna integracija

Primjer
/ 2ax +b dx
ax2+bx+c

Rjesenje. y — ax® | bx + ¢, dy — (2ax + b)dx

2ax+b 1 ,
- = — — I — I (:.
/ax2+bx+cdx /ydy nly|+ C =Injax + bx + ¢| +
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Metode integriranja Direktna integracija

Primjer

/ sin” x cos xdx

Rjesenje. y — sinx, dy = cos xdx

1 1
inn _ n _ n+1 _ i N1
/sm xcosxdx_/y dy_n+1y +C n+1sm x4+ C.
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Metode integriranja Direktna integracija

Primjer

Naci /sin mx sin nxdx, za sve m,n € N.

Rjesenje. U tu svrhu koristimo trigonometrijsku formulu:
sina - sin 8 = J[cos(a — B) — cos(a + B)]. Za m # ni m# —nimamo

/sin mx sin nxdx = ;/[cos(m — n)x — cos(m+ n)x]dx =
_sin(m—n)x _ sin(m+ n)x

2(m—n) 2(m+ n) +C.

Za m = nimamo

/(sin mx)2dx — / 1 —cos2mx dx — X sin2mx Lc

2 2 4m
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Metode integriranja Direktna integracija

Primjer

/lnxdx.
X

Rjesenje. Supstitucija t = In x

2 2
/Inxdx:/tdt:t+C:|nX+C
X 2 2
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Metode integriranja Direktna integracija

Primjer

ax
f:()() — H/P:Z:Z.
XVx2 — g

RjeSenje. Supstitucija

Fo- = /? (?;2_32'(_?>:_;/\/1d1t2:
a
t

= —%Sin*1t+ C= —%Sin*1 ( ) +C.

Ako su u podintegralnoj funkciji korijeni oblika v/c2 — x2 ili v/¢2 4 x2 ili
V' x2 — ¢?, onda se pomocu supstitucije x = csint, odnosno x = ctgt,
odnosno x = % rjieSavamo korijena. Takoder je u sluCaju v ¢2 + x2
moguce je koristiti supstituciju x = csht, a u slu¢aju v/ x2 — ¢2 mogucée
koristiti supstituciju x = ccht

83/139



Metode integriranja Direktna integracija

Primjer
/ dx

1+ X2V + 2

. , o
Rjesenje. Stavimo x — 191, dx = 7,
—— =14+1g%t =
cos? t +o

1 dt / _ X
= [ costdt =sint+ C = —— + C.
2

/(1 +1g21),/1 + g2t 07! Vi+x2
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Metode integriranja Direktna integracija
Primjer

r
IzraGunajmo povrsinu kruga radijusa r, tj. P = 4/ vV ré — x2,
0

Rjesenije.

/\/ —x2 = x—rc_osr:l?t ':/\/ﬂ—r?sinztrcostdt

2 2 :
= rz/cos2 tdt = r2/(1 + cos2t)dt = % <t+ SIn;t) + C = G(b).

Sada je ¢(0) = rsin0 =0i ¢(7r/2) = rsinm/2 = r, zbog strogog rasta
funkcije ¢ : [0, 5] — [0, r] postoji njen inverz, te vrijedi

r jus . g
P = 4/ V2 —x2 = 4/2 r? cos? tdt = 2r3(t + SIZZt) -
0 0

0

85/139



Metode integriranja Parcijalna integracija

Treéa je metoda parcijalne integracija koja je posljedica pravila za
deriviranje produkta funkcija

(uv) (%) = U'(X)v(X) + u(x)V'(X)-

Teorem

Za funkcije u,v : | — R i za svaki par a, b € | vrijedi

uz uvjet da integrali u (13) postoje.
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Metode integriranja Parcijalna integracija

Dokaz: Funkcija F(x) = u(x)v(x) je primitivna funkcija od

f(x) = U (x)v(x) + u(x)v'(x)

pa vrijedi
b b
Uiy | = / (0 ()V(X) + UV (x))dx =
b b
- / U (x)V(X)dx + / u(X)V(X)dx.

Q.E.D.
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Metode integriranja Parcijalna integracija

Primjer

/x e*dx.

Rjesenije.
u'(x)=e"iv(x)=x,

paje u(x)= [ eXdx=e*iVv/(x)=1.

/xexdx:xe"—/exdx:xex—eX+C:(x—1)eX+C.
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Metode integriranja Parcijalna integracija

Malo slozeniji primjer!
Primjer

F(x) = / e* cos x dx.

Rjesenje. Stavimo
U(x)=cosx i v(x)=e¢€,
pa je
u(x) = /cosxdx =sinx i V/(x)=e¢€".
Odatle je

F(x)_/excosxdx_eXsinx—/eXsinxdx.

Sada ponovimo prethodni postupak za / e’ sin x dx
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Metode integriranja Parcijalna integracija

s tim da uzmemo
U(x)=sinx i v(x)=¢e",
paje
u(x) = /sinxdx =-—cosx i V/(x)=¢€"
Tako dobivamo

/eXsinxdx:—excosx+/excosxdx:—eXcosx+F(x).

UvrStavanjem u prvi integral dobivamo
F(x) = e sinx — [-e*cosx + F(x)] =
2F(x) = (sinx +cosx) e =
F(x) = % (sin x + cos x) e~.
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Metode integriranja Parcijalna integracija

Generalizacija proslog primjera.
Primjer

F(x) = / e  cos fx dx.

Rjesenje. Stavimo
U(x)=cospx i v(x)= e,
pa je
u(x) = /cos Bx dx = ;sin Bx i V(x)=ae™.
Odatle je

F(x):/eaxcos,é’xdx: ;e"‘xsinﬂx—g/eaxsin,é’xdx

Sada ponovimo prethodni postupak za / e** sin Bx dx
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Metode integriranja Parcijalna integracija

s tim da uzmemo
U'(x)=sinBx i v(x)=e,
paje
u(x) = /sin Bx dx = —; cosfx i V/(x)=ae.
Tako dobivamo

/e‘“sinﬁxdx = —; e**cos Bx + g/e‘“cosﬁxdx—

1
= —— e cosfx+ gF(x).

g g
Uvrstavanjem u prvi integral dobivamo

F(x) = leo‘x sin Bx — @

T jox @
3 5[_9 cos Bx + F(x)] =

B B

2 1 . ax
{1 n 22} F(x) = <6sm Bx + % cos Bx) ex =
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Metode integriranja Parcijalna integracija

F(x) = b (sin BXx +

o
a2 42

5 cos ﬁx) e
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Metode integriranja Parcijalna integracija

Jos sloZeniji primjer!

Primjer

ax
Fn(x) = /(x2+1)”’ neN.

Rjesenje. Uzmimo

UX)=1 i vix)=x2+1)",
pa imamo
ux)=x i V(x)=—2nx(x?+ 1)~
Odatle je
b% X2
Fn(X) == ()(2-1—‘1)f'+2n/()(2_|-‘|)”+1dxz
b%
= (;Eé‘:;‘ﬁ‘57; _% 22’7[F37()() — l:h_%1 ()()] :$>
1 X 2n —1
Fny1(x) = 21 1) o Fn(X), (n€N).
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Metode integriranja Parcijalna integracija

Za n=1imamo

ax _
Fi) = | zog=Ta 'x+C,

pa sada mozemo rekurzivno racunati ostale F,, n > 2.
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5.8 Nepravi integral

Riemannov integral: segment [a, b]

Nepravi integral: [a, b), (a, b], (a, b}, [a, o0), (—o0, b], (—o0, 0)
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Nepravi integral

f(x)=e X, x eR.

Interval [0, c0) je neogranic¢en

f integrabilna na svakom segmentu [0, B]

B
/ e *dx =—-e*
0

B
lim / e ¥dx = lim (1 —eB)=1
0

B—o0 B—oo

B

=1-¢°8

0

00 B
/ e *dx = lim / e *dx, - nepraviintegral
0 0

B—o0
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Nepravi integral

f(x :—,X>0
()=
lim !

— =00
X—)O-i—\/)?

0

1
/a X =2Vx

1
=2(1 — /).

/1 & _ lim /1dx_2 - nepravi integral
0(_\/)7(_8—>0+5\/)7(_' P
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Nepravi integral

Definicija (5.6.)
Neka je funkcija f : [a, b) — oo integrabilna na svakom segmentu [a, B]
gdje je B < b < +o00. Ako postoji konac¢an limes

Birg_ /a Bf(x)dx, (5)

onda se taj limes zove nepravi integral funkcije f na [a, b) i oznaCava
S

—b
/ f(x)dx. (6)

Takoder se kaze da integral (6) konvergira. Ako limes u (5) ne postoji
kazemo da integral (6) divergira.
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Nepravi integral

Analogno definiramo integral na (a, b] :

b b
/ f(x)dx = lim /f(x)dx.
a— A—at Ja

Ako je f integrabilna na svakom segmentu [A, B] C (a, b), onda, uz
uvjet da svi limesi postoje, definiramo

—>b
/ x)dx = lim /f x)dx + I|m /f
a— A—at

gdje je ¢ € (a, b) bilo koja toCka. Moze se pokazati da prethodna
definicija ne ovisi o c.
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Nepravi integral

Napomena Zato $to su i limes funkcije i R-integral monotoni i linearni,
ta svojstva ima i neodredeni integral.
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Nepravi integral

Primjer
o gy . B dx . B
= lim = lim [Tg 'x
o 1-+x2 B—+oo Jg 1+ X2  Bortoo 0
— i -1g_ T
Primjer

= lim (-Sin%):%.

/0 x /0 dx
e V1 —=X2 o1+ ). T —x2 et
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Nepravi integral

Primjer

“+00
/ cos xdx divergira
0

jer je
B
/ cos x dx = sin B,
0
a
lim sinB
B—+oco
ne postoji.
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Nepravi integral

Teorem (5.15.)
Neka je a > 0.

—+00
1. Integral / % konvergirazap > 1 idivergirazap < 1.
a

a
2. Integral / z); konvergirazaO < p < 1 idivergirazap > 1.
0+

todx o
3. Integral / — divergira za svako p > 0.
0+ xP
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Nepravi integral

Dokaz: 1. Zap =1

+o0 B
/ %: lim (Inx ): lim InB—Ina=+oo,
a X B—+o00 a B—+o00
integral divergira k +oc.
Zap#A1
B B
o _ <111> _ 1 gr_any
a XP 1—pxP a 1-p
: o | 400 (a>0)
PLUINES —{ 0 (a<0)

/*Oodx_ +oo (1—p>0)
2  XP 0 (1-p<0) "
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Nepravi integral

2. Zap=1je
. a4 dx .
lim / — =Ina— lim Ine = +o0.
e=0+ /. X e—0+
Zap#A1
. adX N 1 1-p . 1-py _ —0 (1 —p< O)
M) e T i@ T = e (1-ps0)
3. Slijediiz 1. i 2. Q.E.D.
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Nepravi integral Kriterij konvergencije nepravog integrala
Teorem (5.16.)

Neka je a > 0 i neka su funkcije f, ¢ : [a,+00) — R takve da vrijedi

(i) 0 <f(x)<p(x)zasvakix > xo > a,

B B
(i) za svako B > a postoje integrali / f(x)dx i / o(x)dx.
a a

Ako je integral

+o0
e )
a
konvergentan, onda je konvergentan i integral
+oo
/ f(x)dx (8)
a
i vrijedi
+oo +oo
/ F(x)dx < / o(x)dx. 9)
a a

Ako je integral (8) divergentan, onda je i integral (7) divergentan.

ol
LAY 3o




Nepravi integral Kriterij konvergencije nepravog integrala

Dokaz:
° F(x)= [Jf(at i &(x)=[Xe(t)dt rastu
@ F(x) < ®(x), za svaki x > a.
@ Za rastuCu funkciju F(+0o0) = limy_, 1o F(x) postoji &
funkcija ograniGena odozgo.

@ Odatle slijedi tvrdnja teorema.

Q.E.D.

108/139



Nepravi integral Kriterij konvergencije nepravog integrala

Korolar (5.4.)
Neka su funkcije f, ¢ : [a,+o0) — R pozitivne i neka postoji

o f(x)
Xll)rpoo ) =c (0<c<+x). (10)

Ako konvergira integral (11) i ako je ¢ < +oo onda konvergira i integral
(12).

Ako divergira integral (12) i ako je ¢ > 0 onda divergira i integral (11).
Ako je 0 < ¢ < +oo onda oba integrala istovremeno konvergiraju ili

divergiraju.
+oo
/ ax (11)

“+o0o
/ f(x)dx (12)
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Nepravi integral Kriterij konvergencije nepravog integrala
f(x)

Dokaz: Im —=% =c¢
X——+-00 @(x)

Akojec<+o00 = Ve>03A>0 takavda

(x>A):>(|f((’)‘() cl<e)
= (M <c+e)
= (f(x) < (c+&)p(x)),

“+o00

“+oo
/ f(x)dx < (¢c+ 5)/ e(x)dx

a

[7%° p(x)dx konvergentan = [-"° f(x)dx konvergentan

[ f(x)dx divergentan = ["> »(x)dx divergentan
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Nepravi integral Kriterij konvergencije nepravog integrala

im —==c
x=00 p(X)

Analogno,zac >0i0 <e < c postoji A > 0 tako da

(x>2)= (B —cl<e)

= ( f((’)‘()) >Cc—¢)
= ((c — e)p(x) < f(x)),

(c—e) /a " x)dx < /a ™ )y

T f(x)dx konvergentan = [-F*° o (x)dx konvergentan
a a

[ p(x)dx divergentan = [F>° f(x)dx divergentan
U sluéaju 0 = ¢ <, zbog liMy_ o % =ce iMoo % =1
(8) i (7) istovremeno konvergiraju ili divergiraju. Q.E.D.
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Nepravi integral Kriterij konvergencije nepravog integrala

Ako konvergira integral
—b
[ Iia
a

onda kazemo da integral f;bf(x)dx apsolutno konvergira.

Ako integral f:bf(x)dx konvergira ali ne konvergira apsolutno, onda
kazemo da uvjetno konvergira

Propozicija (5.2.)

Neka je f : [a,+o0) — R funkcija. Ako je konvergentan nepravi integral
+o0 +oo
|f(x)|dx, tada je konvergentan i nepravi integral f(x)dx, 4.

a a
ako je integral apsolutno konvergentan, onda je i konvergentan.

112/139



Kriteri] konvergencije nepravog integrala
Dokaz: Definiramo
fr(x) = max{0,f(x)} f-(x)=max{0,—f(x)}
= fX)=F(x) — () B [f(X)] = F(x) + (%)

Zbog 0 < f.(x) < [f(x)| i 0<f(x)<|f(x)|
+oo
konvergencija/ |f(x)|dx povlali

a

+o0 +o0
/ fr(x)dx i / f_(x)dx su konvergentni.
a a

+oo +oo +oo
Sadaje/ f(x)dx:/ f+(x)dx—/ f-(x)dx. Q.E.D.
a a

a

Obratna tvrdnja od tvrdnje u prethodnoj propoziciji nije opcenito istinita
(da je konvergentan interval ujedno i apsolutno konvergentan).
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Kriterij konvergencije nepravog integrala
Primjer
Nepravi integrali

“+oo —+00 “+o00
COS X COS X
/ e’xzdx, / ——5ax, / dx, (a>0,p>1),
0 0 14 x a XxXP

su konvergentni.

5 +oo 5 “+oo
e <eXzax>1. = / e X dx < / e Xdx
1 1

|cosx|< 1 N /J“’°|cosx|dx</Jroo 1 dx
1+x2 — 1+x2 o 14+x27 — Jo 1+x2

|cosx|< 1 N +"O|cosx|dx< too dx
xP T xP 2 XP —Ja  XxP
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Nepravi integral Kriterij konvergencije nepravog integrala

Primjer
(Gama funkcija) Za o« > 1 definiramo nepravi integral

+oo
F(a):/ e *xTdx. (13)
0
Konvergencija:
. e X a—1 . onf1
I|rT1 - = I|rT1 — - ()
X—r+00 e 2 X—+oo @2

too
Integral / e2 dx je konvergentan
0

+00
— Integral / e *x*~1dx je konvergentan
0
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Nepravi integral Kriterij konvergencije nepravog integrala

Funkciju I : [1, +00) — R zovemo gama funkcija.

Za gama funkciju vrijedi rekurzija:
NMa+1)=al(a), (a>1).

Parcijalna integracija:
t

t t
/ e Xx%x = —e Xx“ +a/ e Xx* dx
0 0

0
t

= —etta+0+a/ e *xTdx.
0

im e ft*=0 =
t—+o0

MNMa+1) = / e *x%d = a/ e *x*dx. = al(a).
0 0
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Nepravi integral Kriterij konvergencije nepravog integrala

zaneN
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Numericka integracija

Numericka integracija

Za velik broj funkcija ne znamo primitivnu funkciju ili je primitivnu
funkciju tesko izraCunati pa ne mozemo koristiti Newton-Leibnizovu

formulu:
|
2
/ e dx,
0

2 X
€
/ —ax.
1 X

Podintervalne funkcije su neprekidne pa znamo da primitivna funkcija
postoji.
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Numericka integracija

Kako izraCunati povrsinu ispod krivulje?
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Numericka integracija

Neka je f : [a, b] — R.

Segment [a, b] podijelimo na n jednakih dijelova (ekvidistantna
particija):

h= , Xx=a+kh, k=0,...,n

a=xXg X1 X2 Xz X4 Xs b=xg
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Numericka integracija

PovrSinu smo podijelili na n dijelova:

TN

X0 Xq X2 X3 X4 X5 Xg

Promatrajmo k-ti dio.
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Numericka integracija

Promatramo k-ti dio:

Xk-1 Xk
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Numericka integracija

FOxen) [ ] FOxK)

Xk-1 Xk

Umijesto povrSine ispod grafa funkcije f racunamo povrSinu trapeza:

Pk _ f(Xk—1) —+ f(Xk) (Xk _Xk—1) _

f(Xk—1) + f(xk)
g k—1 k)

2
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Numericka integracija

P,

P;

™\

Py | Py | Ps| Ps

Xo

b
Aproksimacija za / f(x)dx je zbroj svih povrsina trapeza:
a

X1

X2

X3 X4 X5 X

Th=P1+Po+P3+...+Pp
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Numericka integracija

Tn = P1+P2+P3+...+Pn:

f(x0) + f(x1) f(x1) + f(x2) f(x2) + f(x3)

= 5 h + 5 h + 5 h+
+ ”_+_f(xn—2)‘£f(xn—1)h I f(Xn—1)2+ f(Xn)h:

= g[f(xo)—&-f(m) + f(x1) + f(x2) + f(x2) + f(x3) +
+...+f(Xn_2)—|—f(Xn_1) + f(Xn—1)+f(Xn):| _

— g[f(xo)+2f(X1)+2f(X2)+-~+2f(xnf1)+f(x’”')} -

+2fok f(b)
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Numericka integracija

Trapezna formula:

b—a
P

b h
/ F(x)dx ~ Ty = 2
; >

n—1
f(a)+2) f(xk)+f(b)|, h=
k=1
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Numericka integracija

Trapeznu formulu smo dobili tako da smo funkciju f aproksimirali
pravcem:

Fxir) [ | XK)

Xk-1 Xk
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Numericka integracija

Bolju aproksimaciju dobijemo ako funkciju f umjesto pravcem
aproksimiramo parabolom.

Za parabolu nam trebaju tri tocke — dva segmenta.

Umijesto

p\i\

X2k X2 k+1 X2 k+2
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Numericka integracija

Dobijemo

X2k X2 k+1 X2 k+2
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Numericka integracija

ili malo uvecéano:

X2k X2 k41 X2 k+2
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@ aproksimacija polinomom 1. stupnja — trapezna formula
(trapezno pravilo)
@ aproksimacija polinomom 2. stupnja — Simpsonova formula

@ aproksimacija polinomom m-tog stupnja, me N —
Newton-Cotesove formule
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Numericka integracija

Da li niz T,, dobiven trapeznom formulom, konvergira (prema
vrijednosti integrala)

b
lim Tn:/ f(x)dx ?
n—oo a

Uocimo da je

inf _f(x) < < sup f(x).
[Xk—1,%k] 2 [Xk—1,Xk]

Zato je
sn < Th < Sp,

gdje su s, i S, donja i gornja Darbouxova suma za pripadnu
ekvidistantnu subdiviziju.
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Numericka integracija

Moze se pokazati da je

lim s,=1/1 i lim S,=1/.
n—oo n—oo

Ako je funkcija f integrabilna (/. = I* = /) tada je
lim s, = lim S, = 1.
n—oo

n—oo

Prema teoremu o sendviCu, i niz T, je konvergentan i vrijedi

b
lim T,,:I:/ f(x)dx.
a

n—oo
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Primjer
Trapeznom formulom aproksimirajte integral

1
_y2
/exdx
0

koristeCi podjelu intervala [0, 1] na 5 djelova.

Rjesenje. Interval [0, 1] dijelimo na 5 djelova (n = 5):
0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.

Xx=a+kh=02k, k=0,1,2,3,4,5
X0=0,x1=02, x0=04, x3=0.6, x4 =0.8, x5 =1.
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Numericka integracija

Trapezna formula:

5-1

f(a)+2)  f(xk)+f(b)| =
k=1

h
7% - ii

_ % [6—02 10602 1004 1506 o e—0.82+e—12} _

— 01 [eo 10 e 004 15016 05,036 5 e—o.e4+e—1} _

= 0.744368339763667

1
/ e dx = ‘f erf1 = 0.746824132812427
0
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Numericka integracija

Primjeri za vece vrijednosti n-a:

n

Tn

5
6
7
8
9
10
20
100
1000
10,000
100,000
1,000,000
10,000,000

0.744368339763667
0.745119412436179
0.745571991830094
0.745865614845695
0.746066867912669
0.746210796131749
0.746670836939873
0.746818001467970
0.746824071499185
0.746824132199295
0.746824132806296
0.746824132812366
0.746824132812426
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Numericka integracija

Simpsonova formula

n

In

6
8
10
20
100
1000
2000

0.746830391489345
0.746826120527467
0.746824948254443
0.746824183875915
0.746824132894176
0.746824132812435
0.746824132812428
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Numericka integracija

Simpsonova 3/8-ska formula

n

In

6
9
12
21
102
1002
1701

0.746838057512131
0.746826916992168
0.746825016655073
0.746824227286997
0.746824132982351
0.746824132812445
0.746824132812429
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Numericka integracija

Booleova formula

n

In

8
12
16
20
100
120

0.746824169909898
0.746824135371851
0.746824133229615
0.746824132917346
0.746824132812433
0.746824132812429
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