3. LIMES FUNKCIJE I
NEPREKIDNOST FUNKCIJE



Limes funkcije

Zaf:N—= N, f(n) = 15 znamo $to je nILm % (=0).

Kako definirati slican limes za f : R {0} — R, f(x) = 1}

T
Stoje lim =7
xX—o00 X

Sto se dogada s vrijedno$éu funkcije

sin x
X

f(x)

kada se argument x priblizava nuli?

?
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Limes funkcije

Primjer
f:(0,1) =R
[ 2, zax#3,
f(X)_{S, zax = 3.

L 1

Kada se x priblizava k §, f(x) se priblizava k 2 (iako je f(3) = 3).
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Limes funkcije

Primjer
f:(0,1) =R
X, zax<3,
=1 :
X°, zax > 3.

Kada se x priblizava k % s lijeva, f(x) se priblizava k %

Kada se x priblizava k § s desna, f(x) se priblizava k .



Limes funkcije

Definicija
Neka je / C R otvoren interval i ¢ € I. Za funkciju f: I\ {c} — R
kazemo da ima limes u tocki ¢ jednak L ako za svaki niz (¢y)n u I\{c}
vrijedi:

(nI|_>moo Ch=C)= (nI|_>mOO f(cn) = L).

Tada piSemo )I(anc f(x) = L.

@ Nije nuzno da je domena funkcije f otvoreni interval (npr. moze biti
i segment).

@ Funkcija moze biti definirana (i obi¢no je) i u tocki c. Clanovi niza
(cn)n trebaju biti razliciti od c.

@ Zalimes u tocki ¢ nije bitna vrijednost funkcije u toj tocki



Limes funkcije

Primjer
. x2 -4
lim =
x——2 X+ 2

Rjesenje. Neka je (c¢n)n proizvoljan niz realnih brojeva sa svojstvom

limc,=-21ich# -2, VneN.

n—o0

2
. c,—4
Jerje =cp—2,

Ch+2

vrijedi
2

4
im "% — lim(ch—2)= -2-2= 4.

n—oo Cp + 2 n—oo




Limes funkcije

Teorem (3.1. Cauchyjeva definicija limesa)

Neka je | C R otvoren interval, c € I'i f: I\ {c} — R. Limes funkcije f

u tocki ¢ postoji i )I('an f(x) = L ako i samo ako vrijedi
(Ve > 0)(36 > 0)(vx € /)

((0<|x—c| <9)= (|f(x) = L| <e)).




Limes funkcije

Dokaz: <
Neka vrijedi

(Ve > 0)(36 > 0)(Vx € 1)
((0 < |x—c| <8) = (If(x) = LI <))
Uzmimo bilo koji niz (¢y), u I\ {c} takav da je ¢ = lim, ¢y, 1.
(V6 > 0)(3ns € N)(¥n € N)((n > n5) = (|cn — ¢| < 6)).

Pokazimo da je tada lim, f(c,) = L.
Za svaki € > postoji § > 0 tako da vrijedi

O<|x—c|<d = |f(x)—L|l<e.
Za taj 4 postoji ns tako je ispunjeno

VvneN n>ns = |cp—cC|<0.



Limes funkcije

Uzmimo sada n. = ns i za Vn € N imamo
n>n = |ch—cl<d = |f(cn)—L|<e¢,
a to znaci da le f(c,) konvergentan i
lim f(x) = L.

X—C

=
Obratno, neka je )I('an f(x) = L, i neka ne vrijedi

(Ve >0) (30 > 0) (vx € /)
(0<|x—cl<d) = (f(x)—-L|<e)).
tj. vrijedi
(Fe >0) (Vo >0) (Ixs € /)

(O<|xs—cl<d) A (f(xs) =L >e>0).
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Limes funkcije

Sada za svaki n € N uzmimo

1
(Sn = E
i za svaki 6, postoji x1 takav da je

O<|xs—c|<d) A (f(xs)— Ll >e>0).

Ovime smo definirali niz ¢, = x1 u I'\ {c} za koji vrijedi

1.
|Cn_C‘<E i [f(cn) — L[ =€ >0,

dakle,
lime, = c,
n

aniz (f(cn))n ne konvergira k L 8to je kontradikcija s definicijom limesa
funkcije.

Dakle, ako je )I(Ian f(x) = L, onda vrijedi Cauchyjeva definicija limesa.
Q.E.D.
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Limes funkcije

Cauchyjeva definicija limesa funkcije ima jednostavnu geometrijsku
interpretaciju koja glasi:

Za svaku okolinu (L — e, L + ) broja L postoji okolina (¢ — 4, ¢+ ¢) broja
¢ koja se, s izuzetkom toCke c, preslikava u okolinu (L — ¢, L + ¢), 1j.

f(lc—8,c+8)\{c)) C(L—e,L+e).
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Limes funkcije

Limes funkcije je u skladu sa operacijama zbrajanja i mnozenja s
funkcijama.

To je posljedica Cinjenice da je limes niza u skladu s tim operacijama i
definicije limesa funkcije.
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Limes funkcije

Teorem (3.2.)

Neka je | C R otvoren interval, c € l'if,g: I\ {c} — R za koje postoje

)I('an f(x) ’)I('an 9(x). Tada vrijedi:

1. Funkcijaf+ gimalimesuc i

lim [f(x) £ g(x)] = )I(anC f(x) £ lim g(x).

X—C X—C

2. Za svaki A € R funkcija \f ima limes u c i

lim Mf(x) = A lim f(x).

X—C X—C

3. Funkcijaf-gimalimesuci

iim [£(x)g(x)] = lim (x) lim g(x).

X—C
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Limes funkcije

4. Akoje g(x) #0,Vx e I\ {c}i )!imcg(x) # 0, funkcija ; ima limes

uci
i 1) A0
X0 g(x) — lim g(x)

5. Funkcija |f| imalimesu ci

lim [£(x)] = | lim £(x)].
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Dokaz: Sve tvrdnje slijede iz odgovarajucih tvrdnji za limese nizova za
nizove (f(cn))ni(g(cn))n-

Npr. za tvrdnju 1.

Neka je (cn)n niz u intervalu / sa svojstvom
limc,=cich#c VneN.
n—oo

Tada je

(f+g)(cn) = lim (f(cn) +9g(cn)) =

lim
n—oo n—oo
- n||—>moo f(Cn) + n“—>moo Q(Cn) -

= lim f(x) + lim g(x).

X—C X—C

Q.E.D.
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Limes funkcije

Teorem (8.3. teorem o sendvicu)

Neka je | C R otvoren interval, c € lif,g: I\ {c} — R za koje postoje
lim f(x) i lim g(x).

X—C X—C

1. Ako je f(x) < g(x), ¥x € I\ {c}, onda je

lim f(x) < lim g(x).

X—C X—C

2. akoje h: I\ {c} — R takva da vrijedi
f(x) < h(x) <g(x), vxel\{c}
’)I('an f(x) = )I('an 9(x) = L, onda funkcija h ima limes u c i

lim h(x) = L.

X—C

Dokaz: Tvrdnje slijede iz odgovarajucih tvrdnji u teoremu 2.5 (teorem
o sendviCu za nizove) za nizove (f(¢n))n,(9(¢n))n i (h(cn))n- - Q.E.D,
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Primjer
Pokazati da je
sinx

im — =1.
x—0 X
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Limes funkcije

7N\ -
x = |AD| > 0, sinx = |AC|

Py
Duljina luka ADje vec¢a od duljine tetive toga luka (AD):
N R
|AD| > |AD|.
Tetiva AD je hipotenuza pravokutnog trokuta AACD.
Duljina katete AC j je manja od duljine hipotenuze AD j

. v v sin x
sinx = |AC| < |AD| < |AD| =x = T<1zax>0,
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Limes funkcije

N P
x = |AD| > 0, tg x = |BD|

Povrsina trokuta AODB > povrsina isjeCka 0DA :

VR

;1“BD|>7T’AD‘ = tgx>x

2T

sin x
= (00SX < Y

za0<x<§.
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Limes funkcije

Dakle,
sin x
cosx < — < 1
X
Za -
0<x< 1

Zbog parnosti funkcija s obije strane nejednakosti isto vrijedi za sve
x # 0.

Jer je

lim cos x =1
x—0

iz teorema 3.3 (teorem o sendvicu) slijedi

. sinx
[im — = 1.
x—0 X
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Limes funkcije

Graf funkcije ?
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Limes u R

Definicija
1. Za funkciju f : (a,+00) — R kaZzemo da ima limes u toCki +oco
jednak L € R ako za svaki niz (¢,)n u (a, +o00) vrijedi:

(lim ¢y =o00) = (nli_)moo f(cn) = L).

n—oo

(x) = f(+00) = L.

Tada pisemo Iim f
X—r+00
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Limes funkcije [ENELECETRC

2. Neka je | C R otvoren interval i ¢ € I. Za funkciju f: I'\ {c} — R
kazemo da ima limes u tocki ¢ jednak +oco ako za svaki niz (¢n)n u
N\{c} vrijedi:

(nli_>mOO Ch=2C)= (nli_>moo f(cn) = 00).

Tada piSemo lim f(x) = +oo.
X—C
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Limes funkcije [ENELECETRC

1. lim f(x)=f(+o0) =L ako vrijedi:

X—+00

(Ve > 0) (3A > 0) (Vx € (a,+00))

(x>4A) = (|f(x)-L|<e).

2. )!Ig’]c f(x) = 400  ako vrijedi:
(VE >0) (30 >0) (Vx el
(0<|x—cl<d) = (f(x)>E)).

item[3.]XIi_)moo f(x) = f(o0) = oo ako vrijedi:

(VE > 0) (3A > 0) (Vx € (a,))

(x>A) = (f(x)>E)).
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Limes funkcije [ENELECETRC

Zadatak
Definirajte sami i odredite primjere

lim f(x) = 0o

X—00

lim f(x)=LeR
X——00

LYORES
XILmOO f(x) = -0
Xﬂrpoo f(x) = o0

Xﬂrpoo f(x) = —o0
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Jednostrani limes u R
Jednostrani limes u R

Limes slijeva funkcije u tocki ¢ - promatramo samo nizove koji
konvergiraju k c s lijeve strane, ili samo rastuce nizove u '\ {c}.

Na isti nacin bismo definirali i limes zdesna funkcije u tocki c.
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Definicija
1. Neka je I C R otvoren interval i ¢ € I. Za funkciju f: I\ {c} = R

kazemo da ima limes slijeva u toCki ¢ jednak L ako za svaki niz
(¢n)n u I sa svojstvom ¢, < ¢ Vn € N vrijedi:

(limecp=c)= (nliﬁmOO f(cn) = L).

n—oo
Tada piSemo )I(l;nc f(x) = lencL f(x) = f(c—) = L.

2. Neka je | C R otvoren interval i ¢ € I. Za funkciju f : I'\ {c} — R
kazemo da ima limes sdesna u tocki ¢ jednak L ako za svaki niz
(¢n)n u I sa svojstvom ¢, > ¢ Vn € N vrijedi:

(limecp=c)= (nliﬁmoo f(cn) = L).

n—oo

Tada piSemo )I(l{‘nc f(x) = x|—|>ng+ f(x) = f(c+) = L.
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Limes funkcije Jednostrani limes u R

Cauchyjeva definicija limesa slijeva i sdesna

1. )|(I;T]C f(x) = XI_|>rp_ f(x) = f(c—) = L ako vrijedi:

(Ve >0) (30 >0) (vx € 1)

(0<c—x<90) = (f(x)—-L|<e).

2. )I(l@c f(x) = XIH& f(x) = f(c+) = L ako vrijedi:

(Ve > 0) (30 >0) (Vx € )

(0<x—c<d) = (f(x)-L|<e)).
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Limes funkcije Jednostrani limes u R

Jednostrani limes funkcije ima ista svojstva kao i limes funkcije,
dakle, vrijede teoremi 2i 3

ako u njima limes zamijenimo s lijevim ili desnim limesom.

29/94



Primjer
Funkcija signum (predznak) definirana s

ﬁ x #0,
sgn(x) =
0 x=0.

nema limes u nuli, ali ima i lijevi i desni limes u nuli i oni su razliciti.

1q
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Limes funkcije Jednostrani limes u R

Za svaki x < 0 je sgn(x) = —1,aza x > 0je sgn(x) = 1.

= zasvaki niz (¢p)n koji konvergira k nuli slijeva, f(cp) = —1
= lim,f(cy) = —1.

Za nizove koji konvergira k nuli a za one s desna je jednak 1.
To znaci da funkcija sgn nema limesa u nuli, ali je zato

lim sgn(x) = —1

x—0—

1.
. son(s) -
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Limes funkcije Jednostrani limes u R

Veza izmedu limesa funkcije i jednostranih limesa funkcije dana je
slijedeéim teoremom.

Teorem (3.5.)

Neka je | C R otvoren interval, c € I'i f: I\ {c} — R. Za funkcija f

postoji lim f(x) ako i samo ako limesi lim f(x) i lim f(x) postoje i
X—C X—C— X—c+

jednaki su.

(nli_>mOO ch=¢C) — (nli_>mOo f(cn) = L).

@ zasvakiniz (cp)pu l\{c} == Limesuc
@ zasvakiniz (chp)pul,chp<c Yne N — Limesslijevauc
@ zasvakiniz (cp)pul,cp >cV¥neN = Limessdesnauc
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Dokaz: = Ako postoji )I(Ian f(x) = L, onda vrijedi

(nI|_>mC>o ch=C) — (nI|_>mOo f(cn) = L)
za svaki niz (¢p)n u I'\ {c} pa posebno vrijedi za one kod kojih je
¢n < cionih kod kojih je ¢, > c.

Postoje limesi slijeva i sdesna i jednaki su L.

< Neka postoje limesi slijeva i sdesna i neka su jednaki (L).
Neka je (¢cn)n u I\ {c} proizvoljan niz za koji vrijedi lim,_..c ch = C
Ako je skup {c, > ¢} konacan tada je podniz niza (c,) definiran s

{cn < ¢} konvergentan. Ako oznacimo podniz s (ap), vrijedi
limp,a, = c. Jerje a, < cslijedida je

Iirr]n f(an) = L.
Niz (f(an)) je podniz niza (f(cp)) i razlikuju se za kona¢no mnogo
¢lanova. Niz (f(cp)) je konvergentan i ima isti limes kao niz (f(ap)) :
Iirr7n f(en) = L.
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Ako je skup {c, < c} konacan konvergencija niza (f(cp)) slijedi
analogno.

Ako su oba skupa beskonacna, tada s (a,) oznacimo podniz definiran
s {cn < ¢} i s (by) oznaCimo podniz definiran s {c, > c}.
Zbog postojanja limesa slijeva, niz (f(a,,)) je konvergentan i
Iirrp f(an) =
Zbog postojanja limesa sdesna, niz (f(b, )) je konvergentan i
Iim f(bp) =

Bududi da nizovi (f(an)) i (f(bn)) €ine potpunu particiju niza (f(cn)), a
oba su konvergentna i imaju isti limes, prema propoziciji (limes parnog
i neparnog podniza) i niz (f(c,)) je konvergentan i vrijedi

lim f(cn) = L.
Q.E.D.
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Limes funkcije Jednostrani limes u R

Propozicija
Neka je | C R otvoren interval i ¢ € |. Ako postoji )I('an f(x) tada je taj
limes jedinstven.

Dokaz: Neka je L = lim f(x).

X—C

Tada za svaki niz (c), za koji je
lim cp=c Ch# C
n—oo

vrijedi

lim f(ch) =L Cn # C.

n—oo

Jer je limes niza realnih brojeva jedinstven, L jedinstven. Q.E.D.
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Neprekidnost funkcije u tocki
Neprekidnost funkcije u tocki
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije u tocki

Definicija

Neka je | C R otvoren interval i tocka ¢ € I. Za funkciju f : [ — R
kazemo da je neprekidna u tocki ¢ ako postoji limes funkcije f u tocki
ci )I('an f(x) = f(c).

Funkcija je neprekidna na skupu / ako je neprekidna u svakoj tocki
cel
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije u tocki

Teorem (8.7. Cauchyjeva definicija)
Neka je | C R otvoren interval, ¢ € I i funkcija f : | — R.

Funkcija f je neprekidna u tocCki ¢ ako i samo ako vrijedi

(Ve>0)(F0 >0)(vxel) ((x—cl<d) = ([f(x)—fF(c) <e)).

Dokaz: Slijedi direktno iz definicije neprekidnosti:

postoji limes funkcije f u tocki ¢ i )I(@C f(x) = f(c);
i teorema 3.1. (Cauchyjeva definicija limesa):

(Ve > 0)(36 > 0)(vx € /)

((0< |x—c| <9)= (|f(x) - L| <e)).

Q.E.D.
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Cauchyjeva definicija neprekidnosti funkcije u toCki ima jasnu
skupovnu interpretaciju koja glasi:

Za svaki interval polumjera ¢ oko slike f(c) postoji interval polumjera §
oko c¢ koji se u njega preslikava, ij.

f({c—4d,c+0)) C (f(c) —¢,f(c) +¢e).
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Neprekidnost funkcije u togki
Primjeri neprekidnih funkcija.

Primjer
Pokazimo da je konstantna funkcija f : R — R,

f(x) = d, Vx € R,

neprekidna u svakoj tocki ¢ € R.

RjeSenje. Neka je ¢ € R proizvoljna i (¢s)s proizvoljan niz sa
svojstvom lim,c, = ci ¢, # ¢. Tada je

lim f(cn) = nImed =d = f(c).

n—oo
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije u tocki

Dokaz pomocu Cauchyjeve definicije neprekidnosti:

Jasno je da uvijek vrijedi implikacija

(Ve > 0) (36 > 0) (vx € /)
Xx—c|<d = 0=|d—-d|<e.
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije u tocki

Primjer
Pokazimo da je funkcija f : R — R,

f(x) =x, Vx e R,

neprekidna u svakoj tocki c € R. U

Neka je ¢ € R proizvoljna i (¢s)n proizvoljan niz sa svojstvom
limp,ch,=cicy#c. Tada je

nI|_>moo f(cn) = nll_)moo cn = c = f(c).
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije u tocki

Primjer
Funkcija f : R — R,
f(x) = |x|, Vx € R,

neprekidna je u svakoj tocki ¢ € R.

Neka je ¢ € R proizvoljna i (¢,)n proizvoljan niz sa svojstvom

limc,=c i cp#c.
n

Tada je

nll_)moo (cn) = nI|_>moo lcn| = || = f(c).
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Primjer
Pokazimo da je funkcija f : R — R,

F(x) = % vx € R\ {0},

neprekidna u svakoj tocki ¢ € R\ {0}.

Neka je ¢ € R\ {0} proizvoljna i (¢n)n proizvoljan niz sa svojstvom
Iirr7nc,,:c, ch#cC i cp#0.
Tada je

. . 1
nI|_>moO f(cn) = nll_)moo oo f(c).

Napomena. Uocite uvjet ¢, # 0.
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije u tocki

Primjer
Pokazimo da je funkcija f : R — R,

f(x) =x2, Vx eR,

neprekidna u svakoj tocki ¢ € R.

Neka je ¢ € R proizvoljna i (¢,)n proizvoljan niz sa svojstvom
Iirrpcn:c i cp#cC.

Tada je
lim f(cp) = lim c2 =c? = f(c).

n—oo
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Neprekidnost funkcije u togki
Primjeri funkcija koje imaju prekid.

Funkcija f : | — R ima prekid u tocki ¢ € I ako nije neprekidna u c.

To znaci da mozemo nadi niz (¢,)n u | C R takav da je
lime,=c
n

i da niz (f(cn))n ne konvergira k f(c).

Negacija Cauchyjeve definicije glasi
(Fe>0) (V6>0) (Bxel)

((x=cl<d) A (If(x) = f(c)| = €)).
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije u tocki

Primjer
Za funkciju sgn definiranu u primjeru 2 je jasno da je neprekidna u
svim toCkama osim u tocki 0.

Funkcija je prekidna u nuli jer ne postoji limes funkcije u nuli. |

wl
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Primjer
Funkcija f : R — R definirana s

1, xeQ,
f(x) =
0, x€Q.

je prekidna u svakoj toCki.

Nekajece Qif(c)=1.
Uzmimo niz (¢y)n iz R\ Q koji konvergirak c.
Tada je f(cy) = 0, pa niz (f(cn))n ne konvergira k 1.

Analogno, za ¢ ¢ Qi f(c) = 0, uzmimo niz (cp), iz Q koji konvergira k
C.

Tada je f(cn) = 1, pa niz (f(cn))n ne konvergira k 0. [ |
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije u tocki

Primjer
Funkcija f : R — R definirana s

x; xe€Q,
f(x) =
0; x<£Q.

je prekidna u svakoj toCki osim u tocki 0, gdje je neprekidna.

Dokaz je sli¢an kao u prethodnom primjeru.
ceQ — (fle)=c#0) —
Uzmimo niz (¢n)n iz R\ Q za koji ¢, — c.
= f(cn) =0—-0#c=Ilimecy

= niz (f(cn))n ne konvergira k f(c) (= c).
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije u tocki

c¢Q — f(c)=0
Uzmimo niz (¢n)n iz Q za koji ¢, — c.

= f(cp) =cn—c#0=f(c).

¢ =0 zaniz (cp)n koji konvergira k 0 i niz (f(cn))n konvergirak 0. W

éinjenica da je funkcija neprekidna u nekoj toCki ima utjecaj na
ponasanje funkcije u okolini te toCke. O tome se radi u slijedeéim
lemama.
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije u tocki

Lema (3.1.)

Neka je | C R otvoren interval, ¢ € | i funkcija f : | — R neprekidna u c.
Tada je f lokalno ogranicene oko c, tj. 3n > 0 i 3IM > 0 tako da je

Vx e l, (]x —c| <n) = ([f(x)| < M).

Dokaz: Iz Cauchyjeve definicije za ¢ = 1 postoji 6 > 0 takav da Vx € /
vrijedi

(Ix = ¢ < 8) = (IfC)] < [f(x) = f(e)| + [f(c)| < 1+ [f(c)]).

Dakle, tvrdnja vrijedizan =i M =1+ |f(c)|. Q.E.D.
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije u tocki

Lema (3.2.)

Neka je | C R otvoren interval, ¢ € | i funkcija f : | — R neprekidna u c.
Ako je f(c) # 0 onda funkcija lokalno oko ¢ cuva predznak, tj. postoji
0 > 0 tako da

@ U slucaju (f(c) > 0) vrijedi (|x — ¢| < &) = (f(x) > 3f(c) > 0),
) ) < 3f(c) < 0).

@ au slucaju (f(c) < 0) vrijedi (|]x — c| < 0) = (f(x

Dokaz: U slucaju f(¢) > 0 uzmimo ¢ = %f(c) > 0 pa dobijemo 6 > 0
takav da Vx € |,

(Ix = ¢ < 6) = (If(x) — f(c)| < %f(C)) =

— (- H(e) < 1(x) ~ 1(€) < 31(e)) = (1(x) > 1(c)).

U slucaju f(c) < 0 uzimamo e = —}f(c) > 0 i postupamo analogno.
Q.E.D.
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Limes funkcije Neprekidnost i operacije s funkcijama

Neprekidnost i operacije s funkcijama

Teorem (3.8.)

Neka je | C R otvoren interval, ¢ € | i neka su funkcije f,g : | - R
neprekidne u c. Tada vrijedi:

1. Za svaki \, i € R je funkcija A\f + ug neprekidna u c.
2. Funkcija fg je neprekidna u c.

3. Ako je g(x) # 0, Vx € I, onda je funkcija é neprekidna u c.
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Limes funkcije Neprekidnost i operacije s funkcijama

Korolar (3.1.)

Za svakin € N je funkcija f : R — R, f(x) = x", ¥x € R neprekidna na J
R.

Korolar (3.2.)

Svaki polinom je neprekidna funkcija na R. J

Dokaz: Polinom P(x) = ap + ajx + - - - + anx” je linearna kombinacija
potencija, pa je neprekidan po teoremu 3.8. Q.E.D.
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Limes funkcije Neprekidnost i operacije s funkcijama

Korolar (3.3.)
Svaka racionalna funkcija je neprekidna na cijelom podrucju definicije. J

Dokaz: Racionalna funkcija

je kvocijent neprekidnih funkcija, pa je neprekidna po teoremu 3.8.
Q.E.D.
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Limes funkcije Neprekidnost i operacije s funkcijama

Slijedeci rezultat se odnosi na uskladenost neprekidnosti i operacije
kompozicije funkcija.

Teorem (3.9.)

Neka su I, J C R otvoreni intervali, f : | -+ R, g : J — R funkcije za koje
vrijedi f(1) C J, tj. dobro je definirana funkcijago f: | — R.

Ako je funkcija f neprekidna u tocki ¢ € | i funkcija g neprekidna u

d = f(c) € J, onda je g o f neprekidna u c.

Dokaz: Neka je (cp)n proizvoljan nizu /'\ {c} takav da je lim, ¢, = c.
Jer je f neprekidna u ¢ postoji limp, f(cp) i

Ii,r7n f(cn) = f(c).
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Neprekidnost i operacije s funkcijama
Jer je g neprekidna u f(c), postoji
limg(dn) i limg(dy) = 9g(f(c))
za svaki niz (dp) za koji je lim, d, = f(c).

Posebno, postoji
lim g(f(cn))

lim g(f(cn)) = 9(f(c)).

Pokazali smo da za proizvoljni niz (¢h), u I'\ {c} takav daje lim,c, = ¢
postoji
lim g(f(cn))

lim g(f(cn)) = g(f(c))-
Q.E.D.
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Neprekidnost i operacije s funkcijama
Dokaz: (uz upotrebu Cauchyjeve definicije neprekidnosti)
Da bismo dokazali neprekidnost funkcije g o f po Cauchyjevoj definiciji,
uzmimo ¢ > 0 po volji.

Po pretpostavci o neprekidnosti funkcije g u tocki d za svaki e > 0
postoji n > 0 tako da vrijedi

(Vyed)((ly —d <n) = (l9(y) — 9(d)| <¢)).

Isto tako, iz pretpostavke o neprekidnosti funkcije f u tocki ¢ za svaki
n > 0 postoji § > 0 tako da vrijedi

(Vx e l) ((Ix —cl <) = ([f(x) — f(c)| <n)).
Sada imamo

(Vxel) (x—cl <d) = (f(x) - f(e)| <n) =
= (l9(f(x)) = g(f(c))| < £)),

dakle, g o f je neprekidna u c. Q.E.D.
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Neprekidnost i operacije s funkcijama
Neprekidnost eksponencijalne funkcije

Eksponencijalnu funkciju exp : R — (0, 4+o00) definirali smo pomocu
rastuce funkcije f : [0, +00) — (0, +00) koja je limes niza funkcija (f,)n:

1) = lim fo(x) = lim (1 + %)"

Teorem (3.10)
Funkcijaexp : R — (0, +o00) je neprekidna na R. J
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Limes funkcije Neprekidnost i operacije s funkcijama

Dokaz: Prvo ¢emo pokazati da je f neprekidna u 0.

Za x > 0 vrijedi

xX\" X X\ k
fnlx) = 1n(0) = (1+7) —1:nk§(1+n) .
Odatle je
X\ =1 fna(X)
000 = m(O) < I (1+7)" = X575

Za n — +oo dobivamo nejednakost

(%) = F(O)] < [xIf(x).

Zax<O0ije
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Limes funkcije Neprekidnost i operacije s funkcijama
paje

joxp() —exp(0)] = [t 1| = [0

f(—x) f(—x)
11(0) — f(|x])|
TR < [f(0) — f(Ix])| <

< [xIIf(0) — (Ix])-
Uzmimo sada ¢ > 0 po volji.
Cilj nam je pokazati da je
X[f(|x]) < e

za dovoljno mali x.
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Limes funkcije Neprekidnost i operacije s funkcijama

Funkcija |x|f(x) je produkt strogo rastucih funkcija na [0, cc) paje i
sama strogo rastu¢a. Usto je i bijekcija.

= Za dani ¢ postoji jedinstveni § > 0 takav da je
0 f(9) =e.
Zasvaki0 < x < dje
|x|f(x) < [6]f() =e.
Sada vrijedi
x -0 <d = |f(x)—1f(0) <|x|f(x)<|6|f(0) =¢

pa je exp neprekidna u 0.
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Limes funkcije Neprekidnost i operacije s funkcijama

Za funkciju exp vrijedi

eX — eC CX_C
pa postoji
lim e*
X—C
jer postoji
lim e*=¢ = lime¥ =% = 1.
X—C y—0
Jer je
lime* = lim ee* ¢ =€ lim eX ¢ =¢°
X—C X—C X—C
funkcija exp je neprekidna u c. Q.E.D.
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Limes funkcije Neprekidnost i operacije s funkcijama

Korolar (3.4.)
Hiperbolne funkcije su neprekidne na cijelom podrucju definicije. J

Dokaz: Funkcije sh i ch su linearne kombinacije funkcije exp i njene
kompozicije s funkcijom x — —x, pa su neprekidne po teoremu 3.9.

Funkcije th i cth su neprekidne kao kvocijenti od sh i ch prema teoremu
3.8. Q.E.D.
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Limes funkcije Neprekidnost i operacije s funkcijama

Teorem (3.11.)
Funkcija sin : R — [—1,1] je neprekidna na R. J

Dokaz: U primjeru 1 koristili smo nejednakost

Isinx| < x| za |x|< g
Sada za bilo koji ¢ € R imamo
|sinx —sinc| =2 |sin(X; % |cos(X;rC)| < 2‘X; C‘,
kada je [x — c| < 3.
[x—¢|

= lim |sinx —sinc| < lim 2 =0,
X—C X—C
tj.
lim sinx = lim sinc = sinc,
X—C X—C

§to znaci da je funkcija sinus neprekidna u tocki c. Q'E'6?'94



Limes funkcije Neprekidnost i operacije s funkcijama

Korolar (3.5.)
Trigonometrijske funkcije su neprekidne na cijelom podrucju definicije. J

Dokaz: Vrijedi

. T
cos X = sin(x + 5)’

pa je cos kompozicija neprekidnih funkcija te je neprekidna prema
teoremu 3.9.

Funkcije tg i ctg su kvocijenti neprekidnih funkcija pa su neprekidne
prema teoremu 3.8. [ |
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Neprekidnost funkcije na segmentu
Neprekidnost funkcije na segmentu
Jednostrana neprekidnost funkcije

Definicija

Neka je I C R otvoren interval i toCka c € .

Za funkciju f : I — R kazemo da je neprekidna slijeva u tocki ¢ ako
postoji limes slijeva funkcije f u tocki c i Xirg_ f(x) = f(c).

Funkcija f je neprekidna zdesna u tocki ¢ ako postoji limes zdesna
funkcije f u tocki c i Xinng f(x) = f(c).
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije na segmentu

Ako u Cauchyjevu definiciju jednostranog limes uvrstimo vrijednost

limesa jednaku f(c) dobijemo Cauchyjevu definiciju jednostrane
neprekidnosti:

f je neprekidna slijeva ako i samo ako vrijedi

(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € )

((0 < c—x<d) = (If(x) - f(c)| <¢)),
i fje neprekidna zdesna ako i samo ako vrijedi

(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € )
((0<x—c<d)= ([f(x) - f(c)| <e)),
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Neprekidnost funkcije na segmentu
Neprekidnost funkcije na segmentu

Definicija
Funkcija f : [a, b] — R je neprekidna na segmentu, ako je neprekidna
na otvorenom intervalu (a, b), te neprekidna zdesna u ai slijeva u b.

Analogno se definira neprekidnost na [a, b) i (a, b].
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije na segmentu

Teorem (3.12., Bolzano-Weierstrass)

Neka je funkcija f : [a, b] — R neprekidna na segmentu [a, b] C R.
Tada je f([a, b]) = [m, M] takoder segment.

Dokaz: Skripta.

Tvrdnja teorema moze se razdvoijiti na tri dijela:
1. fje ograniCena na [a, b], tj. postoje m = inf fi M = supf.
[a,b] [a,b]

2. Funkcija f postize svoj minimum i maksimum na |[a, b], tj. postoje
Xm, Xm € [a, b, f(xm) = mi f(xy) = M.

3. Za svaki C € (m, M) postoji ¢ € [a, b] tako da je C = f(c).
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije na segmentu

Korolar (3.6)

Za bilo koji n € N je funkcija f : [0, +00) — [0, +00) definirana s
f(x) = x" surjekcija.

Dokaz: Cilj nam je dokazati da je f([0, +00)) = [0, +00).

Pokazat cemo da za bilo koji C > 0 vrijedi C € R(f)

Za bilo koje prirodne brojeve n,m > 1 vrijedi m < m", pa je m < f(m).
Neka je C > 0 bilo koji broj.

Arhimedov aksiom = postoji m € N takav da je

f(0)=0< C<m<f(m).
f neprekidna na segmentu [0,m] = [0, f(m)] C R(f)

= CeR(f) = R(f)=]0,+00). Q.E.D.
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Neprekidnost funkcije na segmentu
U dokazima surjektivnosti logaritamske, hiperbolnih i area funkcija
koristili smo pretpostavku da je eksponencijalna funkcija surjekcija.
Sada smo u stanju to dokazati.

Korolar (3.7)
Funkcijaexp : R — (0, +o00) je surjekcija. J

Dokaz: Koristimo istu ideju kao u proSlom korolaru.
Pokazimo: n<2",vVneN. ( )
Zan=1: 1<2.
Neka je n < 2",
S
n+1<2"41<2"p2"=2.2" =21

Potencije su strogo rastuce naR, —

n<2"<e"=exp(n), VneN.
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije na segmentu

Neka je C > 1 proizvoljan.
—> Postojii n € Ntakavdan> C.

= exp(0) =1< C < n<exp(n).

exp je neprekidna na segmentu [0,n] —
= [exp(0),exp(n)] € R(exp)

= C € R(exp)

= [1,400) € R(exp).

exp(—x) , Vxel[0,+00) = (0,1] C R(exp).

~ exp(x)

Za0 < C<1postojine Ntakavdajel1/n< C, ....
Q.E.D.
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Limes funkcije Neprekidnost funkcije na segmentu

Korolar (3.8)
Funkcija sin : R — [—1, 1] je surjekcija. J

™

Dokaz: Funkcija sin je neprekidna na segmentu [-7, 5
T

5 = [-1.1] € R(sin).

— [sin(—g), sin(

Obratna inkluzija slijedi iz geometrijske definicije funkcije sin.
Q.E.D.
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija

Neprekidnost i monotonost, neprekidnost inverzne
funkcije

Teorem (3.13)

Neka je | C R otvoren interval, funkcija f : | — R monotona na I i
I' = f(I) otvoren interval. Tada je f neprekidna funkcija na I.

Dokaz: Neka je f rastu¢a funkcija. (Dokaz za padajucu funkciju je
analogan)

Pokazimo da je f neprekidna slijeva.

Neka je ¢ € [ proizvoljan.

Neka je (cp)n proizvoljan rastuéi niz takav da lim, ¢, = c.
chn<c = f(cyp) <f(c)
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija

frastuCa funkcija = (cn < Cn1 = f(Cn) < f(Cnit))
= (f(cn))n rastuci niz

= Niz (f(cn))n je ograniCen i rastudi

= Niz (f(cn))n je konvergentan.

Nekaje L = Ii,r7n f(cn)

ch<c = f(en)<flc) = L= Ii,r7n f(cn) < f(c)

Pretpostavimo da je L < f(c).

— Postojibe R, f(cy) <L<b<If(c).

= beR(f)jerbe (f(cn),f(c))y C T

—> postoji a € /takav daje f(a) = b

Zbog monotonostiod f: cp, < a< ¢, Vn

— c=limpc,<a<c

Kontradikcija!  Dakle, lim, f(c,) = f(c)

Q:E.D.
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija

Teorem (3.14)
Neka je | C R otvoren interval, funkcija f : | — R i l' = f(I).
1. Ako je f strogo monotona i neprekidna funkcija na I, onda je I
otvoren interval i f~' : I' — | neprekidna funkcija na I'.

2. Ako je f neprekidna bijekcija sa | na I', onda je f strogo monotona
funkcijana | i =1 : I' — | neprekidna funkcija na I'.
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija

Teorem (3.14b)
Neka je [a, b] C R segment, funkcija f : [a,b] — R i I' = f([a, b]).
1. Ako je f strogo monotona i neprekidna funkcija na [a, b], onda je I
segment i =1 : I' — [a, b] neprekidna funkcijana I'.

2. Ako je f neprekidna bijekcija sa [a,b] na I', onda je f strogo
monotona funkcija na [a, b] i f= : I' — [a, b] neprekidna funkcija
nal.

78/94



Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija

Teorem

Neka je f : (a,b) — R neprekidna funkcija u tocki c €< a, b >. Neka je
(cn)n C (a, b) takav da je lim ¢, = c. Tada vrijedi

Jim, f(en) = 1 (jim, er) -

Uocite da

n||—>moo f(Cn) =1 (n||—>moo Cn) '

ne slijedi direktno iz definicije limesa funkcije i neprekidnosti u tocki, jer
se u definiciji limesa funkcije zahtijeva da niz (¢,), zadovoljava i
Ch#cC, VneN.
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija

Dokaz: — Neka je f neprekidna u ¢ € (a, b).

Neka je (cn)n proizvoljan niz takav da je ¢, € (a, b) i lim, ¢, = c.
Niz (cn)n podijelimo na dva skupa:

{en|Chn=1c} i {cn|cCn#c}

Ako je prvi skup beskonacan, tada je odgovarajuci podniz niza (f(cn))n
konstantan niz (f(c)), i prema tome konvergentan i limes mu je jednak
f(c).

Ako je drugi skup beskonacan, on definira niz (an)n, podniz niza (¢n)n.

Jerjelimya, = ci ap # ¢, iz definicije neprekidnosti slijedi
limp, f(an) = f(c).

Niz (f(c))n je konvergentan i lim, f(c,) = f(c) = f(limn cp).
<= Neka vrijedi nIi_)mOO f(cn)=f (nli_>mC>O c,,) za proizvoljan niz (cp)n.
Onda posebno vrijedi i za ¢, # c. Q.E.D.
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus funkcija

Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus
funkcija

Korijen

Neparne potencije: neprekidne i strogo rastuce bijekcije s otvorenog
(beskonacnog) intervala R na R

= korijeni neparnih potencija su neprekidne funkcije

Parna potencija nije bijekcija — gledamo njenu restrikciju
f:]0,+00) — [0, +00)

koja je neprekidna i strogo rastuca bijekcija

— postoji inverzna funkcija = : [0, +00) — [0, +oc).

f ne ispunjava pretpostavke teorema 3.14. jer joj domena nije otvoren
interval (konacan ili beskonacan).

Zadovoljeni su uvjeti Teorema 3.14.b
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus funkcija
Trik koji e omoguciti primjenu Teorema 3.14. - ideja
dokaza Teorema 3.14b.

ProSirimo funkciju f do funkcije g : R — R na slijedeéi nacin:

(x) = x": x>0,
g\x) = x; x<0.
A

y
/
/
/
1
g—l //
7/
/
Ve
of -7 ¢
1 X
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus funkcija

g zadovoljava uvjete teorema 3.14.

= g ':R— Rjeneprekidna na R.
= " =g "|jo100 i€ restrikcija neprekidne funkcije,

— funkcija f~! je neprekidna na [0, +c0)
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus funkcija

Logaritamska funkcija

exp : R — (0, +o0) je neprekidna bijekcija

= In: (0,400) — R je neprekidna.
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus funkcija

Area funkcije

sh:R — Rith:R — (—1,1) su neprekidne bijekcije
— sh”":R—Rith™':(-1,1) = R su neprekidne

Funkcija
cth: R\ {0} - R\ [-1,1]

nema podrucje definicije interval, pa ne zadovoljava uvjete teorema
3.14.

Restrikcije
ctho : (—00,0) = (—o0,—1)
cthy @ (0,400) = (1,+00)
imaju neprekidan inverz
cth™' : (—o0,—1) = (—00,0)
Cthjr1 . (1,400) = (0, +00)
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus funkcija

Zato Sto su i domene i slike funkcija cth_ i cth, disjunktni skupovi,
vrijedi

_ [ cth_(x) ;x<0O
dm”_{cmgn x>0

a odatle slijedi

1,0 [ethT'(x) x < —1
dh(”_{am%n;x>1
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Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus funkcija

Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija

Arccth
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus funkcija

Bijektivna restrikcija od ch je

Ch: [0, +00) — [1,+00)

i nju proSirujemo do funkcije g : R — R:
_ f eh(x); x>0,
g(x)_{ x+1, x<0.

—  Ch™":[1,+00) — [0, +00) restrikcija neprekidne funkcije g,
pa je neprekidna.
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus funkcija

’
’
Y e
e
-
-
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7
’
, °)
’
’
’
s -1
’ 0 g
7 l x
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus funkcija

Arcus funkcije

Restrikcije

T T
<_§7§>
Ctg : (0,m) =R

Tg —R
imaju neprekidne inverze
-1 _ Tr
Tg = arctg :R— (— 5 2>
Ctg~' = arcctg : R — (0,7)
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus funkcija

1

i arccos = Cos ™! su inverzi funkcija

Sin [—g,g]%[—m]

Funkcije arcsin = Sin™

Cos : [0,7] — [-1,1]
pa su neprekidne prema teoremu 3.14b.
Za koristenje teorema 3.14, prosSirimo ih do neprekidnih bijekcija sa
otvorenog intervala na otvoren interval.

Definiramo g, h: R — R:

X+ 75— X< =7,
g(x) =< sinx —5 <x< 7,
x—-5+1 ;5 <x
[
—X+1 X <0,
h(x) =< cosx - < x <,
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus funkcija

Teorem 3.14. = funkcije g i himaju neprekidne inverze, pa su i
njihove restrikcije Sin~" = g|;_1.411 Cos™" = h|;_4 ) neprekidne
funkcije.

N
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Neprekidnost, monotonost i inverzna funkcija Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus funkcija

Teorem (3.15.)
Elementarne funkcije su neprekidne na cijelom podrucju definicije. J

Dokaz: Sve funkcije od kojih gradimo elementarne funkcije (potencije,
eksponencijalna funkcija, hiperbolne, trigonometrijske funkcije i njihove
inverzne funkcije korijeni, logaritamske funkcije, area i arcus funkcije)
su neprekidne su na cijelom podrucju definicije. Budu¢i da operacije
kojima od tih funkcija gradimo elementarne funkcije ¢uvaju
neprekidnost, to su elementarne funkcije neprekidne. Q.E.D.
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Prekid funkcije

Definicija

Neka je | C R otvoren interval i f : | — R. Kazemo da f ima u tocki

¢ € | prekid prve vrste ako u c postoje i lijevi limes f(c—) i desni limes
f(c+) funkcije i ako su oni razliCiti. Ostali prekidi su prekidi druge vrste.

Teorem (3.16.)

Neka je | C R otvoren interval i f : | — R monotona funkcija.
1. Monotona funkcija moZe imati samo prekide prve vrste.
2. Monotona funkcija ima najvise prebrojivo mnogo prekida.
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