2. NIZOVi



e el
Niz i podniz

Definicija
Svaku funkciju a: N — S zovemo niz u S. J

Za n € N piSemo a(n) = ap i nazivamo n-tim ¢lanom niza.
Oznaka za niz je (an)nen ili (an)n ili samo (ap).
Kodomena niza moze biti bilo koji neprazan skup. Nas ¢e najvise

zanimati sluCajevi kada je taj skup R, C, ili skup realnih ili kompleksnih
funkcija.



Primjeri nizova:

1. Niz (an)n s
1
an=—-, VneN,
n
je nizuR.
2. Niz (an)n s _
an:n+i, vn e N,
n
je nizuC.

3. Niz (an)n je niz realnih funkcija, gdjejeVne N, a5 : R - R
funkcija definirana s

an(x) =sinnx, VxeR.
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Definicija
Neka je (an)n U R.

Niz (an)n jerastuciakoVne N, a, < ap.1.

(
Niz (an)n je strogo rastuéiakoVne N, a, < api1.
Niz (an)n je padajuéiakoVne N, a,> ap,1.

(

Niz (an)n je strogo padaju¢iakoVneN, a,> ap,1.

Napomena. Ova definicija, iako se Cini slabijom, ekvivalentna je s
definicijom monotonosti funkcije.
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Definicija
Zaniz b: N — Skazemo da je podniz niza a: N — S, ako postoji
strogo rastu¢iniz p: N — Nu Ntakavdaje b= aop.

U oznakama (bn)n i (an)n za nizove pisali bismo

by = b(n) = (a° p)(n) = alp()] = ap(r) = @pr

Podniz nekog niza dobijemo tako da izbacimo neke ¢lanove polaznog
niza, a preostali ¢lanovi zadrzavaju prijas$nji medusobni poredak.
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Zadatak
Neka je (pn)n strogo rastuéi niz u N. Tada vrijedi V n € N, n < pj. J

Rjesenje. Dokazimo tvrdnju matematiCkom indukcijom.

Baza indukcije, Jasno je da vrijedi

1< py.

Pretpostavimo da za n € N vrijedi n < py.
Tada je

Pn+1 > Pn >N, Y. ppeq > n, pamorabiti ppp1 > n+1.



Limes niza u &
Limes nizau R

Definicija
Niz realnih brojeva (a,), konvergira ili teZi k realnom broju a € R
ako svaki otvoreni interval polumjera  oko toCke a sadrzi gotovo

sve Clanove niza.
Tada a zovemo granicna vrijednost ili limes niza (ap), i piSemo

a= lima, ili a=Ilimap.
n—oo n

Napomena. gotovo svi = svi osim konacno mnogo njih

Da je niz konvergentan, mozemo zapisati ovako:
(Ve > 0),(3n. e N),(VneN), ((n>n.)=(lan— a < ¢)).



a+e€

o
|
m
L B

ai dgde ds as as

Ako niz ne konvergira onda kazemo da on divergira.

/78



Neograniceni rast (pad) niza

Definiramo okoline od +oo kao intervale oblika (E, +oc0), gdje je E > 0.

Kazemo da niz (an)n u R divergira k +oo ako svaka okolina od +o0
sadrzi gotovo sve Clanove niza, tj.

(VE > 0),(3n. € N),(VvneN), ((n>n.)= (an > E)).

U tom slu¢aju mozemo govoriti 0 konvergenciji niza (an)n U
R = [—00, 4+00] i piSemo

lim a, = +o0.
n—oo

Analogno mozemo definirati

lim a, = —o0.
n—oo



Primjer
Pokazimo da niz (1), konvergira i

Hmlzo
nn

Uzmimo ¢ > 0 po volji.

Iz Arhimedovog aksioma slijedi postojanje m € N tako da vrijedi
m-e>1.

= zan> myvrijedine > me > 1.
= n. = mje trazeno rjeSenje.
Naime, V n € N,

1 1
n>n = ne>ne>1 = E<€ = ‘n—0‘<s.



Teorem (2.1)
1. Konvergentan niz u R ima samo jednu grani¢nu vrijednost.
2. Konvergentan niz uR je ogranicen.

Dokaz:
1. Pretpostavimo da konvergentan niz (a,), ima dvije grani¢ne
vrijednosti a,b € R, a # b.

= zae = |a— b| > 0 postoje na, np € N takvi da vrijedi
9 . e
(n>na):>(|an—a|<§) i (n>np) = (lan— b <§).

= zan. = max{ng, N} imamo

€ —
5 =
§to je oCita neistina. = limes mora biti jedinstven.

g
n>n€:>|a—b\§\a—an\+]an—b]<§+ e =|la—b|),
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2. U definiciji limesa uzmimo ¢ = 1.

= postoji n. € Ntako da
n>n. = |lap—al <1.
Sada za n > n. imamo
lan| < lan—al+lal < 1+]al.

Neka je
M = max{|ai|,...,|an.|, 1+ |a|}.

Tada vrijedi
VneN, |ay <M,

tj. niz je ogranicen. Q.E.D.
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Primjer
Sama ogranic¢enost nije dovoljna za konvergenciju niza.

Niz definiran s
a,=(-1)", vneN,

ti.niz —1,1, -1, 1, -1, 1, 11, —-1.1, —-1.1, ...

je oCigledno ogranicen.

1 nije limes jer za ¢ = % izvan intervala
[1-1/2,1+1/2]

se nalazi beskonac¢no ¢lanova niza.

To znaci da se unutar intervala ne nalaze gotovo svi ¢lanovi niza (iako
ih je beskonacno).

Iz istih razloga -1 nije limes.
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Za ocCekivati je da podnizovi niza nasljeduju dobra svojstva originalnog
niza.

Teorem (2.2.)

Svaki podniz konvergentnog niza u R i sam je konvergentan i ima istu
grani¢nu vrijednost kao i niz.
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Dokaz: Neka je (an)n konvergentan niz u R,

a= Iirrp an,
i neka je (ap,)n bilo koji njegov podniz.
Uzmimo bilo koji ¢ > 0.
a= Ii,r7n an = postoji n. € N takav da

n>n. = |ap—al<e.
niz (pn)n je strogo rastuéi nizu Nizadatak = VneN, p,>n.
= (YneN), (n>n.)= (pph>n.)= (lap, — al < e¢),

Dakle,
a= Ilrr,n ap,-

Q.E.D.
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Od interesa je naci jednostavno provjerive dovoljne uvjete za
konvergenciju niza.

Teorem (2.3.)
Svaki ogranicen i monoton niz u R je konvergentan. J

Dokaz: Neka je niz (ap)n rastuéi, . Vvne N,  a, < ap.1.

Ogranicenost rastuceg niza znaci ograni¢enost skupa
A= {an neN}
odozgo.

Postoiji
a=supAcR.
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Iz definicije supremuma skupa A imamo:
1.VneN, a,<a,

2.Ve>0,dn. e N, a—e<ay.
Iz 1.i2. irastaniza (a;), imamo Ve > 0, 3n. e N,V ne€ N,

n>n = a—-c¢<ay <ap<a<at+e = |lap—al <e.
Dakle,

nI|_>mOO ap =sup{an, : neN}.

Analogno se za padajuci niz pokaze nILm anp = inf{an; ne N}
Q.E.D.
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Primjer
Monotonost nije nuzna za konvergenciju niza.

Npr. niz
(=1)"

n

konvergira k 0, a nije monoton.
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Teorem

Neka je (an)n niz i neka su (azp)n i (azns1)n konvergentni podnizovi
tako da vrijedi
Iirr7n aop = Iirr7n ani1 = L.

Tada je i niz je (an)n konvergentan i vrijedi

lima, =1L
n

Dokaz: Neka je ¢ > 0 (proizvoljan).

(a2n)n je konvergentan = postoji ny € N takav da vrijedi
n>n = |ap—Ll<e
(@2n+1)n je konvergentan =  postoji n. € N takav da vrijedi
n>n = |ap1—L<e

Neka je n. veéiod 2ny i2n, + 1, npr. n. = max{2ny,2n, + 1}.
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Neka je n > n..

Ako je nparan, n = 2k tada
n>n — 2k>2n — k>n —
= |ax—Ll<e = Jan—Ll<e
Analogno, ako je n neparan, n = 2k + 1 tada
n>n — 2k+1>2n+1 — k>n —
= |a+1 — L <e = Jan—L|<e

Znaci
n>n = l|ap—L|<e

Q.E.D.
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Operacije s konvergentnim nizovima
Operacije s konvergentnim nizovima

Za nizove (an)n i (bn)n U R mozZemo definirati nove nizove
o (an)n i (bn)n = (an i bn)n
@ A an)h = (Man)nza XA € R,

@ (an- bn)n,

Skup nizova je vektorski prostor.

Kako se limes ponasa kod ovih operacija s nizovima?
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Teorem (2.4.)
Neka su (an)n i (bn)n konvergentni nizovi u R. Tada vrijedi:
1. Niz (an £ bn)n je konvergentan i

lim (an+ bp) = lim a, £+ lim by.
n—oo n—oo n—oo

2. Niz (an - bp)n je konvergentan i

(an-bn):nlim a,- lim by,.

lim
n—oo — 00 n—oo
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3. AkojeVneN, b, #0,i I|m b, # 0, onda je i niz (Z)
n

konvergentan i
lim an) _ M
n—oco \ by liMmp—oc bn
4. Niz (|an|)n je konvergentan i
lim |an| =| lim ap.
n—oo n—o0
5. Za X € R niz (\ap),, je konvergentan i

lim Aap, = A I|m an.
n—oo
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Dokaz: Neka su nlim an=a i lim b, = b.
—00

n—oo

1. (an) i (bn) konvergentni
= Zae > 0 postoje ny, n> € N takvi da vVn € N vrijedi,
(n>m) = (lan—a<3) i

(n>n5) = (Ibn—b| < 3).
= Zan. =max{ny, no} vrijedi

(n>n) = (\an—a|<g) [

(n>n) = (|bn—b\<§).
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Odavdije slijedi da
n>n. = l|ap+by—(a+b)| < |an—al+|bp—b| < %H%) — e,
tj. niz (an + bn)n je konvergentan i

n—oo n—oo n—oo

Analogno se dokazuje tvrdna za niz (a, — bn)n
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2. (an)n konvergentan = (ap)n ogranicen,

tj. postoji M > 0 takav da
VneN, |an <M.

(an) i (bn) konvergentni

= Zae > 0 postoje ny, no € N takvi da Vn € N vrijedi

g .
(n>n1) = (|an—a|<l\/’_|_|b|> |

(n>n) = <]bn b|<M+\b\>
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= Zan.=max{ny, N} je

(n>n) = <|an—a|< c )

M + |b|
e
(n>n;) = <|bn—b| < M+\b|>'
te (n>n.)=
|anbn - ab| - |anbn - anb + anbab| S

< |an|[bn — b + |an — al|b] <

<MM+yby M+|b||b| -
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3. Pokazimo da vrijedi

Zae = 'bl > 0 postoji ng € N tako da Vn € N,

2 ’nfig'

b
n>ng = |by,—b|< ’2| = |bp| >
Sada za proizvoljan £ > 0 postoji ny € N tako da vVn € N vrijedi

b2

(n>ng)=(lbh—b| <e—— 5 )-
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Uzmimo n. = max{ny, no}, pa vVn € N vrijedi

n>n = LI B ’< 5@ £

) by b|  |bn|lb] %|b\ '
Ilmﬁ lim( a ! limaplim-— = a1 _2
n b, n nbn N "n b, b b
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4. |1z nejednakosti
X =yl < |x =yl
slijedi
n>n = |lai—lal| < lan—a < e.

5. Tvrdnja slijedi direktno iz tvrdnje 2.

Za bilo koji A € R definiramo konstantni niz
bhr=X VneN.
Tvrdnja2. =
nILmOO Aa, = nIi_}moo bpan = nIi_)moo bn nli_>moo an = \a.

Q.E.D.
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Skup svih konvergentnih nizova u R je vektorski prostor.

Osim operacija, na skupu R imamo zadan uredaj <.

Konvergencija nizova je u skladu s tim uredajem.
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Teorem (2.5. teorem o sendvicu)
Neka su (an)n i (bn)n konvergentni nizovi u R.
1. AkojeV neN, a, < by, onda je

lim a, < lim bp.
n—oo n—oo

2. Ako je (cn)n niz za kojeg vrijedi

YvneN, a,<c,<b, i Ilm a,= Ilim b,=
n—oo

n—oo

onda je (cn)n konvergentan i

lim ¢, = c.

n—oo
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Dokaz:
1. Neka je niz (¢n)n konvergentan i takav da vrijedi

vneN, ¢, >0.

Tadaje lim ¢, =c¢ > 0.
n—oo

Kada bi bilo ¢ < 0, onda bi u okolini

c c
e 1% ot 9

bili gotovo svi Clanovi niza.
To nije moguce zbog ¢ + % < 0.

Sada za
Ch=Dbp—apn, VneN,

slijedi tvrdnja.

33/78



2. (an) i (bn) konvergentni i imaju isti imes ¢ =
Za e > 0 postoje nq, no € N takvi da vrijedi Vn € N,

(n>m) = (lan—c|<e) i
(n>m) = (lbh—c|<e).

= Zan. = max{ny, np} vrijedi
n>n = cCc—-ec<ap<ch<b,<c+e = |ch—c|<e.

Q.E.D.
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Primjeri konvergentnih nizova
Primjeri konvergentnih nizova

Primjer

Niz a, = e je konvergentan za svaki a > 0 i vrijedi
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Rjesenje. Cilj nam je pokazati da je a, proizvoljno malen.
Za bilo koji e > 0 Zelimo pokazati da je za dovoljno veliki n

—1

1 1
an<e +— —<eg <= n*>c¢ — N>c¢ @

nOé

Neka je ¢ > 0 proizvoljan.
Tada postoji n. € N za koji vrijedi  n. > ¢ .

Tada vrijedi

;
n>n — N>¢ a =— ap<e
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Primjer
Niz a, = n® divergira k +o0o0 za svaki a > 0 :

lim n® = 4+o00.
n—oo
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Rjesenje. Cilj nam je pokazati da je a, proizvoljno velik.
Za bilo koji E > 0 Zelimo pokazati da je za dovoljno veliki n
ahn>E < n*>E <+ n>E$

Neka je E > 0 proizvoljan.
Tada postoji ng € N za koji vrijedi  ng > Ex.

Tada vrijedi

,
n>n =— n>Es = a,>E
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Primjer
Niz a, = a" je konvergentan za svaki a, |a| < 1, i vrijedi

lim & =0.

n—oo
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Primjeri konvergentnih nizova
Rjesenje. Cilj nam je pokazati da je a, proizvoljno malen.
Promatramo |a" — 0| = |&"| = |a|" < € pa b.s.0. (bez smanjenja
opcenitosti) pretpostavljamo daje 0 < a< 1.
Za a = 0 tvrdnja je ocCita: a, = 0" = 0.

Za bilo koji e > 0 Zelimo pokazati da je za dovoljno veliki n

an<e <+<—= a8<e¢ <= nha<lne = n>n—

Neka je ¢ > 0 proizvoljan.

. e Ine
Tada postoji n. € N za koji vrijedi  n. > na
Tada vrijedi
Ine
n>n — n> m — an<e
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Primjer
Niz a, = &" divergira k +oo za svaki a > 1 :

lim a" = 4+o00.
n—oo
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Rjesenje. Cilj nam je pokazati da je a, proizvoljno velik.

Za bilo koji E > 0 Zelimo pokazati da je za dovoljno veliki n

In E

an>EFE <= &">E < nha>hE < n>rna

Neka je E > 0 proizvoljan.

InE
Tada postoji ng € N za koji vrijedi  ng > n=
nina
Tada vrijedi
InE
n>ne — n> — ap>E
nina
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Primjer
Vrijedi lim /n=1. J
n—oo

Rjesenje. Za bilo koji ¢ > 0 po binomnom teoremu je:

-1 n—1
(1+a)”:1+ne+n(nz)52+--~+5”>n 5 €2,

Uzmimo n. € N za koji vrijedi
(n. —1)e2 > 2.

Tada vrijedi

n
n>n. = (1+¢&)" >n
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odnosno
n>n = 1<n<(1+¢e)

Jer je funkcija x — /x strogo rastuéa:

(n>n)=1<Vn<1+e

44/78



Primjer
Za a > 0 vrijedi lim Va=1.
n—oo
UsluGaju1 < aje
1<a<n

za gotovo sve n € N, te

1<Va<Vn
za gotovo sve n € N.

Sada tvrdnja slijedi iz teorema o sendvicu.

Akoje a< 1ondaje l>1,paje

lim {7&:#:1,

n—oo . n 1
lim 4/ —
n—o0 a
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Primjer
, Inn . N
Niz a, = W je konvergentan i vrijedi

. Inn
im — =0.
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Rjesenje. Cilj nam je pokazati da je a, proizvoljno malen.
Za bilo koji e > 0 Zelimo pokazati da je za dovoljno veliki n
Inn 1
O<ap<e <— 0<T<5 — O<Innn<e
1 £
— 1<nn<e

Neka je € > 0 proizvoljan.
Jer je
lim n = 1
n
tada postoji n. € N za koji vrijedi
n>n — 1<nm < e

— O<ap<e
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Primjer

Niz a, = P je konvergentan za svaki «i @ > 1 i vrijedi

Napomena. Ovaj primjer pokazuje da eksponencijalna funkcija raste
brze od bilo koje potencije.

Napomena. Ako je a < 0 tvrdnja slijedi jednostavno iz prethodnih
primjera. Zato ¢éemo u dokazu razmatrati samo sluc¢aj « > 0.
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Rjesenje. Cilj nam je pokazati da je a, proizvoljno malen.
Promatramo slu€aj za o« > 0.

Za bilo koji e > 0 Zelimo pokazati da je za dovoljno veliki n

an<e <— ?<5 < alnn—nlha<lne

Ina Inn
— na|——-——]>—Ine

o n
Jer je
Inn
im— =0
n n
postoji ny takav da vrijedi
Inn 1lna
n>n — —<-—
n 2 o
Ina Inn_Ina Ina Ina
— - > =

o n - o 20 2a
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Za n > ny ée biti a, < € ako
Ina Inn Ina Ina
no | — — — > No— = NnN— > —lne
2a 2
—2lne

= n
Ina

Neka je ¢ > 0 proizvoljan.
Tada postoji n. € N za koji vrijedi

—2lne
Ina

n->n i n.>

Sada

—2lne Ina Inn
n>n =— n > - na|l——— | >—-lne =
Ina « n

— an<€

50/78



Primjer
an
Niz a, = o je konvergentan za svaki a € R i vrijedi

Ovaj primjer pokazuje da faktorijele rastu brze od
eksponencijalna funkcija.

Ako je |a| < 1 tvrdnja slijedi jednostavno iz prethodnih

primjera. Ako je a < —1 tada promatramo |a"| = |a|". Zato ¢emo u
dokazu razmatrati samo slucaj a > 1.
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Rjesenje. Cilj nam je pokazati da je a, proizvoljno malen.
Promatramo slu€aj za a > 1.

Za bilo koji e > 0 Zelimo pokazati da je za dovoljno veliki n

n
an<5<:>F<5 —

Neka je m > a (postoji takav m).

a’” aa a a a a
n 12 " " m—-1mm+1"""n
Oznacimo a_aa a a
12 7 " "m=-1m
Zak>mije
a<a
k ~m
a’ aa a a a a a a (3)”—"7
= - = — - < a— — =
n! 12 m—1mm+1 n m m
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Jer je
a . a\n—m
24 = lim (7) =0
m n \m
a" a\n—m a" a\n-m
—<a(—> , zan>m — I|m—<I|ma< ) =0
n! m n nl m
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Primjer
Nizovi

.1 n
an:<1+n> , VneN,

n
’
b":Zﬂv Vn e N,
k=0

su konvergentni i imaju isti limes.

Niz
dN
by=>" W YneN,
k=0
je oCigledno strogo rastuci.
Pokazimo da je i ograniCen, i da vrijedi
b, <3, VneN.
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N LU i konvergentrih nizova

Vrijedi
1 1 1
b+ _1+ﬂ+<m+”+m+UJ_

PR L <
2 3 (n+1)---3

cop oyl o =
2 2 3.2 n---2)

= 2+1(b—1)

— E n )

= Vrijedi rekurzija

1
er-1 <2+§(bn—1), VneN
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Tvrdnja slijedi indukcijom.
by =2 <3,

ivVneN,
1 1
b <3 = byt < 2+§(bn—1) < 2+§(3f1)=3~

= Niz (bn)n je konvergentan.
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Primjenom binomne formule na niz

1 n
an:<1+n> , VneN,

n
an - (
k=0

slijedi

k! nk
k=0
n
R SR CRA P CRLELY
f—o n n
n
1
< ﬁ:bn
k=0

= Niz (an)n je odozgo ogranicen.
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Zbog

za 0 < p < n, vrijedi
n
1 1 k—1
a1 = [Zk!(1_n+1>m<1_n+1>
k=0
1

NCES

> an,

(an)n rastucii ogranicen = (an), konvergentan.
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Sada za bilo koji ¢vrsti p € N i svaki n > p imamo

p
1 1 k-1
an>zk!(1—n)~--<1— - )
k=0

Prethodna nejednakost za n — oo daje

P 1 k—1 G
lima, > Iirmzk!<1—n)~-<1— - ) =D 4 = b
k=0 k=0
t.
nImean > bp, VpeN.
Odatle slijedi

lim a, > |lim b,.
n—oo n—oo
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Zbog ranije pokazane nejednakosti a, < bp, Vn € N, je

lim a, < lim by,
n—oo n—oo

= lim ap,= I|m bn.
n—oo

Ovaj limes oznac¢avamo oznakom e i

lim a, = I|m b, = e~ 2.71828182.
n—oo
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Primjer

_ n . S
Niz ap, = o je konvergentan i vrijedi

Napomena. Ovaj primjer pokazuje da n" raste brze od n!.
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Rjesenje. Promotrimo

m ! 1 1)n 1)n 1\"
- = (041 _ o )1(7t ) :(n+n) :(1+> 22
an1 T (n+1)!n n

Zadnja nejednakost vrijedi jer je (1 + 1/n)" rastuCi niz pa su svi ¢lanovi
niza veéi od prvog: 1+ 1/1)! = 2.
an 1

— <... <
2 — —2n+1

=  anp1 <

= Iirrp a, =0.
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Sazetak

0, a>0
400, a>0
0, |al <1
+oo, |a] > 1
1

1, a>0

0

0,

)

Vo, a > 1

Vv a

vV a

Vo
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Svojstva ograni¢enog niza

Lema (2.1.)
Svaki niz (an)n u R ima monoton podniz.

Dokaz: Neka je Ay, = {an; n > m}. Promatramo dva slucaja:

1. dm € N tako da skup A, nema maksimum.

2. Ym € N skup A, ima maksimum.
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1. slucaj. Bez smanjenja opcenitosti uzmimo da je m = 1.
(Aq nema maksimuma)

= VneN3dkeN k>n i ag> an.

Po¢nimos n=1.
Nademo prvi €lan niza iza a; koji je veci od njega.
Odredili smo p; takav da je ap, > a.

Sada promatramo skup Ap, .

Ovaj skup isto nema maksimum, jer kada bi ga imao, onda bi i
prethodni A; imao. M

Nademo prvi €lan niza iza ap, koji je veci od njega.

Odredili smo p, takav da je ap, > ap, . itd.

Dobivamo strogo rastuéi niz (p,), u N takav da je
ap, < @p,,,, VNEN,

tj. podniz (ap,)n je strogo rastuci.
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2. slucaj. Neka je by = max A;.

Nademo prvi maksimum.

ti. medu onim k € N za koje je ax = by uzmimo najmanji i ozna¢imo ga
S p1.

Sada gledamo Ap, 41.

Neka je by = max Ap, 41.

Vrijedi bo < by.

Uzmemo prvi maksimum.

i oznac¢imo ga s p;.

Vrijedi ap, < ap,, itd.

Tim postupkom dobijemo strogo rastuéi niz (p,), u N takav da je
ap, > ap,.,,, Vn € N, 1j. podniz (ap,)s je padajuci. Q.E.D.
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Korolar (2.2.)

Za konadéno nizova a), a®, ... al" postoji strogo rastuéi niz
p: N — N takav da su svi podnizovi aV o p,a® o p,...,aM op
monotoni.

U teoremu 2.1. i prijaSnjem primjeru smo vidjeli da je ograni¢enost
niza nuzna, ali ne i dovoljna za konvergenciju toga niza.

Slijedeci teorem govori o0 tome $to se ipak moze zakljuciti iz
ogranic¢enosti niza.
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Teorem (2.6. Weierstrass)
Ogranicen niz u R ima konvergentan podniz. J

Dokaz: Pomocu leme 2.1. mozemo naéi monoton podniz zadanog
niza.

Niz je ogranicen = svaki njegov podniz je ogranicen.

Podniz je ograni¢en i monoton = podniz je konvergentan (Teorem
2.3)) Q.E.D.
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Definicija
KaZemo da je o € R gomiliste niza (a,), realnih brojeva, ako postoji
podniz (ap,)n Niza (an)n» takav da vrijedi nILm ap, = a.

Iz definicije slijedi da je o € R gomiliSte niza (a,), ako i samo ako
Ve > 0 okolina (o — ¢, a + €) sadrzi beskonacno ¢lanova niza.
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Primjer
i
i

fif.

iv.

Svaki ograniceni niz ima barem jedno gomiliste u R.

Svaki konvergentan niz ima to¢no jedno gomiliste, a to je grani¢na
vrijednost.

Niz iz primjera ??. ima to¢no dva gomilista jer je (—1)2" — 1
(—1)2r=1 — 1.

Skupovi N i Q su ekvipotentni, tj. postoji bijektivni niz r : N — Q.
Tada je R skup svih gomili§ta niza (r,)n, tj. svaki realan broj je
limes nekog niza racionalnih brojeva.

Niz (n), nema niti jedno gomiliste u R.
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Eksponencijalne funkcije na R
Eksponencijalne funkcije na R

Definirat ¢emo eksponencijalnu funkciju exp : R — (0, +00) kao limes
niza funkcija.

Za svaki n € N definiramo funkcije f, : [0, +00) — (0, +00) tako da
vrijedi
X n
)= (1+5) . vxe[0,+).

Definicija

KaZemo da niz funkcija (f,)n, gdje su f, : I = R, | C R, konvergira
obicno ili po tockama k funkciji f : / — R na intervalu /, ako niz
brojeva (fn(x))n konvergira k f(x), ¥x € .
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Propozicija (2.2.)
Niz funkcija (f,)n, gdje su f, : [0, +00) — (0, 4+00), n € N, definirane s

hx) = (1+%)", vxeo +oo).

konvergira na skupu [0, +oco). Funkcija f : [0, +o00) — (0, +00),

f: Ilm fn,
n—oo
zadovoljava :
1. f(0) =1,
2. f(1)=e,

3. f(x+y)=Ff(x)f(y), Vx,yel0,+00).
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Dokaz: Uzmimo x > 0 i pokazimo da je niz f,(x), strogo rastuci i
omeden.

Vrijedi
n k n k
ny\ x n X
w0 = ()T
= k) n kZOk!(n—k)!n
" Ann=1)-...-(n—k+1) ,
k=0 """
n
1 1 k—1\ «
) (1) e
k=0
n
1 1 k—1\ 4« X1
< kz:(:)k|<1—n+1><1—n+1)x +7(n+1)n+1_
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= (fa(x))n je strogo rastuci niz.

Neka je m € N takav da je x < m. Tada je =
fa(x) < fo(m), VneN.

Za podniz (f,m(m)), strogo rastuceg niza (f,(m)), vrijedi

U primjeru je pokazano f(1) <3, VneN,
= fao(x) <3™, VneN.
Niz je ograniCen i rastuci

= Niz (fa(x))n je konvergentan Vx € [0, +o0).
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f(0)=1"=1 = £(0)=1limf,(0) =lim1 =1

fo(1) = (1 +n)n = (1) = limfy(1) = lim (1 +:,>n: e

3. f(x +y) = f(X)f(y). Vx,y € [0, +00)
Za x,y > 0 imamo

<1+z>(1+%)_(1+x;:y+?2/)2(1+X:y>.

75/78



Vrijedi
X\ y\" x+y\"
(D el (1) -
n n
= <1+X+y+X}2/> —<1+X+y> =
n n
n—1 n—1—k k
_ )% <1+x+y+X};> <1+x+y> 7
n n n
k=0
= n n n
X y X+y
0 < (1+%)"(1+%) _(1+ : ) <

IN
RIS
—
S
Ny

>
L
=

+
S
N

>
L
gl

A

IN
<
—
4
| X
N
>
L
—
I'<
N
T
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Sada iz prethodne nejednakosti za n — oo dobijemo

(0300 )= (10257 o

odakle slijedi svojstvo 3. Q.E.D.

Sada definiramo funkciju exp : R — (0, +o0) na slijedeci nacin:

exp(x) =4 |

PokaZimo da vrijedi

exp(x +y) = exp(x) exp(y), Vx,y € R.
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Dokaz ovisi o predznaku x i y.
x > 0, y > 0 Direktno iz Propozicije 2.2.:

exp(x +y) = f(x + y) = f(x)f(y) = exp(x) exp(y)

x < 0, y < 0 Direktno iz Propozicije 2.2.:

1
exp(X+y) = f(—(X+y

x>0,y<0, x+y>0

fx)=fx+y+(-y)) =f(x+y)(-y)

el y) = Fx+y) = 106) 5 = xplx) exply).

x>0, y<0, x+y <0 — analogno.

x<0,y>0 x+y<0ix<0,y>0, x+y>0 — analogno.

) f(—x)1f(_y) = exp(x) exp(y)-
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