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|
Pravila ocjenjivanja

@ testovi (kontinuirano pracenje nastave) - svaki tiedan
@ Kolokviji - sredina i kraj semestra
@ Uvjet za potpis: 30% bodova iz testova ili kolokvija

@ Ocjena: Gleda se bolji rezultat testova ili kolokvija.

Skala:
Bodovi Ocjena
0% — 49% 1

50% — 59% 2
60% — 74% 3
75% — 89% 4
90% — 100% 5
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Pravila ocjenjivanja

Popravni kolokvij - MoZe se ispravljati jedan ili oba kolokvija.
Ocjena se moze povecati samo za jednu ocjenu.
Odrzava se na kraju semestra.
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1. SKUPOVI | FUNKCIJE



Pojmovi
@ skup
@ element ili ¢lan skupa
su osnovni pojmovi koji se ne definiraju.

Intuitivno, pojam skupa predstavlja cjelinu koju ¢ine elementi ili clanovi
tog skupa.

Skupove najcesce definiramo
@ Nabrajanjem €lanova skupa: A = {1,2,3}

@ Navodenjem svojstva ¢lanova skupa: B = {x : x> — x = 0} ili
B={x|x? - x =0}

Oznake:
@ ac A-ajeelement skupa A
@ a¢ A- anije element skupa A
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Aksiom

Aksiom (gr¢. aksios - nacelo, tvrdnja) je polazna tvrdnja koja se smatra
istinitom i koja se ne dokazuje. |z nje se logCkim sredstvima izvode
(deduciraju) slozenije tvrdnje (teoremi).

Formulacija aksioma mora zadovoljavati sljedeca tri principa:

@ princip neovisnosti - aksiomi medusobno moraju biti neovisni i
jedan se pomoc¢u drugoga ne smije moc¢i dokazati

@ princip neproturjecnosti - aksiomi ne smiju biti medusobno
kontradiktorni

@ princip potpunosti - svaka matematicka teorija mora imati dovoljan

broj aksioma da se moze izgraditi cijela teorija. Cesto se inzistira
da aksiomatska izgradnje bude minimalna.
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AKSIOMI ELEMENTARNE TEORIJE SKUPOVA

(O) Aksiom obuhvatnosti:
Ako su Ai B skupovi sastavljeni od jednih te istih elemenata onda
se oni podudaraju, tj. A= B onda i samo onda ako vrijedi

Vx((x € A) & (x € B)).

(A) Aksiom unije:
Za bilo koje skupove A i B postoji skup kojem su elementi svi
elementi skupa A i svi elementi skupa B i koji ne sadrzi druge
elemente, {j.

VAYB3C(Vx((x € C) < ((x € A) V (x € B)))).

(B) Aksiom razlike:
Za bilo koje skupove A i B postoji skup kojem su elementi oni i
samo oni elementi skupa A koji nisu elementi skupa B, tj.

VAYB3C(Vx((x € C) & ((x € A) A (x & B)))).
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AKSIOMI ELEMENTARNE TEORIJE SKUPOVA

(C) Aksiom egzistencije (postojanja):
Postoji barem jedan skup.

Aksiom A definira operaciju unije: AU B a aksiom B operaciju razlike:
A\B.

Presjek mozemo definirati kao:

AN B = A\(A\B).
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Inkluzija i prazan skup

Definicija
Za skup A kazemo da je podskup skupa B ako
Vx ((x € A) = (x € B)).

Tada pisSemo A C Bili B2 A.
Ako je AC Bi A # B, skup A zovemo pravim podskupom skupa
B.
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Primjer

Ocito je skup A = {2,3,5} sadrzan u skupu B = {1,2,3,4,5,6}.

Provjerimo to koristeéi definiciju podskupa.

A={2,3,5} B=1{1,2,3,4,5,6}
2cA i 2¢B

3cA i 3¢B
5cA i 5B
Pokazali smo:

Vx((x € A) = (x € B))

t.
ACB
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Primjer

Neka je A = {x : x je primitivni broji manji od 10} i
B = {x : x je rjeSenje jednadzbe x* —17x3 +101x2 —247x +210 = 0}.
Pokazite daje A C B.

A=1{2,3,57}

2cA i 24 -17.-224+101.22-247.2+210=0=>2¢B
3cA i 3*-17-33+101-32-247-3+210=0=3¢cB
5¢A i 5%*-17-5%+101-52-247.5+210=0=5¢B
7cA i 7*—17-7°4+101.72-247.74+210=0=7¢B
Pokazali smo:

Vx((x € A) = (x € B))

tj. ACB
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Propozicija
Vrijedi

(ACB)i(BCA) < A=8B.

Dokaz:

=

(ACB)i(BCA) = (xeA)=((xeB))i(xeB)=

=

=

(x € A) =

= (xeA)e(xeB) = A=8B

A=B = ((xeA)s(xeB)

(x € B))i((x € B) = (x € A))

=

=
(

(xeA) =

CB)i(BCA)

Q.E.D.
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Navedimo i dokazimo najvaznija svojstva inkluzije.
Tranzitivnost inkluzije

(ACB)A(BS C)=(AC C), (1)

slijedi iz (??) i tranzitivnosti implikacije.
Unija skupova sadrzi svaki pojedini skup, a presjek je sadrzan u
svakom pojedinom skupu, {j.

ACAUB,BCAUB, (2)
ANBCA,AnBCB. (3)

Inkluzije (2) slijede iz tautologije p = p V @, a inkluzije (3) slijede iz

pAQ=p.
Razlika dva skupa je sadrzana u skupu kojeg umanjujemo : A— B C A.
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Propozicija
Relaciju inkluzije moZemo definirati pomocu jednakosti i jedne od
operacija U iliN.

ACB+ (AUB=B)<= (ANB=A). 4)

Dokaz: Ako je A C B onda vrijedi
Vx ((x € A) = (x € B)).

Pomocu tautologije
(p=9)=((PVQq) =q)
slijedi
(xe A)v(xeB))= (x € B).
Sto dokazuje AU B C B.

Zbog (2) slijedi prva ekvivalencija u (4).
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Analogno, koristeci tautologiju
(p=9q)=(p=(PNQ))

imamo
ACANB,

odatle zbog (3) imamo drugu ekvivalenciju u (4). Q.E.D.
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Po aksiomu (B) postoji barem jedan skup A.
Tada postoji i skup A — A.

Zbog
xeA-A) s (xcAN-(xecA)<=0

slijedi da taj skup ne sadrzi niti jedan element.

Kada bi postojala dva skupa Z; i Z> s prethodnim svojstvom, izjava
VX (x € Zy & x € Zp)

bi bila istinita jer su obje strane lazne.
Odatle po aksiomu (O) slijedi Z; = 2.

Zbog jedinstvenosti skupa s prethodnim svojstvom koristimo oznaku ()
za taj skup.

Dakle, Vx(x£0), t. (xec0)« 0.
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Buduci je implikacija s laznom premisom uvijek istinita to vrijedi
Vx (xeld=xecA)

iz Cega zakljuCujemo
VA(D C A).

Iz
xe(AUD) & (xe A)v(xeld)=(xeAVO=(xeA)

zakljuujemo
AU CA,

$to zajedno s (2) daje AU D = A.
Analogno dobijemo AN ( = 0.

Skupovi A i B su disjunktni ako nemaju zajednickih elemenata, tj.
ANB=4.
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Skup koji nema niti jednog €lana zovemo prazni skup i oznacavamo s

0.

Kazemo da je skup A podskup skupa Bi pisemo A C B, ako je svaki
element t € A ujedno i element skupa B, ij.

vt, (t € A) = (t € B).

Posljednja izjava je napisana pomocu logickih znakova i glasi:
"za svaki t, t element od A povladi (slijedi) t element od B".

Znak V (za svaki) je logicki kvantifikator (univerzalni kvantifikator), i on
opisuje opseg izjave koja iza njega slijedi.

Znak = je logicki veznik koji zovemo implikacija.
On povezuje dvije izjave i Citamo ga "slijedi, povladi, ako - onda".
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Drugi logicki kvantifikator je 3, kvantifikator egzistencije ili postojanja.
Npr. izjava Ja (a € A), "postoji element a koji je u skupu A", kazuje da
skup A ima barem jedan ¢lan, tj. A # 0.
Pored navedenih kvantifikatora koristimo jo$ slijedecCe veznike ili
logicke operacije:

@ A, & (konjunkcija) koji odgovara jezicnom vezniku "i",

@ V (disjunkcija)je veznik "ili",

@ & (ekvivalencija) ¢itamo "ako i samo ako", "onda i samo onda" i
slicno.

Navedeni veznici odgovaraju pojedinim operacijama sa skupovima.

Operacija presjek skupova A i B u oznaci AN B odgovara vezniku "i", a
njen rezultat je skup koji sadrzi one i samo one ¢lanove koji su ¢lanovi
skupa A i skupa B, tj.

Vi(te AnB) < ((te A)A(te B)).
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Operacija unija skupova A i B u oznaci AU B odgovara vezniku "ili", a
njen rezultat je skup koji sadrzi one i samo one ¢lanove koji su ¢lanovi
skupa A ili skupa B, ij.

Vt(te AUB) < ((te A)V (t € B)).

Ako veznik < povezuje dvije izjave, onda su one jednako vrijedne,
obje su istinite ili su obje lazne.
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Skup prirodnih brojeva (N)

N={1,2,3,4,5.6,...}

Je li ovo dovoljno za opis skupa prirodnih brojeva?
U skupovima nije bitan poredak:

{a,b,c} ={c,a b}, {1,2}={2,1}.

Mozemo li napisati
N=1{2,1,4,3,6,5,...}?
Ovo nije uobicajeno.
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N={1,2,3,4,586,...}
U skupu N elementi su poredani po redu.
Iza svakog broja dolazi to¢no odredeni broj (sljedbenik).
Svakom ¢lanu skupa N pridruzen je to€no jedan sljedbenik.
Moze li neki broj biti sljedbenik dva broja?  NE!

Ako su sljedbenici dva elementa iz N jednaki, tada su i ta dva
elementa jednaka.
s(m)=s(n)=m=n

Imaju li svi brojevi sliedbenika?  NE!

1 nije sljedbenik niti jednog prirodnog broja.
(VneN) (s(n) #1)

Ovime smo naveli neka bitna svojstva skupa N.
Opisuju li ona potpuno taj skup?

Peanovi aksiomi
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Peanovi aksiomi

N1 1 eN.

N2 Postoji pridruzivanje s koje svakom elementu skupa N pridruZi
to¢no jedan element skupa N (sljedbenik).

N3 s(m)=s(n)=m=n
N4 1 nije sljedbenik niti jednog elementa iz N, tj. (vne€ N) (s(n) # 1)
N5. Aksiom matematicke indukcije:

Neka je S C N takav da vrijedi:

1) 1€S,
2) VvneN, (ne S) = (s(n) € S).
Tada je S =N.

Skup koji zadovoljava aksiome (N1)—(N5) nazivamo skupom prirodnih
brojeva i oznaCavamo s N.
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Primjer.
Pokazite da za svaki n € N vrijedi

~_ nn+1)

Mozemo provijeriti da je
1 = 1=
1+2 = 3=
1+24+3 = 6=
Kako pokazati da to vrijedi za sve n € N?
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Rjesenje. Definirajmo skup
S = {n € N: nzadovoljava jednakost}.

Iskoristit éemo aksiom matematiCke indukcije da pokazemo da je
S=N.

1. baza indukcije Pokazimo daje 1 € S:
Zan=1je

:
-2
Sk=1-15
k=1
pa jednakost vrijedi za 1,t.j. 1 € S.
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2. Korak indukcije Pokazujemo da vrijedi: n€ S=n+1¢ S

Kre¢emo od pretpostavke da je n € S:

nesS = ZK_L”

n+1

= ) k= +(n+1)= +(n4+1)=

() (n+2) (e [(n 1)+ 1]
= 2 = 2

= n+1e8

Prema aksiomu indukcije je S = N, t.j. jednakost vrijedi za svaki n € N.
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Binomni teorem
Teorem
Za proizvoljine a,b € R i n € N vrijedi

n

(a+b)"=>" ( Z > apk

k=0
gdje je
ny n!
k ) kli(n—k)"
Teorem tvrdi da je
(a+b)' = 1.a+1-b
(a+b? = 1.22+2-ab+1-b°

(a+b)P® = 1.82+3-2°b+3-ab’>+1-b°
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Dokaz. Dokaz provodimo matemati¢kom indukcijom.
Oznacimo S = {n € N : teorem vrijedi za n}

1. Baza indukcije. 1 € S jer

(8)20!(1110)!:11.1 =1

(1)21!(1111)!:11.1 =1

(a+b)1:1-a+1-b:(

paje

O —
N—
m_.
%
_I_
7N
—_ -
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2. Korak indukcije. Pretpostavimo da je n € St.j. da vrijedi

Sada je

(a + b)n+1

n

(a+b)"=>" ( Z ) aprk

k=0
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= ( ) n+1b0+z</_1>albnl+1+
n K pn+1—k n 04t _
+Z<k>ab +<O)ab =
k=1
_ n+1 . n n K pn+1—k n+1
= a +Z[(k_1>+(k)]ab +b

k=1
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Izraéunamo

(kf1>+<2’> B (k_1)!(f,"_k+1)!+(k)!(ﬂ!_k)!=

i 1 1
= k=1)i(n—k) <n—k+1 +k> =
n n+1

(k=1 (n—K)!'(n—k+1)k
B nl(n+1) B
(k—1)k(n—kK)!(n+1—k)

(n+1)r
kK(n+1—k)!

- (1)

Uvrstimo ovo u prethodni izraz.
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n
(a+b)n+1 — an+1 +Z akbn+1fk+bn+1 _
n
bn—H +Z akbn—H—k + an—H _

- pnt1 +Z< n+1 >akbn+1kJr

+ atp’ =

1
_ i( ”:1 >akbn+1—k

k=0
Dakle, formula vrijediizan+1,tj. n+1 € S.

Ovime smo pokazalida vrijedi ne S=n+1¢S.

Uz prethodno pokazano da je 1 € S pokazali smo da je S = N t.j. da
tvrdnja vrijedi za svaki n € N. Q.ED..



Bernoullijeva nejednakost.

Teorem
Za proizvolini x € R, x > —1 iVn € Ng = NU {0} vrijedi

(1+x)">1+ nx.

Dokaz: Dokaz provodimo indukcijom.

1. Baza indukcije. Zan=0je
(1+x°=1=1+0-x

pa tvrdnja vrijedi.
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2. Korak indukcije. Neka tvrdnja vrijedi za n € Ny, t.].
(1+x)">1+ nx.

tada je

Y

14+ nx=
(1+x)(1+x)">
(1+x)(1+nx) =
14+ (n+1)x+nx® >
14+ (n+1)x

(1 + X)n+1

AV

v

Dakle, nejednakost vrijediiza n+ 1.

Pokazali smo da
@ tvrdnja vrijedizan=10
@ ako tvrdnja vrijedi za n da tada vrijediiza n+ 1
Time smo pokazali da tvrdnja vrijedi Vn € Np. Q.E.D.
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Zbrajanje.

Pomocu funkcije sljedbenik definiramo binarnu operaciju zbrajanja:

vnmeN, n+m=s(s(s(...s(n)...))) = sM(n).
m

Asocijativnost
(VnmkeN),n+(m+k)=(n+m)+k

Komutativhost
(Vn,meN),n+m=m-+n.
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Uredaj.

Mozemo definirati relaciju strogog uredaja < tako da kazemo
vneN, n<s(n).
tj.
1<2<3<---<n<n+1<---.

Uredaj <:

(n<m & (n<m)v(n=m)).

Na N imamo zadanu algebarsku strukturu i ureda;.

Mozemo li rijeSiti jednadzbu oblika a+ x = b, gdje su a, b € N?
MoZemo li tu jednadzbu rijesiti u skupu N za svaki izbor brojeva
a,b e N?
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Skup cijelih brojeva (Z)

Skupu N dodajmo broj koiji je prethodnik broju 1. Oznacimo ga s 0.
Dakle, s(0) =1,1.,0+ 1 =1.

Lako se vidi da je
(VneN) (n+0=n).

0 je neutralni element za zbrajanje ili nula.
| dalje nije moguce rijesiti svaku jednadzbu oblika a + x = b.

Za svaki n € N definirajmo element —n sa svojstvom
n+(—n)=0.
Takav element —n nazivamo suprotnim element od n.
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Definirajmo skup —N:
—N={-n:neN}

Elemente skupa —N poredajmo u obrnutom poretku od njihovih
originala u skupu N:

(Yvn,meN) ((n<m)= (—-m< —n))

Definirajmo skup

7 =-NU{0}UN.

Z={..,—n,...,—2,-1,0,1,2,....n,...}

Skup Z nazivamo skupom cijelih brojeva.
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Zbrajanje.

Na Citav skup Z mozemo proSiriti i operaciju zbrajanja.
Za —m,—n € —N stavimo —n+ —m = —(n+ m).

Za —m € —N, n € N promatramo dva slucaja.
Akoje (n>m)= 3k € {0} UN, n= m+ k, pa stavliamo —m+ n = k.

Akoje (m>n)= 3k € {0} UN, m= n+ k, pa stavljamo
—m+n=—K.
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Skup Z sa operacijom + je algebarska struktura sa svojstvima:

1. Vab,ceZ,a+ (b+c)=(a+ b)+ c (asocijativhost).
2.30€Z,VacZ,0+a= a+ 0= a(neutralni element).
3.VaeZ,3 —acZ,a+—a= —a+ a= 0 (suprotni elementi).
4. Y abeZ,a+ b= b+ a(komutativhost).

Strukturu (Z, +) koja zadovoljava svojstva 1., 2. i 3. zovemo grupa.
Ako vrijedi i svojstvo 4., zovemo je komutativha (Abelova) grupa.

To je osnovna algebarska struktura u kojoj je uvijek rjeSiva jednadzba
a+x=>b.
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Skup racionalnih brojeva (Q)

Na skupu N mozemo definirati i drugu binarnu operaciju koju nazivamo
mnozenije.
Za Vv n,m € N stavimo

n-m=n+n+---+n.
| Gy ——

ProSirenje na skup Z:
-n,—me =N, (-n)-
—-me -N,neN, n-(—-m)=—(n-
Lako se pokaze:
@ asocijativnost,

@ komutativnost
@ i u skupu Z postoji neutralni element za mnozenje 1, tj.
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Promatrajmo sada rjeSivost jednadzbe
a-x=>b za abecl.

Ve¢ za a=ne Nib=1tajednadzba nema rieSenje u Z.

Broj x za koji vrijedi nx = 1 nazivamo reciproc¢ni element od n ili
inverz od n za operaciju mnozenje i oznacavamo s

=l
n
ProSirimo skup Z sa svim moguc¢im rjeSenjima jednadzbe nx = m, gdje
jeneNimelZ.
Dobivamo skup
Q:{%; neN, meZ}
koji zovemo skupom racionalnih brojeva.

Prikaz racionalnog broja u obliku 7 jedinstven ako su brojevi mi n
relativno prosti, tj. nemaju zajednickog djelitelja razlicitog od 1 ili —1.
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Operaciju mnozenje na skupu Q definiramo tako da za

m m m m mm
vV —,— €Q, stavimo — - — = € Q.
n’'n Q n n nn Q
Skup racionalnih brojeva bez nule, s operacijom mnozenja (Q,-) je
komutativna grupa.

Nula nema recipro¢nog elementa, tj. s nulom nije moguce dijeliti.

Operaciju zbrajanje je moguce proSiriti sa skupa Z na skup Q na
slijedeéi nacin:
m m m  mn+mn

m
V—, — € stavimo — 4+ — = ———— c Q.
n'n Q n n nn' Q

Operacije zbrajanja i mnozenja su povezane svojstvom distributivnosti
mnozenja prema zbrajanju:
VnmkeQ, n(m+k)=nm+ nk.

Struktura (Q, +, -) s gore navedenim svojstvima naziva se polje.
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Uredaj sa skupa Z se jednostavno proSiruje na skup Q:

m m’ - m_m
v —,— € Q, definiramo < — pv s mn < mn.

Ta relacija ima slijedeca svojstva:
1. VaeQ, (a< a), (refleksivnost).
2. Va,beQ, (a<b)A(b<a)= (a=b), (antisimetricnost).
3.Vab,ceQ (a<b)A(b<c)= (a<c), (tranzitivnost).
4. VabeQ, (a<b)Vv(b<a), (linearnost ili totalnost).

Ako uredaj zadovoljava samo svojstva 1., 2. i 3. zovemo ga parcijalni
uredaj. Ovaj uredaj je u suglasju s operacijama zbrajanja i mnozenja.

Vrijedi

1. VabeQ (a<b)=(VceQ(a+c<b+70)).
2.VabeQ, (a<b)= (Vc >0 (ac < bc)).

2/ VabeQ (a>0)A(b>0))= (ab>0).
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Aksiomi skupa racionalnih brojeva

Zbrajanje

A 1. Asocijativnost zbrajanja:
Vx,y,z€Q, X+y+z2)=x+y)+z

A 2. Postoji neutralni element 0 (nula):

FJ0eQ, Vx €Q O+x=x+0=x.
A 3. Svaki element iz Q ima inverz za zbrajanje (suprotni):

Vx € Q, 3(—x) € Q, X+ (—=x)=(—-x)+x=0.
A 4. Komutativhost zbrajanja:
Vx,y € Q, X+y=y+x.
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Mnozenje

AS.

A 6.

A7.

A 8.

A9.

Asocijativnost mnozenja:
vx,y,z € Q, x(yz) = (xy)z.
Postoji jedinstven neutralni element 1 (jedinica):
M eQ,1#0,VxeQ 1-x=x-1=x.

Svaki element iz Q \ {0} ima inverz za mnozenje (reciprocni):
1 1 1
| —1 = — —_ = — =
Vx € Q\ {0}, I'x XGQ, X2 =X 1.

Komutativhost mnozenja:
vx,y € Q, Xy = yX.
distributivnost mnozenja prema zbrajanju:
Vx,y,z € Q, x(y+z) = xy + xz.
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Uredaj

A 10. Linearnost uredaja:
,yeQ  (x<y)Vv(y<x).
A 11. AntisimetriCnost uredaja:
,yeQ,  (x<y)A(y <x)=(x=y).
A 12. Tranzitivnost uredaja:

vx,y,2€Q,  (x<y)rn(y<2)=(x<2)

A 13. Uskladenost zbrajanja:

Y <y)=(z (x+z<y+2)
A 14. Uskladenost mnozenja:

(x>0)A(y>0)) = (xy >0).
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Prikaz skupova Q i R na pravcu

Prikaz cijelih brojeva na pravcu

-3 -2 -1 0 1 2 3

Prikaz racionalnioh brojeva na pravcu
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Skup racionalnih brojeva Q je gust u sebi:

Vag1,0€Q, g1 <@, 39€Q, g1<g<qg

g+ Q2
2

Jesu li na taj nacin dobivene sve toCke na pravcu?

To je ispunjeno vec za q =

T.j. da li svaka toCka na pravcu predstavlja neki racionalan broj?
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il upsiE G EpE !
Primjer: v/2
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Dokazimo da v2 ¢ Q.
Pretpostavimo suprotno, v2 € Q.
= Postoje relativno prosti brojevi m, n € N takvi da je

m_ s
n
2
%:2 = mP =2
m?jedjelivs2 = mijedelivs2 = m=2mg, myecN
ami =2n®> = 2mi=n?

mjedjelivs2 = njedjelivs2

A

minsudelivis2 = minnisu relativho prosti.

kontradikcija! s pretpostavkom da su mi n relativno prosti. Q.E.D.
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Ovdje smo pokazali da iz pretpostavke v2 € Q slijedi dasu min
relativno prosti i da mi n nisu relativno prosti.

Za tvrdnje p i q pokazali smo da vrijedi

—p=(q)i(=q)

Kako je
(@) i(-q9) =0

pokazali smo

-p = 0.
To je moguce samo ako je

—|p = 0’
odnosno

p=1
Iskoristili smo
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Sada je jasno da sve toCke na pravcu ne predstavljaju racionalne
brojeve, ve¢ ima (puno viSe) toCaka koje ne predstavljaju racionalne
nego tzv. iracionalne brojeve. Sve te toCke zajedno predstavljaju skup
realnih brojeva koji oznacavamo s R.

Po ¢emu se razlikuju skupovi Q i R?
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Aksiomi polja R, supremum i infimum, potpunost
Aksiomi polja R, supremum i infimum, potpunost
Aksiomi polja R

R je komutativna grupa s obzirom na operaciju zbrajanje
+: RxR—R.
A 1. Asocijativnost zbrajanja:

Vx,y,zeR, x+(y+2)=(x+y)+2z
A 2. Postoji neutralni element 0 (nula):
J0eR, VxeRO+x=x+0=x.
A 3. Svaki element iz R ima inverz za zbrajanje (suprotni):
Vx eR, 3(—x) e R, X+ (—x) =(—x)+x=0.
A 4. Komutativnost zbrajanja:
VX, yeR, x+y=y+x.
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R\ {0} je komutativna grupa s obzirom na mnozenje - : R x R — R.

A 5. Asocijativnost mnozenja:

Vx,y,z e R, x(yz) = (xy)z.
A 6. Postoji jedinstven neutralni element 1 (jedinica):

M eR1#0, VxeR1-x=x-1=x.
A 7. Svaki element iz R\ {0} ima inverz za mnoZenje (reciprocni):
vx e R\ {0}, 3Ix~ " = % €R, x% = ;x: 1.
A 8. Komutativhost zbrajanja:
vx,y € R, xy = yx.

A 9. distributivhost mnozenja prema zbrajanju:

VX,y,z € R, x(y +z) = xy + xz.

Uredenu trojku (R, +, -) nazivamo poljem.
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Primjer
Iz aksioma dokazimo neka poznata svojstva operacija zbrajanja i
mnozenja.

1. 0 je jedinstveni neutralni element za zbrajanje i 1 je jedinstveni
neutralni broj za mnoZenije.

Kada bi postojao broj a € R, a # 0 sa svojstvom da
VxeRa+x=x+a=x,
imali bi
a=a+0=0,
a to je kontradikcija.

Analogno, kada bi postojao broj b € R, b # 1 sa svojstvo da
Vx € R bx = xb = x,
imali bi
b — b . 1 — 1 59/192



2. Suprotni i recipro¢ni brojevi su jedinstveni.
Neka je ac Ric € R, ¢ # —a njegov suprotni broj, tj.
at+c=c+a=0.
Tada bi vrijedilo
—a=-a+0=-a+(a+c)=(—-a+a)+c=0+c=c,
8to je kontradikcija.

Dokaz jedinstvenosti reciprocnog broja je analogan.
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Aksiomi polja R, supremum i infimum, potpunost
3. Vrijedi Vx € R, —(—x) = x.
Po definiciji suprotnog elementa je

X+ (~(=X) = (~(=3)) + (-x) = 0

—X+Xx=x+(-x)=0.

Iz jedinstvenosti elementa s danim svojstvom za —x, slijedi x = —(—x).
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4. Pokazimo da je —0 = 0.
Za svaki x € R vrijedi

X+(-0)=x+0+(-0)=x+0=x

—-04+x=-0404+x=0+x=x,

pa zbog jedinstvenosti nule vrijedi —0 = 0.
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5. Zasvako x e Rvrijedi x-0=0-x=0.

Naime,
0-x=(0+0)x=0-x+0-x=2-0-x.

Kada bi bilo
0x # 0,

= Oximainverz = 1=2 = 0=1

To se protivi zahtjevu iz A6.
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6. Vrijedi  (—1)(—1) =1.
Imamo

EDEDHED) =ENEDHEDNT=EDED +1) =(=1)0=0

i isto tako

Odatle je
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7. Pokazimo (ab=0)< ((a=0)V (b=0)).

Neka vrijedi
ab = 0.

Akojea#0 = aimareciprocni element =
b=1.-b=a'ab=a'0=0.
Analogno, akojeb#0 = a=0.

Obratna tvrdnja slijedi iz 3. O

65/192



Aksiomi polja R, supremum i infimum, potpunost
Na skupu R je zadan linearan (totalan) uredaj <.
A 10. Linearnost uredaja:

X,y €R, (x <y)V(y <x).
A 11. AntisimetriCnost uredaja:
Y,y eR, (X <y)A(y <x) = (x=Y)
A 12. Tranzitivnost uredaja:
Vx,y,ZzeR, (x<y)A(y<2))=(x<2).

Uredaj je u skladu s operacijama zbrajanja i mnozenja.
A 13. Uskladenost zbrajanja:

y<y) =z, (x+z2<y+2)).

A 14. Uskladenost mnozenja:
(x>0)A(y>0)) = (xy >0).

(R, +, -, <) je uredeno polje.
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Primjer
Vrijedi monotonost mnozenja:

(X <Y)A(220)) = (xz < y2).

x<y = y-x>20 = (y-x)z>0 =

= yz—x2>0 = xz<yz
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Supremum i infimum skupa, potpunost
Definicija
Kazemodaje S C R, S # (), omeden odozgo u R, ako postoji broj

M € R takav da vrijedi Vx € S, x < M. Broj M zovemo gornja meda ili
majoranta skupa S.

Kazemodaje S C R, S # (), omeden odozdo u R, ako postoji broj
m € R takav da vrijedi Vx € S, m < x. Broj m zovemo donja meda ili
minoranta skupa S.

Skup S C R, S # 0, je omeden u R, ako je omeden odozdo i odozgo
uR.

Ako S ima majorantu, onda on ima beskona¢no mnogo majoranti.
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| Broj L € R koji je najmanja majoranta nepraznog odozgo omedenog
skupa S C R nazivamo supremum skupa S i piSemo L = sup S.

L = sup S je karakteriziran slijede¢im svojstvima:
(i) vx e S, x < L.
(i) vaeR,a< L,3x e S, a< x.

Cesto je praktiéno uvjet (ii.) pisati u obliku:
(ii.) Ve >0,3x e S, L—e < x.

Supremum koji je u skupu nazivamo maksimum, tj. ako je
L=supS e SondajelL=maxS§S.
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Posljednji aksiom skupa R.

A 15. Aksiom potpunosti:
Svaki neprazan odozgo omeden podskup S C R ima supremum u
R.

Uredeno polje koje zadovoljava i A 15. zovemo uredeno potpuno
polje.
Dakle (R, +, -, <) je uredeno potpuno polje.
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Teorem (Arhimedov aksiom)
U skupu R vrijedi tvrdnja:

VabeR, a>0,b>0, dneN, na>b.

Dokaz: Pretpostavimo da tvrdnja teorema nije istinita, tj. neka vrijedi:
Ja,beR, a>0b>0 VneN, na<h.

= A= {na;ne N} je odozgo ograniCen skup u R.

= Po A15. postoji ¢ = sup A, 1.
vn, na<c i Ve>,dneN, c—e<na

= Zae=a> 0dobijemo c— a< na,odnosno c < (n+1)a € A, sto
je kontradikcija s ¢injenicom da je ¢ gornja meda od S. Q.E.D.
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Zadatak
Pokazite bez upotrebe A 15. da Arhimedov aksiom vrijedi u skupu Q. J

Rjesenje: Dovoljno je pokazati da
Vk,meN, dneN, nk>m.
U suprotnom bismo imali
Jk,meN, VneN, nk<m.
Tada za n = mimamo
mk<m=k=1.

No tada bi vrijedilo
vheN, n<m,

§to nije istinave¢ zan=m+ 1.
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Sada za svaki
/
q:%, q= % €Q, mk,m kK eN,

postoji n € N takav da je nmk’ > m’'k, odnosno nq > ¢'. O
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Aksiomi polja R, supremum i infimum, potpunost
Zadatak
Utvrdite da li postoji i ako postoji odredite supremum skupa

n
S_{n+1,neN}.

Rjesenje: Skup S je odozgo ogranicen s 1, tj.
VneN, —_ <1,
n-—+1
Pokazimodaje 1 =supS.
Uzmimo bilo koji ¢ > 0.
Trebamo naci n € N tako da vrijedi

1—5<% & (1-¢gn+1)<n <
& —ne+l1-e<0 & 1<(n+1)e

Iz Arhimedovog aksioma slijedi postojanje m € N, me > 1.
Uzmimo sada n = m — 1 i imamo tvrdnju. a
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Aksiomi polja R, supremum i infimum, potpunost
Primjer
Polje Q nije potpuno. J

Neka je
S={qeQ 1<gq ¢ <2}
Ocito je S odozgo omeden s 2 € Q.

Skup S nema maksimalan element.
Naime, za bilo koji g € S po Arhimedovom aksiomu za brojeve
2-¢°>0 i 29+1>0
postoji n € N tako da je
n2—-q*) >2q+1.

= n2(2—q2)>n(2q+1):2nq+n22nq+1:>(q+%)2<2.
= Postoig=g+1€S, ¢ >aq.
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PokaZimo da vrijedi: a € Q, a > 0, je majoranta od S < & > 2. Neka
jeacQ, a>0, majorantaod S. Tada je & # 2 (V2 ¢ Q). Kada bi bilo
a° < 2, onda bi a bio maksimum od S, a takvog nema. Dakle, mora biti
a® > 2. Obratno, ako je 0 < ai @& > 2, onda za svaki g € S imamo

g° <2< a = g< at. aje majoranta od S.

Pokazimo da ne postoji najmanja majoranta skupa S u Q. Neka je a
bilo koja majoranta skupa S. Tada po Arhimedovom aksiomu za
brojeve & — 2 > 0i2a > 0 postoji n € N takav da vrijedi

n(a® — 2) > 2a. Odatle je

2a 0 1\? 1\2 iy
— < F-2<a& -2+ <n) =2< <a—n) . Dakle, postoji

majoranta d = a- 1 €Q, d < a. O
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Zadatak
Dokazite da je Q gust u R, .

Ve>0,VXER, (x—e,x+e)NQ #0.

Rjesenje: U suprotnom slucaju bi vrijedilo 3¢ > 0, 3x € R, Vq € Q,
(g<x—-¢)V(x+e<q).Nekajeqgi <x—e€ix+e<qge. Uzmimo
n € N tako da vrijedi 2ns > g> — g4 i odredimo

ak=q1+ 5@ —-q1)eQ(k=0,1,...,n—1,n). Nekaje 1 < kg <n
najveCi od indeksa za koje je ax < x — €. Zbog X + ¢ < ay, 41 Vrijedi

2D — oy 1 — oy, > 2¢, $to je kontradikcija s izborom broja n. O
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Definicija
Broj ¢ € R koji je najveCa minoranta nepraznog odozdo omedenog
skupa S C R nazivamo infimum skupa S i piSemo ¢ = inf S.

¢ = inf S je karakteriziran slijedeéim svojstvima:

(i) Vx e S, ¢ < x.

(i) VaeR,a>¢,3x € S, x < a.

(i) Ve>0,3x e S, x <l+e.

Infimum koji je u skupu nazivamo minimum, tj. akoje / =infSe S
ondaje { =min S.
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Teorem

Neka je S C R, S # ), odozdo ogranicen skup. Tada postoji
¢=infS e R.

Dokaz: Neka je S_ = {—x; x € S}. Skup S je odozdo omeden u R, {j.
postoji m € R tako da vrijediVx € S, m< x. TadajeV—x € S_,

—x < —m, 1j. skup S_ je odozgo omeden u R. Prema A 15. postoji
L=supS_eRtj.V—xeS ,—x<LiVe>0,3—x€eS_,

L — e < —x. To mozemo napisati i na slijedei naCin: Vx € S, —L < x i
Ve >0,3x € S, x < —L+¢e. Tokazuje da je ¢ = —L = inf S, tj. postoji
infimum skupa S. Q.E.D.
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Zadatak

Neka je AC B C Ri B ograni¢en skup. Tada je supA < sup Bi
infA > inf B.

Rjesenje: Svaka majoranta skupa B ujedno je i majoranta skupa A.
Tako je i sup B majoranta za A. Posto je supremum od A najmanja
majoranta skupa A, to vrijedi sup A < sup B. Analogno, svaka
minoranta skupa B ujedno je i minoranta skupa A, pa je infimum od B
minoranta za A. Odatle za infimum skupa a kao najve¢u minorantu od
A vrijedi infA > inf B. a
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Aksiom A 15. karakterizira svojstvo potpunosti koje razlikuje polje R od

Teorem (O potpunosti)

Neka za svaki n € N imamo segmente [an, by] C R takve da vrijedi
[@n+1, bnt] C [an, bn], YN € N. Tada postoji x € R takav da je
X € [an, bp], Vn € N.

Dokaz: OznaCimo s A= {a,;n € N} i B= {bp; n e N}. Skupovi Ai B
su ograniceni (odozdo s ay i odozgo s by) pa postoje sup Ai inf B.
Zelimo pokazati da vrijedi [sup A, inf B] C [ap, by], ¥n € N. Za sve

n € N oc€igledno vrijedi a, < by, an < an.1 i bpr1 < by. Dokazimo da
vrijedi Vn,m € N, a, < bp,. Ako je n = monda je to jasno. Ako je
n<mondan<n+1<---<m-1<mpoviaia, < ---<ap< bp,
tj. an < by. analogno vrijedi za m < n. Odatle zakljuCujemo Vn € N je
ap donja meda za skup B, dakle, Vn € N, a, < inf B. Sada je inf B
gornja meda za skup A, pa vrijedi sup A < inf B. Q.E.D.
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Aksiomi polja R, supremum i infimum, potpunost
OBAVIJEST

web stranica kolegija je :

http://web.math.pmf.unizg.hr/ rus/nastava/mai/ma1

Konzultacije: Srijeda 10-12.
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Kartezijeva ravnina

Uredeni par dva objekta a i b je ureden skup koji oznaCavamo s (&, b)
i kod kojeg je osim samih elemenata vazno i na kojem se mjestu oni
nalaze.

Dva uredena para (a, b) i (¢, d) su jednaka, tj.
(a,b) = (¢, d),
akoisamoakojea=cib=d.
Kartezijev produkt dva skupa A i B je skup kojeg oznatavamo s A x B,
a sastoji se od svih uredenih parova (a, b), gdje je ac Ai b € B, {j.
Ax B=1{(ab), ac A be B}.

Tocke skupova Q i R reprezentiraju se na brojevnom pravcu.
kartezijev produkt prikazuje se u ravnini.
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Yy

1 IT= (XOI YO)
Yo

0 1Xp X

U ravnini nacrtamo dva okomita brojevna pravca i njihovom sjecistu
pridruzimo broj 0 na jednom i na drugom pravcu.

Ta dva pravca zovemo koordinatne osi.
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Y

1 T= (X0, Yo)
Yo

0 1Xp X

Svakoj toc€ki ravnine pridruzujemo par realnih brojeva koji se dobiju
tako da se nacrtaju pravci koji su paralelni sa koordinatnim osima.

Svakoj tocki ravnine T smo pridruzili uredeni par realnih brojeva
(X0, ¥o) kojima je ta tocka jednoznacno odredena.

Ravninu s okomitim koordinatnim osima zovemo Kartezijeva
koordinatna ravnina i mozemo je poistovijetiti sa skupom

R xR =R?={(x,y); x,y € R}.
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FUNKCIJE

Definicija funkcije

Definicija

Neka su A i B bilo koja dva neprazna skupa. Funkcija sa skupa A u
skup B je pridruzivanje elemenata skupa A elementima skupa B, tako
da je svakom elementu iz A pridruZzen tocno jedan element iz B.
Tada pisemo f : A — B, s tim da skup D(f) = A zovemo podrucje

definicije ili domena funkcije f, skup X(f) = B nazivamo podrucije
vrijednosti ili kodomena funkcije f.
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Slika i graf

Slika funkcije f je skup  R(f) = {f(x); x € A} C B.

Skup
r(f)={(x,f(x)); xeD()} CAxB

je graf funkcije f.

Dvije funkcije f : A— Bi f: C — D su jednake to¢no onda kada
vrijedi
e A=D(f) =D(g) = C,
@ B=K(f)=K(g)=Di
@ Vx € A, f(x) = g(x).
Funkcija g je restrikcija ili suzenje funkcije f ako vrijedi
@ D(g) CD(f)i
@ Vx € D(g), g(x) = f(x).
Tada pisemo g = f|p(g)-

Takoder se kaze i da je f proSirenje od g.
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U sludaju kada je D(f) C R i K(f) C R, onda je graf I'(f) c R2.

Graf moZzemo ga nacrtati u Kartezijevoj ravnini.

Y,

0 / o X

Graf funkcije —  svaki pravac paralelan s osi ordinata sijeCe graf
funkcije u najvise jednoj tocki.
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Yy

X

T

Za c € D(f) postoji to¢no jedna tocka na grafu oblika (c, f(c)), a onda
je jedinstvena i toCka f(c) koja je pridruzena tocki c.

TocCku f(c) zovemo slikom tocke ¢, a ¢ zovemo originalom od f(c).
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Primjer krivulje u Kartezijevoj ravnini koja nije graf funkcije.

Y
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Injekcija, surjekcija i bijekcija
Injekcija

Definicija

Kazemo da je funkcija f : A — B injekcija ako vrijedi

V x1, X2 € A, (X1 # X2) = (f(x1) # f(x2))).

Ekvivalentni zapis gornjeg uvjeta:

V xi, X2 € A ((f(x1) = f(x2)) = (X1 = X2)).

Razliciti elementi domene se preslikaju u razliite elemente kodomene.
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Surjekcija

Definicija
Kazemo da je funkcija f : A — B surjekcija ako vrijedi

VyeB, 3xeA (y=I1f(x)).

Funkcija je surjekcija ako je slika funkcije jednaka kodomeni funkcije:

R(f) = B.

Ako znamo koji skup je slika funkcije, onda mozemo jednostavno uzeti
taj skup za kodomenu i postigli smo da je dana funkcija surjekcija.

U pravilu nije lako pogoditi skup koiji je slika funkcije, a tada je jo$ teze
dokazati tu Cinjenicu.
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Bijekcija
Definicija

Kazemo da je funkcija f : A — B bijekcija ili f 1-1 ako je ona injekcija i
surjekcija.

Bijekcija:
(Yy € B) (3'x € A) (y = f(x)).

Za svaki element kodomene postoji i jedinstven je njegov original.
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Kompozicija funkcija, inverzna funkcija
Kompozicija funkcija

Definicija

Neka su funkcije f: A— Big: C — D. Ako je R(f) € D(g), onda je
formulom h(x) = g[f(x)], Yx € A, definirana funkcija h: A— D. Tu

funkciju nazivamo kompozicijom funkcija f i g, te koristimo oznaku
h=gof.

Kompozicija funkcija je asocijativha operacija.
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Teorem

Neka su f,g,h tri funkcije. Ako su definirane kompozicije go f, ho g,
ho(gof)(hog)of,ondavrijediho(gof)=(hog)of.

Dokaz: Domene su jednake:
D((hog)o f) =D(f)

D(ho(gof))=D(gof)="D(f).
Kodomene su jednake:
K((hog)of)=K(hog)=K(h)

K(ho(gof))=K(h).
Pravila pridruzivanja su jednaka:
Vx € D(f),

[ho(goN](x) = hi(gof)(x)] = h{glf(x)]} = (hog)[f(x)] = [(hog)of](x).
Q.E.D..



Primjer. Kompozicija nije opéenito komutativna operacija.

To vidimo na primjeru funkcija f, g : R — R, gdje je
f(x) = 2x+1
g(x) = x*+2
Ocito postoje funkcije gof, fog: R — R.
(goNx) = g(f(x)) = (f(x))>+2=(x+ 17 +2=

4x2 + 4x +1+ 2 pause = 4x% 4 4x + 3

f(g(x)) =29(x) +1 =
= 2(x®*+2)+1=2x2+44+1=2x>15

(fog)(x)

Ocito je
4x2 +4x+3#£2x2+5
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f(x) = 2x+1
g(x) = x*+2
Npr. za x = 0:
(gof)(0) = glf(0)] =g(1)=3
(fog)(0) = flg(0)] =1£(2)=5
Dakle
(g0 1)(0) # (fog)(0)
pa je
gof#fog.
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Identiteta

Funkcija is : A — A definirana s
Vx e A ialx)=x

naziva se identi¢no preslikavanje ili identiteta

Identitete iy : A— Aiig: B— Bimaju svojstvo:
Vf:A— B, igof=1f i foig="F.
Napomena. i4 je desni, a ig je lijevi neutralni element za operaciju o i

oni su opéenito razliciti.
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Inverzna funkcija

Definicija

Neka je zadana funkcija f : A — B. Kazemo da je funkcija

g : B — Ainverzna funkcija od funkcije f ako vrijedi
gOf:iA i ng:fB,

odnosno,

Vx e A glf(x)]=x i VyeB, flgly)]=y.

Tada koristimo oznaku g = 1.
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Za funkciju f : R — R, graf I',_1 funkcije f~' simetri¢an je grafu I';
funkcije f s obzirom na pravac y = x

Yy /

(x, £(x))/

x)
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Lema
Ako postoji, inverzna funkcija je jedinstvena. J

Dokaz: Neka je f : A — Bineka su gy i g» njene inverzne funkcije.
Tada je

giof = ipa i fogy=ig,
gzof = g | fOQQZiB.

Sada je

gi=0g1oip=g1o(fog)=(g910f)ogo=in0go =g
Q.E.D.
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Teorem

Za funkciju f : A — B postoji inverzna funkcija f~' : B — A ako i
samo ako je f bijekcija.

Dokaz:

=

Neka postoji f~! : B — A.

= Zasvaki y € B postoji x = f~1(y) sa svojstvom

fx) = flf'"W =y
= f je surjekcija.
Injektivnost:
fa)=fixe) =)l =fR)] & x=x
= fjeinjekcija.

f je surjekcija i injekcija = f je bijekcija.
102/192



<~
Neka je f bijekcija.

(Vy € B) 3'x € A) (y = f(x)).
Definirajmo pridruzivanje g : B — A:
y-u iz B pridruzimo x € Atakav da je f(x) = y.

g je funkcija - svakom elementu iz B smo pridruzili tocno jedan
element iz A.

Funkcija g : B — A je dobro definirana.
vx e A, glf(x)] =g(y) =x
vy eB, flgly)=1fx)=y.
tj.
gOf:iA i fog:iB,
= g=f" Q.E.D.
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Ekvipotentni skupovi

Kako ustanoviti da dva skupa imaju jednak broj elemenata?
Bez brojanjal

Konacni skup - sparivanje.

Ai B - skupovi s konacnim brojem elemenata
Uzmimo element skupa A i element skupa B, sparimo ih.

Nastavimo li tako sparivati nesparene elemente skupa A s nesparenim
elementima skupa B.

Nakon konacno koraka do¢i c¢emo do:
1. Niti u skupu A, niti u skupu B nema nesparenih elemenata.
2. U skupu B nema nesparenih elemenata.
3. U skupu A nema nesparenih elemenata.
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1. Niti u skupu A, niti u skupu B nema nesparenih elemenata.

Konstruirali smo obostrano jednoznacno preslikavanje sa skupa A
na skup B (bijekciju) i jasno je da skupovi A i B imaju jednak broj
elemenata.

2. U skupu B nema nesparenih elemenata.

Konstruirali smo injekciju sa skupa B u skup A i jasno je da skup A
ima viSe elemenata od skupa B

3. U skupu A nema nesparenih elemenata.

Konstruirali smo injekciju sa skupa A u skup B i jasno je da skup B
ima viSe elemenata od skupa A.
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Definicija
Za skupove A i B kazemo da imaju jednak broj elemenata, tj. da su
jednakobrojni ili ekvipotentni ako postoji bijekcija f : A — B.

Tada joS kazemo da A i B imaju jednak kardinalni broj i piSemo
k(A) = k(B)ili A~ B.

Ako postoji injekcija f : A — B onda kazemo da A ima manje ili jednako
elemenata od B, tj. k(A) < k(B).

v
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Zadatak

Pokazite da je ekvipotentnost relacija ekvivalencije, tj. da vrijedi
() A~ A,

(ii) (A~ B) = (B~ A),

(i) (A~B)A(B~C)= (A~ C).

Rjesenje:
(/) ldentiteta is : A — A je bijekcija,

(ii) f: A— Bbijekcija = (f~' : B — A) bijekcija,

(iiily f:A— BAg:B— C bijekcije = go f: A— C je bijekcija. O
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Slijedeci teorem u konkretnim situacijama bitno olakS§ava utvrdivanje
ekvipotentnosti skupova, a navodimo ga bez dokaza.

Teorem (Cantor-Bernstein-Banach)

Ako postoje injekcijef : A— Big: B— A, onda je A~ B, odnosno

((k(A) < k(B)) A (k(B) < k(A))) = (k(A) = k(B)).

Definicija
Kazemo da je beskonacan skup S prebrojiv ako je ekvipotentan

skupu prirodnih brojeva N. U suprotnom slu¢aju kazemo da je taj skup
neprebrojiv.
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Zadatak

Pokazite da vrijedi
1. N~ 2N.

2. N~ 2N+ 1.

3. N~ Z.

4. Ya,b,c,deR,a< b,c<d,je
(a,b) ~ (c,d)ila,b] ~][c,d.

5. Va,beR,a<b,je|ab]~(ab).

6. Va,beR,a< b,jeR~ (a,b).

7. N~ N x N.
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Rjesenje:
1. N~ 2N.
Preslikavanje n+— 2n, Vn € N, je bijekcija.
2. N~ 2N+ 1.
Preslikavanje n— 2n+ 1, Vn € N, je bijekcija.
3. N~ Z
Preslikavanje f : N — Z definirano s f(2n) =n+1,f(1) =0
f(2n+1) = —n, Vn € N je bijekcija.
4. Va,b,c,deR,a< b, c<d,je
(a,b) ~ (c,d) i |[a,b]~|c,d].
f:(a,b) — (c,d) definirano s

f(x) = Z::(x—a)+c

je bijekcija.
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5 Va,beR,a<b,jela b]~ (ab).
Identiteta je injekcija s (a, b) u [a, b].
Po 4. postoji bijekcija s [a, b] na bilo koji segment u (a, b),
npr. na [3&:b, a£30]
Tada je to injekcija s [a, b] u (a, b).
= po teoremu 8 slijedi tvrdnja.
6. Va,beR,a< b,je R~ (a,b).
Tg~' : R — (a, b) je bijekcija.
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7. N~Nx N,

Konstruiramo preslikavanje f : N x N — N kako je grafiCki
prikazano na slici:

n

4 ° ‘0 ° .
3 o ‘ ., .
2 [} ‘ . 'Y
1 )
I
0 1 2 3 4 m

Svakom uredenom paru prirodnih brojeva jednoznacno je odreden
poredak na putanji oznacenoj na slici.
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Funkcija f je definirana formulom:

<m+£r—1> + n;m -+ n — 1 neparan
f((m, n)) =
m+n—1
5 + m; m+ n—1 paran
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Propozicija
Skup racionalnih brojeva Q je prebrojiv. J

Dokaz: Skup
m . ,
Q= {F ; ne N, m e Z,su relativno prosti},
pa postoji injekcijasa Q u N x N.

Komponiramo tu injekciju s bijekcijom sa N x N na N iz proslog
zadatka i dobijemo injekciju s Q u N.

Identiteta je injekcijas Nu Q

Po teoremu 8 je Q ~ N. Q.E.D.
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Propozicija

Neprazan podskup prebrojivog skupa je konacan ili prebrojiv. J
Teorem

Neka su a,b € R, a < b. Segment [a, b] C R je neprebrojiv skup. J

Korolar
Skup realnih brojeva R je neprebrojiv. J
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Monotonost i parnost
Monotonost

Neka je I C R. Promatramo realne funkcije f : | — R.

Definicija
Za funkciju f : | — R kazemo da je:
1. rastuca na intervalu / C R, ako

(Vx1,x2 € 1) (x1 < Xx2) = (f(x1) < f(x2)),
2. strogo rastuca na intervalu / C R, ako
(Vxi, X2 € 1) (X1 < X2) = (f(x1) < f(x2)),

3. padajuca na intervalu / C R, ako

(Vxi, X2 € ) (X1 < Xx2) = (f(x1) > f(x2)), )
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4. strogo padajuca na intervalu / C R, ako
(Vx1,x2 € 1) (x4 < x2) = (f(x1) > f(xe)).

Za takve funkcije kazemo da su monotone, odnosno, strogo
monotone.
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Funkcije

Monotonost i parnost

YA v
/| i
0 X 0 X
raste strogo raste
vi yi
- \ Lt
0 Y 0 \x
pada strogo pada
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Parnost

Definicija
Za funkciju f : (—a,a) — R kazemo da je:
1. parna na intervalu (—a, a) C R, ako

(vx € (-a,a), f(—x)=f(x)),
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Linearna funkcija

Funkciju f : R — R zadanu formulom
f(x)=k-x+1, xeR,
zovemo linearnom funkcijom.

Ovaj naziv nije u skladu s definicijom linearnosti u
linearnoj algebri.
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@ Graf funkcije je pravac y = k- x + 1.

y

1/

b =

m 0 1 X

@ Broj k = tg « u formuli je koeficijent smjera

@ broj / je to¢ka na osi y u kojoj pravac sijece os.
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Nekoliko Cinjenica koje se uce o pravcima u srednjoj Skoli.

i

fi.

fif.

JednadZba pravca koji prolazi toékom (xp, yo) € R? i koji ima
zadan koeficijent smjera k je

y =KX —Xo0)+ Yo

JednadZba pravca koji prolazi totkama (xo, ¥o), (X1, y1) € R?,
Xo # X4, j&
_ - YO(

X — X :
¥ — X 0) + Yo

y

Normalna jednadzba pravca je

y

X
7_|_f:17
m n

gdje su m, n toCke u kojima pravac sijeCe osi x i y.
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Apsolutna vrijednost i udaljenost

- mjerenje udaljenosti medu objektima (brojevima).

Za realne brojeve koristimo funkciju koju zovemo apsolutna
vrijednost realnog broja:

x, x>0
x| = 0, x=0, (xeR).

-x, x<0
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Iz definicije funkcije za svaki a € R slijedi nejednakost

—laf<a<]al.

Cesto je potrebno provjeriti nejednakost
x| <e,

gdje je € > 0 realan broj.
Ta nejednakost je ekvivalentna s dvije nejednakosti

—e<x<e.
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Teorem

Za funkciju apsolutna vrijednost vrijedi
1. VabeR, |a+ b| <|a|l+ |b|. (nejednakost trokuta)
2.VabeR, |a-bl=]lal-|b|

Dokaz: 1. 1z nejednakosti

—lal<a<]|q
—|b| < b < |b|

zbrajanjem dobijemo
—(lal +[b]) < a+ b < |a| + |b|

Sto daje 1.
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2. Gledamo cetiri slu¢aja:
) a>0,b>0,
i) a>0,b<0,
i) a<0,b>0,
iv) a<0,b<0.

U slucaju i) je

la|=a|bl=b
pa je
|a||b| = ab = |ab|.
U slucaju i) je
ab<0
pa je
|ab] = —(ab) = a(—b) = |a||b|

itd. Q:E.D.
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Nejednakost
la+ b| < |a| + |b|

mozemo poopditi na sumu od konac¢no realnih brojeva ay, ..., a, € R:

n n
D an < lal.
k=1 k=1

Zadatak
Dokazati prethodnu nejednakost matematickom indukcijom. J
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Korolar

Za bilo koje a, b € R vrijedi nejednakost

llal —[b]| < [a— b]. ()

Dokaz: Vrijedi

la|=[(a—b)+ bl <|a—b|+|b] = |a—[b]<]a—b|
Zamjenom a sa b dobijemo
bl = |(b—a)+al < |b—al+|al =|a—b|+|a = [b]l—|al <[a—b].

= —la—-b| <|a 0]
= —la—b|<|a —[b] <[a—b],

Odavdije slijedi nejednakost (5). Q.E.D.
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Kvadratna funkcija

Funkciju f : R — R zadanu formulom
f(x) = ax?, xeR,
zovemo kvadratna funkcija.

Graf funkcije f je parabola.

/
’ S
/. O<a<l

"0 \ a<0
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7 . O0<a<l

“ 0 \ a<0

@ a>0 = funkcijaima minimum jednak 0 u toCki xg = 0,
@a<0 = 0jemaksimumzaxg=0.

@ ToCku T = (0,0) na grafu zovemo tjeme parabole.
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Opéa kvadratna funkcija
Opca kvadratna funkcija je zadana formulom
f(x)=ax®+bx+c=.

Moze se zapisati u obliku

b\? b
f(x):a(x+2a> +c—4—a.
b D

__25257 __;125)5
gdje je broj D = b? — 4ac diskriminanta kvadratne funkcije.

= Tjeme parabole je u tocki T = (

@ D<0 = funkcija ne sijeCe os x ( nema realne nultocke).

—-b++D

@ D>0 = funkcijaima nultocke x1» = a
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Graf opc¢e kvadratne funkcije
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Razlomljene linearne funkcije
Razlomljena linearna funkcija je zadana formulom

f(x)

_ax+b
T ex+d’

gdjesu a,b,c,d € R.
Prirodno podrucje definicije te funkcije je skup

D(f) = B\ {9},
a slika je
R(f) =R\ {2},
t.
RV R\ (D)
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bc—ad
Funkciju je moguce prikazati u obliku

f(x) = a+x+

= graf funkcije f moguce je dobiti translacijom grafa istostrane
hiperbole

o < bc—ad>
2 =<
X c?
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Polinomi

Polinom stupnja n € N je funkcija zadana formulom
Po(x) = ag + a1 x + apx? + - - - 4+ apx”,

gdje su ag, ay,a,...,an € Ria, #0.

PiSemo stP,=n.

Prirodno podrucje definicije polinoma kao realne funkcije je skup R, tj.
P,:R — R.

Ako je st P, > st Qm, onda P, mozemo prikazati u obliku

Pn(x) = Pn—m(x)Qm(x) + Rp(x),

gdje je st Rp < st Qm i st Pp_m = st Py — st Q.
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Ako je « realna nultoCka polinoma P, =
Pn(x) = Ph_1(X)(x —a) +r,

gdje je ostatak r polinom stupnja 0, tj. konstanta. =

1z 0 = Pp(«a) = r slijedi
Pn(x) = (x = @)Pp_1(x).

P, : R — R (polinom s realnim koeficijentima) mozemo shvatiti i kao
polinom P, : C — C.

Tada vrijedi Pp(x) = Pp(x), ¥x € C.

Ako je z € C nultoCka od Pp, onda je i Z nultoCka:

0 = Pn(z) = Pn(2).
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Ako su ziznultockeod P, = Ppjedelivs x—z i x—72Z,
= Ppjedjeljivs

2

(x—2)(x—2Z)=x2— (z+2Z)x+ 2Z = x*> — 2Re(2)x + | z|?

Ovo je polinom s realnim koeficijentima.

Svaki polinom nad C moze rastaviti na produkt linearnih polinoma
("osnovni teorem algebre").

= Polinom s realnim koeficijentima moze se faktorizirati u obliku:
Pn(x) = an(x — x1)% - (x = xp)® (X% + byx + ¢) - - (X% + bx + cm)/™,

gdje je
N=k+ - +ky+ 20k + -+ Im).
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Racionalne funkcije

Racionalna funkcija je zadana formulom

gdje su P, Q polinomi nad R.

Prirodno podrucje definicije racionalne funkcije je skup R bez
nulto¢aka nazivnika Q.

Broj nulto¢aka je maniji ili jednak stupnju polinoma Q
D(f) = ]R\{X'h' o aXn}7

gdieje Q(xx) =0, (k=1,...,n).

138/192



Racionalna funkcija je prava racionalna funkcija ako je stupanj
polinoma u brojniku maniji od stupnja polinoma u nazivniku.

Svaku racionalnu funkciju je moguce prikazatiu obliku

= P1(x)+CR)E))3, stR <stQ
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Propozicija
Neka je funkcija f : | — R strogo monotona na intervalu | C R. Tada je
ona injekcija.

Dokaz: Neka je funkcija strogo rastuée na /.

Uzmimo bilo koje
X1,X2€/, X1 #Xg.

= xy<xo i X <x.
X1 <Xo = f(x1)<f(x),
Xo<xy = f(x)<f(x),

= f(x1) # f(x2). Q.E.D.
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Propozicija
Neka je funkcija f : | — R strogo rastuca (padajuca) surjekcija na

intervalu | C R. Tada ona ima inverznu funkciju koja je strogo rastuca
(padajuca) na R(f).

Dokaz:
Neka je funkcija f : | — R strogo rastuca surjekcija na intervalu / C R

strogo rastuéa = injekcija
injekcija i surjekcija = bijekcija =  postoji f~1 : R(f) — I.

Pokazimo da za bilo koje y1, y» € R(f),
1 <ye) = (F'(3) < £ (32))-
U suprotnom bi vrijedilo da postoje
yiuy2 €R(f), yi<ye, i () <F (1)
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U suprotnom bi vrijedilo da postoje
Yi.Y2 €R(F), y1<ya, i f(y2) < (11).
Jer je f strogo rastuca:

fIE R < 1 m)] & ye<m,

8to je suprotno pretpostavci. Q.E.D.
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Primjer
Linearna funkcija f : R — R zadana formulom

f(x)=hkx+1, k0,

je bijekcija. )

Naime, za bilo koji y € R postoji jedinstven

x—yk_/eR.

Iz ovoga je vidljivo da vrijedi
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Grafovi od f i f~' su simetriéni na pravac y = x.
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Primjer
Razlomljena linearna funkcija zadana formulom

B ax+b
T ex+d’

f(x)
gdje su a, b, ¢, d € R ima inverznu funkciju zadanu formulom

_ —adx+b
- ecx—a’

F1(x)

koja je isto razlomljena linearna funkcija.

Lako se vidi da je skup svih razlomljenih linearnih funkcija
(nekomutativna) grupa s obzirom na kompoziciju kao grupnu operaciju
i identitetu (a = d =1, ¢ = b = 0) kao neutralni element.
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Korijeni
Neparne potencije su funkcije zadane formulom

f(x) = x> v¥xeR,neN.
Neparne potencije su bijekcije s R na R.

= Imajuinverze: *"V/x=f"'(x), V¥x R, neparne korijene.
Neparni korijeni su neparne i strogo rastuce funkcije na R.

y Lo
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Parne potencije zadane formulom

fx)=x2", VxeR, neN,
su parne funkcije f : R — [0, +00).
= Nisu injekcije i nemaju inverze.

Njihove restrikcije
fr = flo,+o0)
su strogo rastuce bijekcije

fi : [0, 400) — [0, +00).
One imaju inverzne funkcije

=1 [0, +00) — [0, +00).

Vx =f1(x), VxeR,
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Eksponencijalna funkcija
Nekajeac R, a> 0ia# 1. Definiramo:
a'=a
at'=a"avneN.

Definirali smo funkciju f : N — R_.:
f(ny=a", vneN.

Jer je e om
a =a"a",

funkcija f zadovoljava
f(n+ m) = f(n)f(m), VvneN.
ProSirimo funkciju f na Z tako da zadovoljava ovaj uvjet. 1z
a=f(1)=1f(1+0)=f(1)f(0) = af(0)

slijedi da mora biti
f(0)21 tj. a=1. 149/192



ZaneNije
1 =1(0)=f(n—n)=f(n)f(—n)
Pae 1 1
f(—n) = Q) . a’= 7

Funkcija f : Z — R zadovoljava:

(1) 1(0)=1,f(1) = &,
(i) f(n+m)=1f(n)f(m),VnmeZ.

150/192



Prosirimo funkciju f na skup racionalnih brojeva Q tako da uvjeti (i)—(ii)
budu zadovoljeni.

ZaneNije
pa je
f(l):\”/é fj. an=a

Nekajeqg=T € Q,gdiesumeZ,neN:

01 (r) - L] -

Tako smo dobili funkciju f: Q — R .
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Provjerimo da f zadovoljava svojstvo (ii):

flg+4d)=1f9f(@), YaqecQ

Naime, za

/ / /
tara) = 1(D M) = (MM
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Za a > 1 funkcija f : Q — (0, +00) je strogo rastuc¢a na Q.

Uzmimo
q:%, q’:':,,eQ, g<q, t. mnh<mn.
Jer je n— a" strogo rastuéa na Z:
= 8™ <a""

Funkcija x — ™/x je strogo rastu¢a na R
/ / /
= Wam < an, = Van< Vam, = (q) < (q).
YA

O<a<l\\ a>1
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Teorem
Postoji to¢no jedna bijekcija f : R — (0, +o00) tako da vrijedi

f(0)=1, f(1)=a>0

f(x+y)=f(x)f(y), Vx,yeR.

Bijekciju iz teorema zovemo eksponencijalna funkcija s bazom ai
oznaCavamo s
f(x) = expy(x) =a*

Sada funkcionalna jednadzba ima zapis

aty =aa, vx,ycR.
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Zadatak
Neka su A, B C R odozgo ograni¢eni neprazni skupovi. Tada je skup

A+B={x+y;, xcAyecB}

odozgo ogranic¢en i vrijedi

sup(A+ B) = sup A+ sup B.

Zadatak
Neka su A, B C (0, +o00) odozgo ogranic¢eni neprazni skupovi. Tada je

skup
AB={xy; xe A yec B}

odozgo ograniCen i vrijedi

sup(AB) = sup Asup B.

v
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Sada eksponencijalnu funkciju prosirujemo do funkcije
f:R— (0,+00).

Za a> 1ix € R definiramo
f(x) =sup{a?; g€ Q,q < x}.
Zbog zadatka imamo
f(x)f(y) = sup{a? ::qeQ,qg<x}sup{a?;qd cQ.qd <y} =
= sup{a®7;9.d €Qg<x,q <y} =
= sup{a’7;9,¢d €Q.q+¢ <x+y} =

= f(x+y).

156/192



Logaritamska funkcija
Eksponencijalna funkcija ima inverznu funkciju = : (0, +o00) — R koja
je
@ strogo rastuca za a > 1
@ strogo padaju¢aza0 < a< 1.
Tu funkciju zovemo llogaritamska funkcija s bazom ai oznatavamo s
f~1(x) =log, x, Vx € (0, +00).
Vrijedi

log,1=0 i log,a=1, VvVa>0, a#1.
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Graf logaritamske funkcije

y
\ O<a<l
\
\
\
\
\
\ a>1
\
\
\ /
A
N
~
0 1o~ x
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Funkcionalna jednadzZba za logaritamsku funkciju ima oblik
log,(xy) =log,x +1log,y, Vx,y € (0,+o0).
To slijedi iz injektivnosti eksponencijalne funkcije i

aloga(xy) = xy = alogaxalogay — alogax+logay‘
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Zadatak
Za a, b > 0 dokazati da vrijedi

_ log, x
~ logp,

log, x . , ¥x € (0, +00).

Rjesenje: Formula slijedi iz injektivnosti eksponencijalne funkcije i
pogsX — x — glodax _— blogba'ogax — plogaxlog,a

Za a = e~ 2.71828182 oznatavamo log, = In i zovemo prirodni
logaritam.

Za a = 10 piSemo log,, = log i zovemo Briggsov ili dekadski
logaritam.

Sada je moguce definirati opcu potenciju f : (0, +oo0) — R kao
funkciju zadanu formulom
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Hiperbolne i area funkcije
Hiperbolne funkcije

Pomoéu eksponencijalne funkcije definiramo hiperbolne funkcije:

eX — e X
shx = =, Vx eR (sinus hiperbolni),
X —X
chx = %, Vx €R (kosinus hiperbolni),

shx e —1

chx — e 11’ Vx e R (tangens hiperbolni),

thx =

2X
cthx = chx e +1 Vx € R\ {0} (kotangens hiperbolni).

shx e —1’
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Funkcije sh, th, cth su neparne, a ch je parna funkcija.

xY
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Osnovna formula koja vrijedi za hiperbolne funkcije je
ch?x — sh?x = 1.

Slijedi iz definicija za ch i za sh:

X + e x\? X — e x\?2
h2x —sh2x — (S T¢ } _ (& —¢ ) _
chx — shPx ( . ) ( . )

er 24 efZX er _24 efZX
4 4 N
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Takoder vrijede adicione formule
sh(x +y) = shxchy + chx shy,
ch(x+y) = chxchy + shx shy.

Za primjer pokazimo:

shx chy +chxshy = —[(e"—e¥) (e +e7Y)+

N
4
%,

(e +e™) (e —e¥)| =

(ex+y L XY e Xty

PR

—e ¥+ e Y —eXY) =

= %(e’(*y — e X)) = sh(x + y).
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Funkcije sh, ch i th strogo rastu na [0, +o0),
a cth strogo pada na (0, +o0).

e*i—e *strogorastu = sh je suma strogo rastucih funkcija
= sh je strogo rastuca funkcija na R.

Iz
ch?®x =1 + sh?x > 1

slijedi da je R(ch) C [1, +00).
Zax,y >0je
ch(x + y) = chx chy + shx shy > chx chy > chx,

pa ch strogo raste na [0, +00).

Zbog parnosti ch strogo pada na (—oo, 0].
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Zax,y>0je

sh(x + y)chx —ch(x + y)shx  sh(2x + y)
ch(x + y)chx ~ ch(x + y)chx

th(x +y) —thx =

tj.
thx < th(x + y),

= thstrogoraste naR,, = azbog neparnosti strogo raste i na R.

Nadalje, zbog

1
hx = —
cthx hx

slijedi da cth strogo pada na (0, +o0).
Zbog neparnosti je cth strogo padajuca i na (—oo,0).

Odatle i iz propozicije. slijedi da su navedene funkcije injekcije.
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Uz pretpostavku da je R(exp) = (0, +o0)
mozemo dokazati da su funkcije

@ sh:R — R,

@ th:R— (—1,1),

@ cth: R\ {0} - R\ [-1,1]i

@ chljp o) = Ch : [0, +00) — [1,+00)
bijekcije.
Neka je y € R(sh), tj.

X _ g X

dx eR, y=shx=

Tada je

e—-e*-2y=0

—5
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Uz zamjenu u = e* dobijemo jednadZbu

v —2yu—1=0.

u=y++/y2+1.

Zbog u = &* > 0 jedino rjeSenje je

Uu=e"=y+/y2+1.
x=In(y +4/y2+1),
y=In(y +4/y2+1)

Moguce rieSenja su

Odatle je

gdje je funkcija

definirana na R.

168/192



Sada uzmimo bilo koji y € R i neka je

x:ln<y+\/}Tﬂ>.

Jasno je da odatle slijedi

y=shx, t. R(sh)=R.

= Inverzna funkcija sh™" : R — R je definirana formulom

sh™'x =1In <x+ x2+1>, Vx € R.
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Neka je y € R(th) C (—1,1), 1.

e —1

dx e R =thx = ———.
€ ’ J/ EazX'_% 1

= (1_y)eZX:1+y7

1 14y
x_2In<1_y>.

Kao u prethodnom slu€aju zakljuujemo  R(th) = (—1,1)

odnosno

i inverzna funkcija th™" : (—1,1) — R definirana je formulom

1 14 x
— _ o
th x_2In<1_X>, Vx e (—1,1).
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Zbog

1
cthx = T’ Vx e R\ {0}

R(cth) = {1;1‘6 <—1,1>} =R\ [-1,1].
Takoder slijedi da je
cth™": R\ [-1,1] = R\ {0}

zadana formulom

cth_1x:%ln <X+1>, vx e R\ [-1,1].

X_
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Neka je
y € R(Ch) C [1, +o0),

tj. 3x € [0, +o00),
e +e %

y =Chx = 5

Tada dobijemo jednadzbu

e —2ye* +1=0,

e =y+/y2-1.

x>0 = €e>1

e =y+y\y2-1,
x=In(y +4/y%2-1).

odnosno

pa je jedino rieSenje

g.
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Odatle dobivamo
R(Ch) =[1, +00)

i funkcija Ch"":R->R je definirana formulom

Ch™'x=In(x+Vx2—1), Vxe[l,+).

Inverzi hiperbolnih funkcija nazivaju se area funkcije.

Jo$ se koriste oznake

arsh = sh™'
arch = Ch™'
arth = th™'

arcth = cth™!
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Trigonometrijske i arkus funkcije
Trigonometrijske funkcije

YT

_________________________

Neka je u Kartezijevom koordinatnom sustavu zadana kruznica
polumjera 1 (trigonometrijska kruznica)
i na njoj sredisnji kut « s vrhom u ishodistu, a prvi krak mu je pozitivni

dio osi x.
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Funkcije Trigonometrijske i arkus funkcije

Y11

_________________________

Kutu « pridruzujemo realan broj koji odgovara duljini luka na kruznici
koji odsjecaju krakovi kuta a.

Ako je drugi krak odmaknut od prvoga u pozitivnom smjeru (suprotnom
od smjera kazaljke na satu), onda je kut pozitivan,

a u suprotnom je negativan.
Tu mjeru kuta nazivamo radijan.

Npr, puni kut je 27 radijana; pravi kut je 7 radijana. e



Funkcije Trigonometrijske i arkus funkcije

Y11

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

NVA

Pridruzivanje koje realnim brojevima koji odgovaraju radijanima
pripadnih srediSnjih kutova pridruzuje toCke jedini¢ne kruznice K,
ap : [0,27) — K, je bijekcija.

Tu funkciju je moguce proSiriti do funkcije o : R — K,
a(x) = ap(rx),

gdje je
X=2Kkn+ry, KeZ, 0<r<2n.
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_________________________

Geometrijski definiramo trigonometrijske funkcije
@ sinus (sin),
@ kosinus (cos),
@ tangens (tg )i
@ kotangens (ctg )
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Funkcije Trigonometrijske i arkus funkcije

! :
___________ ¢
Al
____________ 5
5 D X
0
tako da pridruzimo koordinate
@ A= (cosq,sina),
@ B=(1,tga)i
o C=(ctga,1).
Iz sli¢nosti pripadnih pravokutnih trokuta vrijedi
o — sina - a_COSoz
99 Cosa 9= Gna’
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Trigonometrijske i arkus funkcije
Definicija
Za funkciju f : D(f) — R kazemo da je periodicka perioda 7 > 0 ako
vrijedi
1) Vx € D(f) = x+ 7 € D(f),
2) f(x+ 1) = f(x), Vx € D(f).
Ako postoji najmaniji period 79 > 0 onda njega zovemo temeljni period
funkcije f.

v

7 > 0 period funkcije f = n7 je takoder period od f, Vn € N.

Postoje periodicke funkcije koje nemaju temeljnog
perioda kao npr. f : R — R definirana s

fix)=1 zaxeQ i f(x)=0 zax¢Q.

Svaki 7 € Q. je njen period, pa taj skup nema minimum veci od 0.
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Funkcije sin: R — [—1,1] icos : R — [—1, 1] su periodicke s temeljnim
periodom 27:
sin(x +2n) =sinx i cos(x+2m)=cosx, VxeR.

Iz slike je jasno da vrijedi  sin x = cos(x — g), Vx € R,

odnosno, €os X = sin(x + g), Vx € R.

sin je neparna, a cos parna funkcija. 180/ 190



Funkcije Trigonometrijske i arkus funkcije

_________________________

Sa trigonometrijske kruznice je vidljivo da vrijedi
cos®x +sin’x =1, Vx € R,

§to je osnovna trigonometrijska jednakost.
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Osnovni adicioni teorem za funkciju kosinus:
cos(x +y) =cosxcosy —sinxsiny, Vx,y c€R.
Adicioni teorem za funkciju sinus:
sin(a + B) = sina.cos 3 + cos a sin 3.

Iz prethodnih formula lako dobijemo

sinxcosy = %[sin(x +y) +sin(x — y)],
COSXCOSy = %[cos(x +y)+cos(x — y)l.

sinxsiny = %[cos(x —y)—cos(x +y)]
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Funkcije
tg :R\{g+kw;keZ}—>R

ctg :R\ {kmkeZ} =R

imaju osnovni period 7.

To slijedi iz
_sin(x+7)  —sinx
g (x+m) = cos(x +m)  —cosx =1lgx
[
ct x—L
g g x’

Funkcije tg ictg su neparne.
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Arkus funkcije

Periodicke funkcije nisu injekcije = nemaju inverzne funkcije.

Njihove restrikcije na dijelove podrucja definicije na kojem su strogo
monotone, jesu injekcije.

Tako definiramo

@ Sin = sin ][,g,%],
@ Cos = cos g 4]
° Tg =19 |-z 3

o Ctg = ctg |(0,x)-
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Dakle, parovi inverznih funkcija su:

Sin: [-%, 3] — [-1,1], Sin~' = arcsin : [-1,1] = [-Z, %],
Cos : [0, 7] — [-1,1], Cos™' = arccos : [-1,1] — [0, 7],
Tg: (-%,7) >R, Tg ' =arctg : R — (—Z,%),
Ctg: (0,7) = R, Ctg~' = arcctg : R — (0, 7).
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SIELS

=
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Zadatak
RijeSimo jednadzbe sinx = bicosy =bzabc [-1,1]. J

RjeSenje. sinx = b
Prvo nademo rjesenje na intervalu [-7, 5].
Jer je sin bijekcija na [-7, 7]
x; = Sin~'(b).
Zatim traZimo rjeSenje na intervalu (7, %”).
Zbog
sin(r — x) =sinmcosx —cosmsinx =0-cosx — (—1)sinx =sinx

drugo rjeSenje je
Xo=m— x4 =7 —Sin"'(b).
To su sva rjeSenja na intervalu [-7, 37”>,

Uocite da je Sirina intervala jednaka temeljnom periodu 2. 189/192



RjeSenje periodicki prosirimo na cijeli R
{Sirﬁ(b) + 2km,m — Sin~'(b) + 2kn : ke Z}
Ovaj skup rjeSenja se moze opisati s:
Xp = (=1)"Sin""(b) + nx, neZ

cosx=>b
Koristimo isti princip kao prije.

Prvo nademo rjeSenje na intervalu [0, 7].
Jer je cos bijekcija na [0, 7|:

ys = Cos™'(b).
Zatim trazimo rjeSenje na intervalu (—m,0).
Zbog parnosti funkcije cosinus:

cos(—x) = cos X
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drugo rjiesenje je
2 = —y1 = —Cos ™ (b).

To su sva rjeSenja na intervalu (—m, 7].
Uocite da je Sirina intervala jednaka temeljnom periodu 2.
RjeSenje periodicki prosirimo na cijeli R

{Cos‘1 (b) + 2kw,—Cos™ ' (b) + 2k : k € Z}

Ovaj skup rje$enja se moze opisati s:

Yo = (—1)" (003—1(19) - g) T gi, nez.
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Zadatak
RijeSimo nejednadzbu
a<sinx<b

za—-1<a<b<1.

™

Nejednadzbu rijesimo na intervalu [-7, 5].

KoristeCi
sin(m — x) =sinx

nademo rjesenje na intervalu (5, 3F).

Zatim rjeSenje periodiCki prosirimo na cijeli R
Zan=2m, mec Z,imamo
Sin~"(a) + 2mr < x < Sin~'(b) + 2mn,
azan=2m-1, meZ,je
Sin~'(b) + (2m — 1)x < x < Sin"'(a) + (2m — 1)~.
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