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Sazetak

U ovom seminaru obraden je Oslo algoritam i neke njegove primjene.
Na pocetku vrlo kratko izlozene su definicije i osnovna svojstva B—
splajna i diskretnog splajna. Oslo algoritam kao i odgovarajué¢i nu-
mericki primjeri napravljeni su u programu Matlab.

1 B-splajn krivulja

Neka su ... <741 <79 <7 < ...realni brojevi. Za fiksni ¢ € Z funkciju
Bf : R — R zadanu formulom

Bf(s) _ { (()_1>k(7'k+z‘ — 1)y o] (8 — t)]_fl izﬁi)éie Ti < Thai (1)

zovemo B—spline funkcija reda k pridruzena évorovima 7;, ... Ty
Moze se dokazati da za B—splajn funkcije vrijedi sljede¢a rekurzivna relacija:

1 ]l m<s<Tipg
Bi(s) = { 0 inace (2)
iza k> 2
Bf(s) = wik(s)By () + (1 — wip1.k(s)) Br (s), (3)
gdje je w; : R — R definirana s
—=01—  akoje T; < Tivk_1
. — Titk—1—Ti
wir(3) { 0 inace

*Seminarski rad iz kolegija Geometrijski algoritmi i splajnovi



Neka su tocke P, P, ..., P,, P; € R", j =1,...,n, h € N vrhovi poligona
P=PP,---P,tenekaje 7= (11,...,Tnsx)’, 7 € R* takvi da je
1< S Tk

Krivulju

fs) = Z P,Bf(s), (4)

gdje su BF definirani kao u (1), zovemo B-splajn krivulja reda k, pripadni
poligon P zovemo kontrolni poligon, njegove vrhove kontrolne to¢ke, a vektor
T vektor ¢vorova.

Za zadani kotrolni poligon P i vektor évorova 7 primjenom rekurzije (3),
moze se izvesti rekurzija za racunanje koordinata tocaka koje leze na B—
splajn krivulji (tehnika koja se koristi u dokazu ove rekurzije sli¢na je tehnici
koju ¢emo kasnije koristiti za rekurziju na kojoj se zasniva Oslo algoritam):

f(s) = f¥(s) ako je s € 1, 7541),

gdje je
(s = { A=MFEEE) + XA s) akojei>1
" P. akojet1 =0
i
; §—T
No— o
" Tr+k—i — Tr

Primjer 1 Zadan je kontrolni poligon P s vrhovima Py = (0,0), Py, = (—1,2), Py =
(—0.9,3), P, = (0.3,2.6), Ps = (2,3), Ps = (3,1.5) i vektor ¢vorova

T = (0,0,0,0,1,2,3,3,3,3). Na Slici 1. prikazani su kontrolni poligon i
odgovarajuca B—splajn krivulja f.

Slika 1. Kontrolni poligon P i odgovarajuca B-splajn krivulja f



2 Diskretni splajn
Neka je
flz) =Y PBf(x), (5)
=1

zadana B-splajn krivulja.

Vektoru ¢vorova T = (74, .. ., Tn+k)T zelimo dodati jos jedan ili vise ¢vorova
7@ = (71,...,m)T te vidjeti kako ¢e to utjecaj imati na zadanu krivulju. Neka
je m = n + [ te uvedimo novi vektor ¢vorova definiran s ¢t = 7 U 7% =
(t1, ... tmer)?. Sada krivulju (5) zapisimo na sljedeéi nacin

Fle) = D ;N (@), (®

gdje su Nf B-splajn funkcije reda k definirane nad vektorom ¢vorova t,a
d; nepoznati koeficijenti. Prema tome za zadane brojeve k,n,m vektore
T 1t te vrhove poligona P, ..., P, trebamo odrediti nepoznate koeficijente
dy, ... dpy.

Ovakav se problem moze rijesiti na vise nacina. Ovdje ¢emo taj prob-
lem rijesiti primjenom jednog algoritma koji je u literaturi poznat kao Oslo
algoritam.

U tu svrhu najprije ¢emo definirati i dati osnovna svojstva tzv. diskretnog
splajna.

Prirodno je pretpostaviti da je veza koeficijenata P; i d; linearna tj. da
vrijedi

dj = Zaik(j)Pia (7)

§to ¢emo korektno opravdati nakon Teorema 1. za neke brojeve ayx(j).
Moze se dokazati sljede¢i teorem.



Teorem 1 Za svaki x vrijedi

Bf(x) =Y an())Nj(x) i=1,...,m, (8)
j=1
gdje je
aik(j) = (Tlm - Ti)[Tia . 7Tk+i]q)jk‘7
Dir(y) = (y — ;) V(y), gdje je a; € [t;,t;41) ©)
k—1
Vin(y) = [ — tisr)
r=1

Za fiksni ¢ realne brojeve a;(j) zovemo diskretni splajn reda k pridruzen
¢vorovima T;, . . ., Titk-
Iz Teorema 1 imamo

fls) =D PBi(s) = 3 Py aali)Nj(s) = 3 (Z Pz»aik<j>) N (s).

j=1 \i=1

¢ime je opravdana pretpostavka (7).

Za diskretni splajn vrijedi rekurzija

N 1 Tigtj<7'i+1
air(j) = { 0 inace (10)

izak>2isvei,j
air(f) = (Gpe—1 = 73) Bip-1(J) + (Tjrre = Gisn-1)Bip1k—1(5), (1)
gdje je
: () (Tivk — Ti)  Tixr > T
; = T 12
Bir(7) { 0 inace (12)
Navest ¢emo jos jedan teorem u kojemu su izrecena svojstva diskretnog spla-
jna koji mu opravdava ime

Teorem 2 Neka je o (j) diskretni splajn. Tada vrijedi

a) Za 1 < j < m neka je indeks p takav da je 7, < t; < T,41, tada je

b) ai(j) >0 za svei,j.



¢) (i) =1, e <ty < Tpga

Vratimo se po¢etnom problemu tj. izra¢unajmo odgovarajuce koeficijente
dj u (7)

Imamo

d; =Y au(j)P.
=1

Za zadani indeks j odredimo indeks o takav da je 7, < t; < 7,41, pa sada
zbog svojstva a) u Teoremu 2 te rekurzije (10) i (11) za diskretni splajn
imamo

= > Plltrror = )Bik-1() + (Tark — tyen1)Birrn1(4)).

i=p—k—+1

Prema tvrdnji a) Teorema 2 je B,—rt+14-1(J) = But16-1(J) = 0 pa sada
Imamo:

H p—1
di= > Piltjkr —7)Bis1() + D PilTick — tirn-1)Bis1h-1(7)-
i=p—k+2 i=p—k+1

U drugoj sumi napravimo zamjenu indeksa i — 7 + 1 pa sada d; izgleda
ovako:

I

n
d; = Z Pi(tjik-1 — 1) Bin—1(j) + Z P (Ticiir — tjgr—1)Bik—1(J)-

i=p—k+2 i=p—k+2

Zasveie€ {u—Fk+2,...,pu} ocito je Bix—1(J)(Titk—1 — 7)) = aik—1(J), pa

dobivamo
o

2 .
d; = Z I%;[,j]ai,kfl(])a
i=p—k+2
gdje je
[(tjh—1 — 7)) B 4+ (Tigh—1 — tjh—1) Pi1]

ij
Titk—1 — T4

5



Opcenito za r = 1,2, ..., k imamo

17
dj: Z Pi[gOéi,k—rH(j),

i=p—k+r
gdje je
rPl=p
2,7 ?
1
T r—1
plr+1] _ [(tjghr — Ti)Pi[,j] + (Tigh—r — tj+k_7”Pi[—1vj])]
W Titk—r — Ti .

Uzmemo li kona¢no r = k£ imamo

d; = Pay(j) = P, (13)

/J/L]

3 Oslo algoritam

Konacno prema (13) izgradimo algoritam Racuna za racunanje svake kompo-
nente vektora d = (dy, ..., d,,). Najprije za zadani j € {1,...,m} odredimo
pe{l,...,n—1} takav da je 7, < t; <,41.

To radi Algoritam Trazi.

ALGORITAM 1. (Trazi)
Forj=1,....m—1

Ako jet; > 1, tada je p =1

ALGORITAM 2. (Racuna)

1) po=p—k+1

2) Fori=pg,po+1,....p0
i) P =P,

3) Forr=1,2...,k—1



) po=pp—1
i) Fori=p,pu—1,... 1
a) dy = tiyg—y — T, do = Tigp—p — Ljktr

b) P/t = (dy- P+ dy- P))/(dy + do)

4) d; =P

3.1 Numericki primjeri

Primjer 2 (Ubacivanje novog ¢vora) Neka su kontrolni poligon P te vek-
tor cvorova zadani kao u Primjeru 1. Dodajmo jos jedan cvor i neka je on
1.3. To znaci da novi vektor ¢vorova glasi t = (0,0,0,0,1,1.3,2,3,3,3,3)7.
Treba odrediti novi odgovarajuci kontrolni poligon d = didsdsdsdsdgd; kao
1 odgovaraju¢u B—splajn krivulju. Na Slici 2 prikazani su novi i stari kon-
trolni poligoni kao i odgovarajuce krivulje. Primjenom algoritma dobiva se
d1 - (0,0) - Pl,dQ — (-1,2),613 — (-097265),d4 — (—038,2867),d5 —
(0.5550,2.6600), ds = (2,3),d; = (3,1.5) = F.

Slika 2. Novi i stari kontrolni poligoni te odgovarajuce krivulja

Primjer 3 (Podjela B-splajn krivulje) Zadana je B-splajn krivulja
f(s) =) PBi(s).
i=1
Treba odrediti kontrolne poligone Q = Q1 ...Q4 t R = Ry ... Ry koji definiraju

zadanu krivulju podijeljenu v dva dijela. Problem se moZe rijesiti primjenom
Oslo algoritma. Defiramo mrezu c¢vorova

= (T1y oy Tus Ty Toy oo s Tos Tudls - - s Ttk )s



gdje se srednji Ts—ovi javljaju k puta. Pri tome 15 nije bio u originalnoj
mrezi ¢vorova. Na ovako dobivenu mrezu primijenimo Oslo algoritam, te
smo na taj nacin dobili dvije disjunktne krivulje (prva je odredena ¢vorovima
TlyevsTuyTsy - Ts, G ATUGA CVOTOVIMG Tsy - ..y Tsy Tutls - - - Ttk ) koje su podi-
jelile nasu polaznu krivulju. Neka je originalna krivulja, krivulja iz Primjera
1, te je podijelimo s ¢vorom 1, = 2.5. Dobivamo rezultat kao na Slici 3.

Slika 3. Dva disjunktna kontrolna poligona i odgovarajuce krivulje dijele
zadanu krivulju u dva dijela



