SPLAJN INTERPOLACIJA


SPLAJN INETRPOLACIJA (dalje  SI)

SI  (derivate free)

PP da imamo slijedeće:
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{strogo rastuće, even. jednake rubnim točkama zadanog intervala}

· n cijeli broj   0 < n ( m,  N=m-n  broj unutarnjih čvorova  (1,..., (N 
gdje je   
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(j-n <(j   {osigurava različitost od nule svih B-splajnova}

SI problem  je odrediti splajn  s(x)  reda n  sa čvorovima  (1,..., (N

koji zadovoljava: s(xi)=fi , i=1,...m.

Ako ovaj problem ima rješenje mora zadovoljavati  linearne jednadžbe:
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     ili u matričnoj formi  Ac=f     (1)

gdje su   aij=Nn,j(xi),   c=(c1,...,cm)T, f=(f1,...fm)T

Uvjeti  na rješenje:

Ako je A invertibilna rješenje postoji i jedinstveno je; nužne i dovoljne uvjete za invertibilnost od A prvi su postavili SCHOENBERG i WHITNEY, 1953., (dalje ćemo ove uvjete ozn. SW uvjeti)  a to su:

(j-n<xj<(j , j=1,...m

(2)
{što znači da za j=1,...m svaki j-ti apcisa podatak  leži točno u području pokrivenom j-tim B-splajnom ili u matričnoj formi svaki dijagonalni element ajj,  j=1,...m nije nula.}

RJEŠENJA DEFINIRANIH JEDNADŽBI

Sistem (1)  moze biti stabilan i dobro je balansiran; suma svakog reda je jedinica.  Štovise ima specijalnu formu koja omogućava izračunavanje 

rješenja specijalno efikasno.

Zbog svojstva podržavanja kompaknosti  svaki redak od A sadrži najviše n elemanata koji nisu nula.

Primjetimo da pivotiranje nije nužno. Matrica A je totalno pozitivna (sve minore su joj nenegativne), a takav linearni sistem  sa takvim matričnim koeficijentima može se rješiti bez pivotiranja.

SPLAJN INTERPOLACIJA SA RUBNIM UVJETIMA NA DERIVACIJMA 

Sada promatramo slijedeći SI problem:
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     pretpostavljamo i da su granični uvjeti   

· f(r)(xmin), r=0 , ... , m1-1,  

· f(r)(xmax), r=0 , ... , m2-1   gdje su m1(n , m2(n, određeni.

     također PP 

· n cijeli broj   0 < n ( 
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     (1,..., (N  gdje je   
[image: image11.wmf]max

1

min

...

x

x

N

<

£

£

<

l

l

  i   (j-n <(j za svaki j.

Problem je odrediti interpolacijski splajn  s(x)  reda n , sa čvorovima 

(1,..., (N  koji zadovoljava:

s(xi )     =  fi ,                   i=1,...m

s(r)(xmin)  = f(r)(xmin),         r=0 , ... , m1-1

s(r)(xmax) = f(r)(xmax),         r=0 , ... , m2-1
ako ovaj problem ima rješenje znači da zadovoljava  slijedeće linearne jednadžbe:
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(3)
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redosljed gornjih jedanžbi odgovara strukturi pridruženih matrica.

U terminima matrica:

Nn,j(i-1)(xmin),  i = 1, . . . , m 

             ai,j=           Nn,j(xi-m1),  i=m1+1, . . . , m1+m 
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             fi=             fi-m1,  i=m1+1,..., m1+m 
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Uvjeti na rješenje:

SW uvjeti za ovaj problem postaju:

(j-n <uj<(j, j=1, . . . . 
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   m1



           m2
A je invertibilna (tj. rješenje postoji i jedinsteveno je) akko su ovi uvjeti ispunjeni. 

UVJETI NA DEFINIRAJUĆE JEDNADŽBE:

Linearni sistem  (1)  baziran na  (3)   može biti stabilno formiran, i svaki redak od A ima najviše n nenula elemenata. Prvih m1 redaka su donje trokutasti a posljednjih m2 gornje trokutasti. Stoga prvih m1 i posljednijh m2 varijabli možemo odmah eliminirati.

Preostala matrica je totalno pozitivna pa se stoga odgovarajuće jednadžbe mogu rješiti sigurno Gaussovom eliminacijom bez pivotiranja. Ovaj proces je ekvivalentan inicijalnom određivanju  koeficijenata prvih i posljednjih nekoliko B-splajnova   
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Primjetimo samo da samo vrijednosti  fi za koje  je xi sadržano u prvih m1 ili posljednjih m2 podintervala treba ovako modificirati.
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