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Zadatak 1

Simpleks metodom rijesite problem:

X2 +2x3  — max

X1 +X2 <7
—Xx1  tx2 @ —Xx3 <1
X1 —X2 —X3 <5

xi >0 i=1,2,3.




Zadatak 1

Simpleks metodom rijesite problem:

X2 +2x3  — max

X1 +X2 <7
—Xx1  tx2 @ —Xx3 <1
X1 —X2 —X3 <5
x>0 i=1,2,3.
Pocetna tablica:
X1 X2 X3
wi | -1 -1 017
wr |1 -1 1|1
ws|-1 1 1|5
0 1 210
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X1 X2 X3 X1 W2 X3
wi -1 -1 07 wi 1 -1]6
wy | 1 11 x| 1 -1 1]1
ws | -1 1 115 ws| O -1 216
0 1 2]0 1 -1 31
w1 W2 X3 w1 Wa X1
x| -1/2 1/2 [-1/2])3 x3 (-1 1 206
x | -1/2 -1/2 1/2 |4 x (-1 0 117
w3 0 -1 2 6 w3 -2 1 -4 18
12 -1/2 572 |4 302 519

Zakljucak: problem nije ogranicen odozgo, ¢ime linearna zadaca
nema rjeSenje. Zaista, pogledajte varijablu x3. (0,0, x3) je sadrzan

u dopustivom skupu za svaki x3 > 0.



Prijasnji zaklju€¢ak smo mogli napraviti odmah na pocetku bez
ulaska u algoritam (ako napravimo zamjenu varijabli x i x3
algoritam zavrsi na pocetku).

X1 X2 X3
w1 -1 -1 0 7
wp| 1 -1 1|1
ws -1 1 115
0 1 210

Vrijedi i vise:

Napomena 1
Ako se u nekoj iteraciji optimalnog plana pojavi stupac | € J takav
da je

G >0,7 20,7 >0,...,7m >0

zaustavi algoritam. Funkcija cilja je neogranic¢ena odozgo te zadaca
nema rjesenje.




Zadatak 2

Simpleks metodom rijesite problem:

—x1 —3x +x3 +x4 +Xx5 — min
X1 —X2 +x3  +3xa —3xs <1
X1 +x2  —x3  +xa  +Xs <1
X1 +Xo +x3  4+5x4 —x5 <3
x; >0 i=1,2,3,4,5.




X1 X2 X3 X4 Xy Wiy Xo X3 X4 Xp
wip | -1 1 -1 -3 3|1 x|-1 1 -1 -3 3|1
wr | -1 -1 1 -1 -1]1 wp | 1 -2 2 2 410
ws|-1 -1 -1 -5 113 ws| 1 -2 0 -2 -2|2
1 3 -1 -1 -1]0 -1 4 -2 4 2|1
w1 wp X3 X4 Xp w1 wp w3 X4 Xy
x| 1/2 1/2 0 2 1|1 x|-1/2 -1/2 0 =2 1|1
x | 1/2 -1/2 1 1 2|0 x|-1/2 0 ~-1/2 -1 -1|1
ws | O 1 2 -4 212 x3| 0 1/2 -1/2 -2 1|1
1 -2 2 0 -6|1 1 -1 -1 -4 -4 |3
X; W12 vg3 X: 25 > o Optimalno rjesenje:
Mo ) ) (<, x5, x5, x5, %) =(0,2,1,0,0)
X | -1 -1/2 -1/2 -3 0 |2 L 4775
x3 |0 1/2 -1/2 2 1|1 ©° Vrijednost f-je cilja # =5
2 2 -1 -8 2|5




Zadatak 3

Poljoprivrednik ima zemljiste od 100 hektara na kojem uzgaja
kukuruz i Zito. Od kukuruza ostvaruje profit od 500 kuna po
hektaru, a od Zita profit od 350 kuna po hektaru. Troskovi Zetve
iznose 150 kuna po hektaru kukuruza i 90 kuna po hektaru zita, a
poljoprivrednik moze potrositi najvise 10000 kuna za Zetvu. Koliko
kukuruza, a koliko Zita treba posaditi da bi profit bio maksimalan?

v




Zadatak 3

Poljoprivrednik ima zemljiste od 100 hektara na kojem uzgaja
kukuruz i Zito. Od kukuruza ostvaruje profit od 500 kuna po
hektaru, a od Zita profit od 350 kuna po hektaru. Troskovi Zetve
iznose 150 kuna po hektaru kukuruza i 90 kuna po hektaru zita, a
poljoprivrednik moze potrositi najvise 10000 kuna za Zetvu. Koliko
kukuruza, a koliko Zita treba posaditi da bi profit bio maksimalan?

v

350x; +260x, — max
X1 ... koli¢ina kukuruza

X2 ... koli¢ina zita A X < 100

150x;  +90x» < 10000

x; >0 i=1,2.



X1 X2
wp | -1 -1 | 100
wo | -150 -90 | 10000
350 260 | O

‘ W2 w1
xp | 1/60 -5/2| 250/3
x | -1/60 3/2 | 50/3
-3/2 -125 | 27500

wo X2
wi | 1/150 -2/5 | 100/3
x1 | -1/150 -3/5 | 200/3
-7/3 50 | 70000/3

e Optimalno rjesenje:
(x1,x3) = (50/3,250/3)
@ Vrijednost f-je cilja
# = 27500

Potrebno je posaditi 5 puta vise zita od kukuruza kako bi se
ostvario maksimalni profit od 27 500 kuna.



Zadatak 4

Kozmeticka tvrtka proizvodi dva proizvoda iz linije “Aloe Vere”,
kremu i gel. Proizvodi sadrze tri aktivna sastojka, ekstrakt biljke
aloe vera, smjesu vitamina i smjesu minerala. U tablici su zadane
koli¢ine aktivnih sastojaka potrebnih za proizvodnju 1 kg kreme i
gela, zarada po 1 kg gotovog proizvoda i raspolozZive kolic¢ine
sastojaka na skladistu. Jedinica za koli¢ine sastojaka je kilogram, a
zarada je izraZzena u eurima. Nadite optimalan plan proizvodnje i
maksimalnu zaradu.

° aloa vera vitamin mineral | Profit
Krema 0.02 0.005 0.01 25
Gel 0.03 0.007 0.006 30
Zaliha 190 20 25 °




X1...
X ...

koli¢ina proizvoda u kremi
koli¢ina proizvoda u gelu

25x1 +30x7

0.02x +0.03x;
0.005x; +0.007x>
0.01x; +0.006x2

X,'ZO

— max

<190
<20
<25

i=1,2.



X1...

X2 ...

25x7 +30x — max
0.02x;  +0.03x» <190
koli¢ina proizvoda u kremi 0.005x; +0.007x», <20
koli¢ina proizvoda u gelu 0.01x; +0.006x, <25
xi >0 i=1,2.
X1 X2 w3 X2
wy | -0.02 -0.03 | 190 wi 2 -0.018 140
wsp | -0.005 -0.007 | 20 wr | 0.5 -0.004| 7.5
wz | -0.01 -0.006 | 25 x1 | -100 -0.6 2500
25 30 0 -2500 15 62500
e —OV!/ZS ZVE 106.25 Pot.rebno je proizvest.i 1375
proizvoda od kreme i 1375
x| 125 -250 1875 roizvoda od gela kako bi
x| -175 150 | 1375 protzve gela kako b
ostvario maksimalni profit
-055 3750 | 90625 od 90625 eura.




Sto ako ne vrijedi b > 07

Postoje dva puta do pronalaska zapisa za optimalni plan:
1) rjeSavanje pomocne zadace A,
2) algoritam prvog plana izveden iz algoritma za razdvajajucu
hiperravninu.

Neka je dana linearna zadaca:

ZTX — max
(LZ) Ax < b ,
x>0
te pomoé¢na zadaca:
A — min
(LZy) Ax<b+Xe , e=(1,1,.,1).

x,A>0



Zadaca (LZ))

Propozicija 1

Zadaca (LZ,) uvijek ima rjesenje.

Propozicija 2

Dopustivi skup zadace (LZ) je neprazan ako i samo ako zadaca
(LZy) ima optimalno rjesenje \* = 0.

Prethodna propozicija daje jednostavan algoritam za rjesavanje
linearne zadace (LZ).



X1 ... Xp
w1 1 bl

Pocetna tablica: —A :
Wm 1 bm
zZ |lz1 ... 2z 0
-A|0 ... 0|-1]|]0

Algoritam pomocne zadace \:
1) pronadi iy € {1,2,...,m} t.d.
bfo = min {bj ’j = 1,2,...,m}
2) napravi GJT na elementu (ip,n + 1)

3) rijesi problem optimalnim planom (pritom z mora ostati
nebazicna varijabla, tj. ne radimo GJT u tom retku!).
Postavi r(A\) = n+ m+ 1.

4) o ako je \* > 0 problem (LZ) nema rjesenja (STOP)

e ako je \* = 0 izbrisi redak i stupac s oznakom . Rijesi
dobiveni problem optimalnim planom.




Simpleks metodom rijesite problem:
—X1 —4x, — max
—2x1  +x2 <4
—2x1  +4x < -8
—X1 —3X2 < —7
| xp>0, i=1,2.




Simpleks metodom rijesite problem:

—X1 —4x,  — max
—2x1 “+Xo <4
—2x1 +4x < -8
—X1 —3X2 S —7
L x>0, i=1,2.
Rj: Pocetna tablica:
X1 | xo | A
wy | 2 |-1]1] 4
wy | 2 |-4]1]|-8
wy | 1|3 |1]-7
z |-1]-4]0]0
-A|0]0(|-1]0
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X1 X2 A X1 X2 1%
wi | 2 -1|1]4 wi | 0 3| 1|12
wo | 2 4| 1]-8 AN |2 4|18
ws |1 3|17 ws | -1 7] 1|1
z |[-1 -4]0]|0 z |[-1 410 |0
“x[0 o[1]0 X2 4]-1]-8

w3 X2 Wo w3 A 1%]
wi | 0 3 [ 112 wi | 3/5 -3/10 | 7/10 | 69/5
A2 -10]-1]6 x, | 1/5 -1/10 | -1/10 | 3/5
xx | -1 7|11 x1 | 2/5 -7/10 | 3/10 | 26/5
z |1 -11]-1]-1 z |-6/5 11/10 | 1/10 | -38/5
-A|-2 10| 1]-6 -A| O -1 0 0

Optimalno rjesenje je \* = 0.

Zadaca nije kontradiktorna.




w3 w2
wy | 3/5 7/10 | 69/5
x| 1/5 -1/10| 3/5
x1 | 2/5 3/10 | 26/5
-6/5 1/10 | -38/5

Problem ima rjesenje (x;,x;) = (7,0),

w3 X2
w1 2 -7 18
wy | 2 -10| 6
X1 1 -3 7
-1 -1 | -7
H#=-T7.

Prethodni pristup rjeSavanju ima ocitu manu. Zahtijeva se
dodavanje stupca i retka u zada¢u sto nuzno povecava broj
operacija. Postoji i bolji nacin, a to je primjena algoritma za
razdvajajuce hiperravnine.



PRVI PLAN

Kreiranje pocCetne tablice iz (LZ):

1) Ako je Vi € I (8; > 0) onda
X1 ... Xp kreni s optimalnim
Xnt1 planom

_A b 2) Inace, neka je

k :=min{i €/, ;i <0}
ST 0 3) Ako je Vj € J (v <0)

I ={1,2,....n} onda STOP I
J={n+1,n+2,..n+m)} Zadacéa je u kontradikciji
(dopustivi skup je prazan).
X, J € J 4) Inace, neka je

[ :=min{j € J, v > 0}
Napravi GJT na kljuénom
mjestu ks i vrati se na 1)

Xn4+m

xi, i €1 Vij Bi 5)

G f




Zadatak 5

Simpleks metodom rijesite problem:

([ —xq +x» —3x3 — max
X1 +X2 +x3 <7
X1 —2X2 —X3 S —10
—2x1  +x2 <2
x; > 0, i=1,23.




Zadatak 5
Simpleks metodom rijesite problem:

([ —xq +x» —3x3 — max
X1 +x0 +x3 <7
X1 —2x2 —X3 < -10
—2x1  +x2 <2
xi >0, i=1,2,3.
Rj:
x| X2 X3

wp -1 -1 -11] 7
wy [ -1 2 1 ]-10
w3 | 2 -1 0] 2




X1 X2 X3
wi | -1 -1 1] 7
w, | -1 2 1 |-10
ws |2 -1 0] 2
1 1 3]0
w3 wo X3
wi| -1 -1 0 |-1
x2 | 1/3 2/3 -2/3 |6
x| 2/3 1/3 -1/3 |2
1/3 1/3 -10/3 | 4

Napomena 2
Ako se u nekoj iteraciji prvog plana pojavi redak k takav da je

7§kn SO

zaustavi algoritam. Dopustivi skup zadacle je prazan, tj. zadaca je u

/Bk<07 §k1§07§k2§07"'

kontradikciji.

X1 wo X3

wi | -3/2 -1/2 -1/2 | 2
x | 1/2 1/2 -1/2| 5
ws | 3/2 -1/2 1/2 | -3
1/2 1/2 -7/2[ 5

Problem nema rjesenje, tj.

dopustivi skup zadace je prazan.

v




Zadatak 6

Dvije tvornice namjestaja opskrbljuju se drvom iz dvije pilane. Prva
tvornica mjesecno treba barem 150 kubika drva, a druga barem 60.
Prva pilana u stanju je proizvesti najvise 100 kubika mjesecno, a
druga najvise 120. Troskovi transporta proporcionalni su kolicini
drva koje se prevozi pomnoZenoj s odgovaraju¢om udaljenosti iz
sljedece tablice:

‘ 1. tvornica 2. tvornica
1. pilana 15km 21km
2. pilana 18km 12km




Rj:

Varijable:
x1 ... koli¢ina kubika iz pilane 1 u tvornicu 1
Xo ... koli¢ina kubika iz pilane 1 u tvornicu 2
x3... koli¢ina kubika iz pilane 2 u tvornicu 1
Xy ... koli¢ina kubika iz pilane 2 u tvornicu 2

Linearna zadaéa:

( 15x7 +21xp +18x3 +12x4 — min

X1 +Xo <100
X3 +xq <120

X1 +Xx3 > 150
X2 +Xx4 > 60

x; > 0, i=1,23,4.



X1 X2 X3 X4 w3 X2 X3 X4
wy | -1 -1 0 0 | 100 wp | -1 -1 1 0 -50
wp | O 0o -1 -1 120 wy | O o -1 -1 120
wy | 1 0 1 0 |-150 x| 1 0 -1 0 150
wag | O 1 0 1 | -60 wy | O 1 0 1 -60
.15 21 -18 -12| 0 215 21 -3 -12 | -2250
w3 X2 W) Xg w3 Wwp Wi Xq
x3 | 1 1 1 0 50 x3 | 1 1 1 -1 110
wpy | -1 -1 -1 -1 70 wo | -1 -1 -1 0 10
x| 0 -1 -1 0 100 x1 | O -1 -1 1 40
ws | O 1 0 1 -60 x2 | 0 1 0 -1 60
-18 -24 -3 -12 | -2400 -18 -24 -3 12| -3840




w3 owp w0
|1 0 1 1 50 )
wo | -1 -1 -1 0 10 (x5, x5, x3,x5) = (100, 0,50, 60)
X1 0 o -1 -1 100
X4 0 1 0 -1 60
-18 -12 -3 -12 | -3120

Treba poslati 100 kubika iz pilane 1 u tvornicu 1, zatim 50 kubika
iz pilane 2 u tvornicu 1 te 60 kubika iz pilane 2 u tvornicu 2 za
minimalni trosak.



Zadaci za vjezbu



U proizvodnji ¢okolade s ljesnjacima koristi se mlijeko u prahu cija
cijena i dostupnost variraju sezonski. Cijena, dostupnost i potraznja
dane su za svaki kvartal godine u sljedecoj tablici:

’ Kvartal H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
Cijena po toni u € || 110 | 100 | 120 | 130
Dostupnost (tona) || 1000 | 1700 | 800 | 400
Potraznja (tona) 750 | 900 | 1000 | 850

Zbog kratkog roka trajanja mlijeko u prahu mozemo Cuvati samo za
sliedeé¢i kvartal. Prilikom ¢uvanja jedne tone javlja se dodatan
trosak od 4 €+ 10% kupovne cijene. Skladiste je prazno na
pocetku 1. kvartala, a neiskoristena roba iz 4. kvartala se baca. Cilj
Jje minimizirati trosak.

Zapisite gornji problem kao zadacu linearnog programiranja (nije
potrebno rijesiti).




Zadatak 8
Neka je dan problem

ax+f -
P — min

Ax < b
yx+40 >0

Zapisite gornji problem kao zadacu linearnog programiranja ako
znate da su vrijednosti funkcije cilja strogo pozitivne.

Zadatak 9
Neka je dana slucajna varijabla

7 < 1 2 3 4 5 )
pL P2 P3 Pa ps )
Ako je poznata vrijednost prvog momenta E(Z) = py te drugog

momenta E (Z?) = o, odredite gornju ogradu na vrijednost
P(Z = 2).

| \
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