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1 Uvod

o0

Za Riemannovu zeta funkciju ((s) = > >~ n~° (Res > 1) dobro je poznato da za
paran prirodan broj poprima vrijednost koja je iracionalan i Stovise transcendentan
broj. To je posljedica ¢injenice da je 7 transcendentan broj (v. [Li 82| ili [La 02,
app. 1]) i sljedec¢e ne posebno teske propozicije.

Propozicija 1. Vrijed:

C(2k) = (=1)*"

gdje su B, racionalni brojevi za sve m € N.

Dokaz. [Po 79, Pa 95| Pokazat ¢emo da su B, takozvani Bernoullijevi brojevi koji
su definirani sljede¢om funkcijom izvodnicom:

o
er—1 m!
m=0

tPredavanje odrzano na Seminaru za teoriju brojeva i algebru.



1
1 + 52 parna i zato je B; = —%, a svi ostali Ber-
e —
noullijevi brojevi s neparnim indeksom su jednaki 0. Izravno iz definicije dobivamo

rekurziju

1 1 1 .
(nJOr )Bo+(7“1r )Bl+--.+(”+ )Bn:(),nZQ, By =1, 312_5
n

Primjetimo da je funkcija

iz Cega je jasno da su svi Bernoullijevi brojevi racionalni. 3
S druge strane, Hadamardov teorem faktorizacije (v. npr. [Si 06, §0.10]) daje

pa logaritamskim deriviranjem slijedi

oo
T COSTZ 1 2z
,—:ﬂctng:——g 5 5
sIn 7wz z  A=\nf =z

i nakon mnozenja sa z, razvoja u red oko 0 te zamjene poretka sumacije, dobivamo

[e.e] (e}

rzctgmz =1 — 22 (Z#Lm)zm

m=1 n=1

Ali, iz definicije kotangensa je

‘ ewiz 4 e—wiz Iz . o (27T)2m )
Tzctgmz = M= = ganie 1 + miz = Z(—l)m @m)] Bop 2™,
m=0

pa usporedbom koeficijenata u prvom i drugom razvoju dobivamo tvrdnju propozi-
cije. O

O aritmetickim svojstvima brojeva ((2k + 1) zna se puno manje. Hipoteza je da
su brojevi

™, ¢(3), ¢(5), <(7), -

algebarski nezavisni nad Q. Iz toga bi slijedilo da su svi ((2k + 1) transcendenti, pa
i iracionalni, te da su linearno nezavisni nad Q (v. [Fi 04]).

Vrlo malo rezultata u smjeru ove hipoteze su poznati. Prvi od njih oglasio je
Apéry 1978. na Journées arithmétiques u Luminyju.

Teorem 2 ([Ap 79]). Broj ((3) je iracionalan.

Sam Apéry imao je vrlo $turo izlaganje (v. [Po 79|) i objavio je samo skicu
dokaza. Vrlo netrivijalne detalje nadopunio je van der Porten [Po 79| uz pomo¢
Cohena i Zagiera. Narednih godina objavljeni su mnogi drugi dokazi Apéryjevog
teorema i sinteza razli¢itih tocaka gledista dana je u preglednom ¢lanku [Fi 04].

Iduéi veliki napredak dogodio se 2000. godine.

Teorem 3 (|Ri 00, BR 01]). Vektorski prostor razapet nad Q sa 1, {(3), ¢(5), ¢(7),
... je beskonacnodimenzionalan.



Posljedica je ovog teorema to da postoji beskonacno k-ova za koje je ((2k + 1)
iracionalan broj. Vidjet ¢emo kasnije i konkretne ograde za dimenziju vektorskog
prostora razapetog nad Q sa 1, ((3), ..., {(2n + 1) koje je dokazao Rivoal [Ri 00],
a poboljsao Zudilin [Zu 02].

Rivoal je dao i efektivne verzije svog rezultata; dokazao je da je od devet brojeva
¢(5), ¢(7), ..., ¢(21) barem jedan iracionalan. Ovu tvrdnju poboljsao je Zudilin.

Teorem 4 (|Zu 01d]). Barem jedan od cetiriju brojeva ((5), ¢(7), €(9), ¢(11) je

1racionalan.

Unato¢ ovim poboljSanjima, jo$ uvijek se niti za jedan neparan prirodan broj
s > 5 ne zna je li {(s) racionalan ili nije.

Nase izlaganje podijeljeno je u dva dijela. U prvome ¢emo izloziti tri dokaza
teorema 2 i to ponajprije Apéryjev slijede¢i van der Poortenovo izlaganje [Po 79|
kako je predstavljeno u [Fi 04]. Nakon toga prikazat ¢emo Beukersov dokaz [Be 79|
jer je elegantan i kratak. Konacno ¢emo navesti i Nesterenkov dokaz jer se u njemu
pojavljuju neki elementi bitni za efektivne rezultate Rivoala i Zudilina.

U drugom dijelu izlaganja detaljnije ¢emo izloziti dokaz Rivoalovog teorema 3
prema |[BR 01]. Teorem 4 neéemo dokazivati jer sadrzi vrlo tehni¢ka poboljsanja
rezultata koje je Rivoal dobio profinivsi svoje osnovne tehnike iz [Ri 00]. Sazetak
dokaza pogledajte u [Fi 04, §3.2&3.3]

Zainteresirane upucujemo na |Fi 04| gdje je dan vrlo opsiran i obuhvatan pregled
rezultata vezanih uz iracionalnost vrijednosti zeta funkcije do 2003. godine. Autor
pokuSava dati Sto je moguce vise unificiran pogled, posebno koristenjem hiperge-
ometrijskih funkcija. Mi smo veéinu takvih stvari izostavili prije svega zbog nevelike
upucenosti, ali i zato Sto smo u relativno kratkom vremenu htjeli prikazati sto je
viSe moguce originalnih pristupa problemu.

Vecinu navedenih c¢lanaka, najéeSée u preprint obliku, mogucée je skinuti sa po-
prili¢no potpune internet stranice W. Zudilina |[Zu Int|.

2 Apéryjev dokaz

Svi poznati dokazi iracionalnosti ((3) imaju istu strukturu [Fi 04]. Konstruiraju se
za svaki n > 0 racionalni brojevi u, i v, sa sljede¢im svojstvima:

(1) Linearna forma I,, = u,((3) — v, zadovoljava

lim sup | 1,,|™ < (V2 — 1)* = 0.0294372.. ...

n—oo

(2) Oznacimo li s d,, najmanji zajednicki visekratnik prirodnih brojeva od 1 do n,
koeficijenti u,, i v, zadovoljavaju

u, € Z i Zdivn €.

(3) Za beskona¢no mnogo n € N je I,, # 0.

Zakljucak slijedi neposredno. Pretpostavimo da je ((3) racionalan broj p/q. Za sve
n je tada 2qd> 1, cijeli broj. No, taj izraz tezi prema 0 kad n tezi u beskonacénost.



log(d
Naime, teorem o prostim brojevima povlaéit da je lim M = 1, a usto je i
n—oo n

(v/2 — 1)%? < 1. Tako dolazimo u kontradikciji s tvrdnjom (3).

Napomena. Buduéi da je ve¢i (v/2—1)*-3.23% < 1, moZemo teorem o prostim bro-
jevima zamijeniti slabijom tvrdnjom d, < 3.23" za n dovoljno velik, koju je moguce
pokazati koristenjem elementarnih argumenata sli¢nih CebiSevljevim (v. reference

u [Fi 04, §1]).

U razli¢itim dokazima Apéryjevog teorema dane su raznolike konstrukcije za w,,
v, 1 I,. A posteriori se pokazuje da te konstrukcije daju iste nizove. Dokazi tih
ekvivalencija najcesée su izravni. Pocetne vrijednosti od u, i v, su

(un)n>0 =1, 5, 73, 1445, 33001, 819005, ...
351 62531 11424695

n)n :07 6a s 5 P
(vn)nzo 4 36 288

Vecina poznatih metoda u dokazivanju rezultata vezanih uz iracionalnost vrijed-
nosti zeta funkcije vezane su uz polilogaritme, koje za sve prirodne k definiramo

S (0.)
: z"
Lig(z) = Z et

n=1

za |z| <1 akoje k=11 |z] <1 akojek > 2. Ideja je u tome da se konstruiraju
linearne forme u polilogaritmima kojima su koeficijenti polinomi i da ih se zatim
specijalizira u z = 1. Linearne forme u polilogaritmima I,,(z) koje se koriste nisu
uvijek iste, ali se u z = 1 podudaraju s Apéryjevim linearnim formama (detaljnije
v. |Fi 04)).

Prijedimo sada na sam Apéryjev dokaz.

Definicija 5. Neka su (un)n>0 @ (Un)n>0 nizovi definirani rekurzivnom relacijom
(n 4 1)%y,01 — (340> + 5102 + 270 4 5)yn + ny,_1 = 0 (1)

uz pocetne uvjete
U0:1,U1:5, U[):O,Ulzﬁ.

Iz rekurzije odmabh slijedi da su (u,,) i (v,) rastuéi nizovi s racionalnim ¢lanovima

i da je nl3u, € Z, te n3v, € Z. Stovise, pokazuje se da n!® mozemo zamijeniti s d3.
Asimptotska svojstva nizova koji zadovoljavaju rekurziju (1) nije tesko odrediti.
PridruZena karakteristicna jednadzba je X? — 34X + 1, ona ima dva jednostruka
korijena, (v/2 +1)* i (v/2 — 1)%. Vektorski prostor rjesenja od (1) je dimenzije dva i
dopusta bazu koja se sastoji od nizova (yéo))nzo i (yq(ll))nzo za koje jeb
(0) (1)

lim 2081 | _ log (V2+1)*) i lim Log |y |

n—oo n n—oo n

—log (V2 — 1)").

tVidi [Ch 03, §5.1], uz napomenu da je logd,, = >, _, A(k) = ¥ (n).
Naglasimo da svuda koristimo log u znacéenju prirodnog logaritma, tj. logaritma s bazom e.
$0vo je direktna posljedica 2. Perronovog teorema, v. [El 05, §8.2]




Niz ( ) jedinstveno je odreden (do na proporcmnalnost) svojim asimptotskim po-

naSanjem; sva ostala rjeSenja od (1) ponasaju se kao (yn ). Bududéi da su (u,) i (v,)
rastuéi nizovi, imamo

lim uX/" = lim v}/" = (V2 + 1)* = 33.9705627 . .. (2)

Ovdje je zanimljivo promatrati A, = Z” Z”_l za n > 1. Iz rekurzivne relacije je
n n—1
Up, Up—1 o

An = 63 zZa sve n, Sto znadi da j Jje — — = =3
U, Up—1 N UpUp—1

(&) strogo rastudi i tezi prema konacnom limesu ¢ za koji je

Z k3ukuk 1

k=n+1

. Odatle slijedi da je niz

Ovim je pokazano da je (u,¢ — v,) jedno rjesenje od (1) koje tezi prema nuli kad n
ide u beskonac¢nost, pa je asimptotsko ponaSanje dano s

1 —
tim 20810l g (3 — 1),
n

n—oo

Uz ovu definiciju od w, i v,, nije o¢ito kako pokazati da je ¢ = ((3) i kako
ograniciti nazivnike od u, i v, s d3. U tu svrhu upotrijebit ¢emo metodu koristenu u
prvim detaljnim dokazima iracionalnosti od ¢(3) koji su se pojavili nakon Apéryjevog
izlaganja (npr. [Po 79]).

Definicija 6. Neka su nizovi (uy) i (v,) zadani sljede¢im formulama
n 2 2
~ n n+k
ne () ()
k=0
n+k
OO S S

Jasno je da je u, € Z i da ez prema ((3)Y. Kako bismo dokazali 2d®v,, € Z,
Unp
dovoljno je za 1 < m < k < n pokazati da je

k—m

m () ) mE () ()

(3)

cijeli broj.




Neka je p prost broj, p-adska valuacija v,(n!) od n! je > "7, L%J, gdje
je a = HZ?(Z;J = v,(d,). Imamo

n n—m m . :
L—.J:L . J%—L—.J za 1l <i<v,(m)i

P P P

i< ’

— | < A +|—=+1 za vy(m)<i<vy(d,).
< o(m) < i < vy(d)

Iz toga zakljucujemo

() < wld) —vim) 5w (1)) < i) — v

m

3
n

m/ \m

cijeli broj, a isto vrijedi i za kvocijent (3).

Preostaje pokazati da nizovi (u,) i (v,) zadovoljavaju rekurziju (1). Izgleda da
je nakon Apéryjevog predavanja to ostao najveéi problem jer provjera uopce nije
trivijalna. No, uskoro je i to rijeseno (vidi [Po 79|, a mi nastavljamo prema [Fi 04]).

2 2
k
Neka je A\ = (Z) (n—IL— ) zakne€Zi

A =420+ 1) (k(2k + 1) — (2n+ 1)*) A,
uz uobicajene postavke, tj. A\, =0za k <01k >n. Tada je
Apr— A1 =n+1)2N 0k — (34n® + 510 + 270 + 5) A\us + 1 N1

Sumiramo li ovo po k£ od 0 do n — 1, zaklju¢ujemo da niz (u,) zadovoljava rekurziju
(1). Za niz (v,), isto dobivamo koristenjem dvostrukog nizal

oo hal i St (D)

m

Ovim smo dokazali da je w,, = u, i v, = v, za sve n > 0. Zajedno s prije dokazanim
tvrdnjama, dokaz iracionalnosti (3) je dovrsen.

Napomena. Asimptotsku analizu nizova (u,) i (v,) mogli smo za sam dokaz Apéryje-
vog teorema obaviti i grublje, bez pozivanja na Perronov teorem, ali ovako dobivamo
preciznije informacije.

U prethodnom dokazu je sredisnju ulogu odigrao dvostruki niz

n 1 k (_1)m71
Cok = ) e > 2m3 () ("0
m=1 m=1 m m

2m

IOzna¢imo li izraz u prvoj zagradi s ek 1 P(z) = 3423 + 512% + 272 + 5, imamo

(n + 1)3)\n+1,kcn+1,k - P(n)An,kCn,k + n3>\n71,kcn71,k =

= (Ank = Ani1)enk + (0 + D> Ag1 b (Cntrh — enk) = 22 A1 k(Cnk = Cno1 k)
= |malo racuna| = By, — By, j—1.

Sada je dovoljno primjetiti da je U, = > 1_g A kCrk-

6



koji je definiran za 0 < k < n. On tezi prema ((3) kad n tezi u beskonacnost i to

uniformno po k. Buduéi da je ¢, p, —Cpo1n—1 = % i lim,, o0 € = ((3), imamo

Ovaj red se ne koristi u dokazivanju iracionalnosti {(3), ali je vrlo zanimljiv jer
brojevi ¢, leze u srzi eksplicitnih formula kojima su definirani w, i v,. Zato su
mnogi autori istrazivali generalizacije prije spomenutog reda, primjerice

n—1

_22723 "( %_%)

n=1 j=1

Nazalost, te generalizacije nisu dovele do novih rezultata o iracionalnosti jer je porast
nazivnika prebrz u odnosu na konvergenciju.

3 Beukersov dokaz

U Beukersovom dokazu |[Be 79| iracionalnosti ((3) koriste se dvostruki i trostruki
integrali ¢iji izgled je motiviran Apéryjevim formulama. Na taj nac¢in Beukers ele-
gantno izbjegava rekurzije i eksplicitne identitete. Kao i Apéryjev dokaz, Beukersov
je postupak primjenjiv i na broj ((2), za koji naravno znamo da je transcendentan
jer je jednak 72/6. Vecina integrala koji se pojavljuju u nastavku su nepravi. Upo-

1—¢
treba ovih integrala moze se strogo opravdati zamijenimo li / S / i pustimo

da € ide u 0.

Lema 7. Neka su r © s nenegativni cijeli brojeuvs.

Ako je r > s, onda je
1
11— xy

ractonalan broj ¢igi nazivnik dljell d3.
Ako je r = s, onda vrijedi

logzy . . B 1 1
// oy dedy=2(C@) — 5 = - ).

(Zar =0 suma 173+ -+ + 172 i§tezava.)

Dokaz. Neka je o proizvoljan nenegativan broj. Promotrimo integral

r+a s+a
————dxdy. 4
/ / Ty (4)
Razvijemo li (1—zy)~! u geometrijski red i izvr§imo dvostruku integraciju, dobivamo

- 1
;(k%—r—i—a%—l)(/ﬁ—l—s—i—(f%—l)'

()

7



Neka je r > s. Tada prethodnu sumu mozemo zapisati ovako

[e.e]

1 1 1 1 1 1
S e
f=r—s k+s+o+1 ktr+to+1 r—s\s+1+o r+o

Deriviranjem po o i uvr§tavanjem o = 0, integral (4) se pretvara u
1
logz
0 1-wy WJ

1 ( 1 T 1 >
r—s\(s+1)2 r2)’
pa prva tvrdnja leme ocito vrijedi.
Neka je sad r = s. Prema (4) i (5) imamo

e r+a o 1
—————dzdy = .
// 1—a7y vy g(k+r+a+1)2

Deriviramo li po ¢ i uvrstimo ¢ = 0, dobivamo

a suma (6) postaje

1 1 00
log xy -2
'y dedy = E —_
/0/0 1y Y = (k+r+1)°

sto dokazuje i drugu tvrdnju leme. O

Sada dokazujemo Apéryjev teorem.

Dokaz teorema 2. Promotrimo integral

/ / —18Y p () Po(y) dady, (7)

1—ay Ty
1
gdje je P,(z) = —<d—> ( "(1—ax)" )** Iz leme 7 slijedi da je integral (7) jednak

an + b,C(3)
d3

za neke a,, € Z, b, € Z. Bududi je

—log xy /1 1
— = ——dz,
1 —xy o 1—(1—uzy)z

vidimo da integral (7) moZzemo zapisati kao

Pu(z)P.(y) v 5

1 d\n
**Ako sa L, (x) := o (d—) (% — 1)™ oznacimo n-ti Legendreov polinom, onda je P, (x) =
n!\ dz
L,(2x —1)/(-2)".



gdje | oznacava trostruku integraciju. Nakon §to n puta parcijalno integriramo po

x, na$ integral postaje
[ LU PEG) g g,
(1—(1-1y)z)

Uz zamjenu w = L, tj.
1—(1—uay)z
Zzl——w’ dz = —tydw , 1—(1—-2ay)z= L
1= (1-azy)w (1—(1—xy)w)2 1—(1—ay)w
dobivamo
(—1)" /(1 —x)"(1— w)”% dz dy dw.

Nakon $to n puta parcijalno integriramo po y, dobivamo

=)y (=gt )t .
/ (1 —(1- avy)w)n+1 Y ®)
Izravno se provjerava da
(1= 2)y(1 = yw(l —w)(1 = (1 —ay)w)) "

moze postiéi maksimum samo za x = y, a zatim da je

2l 2yl ~yloll ~ w) <(V2-1)* zasve0<zyw< LI
1—(1—zy)w - - T

Stoga je integral (7) ograden odozgo s

(\/5—1)4"/1_( 7w drdudu = V2 - 1)} // Elfgxzyd dy
=2(vV2—-1)"¢(3

Kako integral (8) nije nula, imamo
0 < |an + b,C(3)|d7% < 2¢(3)(V2 — 1)*
pa je
0 < Jan + 0uC(3)] < 20(3)d3 (V2 — 1)* < 2¢(3)27"(V/2 — 1)*" < (%)”

za dovoljno velike n, §to implicira iracionalnost od ((3) (koristili smo ogradu d,, < 3"
za n dovoljno velik, v. str. 4). O

Napomena. Prema [Po 79, Ne 96| je integral (7) jednak

/ / —log “ 8 p (@) Pa(y) dody = 2(unC(3) — vn),

gdje su (u,) i (v,) nizovi iz Apéryjevog dokaza.

T Primjenom nejednakosti izmedu geometrijske i aritmeticke sredine dobivamo

P12yl —y) = (1 —y)r- (1 —ay < (F2TE (FEEEN L L@y,

2 2 16
pa vidimo da uz fiksirani zy maksunum lijeve strane izraza koji ogradujemo postlzemo za T =1y.
Uvrstimo to i pogledamo kada je 3 hJeve strane = 0. Dobivamo da je za w = ﬁ i tada lijeva
3 2
23 (1 — :1:)

strana naSeg izraza postaje . Sada jo§ samo potrazimo maksimum.

(1+2)?



4 Nesterenkov dokaz

Nesterenko je u ¢lanku [Ne 96| uz sintezu rezultata i metoda poznatih do 1996.
godine dao i novi dokaz Apéryjevog teorema.

Neka je n prirodan broj za koji pretpostavljamo da je dovoljno velik. Sljedeca
racionalna funkcija ima vaznu ulogu u dokazu:

(z—1)2--- (2 — n)?
22(z+1)2---(24+n)?

R(z) =

Lema 8. Vrijed: sljedeca relacija
I=Y R(v) = A(3) + B, (9)
v=1

gdje je A, € Z i B, € Q. Stovise, ako stavimo D,, = Hpgnpuog%/logpj, onda je
D3B, € Z.

Napomena. Primjetimo da je d,|D,, i D,|ds,. Za svaki € > 0, za sve n dovoljno
velike (tj. vece od nekog ng(e)) vrijedi

log 2
log D,, = Z { o8 nJ logp < Zlog2n210g2n21
p<n

log p p<n p<n

<o (15) = (1 22) (1 S <0

Dokaz leme. Zapisimo funkciju R(z) kao sumu parcijalnih razlomaka

Uy

d 2 y :
Bm:@((z"i_k) R(2)) I =2 k2(zk+j ;E>
4k

pri ¢emu je

BkQ = (Z + k>2R<Z)

Iz ovih izraza slijedi da je By, € Z i D, By € Z*. Kako funkcija R(z) ima nultocku
drugog reda u tocki z = oo (drugim rije¢ima R(1/z) ima takvu nultocku u 0), imamo
(v. npr. [Si 06, §0.6])

> Bi = —Res.— R(2) = 0. (10)
Koristeéi (10), dobivamo
iR’ ii( Bu ):Ag(3)+B
v=1 k=0 v=1 I/+k <I/+k)2 ! "

HZa proste brojeve p € {n +1,...,n + k} ne moramo brinuti jer takvi faktori dijele ("Zk), pa

i Bga.

10



gdje je

(QBkQ’/’_g + Bkﬂ“_z).

B

An = _Qin% B, =
k=0

k=1 r=1

Odavdje je jasno da je A, € Z i D3B,, € Z, pa je lema dokazana. O]

Lema 9. Za sumu reda (9) vrijedi

=L (- >2R(z)dz, (11)

271 sinmz

gdje je L vertikalni pravac Rez = C, 0 < C < n+1, orijentiran odozgo prema dolje.

Dokaz. Neka je T'= N + 1/2, gdje je N dovoljno velik cijeli broj (N > n). Bududi
da je
|sin(a + bi)|* = %(621) + e — cos? a + sin a),

funkcija (7/ sin 72)? je ograniena na rubu kvadrata s vrhovima u tockama (7, +T');
a vrijedi i R(z) = O(T~?). Iskoristivsi teorem o reziduumima zakljuCujemo da
je integral naveden u (11) jednak zbroju reziduuma integranda u tockama n + 1,
n + 2,...(zatvorena krivulja koju smo gledali je rub pravokutnika sa vrhovima u
(Cv T)? (07 _T)7 (T7 _T)7 (T7 T))

U okolini tocke z = k (k € N, k > n) vrijede sljedece relacije

(= )2:( L_b00),  R(z) = R(k)+ R(K)(=— k) +O((z — )?),

sinmz z —k)?
pa je
R (= >2R( )) = R (k)
es,— - z) | = :
"\ \sinrz
S obzirom da je R'(k) =0 za k = 1,2,...,n, dobivamo traZzeni izraz za sumu reda
1. m

Lema 10. Vrijedi sljedeca asimptotska formula kad n — oo

7.‘,3/223/4 i
Dokaz. Buduéi da je (v. npr. [Pa 95, App.4|)

™

PE+1) =2 1 TOIA-1) = ——0,

1mamo

( T >2R<Z>:(F(n+1—z)1“(z)2)2'

sinwz Fn+1+2)

Izaberimo sad C' = (n + 1)/v/2 (totka C lezi na putu integracije L) i u integralu
(11) napravimo zamjenu varijabli z = (n 4 1)t.

Na putu integracije L veli¢ine Re(n + 1 + z), Re(n + 1 — z), Re(z) jednake su
umnosku n s nekim pozitivnim konstantama, pa za

I'(n+1-— z)F(z)2>2
I'(n+1+2) ’

F(z) = (

11



koristedi izraz (to je Stirlingova formula, v. [Pa 95, App.4|)
1 1
logT'(z) = <z - 5) logz — z + 5 log 21 + r(2), Ir(2)] < K|Rez| ™,

gdje je K apsolutna konstanta, dobivamo da na putu integracije vrijedi

logF(z) =2n+1—-2z)log(n+1—2)—2(n+1—2)+ (42 — 2)logz — 4z
—(2n+1+22)log(n + 1+ 2) + (2n + 2 + 22) + 2log2m + O(n™ ')
141

a=ne +2(n+ 1) f(t) — 2log(n + 1) + 2log 27 + O(n™).

=log

Ovdje je konstanta u O(+) apsolutna i
f(t) =(1—1t)log(l —t)+ 2tlogt — (1 +t)log(1 +1).

Stoga je A
27 et 1+t
J=_2". 2n+0)f(t) __ — "~ 1 O -1 dt
ni /oo ‘ GopelHom)d,
gdje je ¢ = 1/4/2, a konstanta u O(-) je apsolutna.

Tocka t = 1/4/2 je jedinstvena tocka na putu integracije u kojoj funkcija Re f(t)
postize maksimum. Zaista, ako stavimo g(u) = Re f(c + iu), onda je ¢'(u) =
—Im f'(t) = Im (log(t™* — 1)), pa ¢'(u) iS¢ezava samo za u = 0. Direktnim ra-
¢unom vidimo da je f'(1/v/2) = 0, pa je u okolini tocke t = 1/+/2

Ft) = fle) +2v2(t — ¢)* + O((t — )*).
Dakle, na putu ¢t = ¢+ tu, —0o < u < 400 u okolini tocke ¢, imamo
F(t) = f(e) = 2v2u® + O(u?).

Primjenom Laplaceove metode (v. napomenu nakon dokaza) dobivamo
-1 2 dnta( 2T )2 -1
[=—2mn' 2(V2+12(V2 - 1) <n—+1(8\/§) )T+ om™),

¢ime je i ova lema dokazana. O]

Napomena (Laplaceova metoda). Neéemo navoditi dokaze vezane uz ovu metodu
koja se engleski zove i steepest descent method ili saddle-point approrimation. De-
taljan prikaz moZe se naéi u vecéini knjiga o asimptotskoj analizi, npr. [Mu 84].
Navodimo najprije teorem iz [Ri 03] koji je dovoljan za naSe potrebe u prethodnom
i buduc¢im dokazima.

Neka su g 1 w dvije analiticke funkcije definirane na otvorenom, jednostavno
povezanom podskupu D kompleksne ravnine. Pretpostavimo da postoji zog € D takav
da je w'(z) = 0 i w”(29) = |w"(20)|e’ # 0. Ako je L put koji lezi u D duZ kojega
w(z) postize globalni maksimum u zy, onda vrijedi

nw(z 27 (T —29) nw(z

gdje izbor predznaka ovisi o orijentaciji od L.

12



Osnovna ideja Laplaceove metode sastoji se u sljedeéem (navodimo za slucaj re-
alne funkcije realne varijable). Pretpostavimo da funkcija f ima globalni maksimum
u zo. Tada je vrijednost f(zq) veca od drugi vrijednosti f(x). Ako ovu funkciju
pomnozimo s velikim brojem M, jaz izmedu M f(x¢) i M f(x) samo ¢e se povecati,
a rast ¢e eksponencijalno za funkciju eM/®). Zato ¢e bitan doprinos integralu ove
funkcije dolaziti samo od toc¢aka u okolini xy, a to onda moZemo procijeniti.

Pokazimo ovo na jednom primjeru. Pretpostavimo da je tocka xq u kojoj f postize
globalni maksimum u unutrasnjosti intervala po kojem integriramo. Pretpostavimo
takoder da vrijednosti f(x) ne mogu biti vrlo blizu f(z), osim ako je x blizu .
Uzmimo i da je f”(zq) < 0. Prema Taylorovom teoremu, moZemo razviti f oko x,

f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — o) + %f”(l’o)(m —x0)* + O((l’ - fo)g)-

Buduéi da f ima globalni maksimum u xg i z( nije rubna tocka intervala, ona mora
biti stacionarna tocka, tj. derivacija od f iS¢ezava u xy. Zato funkciju f moZzemo
aproksimirati do kvadratnog reda

£(@) = fao) = 51 @l — o)

za x blizu xy (sjetimo se da je druga derivacija negativna u globalnom maksimumu).
Nase pretpostavke osiguravaju preciznost aproksimacije

b
/ MI@) qp ng M F(E0) / oMU @o)l(a—20)2/2 4

pri ¢emu integriramo u okolini od zy. Posljednji integral je Gaussovog tipa ako
granice integracije stavimo u —oo i +00 (a to moZemo pretpostaviti jer eksponenci-

jalna funkcija opada vrlo brzo kad se udaljavamo od z;), pa ga mozemo izra¢unati
(sjetimo se da je fj;o e ** dx = /7). Dobivamo

b
27
MI@ dg | | ————eM/@0) kad M —
(& r =~ € a Q.
/a M| f"(o)]

Vratimo se sada Nesterenkovom dokazu kojemu smo na samom kraju. Iz lema
8 1 10 slijedi da je ((3) iracionalan. Zaista, ako je ((3) = b/a € Q, a > 0, onda je
2aD3? - T cijeli broj razli¢it od nule. Stoga je

1< 2aD? - |I| = O(D3(V2 —1)™).

Prethodna nejednakost je nemoguéa jer za svaki ¢ > 0 i svaki dovoljno velik n vrijedi
ocjena D,, < 119" a usto je e*(v/2 — 1)* < 1. Ova kontradikcija pokazuje da ¢(3)
ne moze biti racionalan broj.

5 Rivoalovi rezultati 1 dokaz

Rivoalove rezultate koje je objavio u [Ri 00], donosimo prema [BR 01] gdje su dani i
detaljni dokazi koriStenih tvrdnji. Tako smo veé najavili u teoremu 3 da se radi o pos-
tojanju beskonacnog skupa vrijednosti funkcije ¢ u neparnim prirodnim brojevima
koje su linearno nezavisne nad , navedimo sada konkretne rezultate.

13



Teorem 11. Neka je a meparan prirodan broj > 3 i oznacimo s d(a) dimenziju
vektorskog prostora razapetog nad Q sa 1, ((3), ((5), ..., ((a). Tada je

d(a) > - log(a).

W

Stovige, za svaki e > 0, postoji prirodan broj A(e) takav da za a > A(e) vrijedi

d(a) >

—€
= Tog@) log(a).

Teorem 12. Postoji neparan j < 169 takav da su 1, ((3) i ((j) linearno nezavisni
nad Q.

Rivoala je u dokazu ovih teorema inspirirao NikiSinov rad vezan uz simultane
aproksimacije polilogaritama Li,(z) u njihovim racionalnim vrijednostima. Prisje-
timo se da su te funkcije definirane razvojem u red za z € C, |z] < 1 sa

+0c0 Zk
Li,(2) = ; N

Posebno, Li;(z) = —log(1—=z)/z divergirau 1, azan > 2 je Li, (1) = ¢(n). Nikisinov
pristup vodi k uvodenju redova oblika

X k(k—1)---(k—an —b+2) K
Nuatl®) = 2 G e 2 Gk 1P

gdje su a, b i n prirodni brojevi, b < a i z je kompleksan broj modula > 1, z # 1.
Ovi redovi daju Padéove aproksimacije tipa I polilogaritama, a specijalizacijom u
z = —1 dobivaju se linearne kombinacije s racionalnim koeficijentima od vrijednosti
¢ u parnim i neparnim brojevima i log(2). Nazalost, porast koeficijenata u ovisnosti
o a je prebrz za dobivanje netrivijalnih aritmetickih rezultata u ovom slucaju.

Zato je Rivoal modificirao Nikisinov red na sljedeé¢i nacin

f Qn(k) Z—k

—(k+1)(k+n+1) ’

pri ¢emu je g, (k) polinom koji je, ako ga gledamo kao funkciju od k+n/2+1, parna
funkcija. Parnost od ¢, osigurava da ¢e se kod rastavljanja na parcijalne razlomke
polinomi koji odgovaraju nazivnicima s parnom potencijom ponistiti za z = 1, tako
¢emo dobiti linearne kombinacije s racionalnim koeficijentima samo od vrijednosti
¢ funkcije u neparnim brojevima. Druga Rivoalova ideja je da se parametrizira
broj cjelobrojnih nultocaka od ¢, pomocu cijelog broja r i tako postigne da porast
koeficijenata linearnih kombinacija bude slabiji nego za NikiSinov red, ali u isto
vrijeme ¢uvajuci brzo smanjivanje same linearne kombinacije. U tu svrhu uvodimo

red

+o0
Sn,a,r(z)In!“*2rzk"'(k_7“”+1)'(k?+n+2)--~(k+(r+1)n+1)sz

(k+1D2(k+2)2 - (k+n+1)e ’

k=0
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gdje su n, 7 i a cijeli brojevi za koje vrijedi 1 < r < a/2, n € Ny. Uvjetina air
osiguravaju da S, ,.(z) konvergira za sve kompleksne z modula > 1%. Kako bismo
pojednostavnili zapis, ovaj ¢emo red pisati u obliku
+oo
B (k—rn+1)m(k+n+2)m 4
Sp(z) = nlo=?r 27"
2 (k+1nn

k=0

pri ¢emu je (o), Pochhammerov simbol
(@)o=1 1 (a)p=ala+1)--(a+k—1)zak=12 ...

Sada kre¢emo na dokazivanje pomo¢nih tvrdnji vezanih uz ovaj red. U lemi 13
pokazat ¢emo da nas red S,(1) snabdjeva linearnom kombinacijom s racionalnim
koeficijentima u ( od neparnih brojeva kad je n paran. Lema 14 daje izraz u in-
tegralima slican onome koji smo susreli kod Beukersa, a to nam omogucuje laksu
ocjenu za lim,_,  [S,(1)[*/™ (lema 15). U nastavku slijedimo Nikigina kod dokazi-
vanja lema 16 i 17 koje se ti¢u asimptotskih i aritmetickih svojstava koeficijenata
linearnih kombinacija. NikiSin je na kraju, kako bi dokazao da redovi N, .4(2)
daju aproksimacije polilogaritama koje su linearno nezavisne, ocijenio jednu deter-
minantu. Rivoal izbjegava ovu komplikaciju koristeé¢i kriterij linearne nezavisnosti
koji je dokazao Nesterenko |Ne 85].

5.1 Pomoéni rezultati
1 dr .

Oznacimo s Dy = N ap i

t— 1 ™ t 2 ™

Rn(t) _ n!a—Q'r( ™+ ) (a+n+ ) 7
(t+ 1)n+1

pa je
+o00
Su(2) = > Ru(k)z".
k=0

Zale{l,...,a}ij€{0,...,n} stavimo

Cjm = Dot (Ra()(t+5+1)Y)|__,_, € Q, (12)
85 Ako oznadimo sa ay, koeficijent uz =% u tom redu, onda je
’akﬂ ‘ _(k+ 1) k4 (r+1)n+2) kK2 + (rn+n+a+ 3)k* T + O(k?)
ap | (k+n+2)09t i (k—rn+1) k924 (—rn+an+n+ 2a+ 3)ketl + O(k)’

pa vrijedi

. ‘ak+1 ‘ ) = (2rn — an — a)k**2 + O(kot)
a ket2 + O(kot1) ’

§to zajedno s uvjetom r < a/2 povla¢i da moZzemo primjeniti Raabeov kriterij konvergencije redova
koji kaze da ako postoji € > 0 takav da od nekog k nadalje vrijedi

k(‘akﬂ‘l) <-1--¢
ak

onda red ) |ay| konvergira.
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a n j—1

Pon(z) = — Z Z Cljn Z mzjk i P Z CLjn?.

=1 j=1 k=0

Vidimo da su P, ,(z) polinomi s racionalnim koeficijentima.

Lema 13. Vrijed:

a

Su(1) = Poa(1) + Y Pa(1)¢(0).

1=2
Nadalje,
ako je (n+ 1)a + I neparan broj, onda je P,,(1) = 0.

(13)

(14)

(15)

Posebno, ako je n paran i a > 3 neparan, onda je P,,(1) = 0 za sve parne | €

{2,...,a}, stoga je S,(1) linearna kombinacija { samo u neparnim brojevima:
(a—1)/2
Sn(l):POn Z P2l+1n 2l+1)

Dokaz. Rastavimo li R, () na parcijalne razlomke, dobivamo

Cljmn
Zg t+jj+1

Odavdje je za |z| > 1

=1 j=0
+00 1 L1
—ZZ%"Z (Z R Z 2k ( >
=1 j=0 OZ
_ZLll 1/Z ch,]nz ZZ Lim Z k-—|-
=1 j=1 k:O

Dakle, imamo

S|

= Pa(2) Li(1/2) + Pou(2).
=1

Buduéi da je 2r < a, ukupni stupanj racionalne funkcije R, (t) je < —2, pa je1¥

Pra(1) = Z Cljn = Z Res;——_;_1 (Rn(t)) =0 i
Jj=0 Jj=0

lim (Prn(2) Lis(1/2)) =0,

|z|>1

(16)

(17)

Y9Prvu ¢injenica slijedi iz toga §to je R, (z) = O(|2|72) za 2z € C dovoljno velikog modula. Zato

je
1

o Ry (2)dz=0(p™")

[z]=p
za p € R dovoljno veliko, pa preostaje primjeniti teorem o reziduumima.

Drugu tvrdnju sada dobivamo koristenjem Abelovog teorema o redovima potencija.
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¢ime je dokazano (14).
Preostaje pokazati (15) i u tu svrhu zapisimo formule (12) ovako

Cljn = <_1)ailDa—l((I)n,j(x)> }x:j7 gd.]e je
@, ;(2) = Ry(—2 — 1)(j — 2)* = nl** (=2 —=rn)m(—r+n+1)m (j — o).
’ (—2)h1
Vrijedi
- +1 +1 rn
Dy j(n —x) =nl*?" (z—(r+1n),, (@+1) (x — )™ (18)

(@ —n)i
Primjenimo li identitet (a); = (—1)!(—a — [ + 1); na tri Pochhammerova simbola u
(18), dobivamo

()™t D =)
EnCTEnT U

D j(n —a) =nl*?"
= (=1)"®p ;(x).

Stoga je za k > 0, .
o (n—az) = (~1)F(~1)"o")(z).

n7n_]

Tako za k=a —11ix =7 imamo

Clin—jn = <_1)a_l(_1)ancl,jvn’

Sto povlaci
le(l) _ (_1)(n+1)a+lpl,n(1)

pa zaklju¢ujemo da za neparan (n + 1)a + [ vrijedi P, (1) = 0. O

Y

Definirajmo sada integral

I(2) = / ( H?;l vy (1 — ) )n doydzy - dorg
! 0,70+ \ ( (

Z— XLy Tapp)? 2 — T1To - Tap1)?

koji sigurno konvergira za sve kompleksne z takve da je |z| > 1.

Lema 14. Red S, (z) se za |z| > 1 moZe zapisati pomocu integrala:

((2T + 1>n + 1)' (r+1)n+2
T z I,(2). (19)

Sn(z) =

Dokaz. Za |z| > 1, ovu jednakost dobivamo razvojem u red nazivnika razlomka koji
se nalazi pod znakom integrala te zamjenom poretka sume i integrala koja je u tom
slu¢aju ispravna. Strogo opravdanje dobiva se gledamo li na S,,(2) kao generaliziranu
hipergeometrijsku funkciju sa parametrima koji omoguc¢uju integralnu reprezentaciju
tog reda za |z| > 1***.

***Naime [BR 01, str. 196],

Sn(z) — Z—rn—ln!a—Qr

L(rn+1)*MT((2r + 1)n + 2) (rn +1,...,rn+1,2r+1)n+ 2’ _1>
a a+2La+1 )
T((r+1)n+2)""" (r+1Dn+2,...,(r+1)n+2

pa moZemo primjeniti integralne transformacije Eulerovog tipa, v. npr. [S] 66, str. 108].
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Treba pokazati da je ta reprezentacija valjana i za |z| = 1. U tu svrhu, stavimo
E ={z€C:|z| > 1} i definiramo funkciju

(z—@1Tas1)2 1

Flz,2) = M2y a0z ako je (z,2) € [0,1]"" x E'i (z,2) # (1,1,...,1);
7 0 ako je (z,z) = (1,1,...,1).

Funkcija F(z, z) je neprekidna na [0, 1]°T! x E. Naime, za z € [0, 1]**!, o¢ito za sve
le{l,...;,a+1} vrijedi 1 — 212441 > 1 — 1y, paje

at1
(1 =21 @aq1)* > H(l — ).
I=1
Zato je za sve (z,z) € [0,1]*"! x E takve da je (z,2) # (1,1,...,1),
a+1 72
|F(z,2)] < F(z,1) < H (:L’}"(l — xl)aaﬂr)_
I=1

Zaklju¢ujemo da je funkcija F(x,z) neprekidna na [0,1]°"! x E &m je ispunjeno
a > 2r.

Funkcija G(z,2) = (2 =1+ - 2441) 2 je integrabilna na [0, 1]*™. To je posljedica
neprekidnosti, za |t| < 1, funkcije

du dvdw .
/ / / (1 — wowt)? = Li(1).

Oznacimo sa S, (z) desnu stranu od (19) i u(z, z) = F(z, 2)"G(z, z). Tada je

e zasve z € E, |u(z, 2)| <wu(x,1) iu(x,1) je integrabilna na [0, 1]**!

e zasvex € [0,1]°T z #£(1,...,1), funkcija u(z, z) je neprekidna na F.
Stoga je S,.(2) neprekidna na ETTt. Bududi da je i S, (z) neprekidna na E, a S, (z) =
Sn(2) za |z| > 1, zaklju¢ujemo da posljednja jednakost vrijedi na ¢itavom FE, ¢ime

je dokaz leme 14 zavrsen. ]

Promotrimo polinom
Qra(s) =78 — (r+1)s" + (r +1)s — .

Primjetimo da je Qq(1) = 01 Qra(s) = s (rs —r — 1)+ ((r +1)s —r) < 0 na

[0, 5] Nadalje,

Qra(s) =r(a+2)s" = (r+1)(a+1)s"+r+1

Q;’,a(s) =(a+1)s*! (r(a +2)s —(r+ 1)a).
Odavde je @, ,(0) =r+1>0,Q; (1) =2r—a<0iQ;,(s) <0na|0,1]. Sada nije
tesko (koriste¢i primjerice Lagrangeov teorem srednje vrijednosti) utvrditi da @, ,

ima tocno jedan korijen so u [0,1) i da je so € (7, 1).

TTTNeka je (2;) niz u E koji konvergira prema 2o € E. Ozna¢imo s fi(z) = fe(T1,...,Tqr1) =
w(z1,...,Tar1,2k) za k € N. Tada prethodna dva uvjeta povlace da je |fi(z)] < w(z,1) gdje
je funkcija s desne strane pozitivna i integrabilna na [0,1]%*! te da f; tezi prema u(-,zy) po
totkama (skoro svuda, tj. na [0,1]2T*\ {(1,...,1)}). Sada iz Lebesgueovog teorema o dominiranoj
konvergenciji slijedi da S,,(z) — S, (20) kad k — oo Sto prema Heineovoj karakterizaciji povlagi
neprekidnost.
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Lema 15. Imamo
lim_S,(1)["" = ra; (20)
gdje je
Ora = ((r +1)sp — T)T<7” +1—- 7“30)““1(1 — 30)“_2’”.

Stovise, vrijede ograde
2r+1
0<@rq < TS
Dokazat ¢emo ovu lemu koriste¢i lemu 14, a dat ¢emo i drugi dokaz koji direktno
koristi red S,(2).

Pruvi dokaz. Zbog Stirlingove formule, (s/re()s—f/l% —1—0kad s — o0, je

lim ( (@r+Dn + 1)!> " (2r + )2+,

n—+o00 nl2r+i

Integralni prikaz (19) i lema 14 impliciraju da lim,,_, 4 [S,(1)]/"

a+1
Ora = (2r + 1)*H1 max (( iz 271 = 2) > > 0.

(@1,zar1) €010 \ (1 — 2129 - - Tqqq )2 H

postoji i jednak je

Neka je
?+11 zj (1 — )

(]_ — 1T $a+1>2r+1

F(x):F(l’l,...,l’a_'_l):

i f(z) =log (F(x)). U ekstremima od F morazasvel € {1,...,a+1} biti ispunjeno

0 1 x T1Tg -+ - Tq
f( = (’r— l + (2r+1) 12 1 ):0.
ox; T 1—ux 1 — 2129+ Togn
Zato se maksimum od F' postize na dijagonali 1 = 9 = --- = 2,41 1 imamo

(Sr(a-i-l)(l _ S)a-i-l>

_ 2r+1
Pra = (2r +1) max (1 — sotl)2rtl

s€[0,1]

Nije tesko provjeriti da se maksimum postize upravo za s = sg, korijen polinoma
Qra 1 (0,1). Iz jednakosti Q,..(so) = 755> — (r+1)s§™ + (r+1)sg —r = 0 proizlazi

a1 (r+1)sg—r
bl LV T 0 T

r+1—rsy’
a odatle je
r(a+1) a+1
2r+1 50 (1 —s0)
Pra = (2r +1)*7F (1— sothyerst
= ((r+1)so—7)"(r+1—rsp)™(1—s0)" %
(27, + 1)r+1 - (27, + 2)r+1 - 27’-{-1
— (T'+ 1)(1 r+1 — (T‘i‘ 1)a r+1 — raf2r’
pri cemu smo iskoristili ograde -5 < so < 1. O
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Drugi dokaz Zapisimo R, (k) = (k + 1) "R, (k), gdje je

~ o (k—=rn+1)m(k+n+2),
" k? — !a 2r( ]
Ba(k) = (k+2)2

Za 0 < k < rn—1je Ry,(k) = 0, a zbog r < a/2 za dovoljno veliki k/n imamo
sljedecu ogradu za kvocijent

Ryk—1) k*k-1) k+rn+n ( k/n )a+1 kfntr+l

]%n(k—Z)_(k%—n)aH'k—rn—l k/n+1 'k/n—r—l/n

pa vidimo da postoji ¢ = ¢(a,r) > 0 takav da je

max R, (k) = max R, (k).

k>0 rm<k<cn

Oznacimo ovaj maksimum s M,; kako je Z (k+1)"" <11 R,(k) >0, vrijedi
k>rn
1

—M, < 1) < M,.
(Cn)a ’IL_STL()_ n

Dovoljno je pokazati da MY™ tezi ka ©rq. otirlingova formula povlaci da je za
m < k<cn

_ D (B 4 (r + 1)n)k+(r+1)"nn(a—27~)
n k) = n k ,
R ( ) P ( ) (/{Z 4 n)(k—l—n)(a—f—l)(k _ Tn)k—rn

gdje p, (k)" tezi k 1. Postavimo

~<x> B xx(a+1)(l, Lo 1)x+r+1
(x4 1)@ (g — )z

Sada je
~ -k
max F(z) = lim max F(—) = lim MY

z€[r,c] n—+oo rn<k<cn n n—-+4o00
pri ¢emu prva jednakost slijedi, naravno, iz neprekidnosti od F'.
StoviSe, mozemo izabrati c tako da je max,cpq F(2) = maxgep, 100y F(x) jer se

ra¢unski pokazuje da je max,cp o0y F(7) = F(70), gdje je vy = - F(z0) = @ra.-
Zato je

lim [S,(1)[Y" = lim MY"= max F(z)=F(20) = ¢ra-

n—-+00 n—-+o00 x€[r,+00)

Primjetimo jo$ na kraju da ograda ¢, , < 2" /r®=2" izlazi direktno iz nejedna-
kosti k + (1 + 1)n < 21%Y7k za k > rn. Naime, za k > rn imamo

B rn (9l+1/r.\™" a—or\ T r+1\ M
Rn(k) < n(a—2r)nk (2 k) — (2T+1 <E> 2) < (2 ) . n

kan k 7’“727”
Lema 16. Za sve l € {0,...,a},

lim sup | P, (1) < 2972 (20 + 1)>F1, (21)

n—-+0o
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Dokaz. Ako je l € {1,...,a}, dovoljno je ograditi koeficijente ¢;;, jer je P ,(1) =
Z?:o ¢1jm- U tu svrhu koristimo Cauchyjevu formulu:

1
= [ R+ 1) s
t=—j=1 270 J.qjq1)=1/2

Cljn = ﬁ (%)al(Rn(t)(Hj +1))

gdje |z 4 7+ 1] = 1/2 oznacava kruznicu sa sredistem u —j — 1 i radijusom 1/2. Na
toj kruznici imamo
[(z=rn 4 1)en| < (54 2)rm
jer je |z| < j+3/2,

(z4+n+2)pm| <(n—74+2)m
jerjelz+n+2|<n-—j+3/2

(e Vsl > 279G = 1l — j — 1)
|Re(z+k+1)|>k—jzak=0,...,5—2
jer je lz+k+1]>1/2zak=7-1,5,j+1,
|Re(z+k+1)|>k—j—1zak=j+2,...,n.
Zato je

pla=2r (J + 2)rn(n —Jj+ 2)7"71
@G- - Y)”
(rn+j+DI((r+1n—j+1)!
G D=+ DG = Dle(n —j — 1)l
(rn +j +1)! ((r+Dn—j+1)!

= . T

G+DIGn =N (n—j+ DI (n—5))

. (j!(nn—ij)!y% (j(n—5))"8.

|Cl7j7n| <

|a—27"8a

Prva dva faktora u prethodnom produktu su multinomni koeficijenti koji se mogu
ograditi odozgo sa (2r + 1)™++1 i (27 4 1) +n=3+1 treéi faktor ogradujemo kao
binomni koeficijent sa 2™(@~27) a Getvrti faktor je zbog aritmeti¢ko-geometrijske ne-
jednakosti manji od (2n?)?, pa je

cinl < o +1 (2T+1)n+22(a—27")n 2n2 a
7.]7

Stoga vrijedi
limsup | P, (1)1 < 207 (2 4 1)+

n—-+00

Preostaje nam jos ograditi 1%, (1) Sto je prema (13) jednako

a n 7j—1 1
Po,n = - chl,j,n ; m

=1 j=1

Bududéi da je

<
|
—
—_
<
|
—
—_

£
Il
o
e
I
o



to vrijedi takoder
lim sup | Py, (1) < 2072 (2r 4+ 1)>+1, O

n—-+o0o

Prisjetimo se da smo s d,, oznacili najmanji zajednicki visekratnik brojeva 1, 2,
Y

Lema 17. Za svakil € {0,...,a} vrijedi
de'P(2) € Z]2]. (22)

Dokaz. Ocjenu nazivnika koeficijenata ¢ ;,, dobit ¢emo prikazujuéi R, (t) na drugi
nac¢in. Fiksirajmo cijele brojeve n i j. Rastavimo brojnik od R, (t) u 2r umnozaka
od kojih svaki sadrzi n uzastopnih faktora ovako:

B+ 17 (HFz )-(gGmt))-H(t)“—?n

gdjejezale{l,...,r}

(t=nl+1), ,
_ (t+nl+2), ,
Gy(t) = m(t+]+1),
n!

Rastavimo Fj(t), G,(t) i H(t) na parcijalne razlomke

fpl
—1
+Z t+p+1’
p;éj

Gty =143 Y=

s t+p+1’
DPFJ
. (j_p>hp
Ht) =Yy X 27
Q Zt+p+1’
oy
gdje je
fo= p= e (D)™ =n+p+1), _ (MY (M ez
- ﬁ( 0 (=1)rpl(n — p)! n p ’
hZp

(—p+nl+1), ()P(U+Dn—p) (_1)p("(l+ 1 _p> <n) €Z,

ol =" ~ (nl—p)lpl(n—p)! n P

h=0
h#p
! 1)7n!
hy=—" = E( >”>‘— —1)?(">ez
pl(n—p P

[[(-p+n)

h=0

h#p
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Za sve cijele A > 0 imamot 4

(DR -y = o+ S0 G

p#J

p p,l

(DAGu(t))],_ i1 = dox Z p Aip

p#]

_ - A (j —P>h
(DAH)],_,_, = ;;(_D G;:;yﬂ%'
DFj

Ovim smo pokazali da su za sve nenegativne cijele brojeve A, brojevi
dy(DAFY)|i=—j—1,  dp(DAGD)li=—j-1,  dp(DaH)|i=j-1
cijeli, pa pomocu Leibnizove formule
Do (R(E)(t+j+1)%) =
Z(DmFl) e (DMTFT)< ur+1G1> (Duer ) N2r+1H) T

I

(gdje suma ide po svim multiindeksima p € N za koje je py + -+ 4+ pg = a — 1),

zaklju¢ujemo da je d27'c; ;, € Z iz Cega je d27' P, (2) € Z|2].

5.2 Dokaz teorema

U nastavku ¢emo koristiti sljedeéi kriterij za dokazivanje propozicije 18. Teoremi 11

i 12 su posljedice te propozicije.

Nesterenkov kriterij linearne nezavisnosti [Ne 85|

Neka je dano N realnih brojeva 01,605, ...,0n (N > 2) i pretpostavimo da postoji N

nizova (P, )n>0 takvih da vrijedi:

(1)) Yie{l,....,N}, pin €7Z;

N
(i) aT+O(n) < ‘ Zplynel‘ < a;+o(n) pri cemu je 0 < oy < ag < 1;

=1
(iii) Vle{l,...,N},

Uz ove uvjete,

< 7N pri cemu je 6> 1.

dimg(Q6; + Qs + - -- + Qy) > log(3) — log(ax)

t11Sa § smo oznadili Kroneckerov simbol, tj. u ovom slucaju

1 akoje A=0,
dox = :
0 akojeA>0.

1 4

Podsjetimo se takoder da je Dy = Na
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Propozicija 18. Neka je a > 3 neparan broj. Za sve cijele r takve dajel <r < a/2,

vryjedi ograda

(a —2r)log(2) + (2r + 1) log(2r + 1) — log(pr.a)
a+ (a—2r)log(2) + (2r +1)log(2r +1) '

6(a) = (239
gdje je

Ora=((r+1)so—7) (r+1—rse) (1 —s0)"*"
i 8o je jedinstveni korijen u (0,1) polinoma Q(s) = rs®*2 — (r+1)s* 1+ (r+1)s—r.
Posebice, vrijeds

5(a) > log(r) + 57 log(2)

~ 1+1log(2) + ZH log(r + 1)

(24)

Dokaz. Primjetimo najprije da iz teorema o prostim brojevima slijedi (v. fusnotu

na stranici 4)
d, = e"tom, (25)

Definirajmo za sve cijele n > 0, ¢,, = d§ So, (1),
Pon = d2anP0,2n(1) i Pin = d;nPQH_LQn(]_) zal € {]_, ey (a - 1)/2}

Jednakost (16) iz leme 13 pokazuje da je £, linearna kombinacija vrijednosti zeta
funkcije u neparnim brojevima:

(a—1)/2
gn = Po,n + Z pl,ng(zl + 1) (26>

=1

Iz (22) u lemi 17 slijedi da je za sve [ € {0,...,(a—1)/2} izasve n > 0, p, € Z.
Asimptotske ocjene u (20) i (25) pokazuju da je

log[n| = 2nlog(k) +o(n), gdje je k = “pra,
a ocjene (21) i (25) povlace da je zasve | € {0,...,(a —1)/2}
log |pin| < 2nlog(7) +o(n), gdjeje T = e*2% 2" (2r + 1)1,

Sada moZemo primjeniti kriterij Nesterenka sa N = (a+1)/2, oy = ay = k%1 3 = 72,

pa dobivamo

log(7) —log(k)  (a—2r)log(2) + (2r + 1) log(2r + 1) — log(vr.q)
log(7)  a+(a—2r)log(2) + (2r + 1) log(2r + 1)

d(a) >
Iskoristimo li ogradu ¢, , < 2" /ro=2" iz leme 151 2r < 2r + 1 < 2(r + 1), dobit
¢emo nejednakost (24). O

Dokaz teorema 12. Uzmimo da je a = 169 ir = 10 u propoziciji 18; pomo¢u rac¢unala
dobivamo da je

sp ~= 0.90909093 i log(w10.169) =~ —505.73453

odakle je §(169) > 2.001. Zato postoje dva neparna broja j i k takvi da je 3 <
Jok <1691 1, ¢(j) i ¢(k) su linearno nezavisni nad Q. Zbog iracionalnosti od ((3),
mozemo uzeti da je kK = 3 ¢ime smo dokazali teorem 12. O]
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Dokaz teorema 11. Neka je a neparan broj. Razlikujemo vise slucajeva:

e 3 < a < 167 < €% Apéryjev teorem daje 6(3) > 2 iz Cega je d(a) > 2 >
5 log(a).

e 169 <a <8-10%—1 < € teorem 12 daje §(169) > 3, odakle je d(a) > 3 >
Llog(a).
3

e 8-10°+1 < a < 10°—1 < e'?: propozicija 18 (s r = 200) daje §(8-10+1) > 3,
odakle je d(a) > 4 > 3 log(a).

e 10°+1<a<105—1 < e propozicija 18 (s r = 600) daje §(10° + 1) > 4,
odakle je 6(a) > 5 > Llog(a).

e a > 10°+ 1: uzmimo r = [a*® + 1| < a/2 u propoziciji 18. Dobivamo

d(a) >

Se(a) log(a),

gdje je

2a%/° + 3
a+1

padajuca funkcija i ¢(10°+1) < 9/5. Zato je i u ovom slu¢aju d(a) > 3 log(a).

c(a) =1+ log(2) + log(a®/® +1)

Preostalo je pokazati drugi dio teorema. U tu svrhu, neka je r = r(a) cijeli broj
< a/2 koji je najblizi br0Ju log( e Tada imamo

log(r) +

— : log(2) = (1 + o(1)) log(a) i

1
1+ log(2) + +1 log(r +1) = 1+1og(2) + o(1),
pa je
1+
sty » (1 oD) loz(@)
1 +1og(2) + o(1)
i time je dokazan teorem 11. O]

6 Eksponent iracionalnosti od ((3)

Sve reference za ovaj odjeljak pogledajte u [Fi 04, §3.1] Za realni iracionalni broj
a s p(a) oznacavamo eksponent iracionalnosti broja «, tj. infimum skupa realnih
brojeva v za koje postoji najvise kona¢no mnogo racionalnih brojeva p/q takvih da
je ‘a — §| < q%. Iz teorije veriznih razlomaka ili Dirichletovog principa slijedi da je
eksponent iracionalnosti uvijek veéi ili jednak 2. Ako je « algebarski, Liouville je
pokazao da je p(a) manji ili jednak stupnju od a. Ovaj rezultat je poboljsao Roth
1955. kada je dokazao da za sve algebarske iracionalne brojeve o vrijedi pu(a) = 2.
Takoder je pu(a) = 2 za skoro sve realne brojeve a s obzirom na Lebesgueovu mjeru.
S druge strane Liouvilleovi brojevi su brojevi kojima je eksponent iracionalnosti be-
skonacan, takvi brojevi mogu se iznimno dobro aproksimirati racionalnim brojevima
(jedan primjer takvog broja je >, <, #)
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Iz Aperyjevih linearnih formi slijedi da je eksponent iracionalnosti od {(3) odozgo
ograden s 13.4179, posebno ((3) nije Liouvilleov broj. Ovaj je rezultat znatno po-
boljsao Hata, a nakon njega Rhin i Viola koji su pronasli najbolju do sada poznatu

ogradu za ({(3)).

Teorem 19. Eksponent iracionalnosti od ((3) je ograden odozgo s 5.5139. Drugim
rije¢ima, postoji najvise konacno mnogo racionalnih brojeva p/q takvih da je

P 1
¢(3) — 5! < pEm

Kako bi dobili ovaj rezultat, Rhin i Viola promatrali su sljede¢i integral

1 1 1, hn/1 Ingkn(1 _ ,\sn,,Jjn(1 _ qn
JIn —/ / / w1 =)ol — v) "1 = w) dudv dw,
o Jo Jo (1 —

gdje su h, ..., s parametri Cije vrijednosti su ovako fiksirane: h = 16, j = 17, k = 19,
[ =15, q=11,r =9, s = 13. Kada bismo stavili sve parametre da budu jednaki,
dobili bismo integrale iz Beukersovog dokaza; dakle, niz Aperyjevih linearnih formi
(to¢nije, podniz toga niza), a to nas vodi na istu mjeru iracionalnosti.

Interesantan je slucaj kad nisu svi parametri jednaki; asimptotika koju dobivamo
za Jy" je nesto losija, ali puno se dobiva na nazivnicima kojima treba pomnoziti J,
da bi dobili linearnu formu u 1 i {(3) s cjelobrojnim koeficijentima.

Napomena. Spomenute ograde od ,u(C (3)) su efektivne, tj. moze se dati eksplicitna
ograda za visinu max (|p\, |q\) “vrlo dobrih” racionalni aproksimacija p/q. Ovo je
bitna razlika u odnosu na Rothov teorem gdje mozemo ograditi broj iznimnih p/q,
ali ne i njihovu visinu.
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