Rjesenja zadataka s izbornog natjecanje za Vojtéch Jarnik
29.02.2008.
I. kategorija

1. Najprije primijetimo da za nul-polinom p = 0 imamo
F(0) = sup {|cos(4mzx)|: = €[0,1]} =1.

Tvrdimo da nul-polinom minimizira funkciju F. Stovise, dokazat ¢emo da je vrijednost
F(p) minimalna (s iznosom 1) ako i samo ako je p = 0.

Pretpostavimo je p € P takav da je F'(p) < 1. Zai=0,...,4 stavimo z; := i. Tada je
cos(4mx;) =1, zai=0,2,4 te cos(dmx;)=—1, zai=1,3.

Iz F(p) < 1slijedi |1 —p(x;)| <1,zai=0,2,4te | —1—p(z;)| <1,zai=1,3. Stoga je

p(z;) >0, zai=0,2,4 te p(z;) <0, zai=1,3. (1)
Neka je A operator diferencije s korakom }L,
1
Ap(x) = p(x + Z> — p(x).

Kako je degp < 3, imamo A*p = 0 . Specijalno je i
0= Ap(0) = p(x4) — 4p(x3) + 6p(x2) — 4p(21) + p(wo)

= [p(x4) — p(x3)] + 3[p(z2) — p(x3)] + 3[p(z2) — p(z1)] + [p(0) — P(21)].

Zbog (1) je svaki od izraza u uglatim zagradama nenegativan, pa je nuzno

p(zo) = p(z1) = p(x2) = p(xs) = p(zs) = 0.
Kako je degp < 3 mora biti p = 0.

2. Kako bismo konstruirali trazenu particiju, koristimo dekadski prikaz prirodnog broja n =
108 + ¢, 110871 4 ... + ¢y, Definiramo skupove A = {n: 0 =c; =c3 =c¢5 = ...} i
B={n:0=cy=cy=...}. Odgovarajuca particija je oblika T} = {1}U{14+n: n € A},
Tir1 = {bx +n: n €11}, gdje je by, by, ... niz svih elemenata iz B. Sada je ocito da se
svaki x € N moze (na jedinstven nac¢in) zapisati na jedan od sljedeéih nacina:

r=1 x=14a(a€A), z=14b((beB), z=14+a+b(acAbecB).

3. Primjetimo da za brojeve ¢ # 01 d te n-torke (a1, as, ..., a,) 1 (b, bs,...,b,) koje zadovol-
javaju uvjete zadatka, i n-torke (cay +d, cas+d, ..., ca,+d) i (cby+d,cby+d, ..., cb,+d)
takoder zadovoljavaju iste uvjete. Zato bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti
da su (ai,az,...,a,) 1 (b1, by, ..., b,) dvije n-torke prirodnih brojeva.

Neka je A = (a1,as,...,a,) 1 B = (by,ba,...,b,). Definiramo polinome (funkcije izvod-

nice):
Ea(z) :Zxai i Ep(x) :be".
i=1 i=1



Imamo

(Ea(z))? = Zx%’“ +2 Z g% = Fa(x?) + 2 Z x4t
k=1

1<i<j<n 1<i<j<n
(Ep(2))* = Ep(z?) +2 Z 2t
1<i<j<n

Bududi da se nizovi

a1+a27a1+a37“'7an—1+an 1 b1+b27b1+b37"‘7bn—1+bn
podudaraju do na permutaciju, vrijedi

1<i<j<n 1<i<j<n
Zato je
(Ea(2))’ = (Ep(2))* = Ea(a®) — Ep(2?).

Kako su neuredene n-torke A i B razlicite, Ea(x) — Eg(z) # 0, pa je

(Ba(2))* = (Ep(x))*

Eu(z) + Ep(z) = Ea(z) — Ep(x)

Primjetimo da je F4(1) = Eg(1) = n, tj. x =1 je korijen polinoma F4(z) — Eg(x), pa
mozemo pisati

Ba(z) — Bp(z) = (z — 1)* f(2),
gdje je f(z) polinom koji nije djeljivs #—1, odnosno f(1) # 0. Sada je Ex(2?)— Ep(2?) =
(22 — 1)* f(2?), pa slijedi

EA(I) + EB(ZL‘) =

(22 = D*f(@%) _ (z+ 1D*f(2?)
(@ =D f(z) — fl@)

Uvrstimo li x = 1 u gornju jednakost, dobivamo

25f(1)
f()

2n = E4(1) + Ep(1) = =

tj. n = 2! ¢ime je dokaz zavrSen.
. Najprije ¢emo dokazati pomo¢nu tvrdnju koju ¢emo iskazati u obliku leme.

Lema 1 Za svaku matricu C' € M,(R) vrijedi det(I + C?) > 0, gdje je sa I oznacena
jedinicna matrica v M, (R)

Dokaz: Primijetimo da za kompleksnu matricu D = (d;;) € M,,(C) vrijedi
det D = det D,

gdje je sa sa D oznatena matrica dobivena iz D konjugiranjem njenih vrijednosti, D =
(d;j). Zaista, imamo

detD =Y (=)' ] diewy = D_ (1)@ [] dio(s) = det D.

ocESh 1<i<n oESh 1<i<n

Koristeci tu ¢injenicu zajedno sa Binet-Cauchyjevim teoremom, imamo
det(I + C?) = det((I +iC)(I — iC)) = det(I + iC) det(I — iC)
= det(I +iC) det(I +iC) = det(I +iC)det(I +iC) = |det(I +iC)[* > 0.



0

Vratimo se sada tvrdnji zadatka. Promotrimo sljede¢a dva slucaja u ovisnosti o parnosti
broja k € N.

Neka je k paran, k = 2m za neko m € N. U ovom slucaju tvrdnja zadatka vrijedi i bez
pretpostavke da je det(A + B) > 0. Zaista, bududi da je spektar od B konac¢an, mozemo
na¢i € > 0 takav da je matrica By := 61 + B invertibilna, za svako 0 < § < . Tada
imamo

det(A*"+B3™) = det(B;™(B; >™ A*™+1)) = (det Bs)*™ det((A™B; ™)*+1) > 0, V6 € (0, ¢).

Zato je i
det(A?™ 4+ B™) = Jim. det(A*™ + B3™) > 0.
—0
Neka je k neparan, k = 2m—+1 za neko m € N. Oznacimo sa zg, 21, . . . , 22, SVve kompleksne
nultocke polinoma z?™*! + 1, gdje smo oznake izabrali tako da je zg = —1 te zj1, = Zj,
za sve j = 1,...,n. Buduéi da matrice A i B komutiraju, imamo

Aty B = (A+ B) [ (A-#B)(A-%B).

1<j<m
Konacno, kako su A i B realne matrice, imamo
det(A*™*! 4 B> = det(A + B) [ [det(A — zB) det(A — % B)]
1<j<m

=det(A+B) [] [det(A—zB)det(A=2B)] = det(A+B) [] |det(A—zB)*>0.

1<j<m 1<j<m
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11. kategorija

1. Stavimo n := 2008 i oznac¢imo sa ® : R""! — P, izomorfizam vektorskih prostora defini-
ran formulom

®(@)(x) == ay + agx + - + apy12", zasve @ = (ar,as,...,ane1) € R™

Trebamo dokazati da postoji konstanta C' > 0 takva da za svaki vektor @ € R"*! vrijedi
1
B(@)(1)2(@) (1) - @)~ )e(@) ()| < C [ s@(a) de

-1

Neka je @ € R™™! proizvoljan vektor. Ako je @ = 0 tvrdnja je trivijalno zadovoljena za
svaku konstantu C' > 0. Ako je @ # 0 stavimo

F(a) :=

[2(@)(1)®(a)'(1) — (@)(~1) (@) (~1)|
[ (@) (x)? da

Budu¢i da za svaki polinom P vrijedi

1
/P(:c)2d:c:o — P=0,

1
F:R"™N\ {0} — [0,400), F:ad+— F(a)
je dobro definirana neprekidna funkcija.

Nadalje, F' je homogena funkcija stupnja nula, tj. vrijedi
F(td) = F(@), zasve ac€ R\ {0} i ¢t>0. (2)
Buduéi da je jedini¢na sfera S™ kompaktan podskup od R"™!| te kako je restrikcija F' |gn

neprekidna funkcija, mozemo naéi konstantu C' > 0 takvu da je F(@) < C za sve @ € S™.
Kona¢no, zbog (2) je i

F(@) < C, zasve @€ R"™\ {0},
¢ime je tvrdnja zadatka u potpunosti dokazana.

2. Takva funkcija f ne postoji. U protivnom, ako takva funkcija f : R — R postoji, tada za
sve ¢ € Q i n € N mozemo naci otvoreni interval I, oko ¢ takav da vrijedi

|f(x)] >n, zasvexel,,\{¢} (3)
Stavimo
U= Lom-
neN qgeQ

U je Gs-skup bududéi da je svaki od skupova U, := | qc0 Lgn Otvoren, kao unija otvorenih
intervala.



Tvrdimo da je U = Q. Ocito je Q C U. Kada bi postojao z € (R\ Q) N U, prema (3) i
definiciji skupa U, vrijedilo bi

|f(z)| >n, zasvako n €N,

Sto je nemoguce, jer je prema pretpostavci domena od f citav skup R.

Odavde slijedi da je skup Q racionalnih brojeva Gs-skup §to je u kontradikciji sa Baire-
ovim teoremom o kategoriji:

Teorem 2 (Baire) Neka je (X, d) potpun metricki prostor i pretpostavimo da je (Op)nen
prebrojiva familija otvorenih i gustih podskupova od X . Tada je i presijek O = (), oy On
qust podskup od X .

Naime, pretpostavimo da Q zaista jest Gs-skup,

@:ﬂUm

neN

gdje su U, C R otvoreni podskupovi od R. Takoder primijetimo da je skup iracionalnih
brojeva R \ Q o¢ito Gs-skup, jer uz oznaku W, := R\ {¢}, za sve ¢ € Q, imamo

R\Q =)W,
q€Q

Kako je svaki od skupova U, N W, otvoren i gust u R, te kako je R sa standardnom
euklidskom metrikom potpun metricki prostor, Baireov teorem o kategoriji povlaci da je
presijek

O= () (U.0W,)

(n,9)ENXQ

gust podskup od R, sto je nemoguée, buduéi da je O = (.

. Najprije primijetimo da je R polje. Buduéi da je prsten R komutativan, dovoljno je
dokazati da svaki ne-nul element iz R ima desni inverz u R.

Zaista, za proizvoljan x € R\ {0} mozemo naéi prirodne brojeve m,n € N takve da je
(™ +1)" = z. Koriste¢i binomni teorem, imamo

B0 = (-E0)~ )

Dakle, z je invertibilan s inverzom x~! =1 —>7" (7]‘) ™l

Uzmimo sada proizvoljan ¢ € End(R) \ {0}. Trebamo pokazati da je ¢ bijekcija.

Injektivnost od ¢ slijedi trivijalno, jer je Kerp = {0}. Naime, prema dokazanom R je
polje, a u polju nema pravih ideala. Kako je ¢ # 0, mora biti Ker p = {0}.

Dokazimo da je ¢ surjekcija. Neka je y € R\ {0}. Tada postoje m,n € N takvi da je
(y™ +1)" = y. Neka je P(X) € R[X] polinom definiran formulom

P(X):= (X" +1)" - X.



Kako je R polje, skup nultocaka N(P) polinoma P(X) u R je konacan. Takoder, N(P)
je invarijantan obzirom na ¢, tj. vrijedi

p(N(P)) € N(P).

Naime, kako je R polje, imamo ¢(1) = 1. Nadalje, za € N(P) imamo P(z) = 0, §to
povlaci

Plp(r)) = (p(@)™ + 1)" = p(z) = p((z™ + 1)" = 2) = ¢(P(x)) = ¢(0) = 0.

Dakle, restrikcija ¢ |np): N(P) — N(P) je injekcija, a kako je N(P) konacan skup,
¢ Inpy: N(P) — N(P) je bijekcija. Bududi da je y € N(P), slijedi da mozemo naci
z € N(P) takav da je y = p(z). Dakle, y € Im ¢, tj. ¢ je surjekcija.

. Rjesenje zadatka izlozit ¢emo u tri koraka.

1.) Pokazimo da ako zabranimo transformacije trojke x,,x1, x2, mozemo izvrsiti samo
konacan broj transformacija. Pogledajmo kako ¢e se mijenjati brojevi S; = x1+xo+- - -+,
(1 <i <n). Kada izvodimo transformaciju na trojci xj_1, T, 11 imamo sljedece:

ako je 1 < k < n, onda je transformacija dopustena samo ako je S, < Sip_1 i nakon
transformacije dolazi do zamjene Si_1 i Si;

ako je k = n, onda je transformacija dopustena samo ako je S,, < S, _1 i u tom slucaju se
n-torka (S1, Sa,...,S,) mijenja u (S1 + x,, So + Ty ..y Sneo + Ty S+ Tpy St + ).
Dakle, svaka transformacija trojke xy_1, xx, Tr11, gdje je 1 < k < n, smanjuje broj inverz-
ija u n-torci (S, Se,...,S,), tj. broj parova indeksa (i, j) takvih daje 1 <i < j <ni
S; > 5. Ovo dokazuje tvrdnju o konacnosti broja transformacija u slucaju kada je indeks
k = 1 zabranjen.

2.) Pronadimo padajuéu nenegativnu valuacijsku funkciju, tj. funkciju koja ée svakoj
n-torci (z1, ..., x,) pridruziti nenegativan realan broj i vrijednost funkcije ¢e strogo opa-
dati nakon svake transformacije iz zadatka. Funkciju (pouceni prethodnim iskustvima)
trazimo u obliku:

n—1

J(x1, 29, ., 1,) = Zpk(xll'uk + ol + - A TnTngr),
k=0
dje je x,,.;, =x; za j=1,2,...,n— 1) s konstantama p, = p,,—r. Imamo
gdje ] +J J J p b
J(xy + 29, =12, T3 + X2, Ty, ..., 1) — J(21, T2, 1) =

= 2x5((po — 2p1 + p2)(x1 + T2 + x3) + (P53 — 2p2 + P1) T4
+ (p4 - 2]93 +p2)l‘5 + -+ (pn—l - 2pn—2 +pn—3)xn)

=2x9c¢- S, (4)
ako je ¢ = py —2p1 +po = p3s —2p2+p1 =+ = Pu1 — 2pn2 + puo3. (S obzirom
na simetriju, nije potrebno promatrati ostale transformacije.) Prethodni niz identiteta
vrijedi ako i samo ako je niz p1 — pg, p2 — P1, -+ -, Pn_1 — Pn_o aritmeticki niz s razlikom

e 8. pr—pr-1=p1—Dpo+ (k—1)c (1 <k <n-—1),iz ¢ega sumiranjem dobivamo

k(k—1
pk:po—k(po—pﬂ—i-%c 0<k<n-1).

Uvrstavanjem p; = p,_1, dobivamo py — p; = ”T_lc, pa je

pk:po—k(nT_k)c 0<k<n-1).



Provjerite da py, definirani prethodnom formulom zadovoljavaju sva trazena svojstva. Ako
izaberemo proizvoljni py € R i ¢ € Ry, tada uvrstavanjem u definicijsku formulu vidimo
da dobivamo padajué¢u valuacijsku funkciju J. Pitamo se jos je li J nenegativna funkcija
za neki par pg, c. Primjerice, ako stavimo

2 —k+1 k+1
p[):n ;—n i c=2, Ondaje pk:(n 2+ >+( —2i_ )Z&SVGkE{l,Q,...,n—l}

J=51+5++5,, pricemuje S5;= Z($i+$i+1+' et @iyjo1)’ > 0zal < j <.

=1

3.) Pretpostavimo da tvrdnja zadatka ne vrijedi, tj. da postoji beskonacan iteracijski
niz. Iz koraka 2. slijedi da pripadni beskonac¢ni niz valuacija n-torki naseg iteracijskog
niza opada i ogranicen je, pa konvergira broju L. Dakle, mozemo odabrati iteracijski
¢lan sa valuacijom Jy koja zadovoljava L < Jy < L+ % i izbaciti sve prethodne ¢lanove.
Zato bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da ove nejednakosti zadovoljava veé
pocetna n-torka (x1,...,x,). 1z jednakosti (4) slijedi da beskonaé¢ni niz koji se sastoji od
negativnih centralnih ¢lanova xy, 2}, zj, ...svih transformiranih trojki zadovoljava

L1 <2 (5)

(a0 + (=) + () + - = o 0

Najvec¢i od brojeva z,...,x, u pocetnoj n-torci nije manji od %; neka je, primjerice,
x> % Iz (5) vidimo da ¢e na mjestu od x; u svakom trenutku biti nenegativan broj.
Zato je indeks k = 1 zabranjen u smislu prvog koraka ovog rjesenja, pa nuzno moramo
imati konacan broj transformacija, sto je kontradikcija.



