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CLO#O,
b07é07

(1)

Rezultanta dvaju polinoma

Multipolinomijalne rezultante
2.1 Jednadzba parametarski zadane plohe

2.2 Kompaktan zapis Ress 29
Svojstva rezultanti

Racunanje rezultanti

4.1 Prakti¢ni aspekti racunanja rezultante

11.7.2007.

Rjesavanje jednadzbi pomocu rezultanti

5.1 w-rezultanta . . . . . . . ...
5.2 Skrivene varijable . . . . .. ..o

f=apx" + - +a,
g =bor™ + -+ + by,

[>0
m > 0.

tada je rezultanta od f i g, u oznaci Res(f, g), determinanta tipa (I +m) x (I + m)

Qo
ay

a2

Res(f, g) = det
ap

Qo
a1

a2

ap

Qo

a1
a2

ay

fpredavanje odrzano na Seminaru za teoriju brojeva i algebru

1




gdje su na praznim mjestima nule. Kada Zelimo naglasiti ovisnost o x, piSemo
Res(f, g, z) umjesto Res(f,g). Jedan jednostavan primjer je

1 0 2 0 0
0o 1 -3 2 0

(3) Res(z® + 52— 1,22 =3z +6)=|5 0 6 -3 2|=2395
-1 5 0 6 -3
0O -1 0 0 6

Tri osnovna svojstva rezultante su

e (Cjelobrojni polinom) Res(f, g) je cjelobrojni polinom u koeficijentima od f i
g.

e (Zajednicki faktor) Res(f,g) = 0 ako i samo ako f i g imaju zajednicki faktor
u klz].

e (Eliminacija) Postoje polinomi A, B € k[z| takvi da je Af + Bg = Res(f, g).
Koeficijenti od A i B su cjelobrojni polinomi u koeficijentima od f i g.

Uskoro ¢emo dati skicu dokaza druga dva svojstva (prvo je jasno iz definicije rezul-
tante), ali najprije objasnimo §to ova svojstva govore. Prvo svojstvo kaze da postoji
polinom

Resym € Zlug, ..., U, Vo, ..., Uy

takav da za f i g kao u (1) imamo

Res(f,g) = Resym(ao, ..., ai,bo, ..., bn).

Ako radimo nad skupom kompleksnih brojeva, onda svojstvo zajednickog faktora
znaci da f, g € C[z] imaju zajednicki korijen ako i samo ako im je rezultanta jednaka
0. Tako nam primjer u (3) pokazuje da 23+ 5x — 1 i 22% — 3z + 6 nemaju isti korijen
u C jer je 395 # 0 iako ne znamo koji su korijeni tih polinoma.

Da bismo razumjeli svojstvo eliminacije, pogledajmo kako se rezultante mogu
koristiti za eliminiranje varijabli iz sustava jednadzbi na jednom jednostavnom prim-
jeru

f=2y—1=0
g=2"+y*—4=0.

Ovdje imamo dvije varijable, ali ako promotrimo f i g kao polinome u x ¢iji koefi-
cijenti su polinomi u y, mozemo izracunati rezultantu s obzirom na varijablu x:

y 0 1
Res(f,g,x) = |—-1 vy 0 =yt —4y? + 1.

Prema eliminacijskom svojstvu, postoje polinomi A, B € k[xz,y] takvi da je A- (zy —
1)+ B-(2* +y*—4) = y* —4y* + 1. Slijedi da y* — 4y + 1 is¢ezava za svako rjeSenje
sustava f = g = 0. Zato rjeSavanjem y* — 4y?> + 1 = 0 dobivamo y kooordinate
rjeSenja.

Rezultante su zanimljive medu ostalim i zato Sto se mogu izraziti na razlic¢ite
nacine.



Propozicija 1. Neka su polinomi f i g kao u (1) i neka su im korijeni &1, ...,& @

M,y - Nm, Tespektivno (mozZda u nekom veéem polju). Tada vrijedi
I m
Res(f,9) = a béHH
i=1 j=1

l
(4) = ag"Hg(@) ¢
lmbl Hf ,'7]

Res(g, f) = (—1)" Res(f, g),
Res(f,g) = (—1)"™b5 =" Res(g, 1),

pri cemu je r ostatak pri dijeljenju f sa g, f = gq+r, deg(r) < deg(g), a zar =0
je Res(f, g) =

Sve formule navedene u (4) i (5), ali i svojstvo zajednickog faktora vrlo jednos-
tavno slijede iz prve, pa ¢emo samo nju i dokazati. Primjetimo jo$s da nam formule
u (5) daju efikasan algoritam za ra¢unanje rezultante dvaju polinoma (postupak je
kao u Euklidovom algoritmu).

(5)

Dokaz prve formule u (4) [Es 01]. Kako bismo tvrdnju dokazali sasvim opéen-
ito, promatrat ¢emo f i g kao polinome s koeficijentima u prstenu Z[&1, ..., &, 101, - -+, Tl
tj. mozemo umjesto korijena polinoma f i g staviti nezavisne varijable (koje u dokazu
jednako oznacavamo). Vrijedi

f=ao H(x—gi):aoxl+'--+al,

1<i<l
g =by H (x —nj) =box™ + -+ + byp,.
1<j<m
Oznac¢imo za N € N s V(T},...,Ty) takozvanu Vandermondeovu determinantu
kvadratne matrice M (T}, ..., Ty) dimenzije N s elementima u Z[T}, ..., Ty] kojoj

je k-ti red dan sa (Tp)V~ L, ..., (T)?, Tk, 1 (1 < k < N). Prisjetimo se da je

V(Ty,....Tv) =[] (@-1)).

1<i<j<N

Definirajmo sada M = M(n1,...,0m,&1,-..,&) 1 neka je A matrica iz (2), tj.
Res(f,g) = det A. Primjetimo da je f(n;) = Z ar(n) " zal <j<m, f(&)

0<k<l
2al <<l g(&)= > b(&)" " 2al<j<lgn)=0zal<j<m.
0<k<m
Izrac¢unat ¢emo determinantu produkta M A na dva razlic¢ita nacina. U det(MA)

za 1l < j < mje f(n;) faktor u ¢itavom j-tom retku, azam+1 < j < m+1 je
9(&;_m) faktor u ¢itavom j-tom retku, pa nakon izlucivanja tih veli¢ina dobivamo



determinantu koju mozemo izracunati kao produkt determinanti dvaju blokova, a
obje ove determinante su Vandermondeove. Imamo

det MA H f 77] H g(&l)v(£17>£l)v(nl>anm>

1<5<m 1<t

Usporedimo li ovo s umnoskom det(M) det(A), dobivamo

H f(nj) H 9(&)V (&, - &V, - mm) = Res(f,g)V (- 0m, &1, &)

1<j<m 1<i<l
Vrijedi
V(7717 HR 777ma€la <o 7&) = V(gla v 76[)‘/(7717 D anm) H (77] - 57,)
1<i<l
1<5<m
Zato je
H f(n5) H 9(&) = Res(f,9) H (n; — &)
1<j<m 1<i<l 1<i<l
1<5<m

Tvrdnju konacno dobivamo skratimo li prethodnu jednakost s H (n; —&;) koristeci

1<i<]
1<j<m

pri tome da je

fop)=ao [T —&) 1 9& = [] &—ny)

1<i<l 1<j<m

Dokazimo sada i svojstvo eliminacije kako je ranije iskazano.

Dokaz svojstva eliminacije |La 02]. Promatramo ponovno polinome f i g kao u (1),
ali nam sada ag,...,a by, ..., b, oznacavaju veli¢ine algebarski nezavisne nad Z.
(To¢nije bi bilo uvesti nove polinome s novim koeficijentima koji imaju to svojstvo,
a onda "stare" f i g dobivamo tako da umjesto koeficijenata "novih" f i g uvrstimo
konkretne elemente aq,...,a;, by, ...,b, iz k. Ipak zadrzavamo stare oznake radi
jednostavnosti pisanja.)

U sustavu linearnih jednadzbi

xm_lf(x) — aoxl—i-m—l +ay xl+m—2 4ot alfL’m_l

ZL‘m_2f(l’) _ ao xl—f—m 2 4o (llfL‘m_2
flx) = apz’ + - +
ZBl_lg(iB) — b0$l+m_1 + b1$l+m_2 44 bmxl_l
xlfzg(a:') — bolerme 4o+ bmxlf2
g(x) = boz™ + --- + b,



oznac¢imo s C' vektor stupac na lijevoj strani, a sa Cy,...,Cj.,, stupcane vektore
koeficijenata. NaSu jednadzbu tada moZzemo zapisati

C=a"""1C)+ - +1-Crym.
Primjenimo sad Cramerovo pravilo na zadnji koeficijent koji je jednak 1 i dobivamo
Res(f, g) = det(Cy, ..., Ciym) = det(Co, ..., Ciim—1,C).
Odavdje vidimo da postoje polinomi A i B u Zlay, ..., a;, b, ..., by|[z] takvi da je
Af + Bg = Res(f,9).
[

Formule dane u (4) izgledaju neprakti¢ne za upotrebu jer ukljuc¢uju korijene od
f 1g. No, postoji jednostavan na¢in za racunanje navedenih produkata. Primjerice,
formula Res(f,g) = a’ Hizl g(&) nam govori da rezultantu moZzemo dobiti kao
umnozak svojstvenih vrijednosti jednog linearnog preslikavanja (do na faktor af?).
Objasnimo ukratko o ¢emu se radi. Promatrajmo kvocijentni prsten Ay = k[x]/(f)
i neka je preslikavanje m, definirano na sljedec¢i nacin

my([h]) = [g] - [h] = [gh] € Ay,

gdje je [h] € Ay susjedna klasa od h € k[z]. Ako na A; gledamo kao na skup svih
polinoma h stupnja < [, mozemo interpretirati m,(h) kao ostatak pri dijeljenju gh
s f. Takav pogled omoguc¢uje nam sljedeé¢i na¢in ra¢unanja Res(f, g).

Propozicija 2. Res(f,g) = aj* det(m, : Ay — Ay).
Dokaz. v. [CLO 05, str. 74] O

Primjer. Za f = 2® + 5z — 11 g = 22® — 3z 4 6 kao u (3), gledajuci na Ay preko
ostataka pri dijeljenju s f i koriste¢i bazu {1, z, 2%} od A; imamo

6 2 -3
Res(f,g) = 1*det(m,) = |—3 —4 17| = 395.
2 -3 —4

Primjetimo da je 3 x3 determinanta u ovom primjeru manja od 5 x5 determinante
iz, definicije (2). Opéenito, propozicija 2 nam govori da Res(f, g) moZemo prikazati
kao | x [ determinantu, dok se u definiciji rezultante koristi (I +m) x (I + m) ma-
trica. Zamijenom f i g, vidimo da rezultantu mozemo prikazati koristenjem m x m
determinante.

Kako bismo mogli prije¢i na rezultante vise polinoma u vise varijabli, moramo
sada napraviti jednu malu modifikaciju u definiciji rezultante. Naime, umjesto
uporabe polinoma u jednoj varijabli , moZzemo koristiti homogene polinome u var-
jjablama x,y. (Podsjetimo se da je polinom homogen ako mu je svaki ¢lan istog
stupnja.) Ako su F, G € k[z,y] homogeni polinomi (ukupnog ili totalnog) stupnja [,
m, respektivno, onda mozemo pisati

F =apr' + oy 4+ + )

(6) _ m m—1 m
G =box™ + by Ty + -+ bpy™.

5



Primjetimo da ag ili by (ili oba) mogu biti nula. Definiramo Res(F, G) € k upotrebom
iste determinante kao u (2).

Ako homogeniziramo polinome f i g iz (1) upotrebom prikladnih potencija od v,
dobivamo F'i G iz (6) i tada je o¢ito Res(f, g) = Res(F, G). Krenemo li u suprotnom
smijeru, zaklju¢ivanje vise nije toliko jednostavno. Ako su F' i G dani sa (6), onda
mozemo dehomogenizirati polinome uvrstavanjem y = 1, no na taj nac¢in mozda
ne¢emo dobiti polinome trazenog stupnja jer aq ili by moze biti nula. Usprkos tome
rezultanta Res(F, G) i dalje zadovoljava neka osnovna svojstva.

Propozicija 3. Neka sul © m prirodni brojevi.
a. Postoji polinom Resy ., € Zug, ..., u, g, . .., Uy] takav da je
Res(F, G) = Res . (ao, ..., a1, b, ..., by)
za sve F,G kao u (6).

b. Nad poljem kompleksnih brojeva Res(F,G) = 0 ako i samo ako jednadzbe F =
G = 0 imaju rjesenje (z,y) # (0,0) u C? (takvo rjesenje zovemo netrivijalno ).

Dokaz. V. |CLO 05, str. 75] O

Primjer. Kao primjer kako se rezultante mogu koristiti za eliminiranje varijabli iz
jednadzbi, promotrimo parametarske jednadzbe

r=1+s+t+st
y=2+s+st+t
2 =s+1t+ s

Zelimo eliminirati s,¢ iz ovih jednadzbi kako bismo dobili jednadzbu koja sadrzi

samo x, ¥, z. Stavimo
f=14+s+t+st—=x

g=2+s+st+t*—y
h=s+t+s"—z.

Najprije eliminiramo t¢:

Res(f,g,t) =3+65+3s* —20 —sx+sx+a> —y—2sy — s’y
Res(f,h,t) = —1+2s*+s*+12—2—s2.
Zatim eliminiramo s:
p = Res(Res(f, g,t), Res(f, h,t),s) =92° + 152° + 132* — 62° + 2°
— 1522y —202%y — 2ty + T2t y? + 523 y?
— 2?2y =922 24323 s —at 242272
+62%yz—2Pyz—22tyz —a?y? 2+ 922 22

+623 22 +at 22— 622yt — 228yt + 2ty 2R



2 Multipolinomijalne rezultante

U prvom dijelu proucavali smo rezultante dvaju homogenih polinoma F,G u vari-
jablama z,y. Kako bismo generalizirali ta razmatranja, pretpostavimo da imamo
n 4+ 1 homogenih polinoma Fy, ..., F,, u varijablama xzq,...,x, i neka svaki poli-
nom F; ima pozitivan (ukupni) stupanj. Tada dobivamo n + 1 jednadzbu u n + 1
nepoznanici

(7) Fo(zo,...,xn) =+ = Fy(xo,...,2,) = 0.

Budu¢i da su F; homogeni pozitivnog stupnja, ove jednadzbe uvijek imaju rjesenje
xo = ---=x, = 0, koje zovemo trivijalno rjesenje. Zato je klju¢no pitanje postoje li
netrivijalna rjeSenja. U nastavku ¢emo raditi nad poljem kompleksnih brojeva, pa
su netrivijalna rjesenja tocke iz C"*1\ {(0,...,0)}.

Opéenito, postojanje netrivijalnih rjeSenja ovisi o koeficijentima polinoma Fy, . .., F};
za veéinu vrijednosti koeficijenata nema netrivijalnih rjesenja, a za odredene speci-
jalne vrijednosti, takva rjesenja postoje.

Jedan sluc¢aj u kojem se to lagano vidi je kad su svi polinomi Fj linearni, t;j.
stupnja 1. Kako su svi homogeni, jednadzbe (7) moZemo napisati u sljede¢em obliku

Fo = coorog+ -+ + conxr, =0

(8)

Fn:Cn0x0+"'+CnnIn:O'

Ovo je (n+1) x (n+1) sustav linearnih jednadzbi, pa znamo da netrivijalno rjesenje
postoji ako i samo ako je determinanta matrice sustava jednaka nula. Tako smo
dobili jedan uvjet det(c;;) = 0 za postojanje netrivijalnih rjeSenja. Primjetimo da je
ova determinanta polinom u koeficijentima c;;.

Opcenito, kad imamo n + 1 homogenih polinoma Fy, ..., F, € Clxg,..., 2,
postavlja se temeljno pitanje: Koje uvjete moraju zadovoljavati koeficijenti od Fy, . . ., F,
da bi Fy = --- = F,, = 0 imao netrivijalno rjesenje? Kako bismo precizno odgovorili
na ovo pitanje, moramo najprije uvesti neke oznake. Neka je d; (ukupni) stupanj od
F;, tako da mozemo pisati

F, = Z CiaZ”. (koristimo multiindekse)
\oz|:dl

Za svaki par indeksa i, a, uvodimo varijablu u;,. Ako je polinom P € Clu;,],
onda s P(Fp, ..., F,) oznatavamo broj dobiven zamjenom svake varijable u; , u P
s odgovarajuc¢im koeficijentom ¢; o. Ovo je znacenje izraza polinom u koeficijentima
od F;. Sada mozemo odgovoriti na naSe temeljno pitanje.

Teorem 4 (Mertens 1899.). Ako fiksiramo pozitivne stupnjeve dy, ..., d,, tada pos-
toji jedinstveni polinom Res € Z[u; o] koji ima sljedeca svojstva:

a. Ako su Fy, ..., F, € Clxg, ..., x,| homogeni polinomi redom stupnja dy, . .., d,,
onda sustav jednadzbi (7) ima netrivijalno rjesenje nad C ako i samo ako je
Res(Fy, ..., F,) =0.

b. Res(zd, ... ad) =1.



c. Res je ireducibilan polinom, cak i ako ga promatramo kao polinom u Clu; ).
Dokaz. Dokaz pogledajte u [GKZ 94|, usp. i [S 82, Sch 76]. O

Izraz Res(Fp, . . ., F,,) zovemo rezultanta od Fy . .., F,,. Ponekad piSemo Resg, 4,
umjesto Res kako bismo eksplicitno naglasili ovisnost o stupnjevima. U ovim oz-
nakama, ako je svaki F; = 37 ;7 linearan komentar nakon sustava (8) pokazuje
da je

Resi, 1(Fo, ..., F,) = det(c;y).
Drugi primjer o kojemu smo dosta govorili je rezultanta dvaju polinoma. U ovom
slu¢aju znamo da je Res(Fy, F1) dana determinantom (2). Teorem 4 povlaé¢i da je
ova determinanta ireducibilni polinom u koeficijentima od Fy, F}.

2.1 JednadzZba parametarski zadane plohe

Navedimo u kratkim crtama jedan primjer korisnosti multipolinomijalne rezultante.
Promotrimo problem implicitizacije u kojemu se trazi jednadzba parametarski zadane
krivulje ili plohe. Radi odredenosti, uzmimo da je ploha zadana parametarski jed-
nadzbama

x = f(s,t)
(9) y:g(3>t)
z = h(s,t),

gdje su f(s,t), g(s,t), h(s,t) polinomi (koji nisu nuzno homogeni) stupnjeva dy, d,
dy. Postoji nekoliko metoda pronalazenja jednadzbe p(x,y,z) = 0 plohe opisane
s (9), primjerice upotreba Grobnerovih baza. Mi ¢emo pokazati da je u mnogim
slucajevima moguce koristiti multipolinomijalne rezultante.

Najprije moramo homogenizirati gornje jednadzbe s obzirom na tre¢u varijablu
u. Primjerice, ako je

f(S,t) = fdo<87t) + fdo—l(syt) + -+ fO(Sat)7
gdje je f; homogen (ukupnog) stupnja j u s, ¢, onda je
F(s,t,u) = fa,(8,8) + fap—1(s,)u+ -+ fo(s, t)u®,

a to je homogeni polinom u s, ¢, u stupnja dy. Sli¢no se g(s,t) i h(s,t) homogeniziraju
u G(s,t,u) i H(s,t,u), a jednadzbe (9) postaju

(10) F(s,t,u) — zu® = G(s,t,u) — yu™ = H(s,t,u) — zu® = 0.

Primjetimo da x, y, z promatramo kao koeficijente u ovim jednadzbama. Sada
problem implicitizacije za (9) moZemo rijesiti na sljedeé¢i nacin.

Propozicija 5. Uz prethodne oznake, pretpostavimo da sustav homogenih jednadzbi
fd0(57 t) = Yd, (57 t) = hdz(sv t) =0

ima samo trivijalna riesenja. Tada, za trojku (z,y,z) € C3, sustav jednadzbi (9)
ima rjesenje (s,t) € C? ako i samo ako je

Resdoydhdz(F - xudoa G — yu(h; H — Zudz) = 0.



Dokaz. Prema teoremu 4, rezultanta iS¢ezava ako i samo ako (10) ima netrivijalno
rjesenje (s,t,u). Ako je u # 0, onda je (s/u,t/u) rjeSenje od (9). Ako je pak
u = 0, onda je (s,t) netrivijalno rjeSenje f4,(s,t) = ga,(s,t) = ha,(s,t) = 0, §to je
u suprotnosti s nasom pretpostavkom. Zato se ne moze dogoditi v = 0. Za drugi
smjer je dovoljno opaziti da rjesenje (s,t) od (9) povlaci netrivijalno rjesenje (s,t,1)
od (10). 0

Kako je rezultanta polinom u koeficijentima, slijedi da je
(11) p(x,y, 2) = Resgy.dy.a,(F — 2u®™, G — yu™, H — 2u®)

polinom u x,y, z koji prema propoziciji 5 iSCezava tocno na slici parametrizacije.
To posebno znaci da parametrizacija pokriva citavu plohu p(z,y,z) = 0, $to nar-
avno nije slucaj u svim polinomijalnim parametrizacijama; ovdje je pretpostavka da
fao(8,t) = ga, (8,t) = hg,(s,t) = 0 ima samo trivijalna rjesenja od klju¢ne vaznosti.

2.2 Kompaktan zapis Resy

Jedna od veéih poteskoéa s multipolinomijalnim rezultantama je Sto su to obi¢no
jako veliki izrazi. Primjerice, promotrimo sustav jednadzbi zadan sa 3 kvadratne
forme u 3 varijable:

Fy = 001932 + cogy2 + 003z2 + coary + cosr2 + Ccogyz = 0
Fy = cna® + cy? + 132 + cuamy + 1512 + cipyz = 0

Fy = cpa’® + 0223/2 + co32” + CoaTY + Co52 + Copyz = 0.

Ovo je sustav tri ternarne kvadrike. Prema teoremu 4 rezultanta Resy 2 o(Fo, F1, F»)
iS¢ezava upravo onda kad sustav ima netrivijalno rjesenje u z,y, z
Polinom Resy 25 je vrlo velik: ima 18 varijabli (po jednu za svaki koeficijent ¢;;),
a uskoro ¢emo vidjeti da mu je (ukupni) stupanj 12. Potpuno raspisan, Ress 22 ima
21894 ¢lanova. Zato je za rad s ovom rezultantom potrebno znati kompaktniji nacin
za njeno predstavljanje. Navest ¢emo sada jednu interesantnu formulu za Resg o 5.
Najprije sa J oznac¢imo Jacobijan od Fy, F, Fy:

8F0 0Fy 6F0
7 8F 1 8% 8F1
8F2 8% 8F2
ox 0z

koji je kubni homogeni polinom u z,y, 2. To znac¢i da su parcijalne derivacije od J
kvadrike, pa ih mozemo zapisati na sljedec¢i nacin

oJ
% = b01x2 + bogy2 + b032’2 + bo4£Cy + b05£CZ + bOGyZ
oJ
a—y = b11$C2 + b12y2 + b1322 + b14:cy + b15(132' + blﬁyz
oJ
5 b1 2% + bogy® + ba3z® + boywy + baszz + bagyz.



Primjetite da je svaki b;; kubni polinom u ¢;;. Tada je prema klasi¢noj Salmonovoj
formuli (usp.|CLO 05]), rezultanta tri ternarne kvadrike dana sa 6 x6 determinantom

Co1 Co2 Cop3 Coa Cos Coe
Ci11 Ci2 €13 Cia Ci5 Ci6
Co1 C22 C23 C2q4 Co5 Co6
(12) RGSQQQ(FQ,Fl,FQ) b b b b b b .
01 Y02 003 004 0Oo5 Ooe
bi1 bia b1z b bis big
bai  bae baz bas bas bog
Napomena.
a. Iz (12) je jasno da je Resy oo stupnja 12 u varijablama cgy, . . ., c.

b. Razlomak —1/512 pojavljuje se u formuli radi normalizacije (svojstvo b u
teoremu 4).

Primjer. Upotrijebimo prethodnu formulu za rac¢unanje jednadzbe plohe definirane
u primjeru na kraju §1:
r=14+s+1+st
Yy =245+ st +t*
z=s+1t+ 5%
Primjetimo da st = st + t?> = s? = 0 ima samo trivijalno rjeSenje, pa ovdje mozemo
primjeniti propoziciju 5. Stavimo
fo=14+s+t+st—x
fi=2+s+st+t*—y
fo=s+t+s —z,
pa nakon homogeniziranja (ovdje su nam s, t, u varijable) dobivamo
Fy = (1 —2)u® + st + su+tu
Fy =1+ (2 —yu?+st+su
Fy = s% — zu® + su + tu.

[zrac¢unamo Jacobijan od Fy, Fy, Fb:

0F, O0F, O0F
ds Ot Ou — 652t —2st?+2t3+65%u—10stu
7~ det oF, O0F, O0OF, B +10su? —6tu* +2ud +4s°ur+8stux
- ds Ot Ou 4 2sulr 42t — 20t r — 457wy
OF, OF, OF —6suly +2tuty —4tPuz —2tut 2 +2u 2
0s 0Ot Ou
i nastavimo dalje rac¢un
oJ
5 = 0-5* —2t* + (22 — 6y + 10)u® — 12st + (82 — 8y + 12)su + (8z — 10)tu
s
oJ
i —65% 4+ 6t> + (22 + 2y — 22 — 6)u® — 4st + (8 — 10)su — 8ztu
0J  (4x — 4y +6)s* — 42t® + (—6x + 6z + 6)u® + (8z — 10)st
ou +(4r — 12y + 20)su + (4o + 4y — 4z — 12)tu.
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Zato je konacno

ReSQ,2,2(F07 F17F2) =

0 0 1—x 1 1 1
0 1 2y 1 1 0
-1 1 0 —z 0 1 1
512 0 —2 22 —6y+10 —12  8x—8y+12 8z — 10
—6 6 20+4+2y—22—-6 —4 8z — 10 —8z
dr —4y+6 —4z —6x+624+6 8r—10 4o —12y+20 4dr+4y —4z —12

=9+ 152+ 132% — 62° + 2*

— 15y —20zy — 2y + Ty* + 529>

— = 9243z —a?2+22%2
+6yz—ayz—22°yz—y 2 +92°
+6x22+222—6y?—2xy? 4yt 22

pa vidimo da je polinom koji smo dobili kada smo prvi put gledali ovu plohu

b= z? R€S2,2,2(F0, F, Fz)-

3 Svojstva rezultanti

Vidjeli smo u teoremu 4 da rezultanta Res(Fp, ..., F,) iS¢ezava ako i samo ako
Fy = --- = F, = 0 ima netrivijalno rjeSenje te da je rezultanta ireducibilna nad
C kad je promatramo kao polinom u koeficijentima od F;. Ova svojstva karakter-
iziraju rezultantu do na konstantu, ali time nikako nisu iscrpljena sva svojstva ovog
iznimnog polinoma. U ovom dijelu govorit ¢emo o jos nekim vaznijim svojstvima
rezultante. Dokaze neé¢emo navoditi, a upute za odgovarajucu literaturu potrazite u
[CLO 05].

U ovome dijelu fiksirajmo stupnjeve d, ...,d, > 0 i neka je Res = Resgy, . 4, €
Z|u; o) rezultantni polinom iz prethodnog odjeljka. Zapo¢nimo s tvrdnjom o stupnju
rezultante

Teorem 6. Za fiksirani j izmedu 0 i n, Res je homogen u varijablama w; o, |o| = d;
stupnja do -+ - dj_1djqy -+ - dyn. To znaci da je

Res(Fo, ..., AFj, ..., F,) = Xordisidividn Reg([) . F,).
Nadalje, ukupni stupanj od Res je Z?:o do--dj_1djsq - dy.
U nastavku prouc¢avamo simetri¢nost i multiplikativnost rezultante.
Teorem 7.
a. Ako je 1 < j, onda je
Res(Fo, ..., Fyy .o, Fyyoo o ) = (1) Res(Fp, ..., Fjy ooy By oo B,
gdje je druga rezultanta za stupnjeve dy,...,d;, ..., d;, ... dy.
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b. Ako je Fy = FiF;" produkt homogenih polinoma stupnjeva d; i d;, onda je

Res(Fy, ..., F

j’..

. F.) =Res(Fy,...,Fj,...,F,)-Res(Fy,... . F],..., F,),

gdje su zadnje dvije rezultante za stupnjeve do, ..., d;, ..., dy idy, ..., dj, ... d,.

I za opcéenite rezultante vrijedi analogon propozicije 2. Za homogene polinome
Fy, ..., F, € Clxy,...,x,] stupnjeva dy, . . ., d,, uvodimo sljedec¢e polinome

(2o, ..., xn) = Fi(xg,...,2p_1,1
(13) _f(o ) (o 1, 1)
Fi(xo,...,2,) = Fi(x0,...,7p-1,0).

Primjetimo da su Fl, ..., F,,_; homogeni polinomi iz C|xz, . .., z,_1] stupnjeva dy, . .., d,_1.

Teorem 8. Ako je Res(Fy,...,F, 1) # 0, tada je kvocijentni prsten
A=Clxo,...,xn1]/{fo,- - fu_1) dimenzije dy- - d,_1 kao vektorski prostor nad C
/)

Res(Fy, ..., F,) = Res(Fy,..., Fp_1)™ det(my, : A — A),

gdje je my, : A — A linearno preslikavanje koje odgovara mnoZenju sa f,.

4 Racunanje rezultanti

U nastavku ovog predavanja pogledat é¢emo neke metode za racunanje rezultanti.
lako nam teorem 8 omogucuje da rezultantu ra¢unamo induktivno, korisno je imati
i druge alate za rad s rezultantama. U ovom odjeljku navest ¢emo jos$ neke formule
za rezultantu i onda kratko komentirati prakti¢ne aspekte racunanja Resq, . q4,. Za-
po¢nimo s jednim primjerom u kojem ¢emo naci formulu za Res; ;5 i koji ¢e nam
kasnije ilustrirati op¢enitu metodu pronalaZzenja rezultante.

Primjer. Promotrimo sljedeéi sustav od tri homogene jednadzbe u tri varijable:

Fo=a1x + ay +azz =0
(14) F1 :blx+b2y+b3220
Fy = cx? + 02y2 + 322 + cyry + csxz + cgyz = 0.

Bududisu Fy i F} linearni, a F kvadratni, rezultanta koju ra¢unamo je Res; 1 2(Fp, Fi, F3).
Dobivamo sljede¢u formulu za tu rezultantu.

Propozicija 9. Resy 1 2(Fo, F1, F») je dana polinomom

212 2 212 2
a1b203 — albgbgca + a1b362 — 2a1a2b16263 + alagblbgcg + a1a2b2b365 — a1a2b3c4
2 212 2 212
+ a1a3b162c6 — 2a1a3b1b302 — a1a3b265 + a1a3b2b304 + alec;; — a2b16305 + CL2b3C1

2 212 2 212
— (Igagblcﬁ + a2a3b1b265 + a2a3b16364 — 2&2@31)2[)361 + a3b102 — a3b16204 + a3b201.

Dokaz. Oznac¢imo gornji polinom s R i pretpostavimo da imamo netrivijalno rjesenje
(x,y,2) od (14). Najprije ¢emo pokazati da mala modifikacija od R mora is¢eznuti.
Toc¢nije, promatrajmo Sest jednadzbi

(15) l"F():y'FO:Z'FOZy'Fl:Z'Flz]_'FQZO,
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koje mozemo i ovako zapisati

ar?+ 0 + 0 +ary +aszz+ 0 =0
0 +a?+ 0 +azy+ 0 +azyz=0
0 + 0 +a3z>+ 0 +azz+awyz=0
0 +by?>+ 0 +bizy+ 0 +byyz=0
0 + 0 +b3224+ 0 + bzz +byz=0
c1x® + coy? + 32 + ey + csrz + cgyz = 0.

Ako promatramo 2, 3%, 2%, xy, xz, yz kao "nepoznanice", onda ovaj sustav Sest

linearnih jednadzbi ima netrivijalno rjesenje, $to znaci da je determinanta matrice
sustava D jednaka nula. Upotrebom racunala, lako provjerimo da je determinanta
D= —alR.

Razmigljajuéi geometrijski, dokazali smo da u 12-dimenzionalnom prostoru C!?
kojemu su aq, ..., cg koordinate, polinom D iS¢ezava na skupu

(16) {(ay,...,c) : (14) ima netrivijalno rjesenje} C C'2.

No, prema teoremu 4, posjedovanje netrivijalnog rjesenja je ekvivalentno is¢ezavanju
rezultante, pa D iS¢ezava na skupu

V(RGSLLQ) C ClQ.

To znac¢i da je D € I(V(Res112)) = y/(Resy12), pri ¢emu je zadnja jednakost
posljedica (Hilbertovog) Nullstellensatza. Ali Res; ;o je ireducibilan, $to ocito povlaci

(Resy 12) = (Resy12). Time smo dokazali da je D € (Resy12), paje D = —a1R
visekratnik od Res; ;2. Ireducibilnost povla¢i da Res; ;o dijeli a; ili R. Prema
teoremu 6 znamo da je Res;;2 ukupnog stupnja 5, pa slijedi da Res; ;2 dijeli
R, a zbog ¢injenice da je i R (ukupnog) stupnja 5, zaklju¢ujemo da je R jed-
nak Res; ;o pomnoZenom s nekom konstantom. Evaluiramo li oba polinoma za
(Fy, F1, F») = (z,y,2?), vidimo da ta konstanta mora biti 1, ¢ime smo dokazali da
je R = Res; 12 Sto smo i htjeli. O

Osnovna ideja ovog primjera je bila da pomnozimu svaku jednadzbu s priklad-
nim monomom da bismo dobili kvadratnu matricu kojoj onda mozemo racunati
determinantu.

U opéem slucaju, neka su Fy. .., F, € Clxo,...,x,] stupnjeva dy, ...,d,. Tada

definiramo . .
d=> (d;—1)+1=> di—n.
=0 1=0

U prethodnom primjeru smo imali (dy, dy,ds) = (1, 1,2), pa dobivamo d = 2. Prim-
jetite da je to upravo stupanj monoma na lijevoj strani jednadzbi koje slijede iz
(15).
Podijelimo sada monome x® = x(° - - - 2% (ukupnog) stupnja d u n + 1 skupova
na sljedeci nacin:
So = {2 : |a| = d, P dijeli 2}

Sy = {2%: |a| = d, 2% ne dijeli 2%, ali =" dijeli}

dy— o . -
S, ={z%:|a| =d, zP,... 25" ne dijeli 2%, ali 2% dijeli}.
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Svaki monom stupnja d je djeljiv s :17?" za barem jedan ¢ izmedu 0 i n (Dirichletov
princip), pa lezi u jednom od skupova S, . .., .S,. Primjetimo, usto, da su ti skupovi
disjunktni. U nastavku ¢emo koristiti jedno ocito opazanje:

i g

% i

ako je z € S;, onda mozemo pisati z% =z

a jasno je da je a:a/mfi monom stupnja d — d; jer je x* € S;. Trebat ¢e nam i
¢injenica da u skupu S,, ima to¢no dy - - - d,,_1 monoma (slijedi iz toga Sto za dane
cijele brojeve ayg, ..., a,_1 za koje je 0 < a; < d; — 1, postoji jedinstveni a,, takav da
je xg® - aln € 5,).

Sada mozemo napisati sustav jednadzbi koji poopcuje (15):

2 /zd . Fy =0 zasve 2® € Sy
(17)

% /2xd . F, =0 zasve2z® € S,.

Kako je F; stupnja d;, to je xa/xfi - F; stupnja d. Zato svaki polinom na lijevoj
strani od (17) moZemo zapisati kao linearnu kombinaciju monoma (ukupnog) stup-
nja d. Takvih monoma ima N = (d:")i. Zapazamo da je ukupan broj jednadzbi
jednak broju elemenata u Sy U ---US,, a taj je takoder N. Dakle, gledamo li na
monome stupnja d kao na nepoznanice, dobivamo sustav od N linearnih jednadzbi
u N nepoznanica.

Definicija 10. Determinantu N x N matrice sustava jednadzbi danih u (17) oz-
nacavamo s D,,.

Primjer. Vratimo se ponovno na primjer koji smo malo prije detaljno analizirali.
Imamo tri jednadzbe (v. (14)):

Fo=a1x+ayy +azz =0
F1 :blﬂf—Fbgy—'—ng:O
F, = clxz + 02y2 + 03z2 + cyxy + csxz + cgyz = 0.

Ovdje je (do,dy,ds) = (1,1,2), paje d =21 Sy = {x? vy, zz} (svi monomi stupnja
2 koji su djeljivi s z'), S; = {%%,yz} (monomi stupnja 2 koji nisu djeljivi s z, ali su
djeljivi s y'), Sy = {2?} (monomi stupnja 2 koji nisu djeljivi s z ni s y, ali su djeljivi
sa z?, ovdje su to svi preostali monomi). Jednadzbe

(II'FO:y'F():Z'FO:y'Fl:Z'Flz]_'FQZO,
su upravo jednadzbe (17) primjenjene u ovoj situaciji, pa ako raspisemo te jednadzbe

ar?+ 0 + 0 +ary +aszz+ 0 =0
0 +a?>+ 0 +axzy+ 0 +agyz=0
0 + 0 +az2z2+ 0 +arz+ ayz=0
0 +by?+ 0 +bxzy+ 0 +byyz=0
0 + 0 +b3224+ 0 +bwz+byz=0
a2 + coy? + 322 + ey + 5wz + cgyz = 0

¥To je broj d-kombinacija u skupu od n + 1 elemenata s ponavljanjem. Imamo n + 1 pretinac
i d kuglica ili drugim rije¢ima n jedinica (pregrade) i d nula.
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iz dobivenog sustava dobivamo za 22, 4%, 22, 2y, £z, yz kao nepoznanice determinantu

aq 0 0 o a3 0
0 as 0 ay 0 as
0 0 as 0 a; as
0 bg 0 b1 0 bg '
0 0 by O b b

Ci Cy C3 C4 Cs5 Cg

Primjer. Kada imamo polinome Fy, I} € Clz,y] kao u (6), tj.

Fy = aoxl + alxl’ly + -4 alyl
Fy = box™ + bz ty + - 4 g™,

ondajed=1+m—1, paje

o I+m—1 _l+m—2 I m—1
So=A{x T Y,..., oy}

Sl — {xl—lym’ xl—2ym+17 o ’yl—s—m—l}.
Ovdje sustav (17) izgleda ovako

lermfl/l.l . FO — xmfl X FO =0

$l+m—2y/xl . FO — :L,m—2y . FO =0

l‘lym_l/ilj'l . FO — ym—l . FO =0

xl—lym/ym . Fl — J}l_l . Fl =0
xl72ym+1/ym . Fl — ‘,L,lny . Fl =0

yl+m—1/ym . Fl — yl—l X Fl =0.

pa je determinanta matrice sustava jednaka

apg ap Qag - a;
ag ap Ao - a;
- Qo aq Ay - a; .
D1 = det b() b1 bg . bm = RGS(F(), Fl)
bo bi by - by
i bo b1 by e+ byl

Zakljucujuéi slicno kao u dokazu propozicije 9 dobivamo da je
(18) D,, = Res-dodatni faktor.

Ovaj dodatni faktor ne sadrzi koeficijente od F,, a u njemu se pojavljuju i samo
neki koeficijenti od Fy, ..., F,_1.

Propozicija 11. Dodatni faktor iz (18) je cjelobrojni polinom u koeficijentima od
FOv"'7Fn—1; gd]e]e F’L = F’i(xl)?"'vxn—lao)-
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Skica dokaza. Najprije se pokaze da dodatni faktor (nazovimo ga F,,) lezi kao i D,, i
Res u Z[u; o] (koeficijenti su mu iz Q jer je kvocijent dvaju polinoma s cjelobrojnim
koeficijentima, a zbog ireducibilnosti Res u Z[u; o] koji je faktorijalni prsten (domena
jedinstvene faktorizacije), moraju koeficijenti od F,, lezati u Z).

Bududi je D,, = Res-E, homogen u koeficijentima od F},, lako se vidi da Res i
E,, takoder moraju biti homogeni u tim koeficijentima. Ali, teorem 6 i napomena o
broju elemenata u .S,, povlace da su i Res i D,, stupnja dj---d,_1 u koeficijentima
od F,,. Odavdje slijedi da je E, stupnja nula u koeficijentima od F),, tj. ovisi samo

o koeficijentima od Fy, ..., F,_.
Kako bismo zavrsili dokaz, treba jos pokazati da E, ovisi samo o koeficijentima
od F;. To znadi da se koeficijenti od Fy, ..., F,,_1 uz koje je x,, na pozitivnu potenciju

ne pojavljuju u E,. U tu svrhu definira se pojam teZine polinoma u u;, (sjetimo
se da su Res, D, i E, takvi polinomi). Tezina od w;, je eksponent a, od z,
(gdje je a = (ag, ..., a,)), tezina monoma u;",, ---u;", se definira kao zbroj tezina
svakog u;; o, pomnozenog s odgovaraju¢im eksponentom m;. Konacno, polinom u
u; o Naziva se zobaricni ako je svaki pribrojnik u tom polinomu iste teZine.

Pokaze se da je D, izobari¢ni polinom u kojemu svaki pribrojnik ima tezinu
dy...d,. Takoder nije tesko vidjeti da iz D, = Res-FE, slijedi da su Res i E,
izobari¢ni i da je tezina od D, jednaka zbroju tezina od Res i F,. Zato je dovoljno
pokazati da je F, tezine nula, a to pokazujemo eksplicitno nalazeéi ¢lan u Res tezine
dy - - - d,, Sto povlaci da je tezina od Res jednaka tezini od D,,. O]

Tako se u dodatnom faktoru u (18) pojavljuje manje koeficijenata nego u rezul-
tanti, on moze imati vrlo velik stupanj. Primjerice, ako je d; =2 za 0 < i < 4, onda
je rezultanta (ukupnog) stupnja 5 - 2% = 80, a D, je stupnja (T) = 210; ako je pak
d; =3za 0 <1i<4, onda je deg Res = 5 - 3* = 405, a deg Dy = (') = 1365.

Primjetimo da propozicija 11 daje metodu za racunanje rezultante: faktoriziramo
D,, u ireducibilne faktore i jedini ireducibilni faktor koji sadrzi sve varijable je rezul-
tanta! Nazalost, ova metoda je izrazito neprakti¢na zbog sporosti faktorizacije poli-
noma u vise varijabli (posebno polinoma velikih kao D,,).

U prijasnjim razmatranjima, skupovi Sy, ..., S, i determinanta D,, ovisili su o
tome kako su varijable x, ..., z, poredane. étoviée, oznaka D), izabrana je tako da
naglasi da varijabla x,, dolazi zadnja. Ako fiksiramo ¢ izmedu 0 i n — 1 i poredamo
varijable tako da x; bude zadnja, onda dobivamo nesto drugacije skupove Sy, ..., S,
i drugaciji skup jednadzbi (17). Ozna¢imo s D; determinantu ovog sustava jed-
nadzbi. (Napomenimo da postoji mnogo razli¢itih poredaka varijabli u kojima je z;
posljednja. Izaberemo jedan od njih kod ra¢unanja D;.)

Prije nego iskoristimo ove determinante, uvedimo jedan prirodan pojam koji smo
zapravo veé implicitno rabili. Polinome

@ .
Fi: E Uj q - Z:O,...,n
|lal=d;

zovemo "univerzalni" polinomi. Koeficijenti uz 2 su varijable u; .. Ako evaluiramo

M . . . . o o

Fo,...,F,u(c.) € CY, dobivamo polinome Fy, ..., F,, gdje je F; = Z\alzdi Ci ™.
Sada mozemo dokazati klasi¢nu formulu za Res.

Propozicija 12. Ako su Fy, ..., F, univerzalni polinomi, rezultanta je najveéi za-
jednicki djelitelj polinoma Dy, ..., D, u prstenu Z[u; o], tj.

Res = £ M(Dy, ..., D,).
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Dokaz. Za svaki i postoje mnoge mogucnosti za D; (koje ovise o (n — 1)! nac¢ina
na koje moZemo poredati varijable tako da je x; posljednja). Trebamo dokazati da
je, neovisno o tome koji D; izaberemo za pojedini i, najveéi zajednicki djelitelj od
Dy, ..., D, (do na predznak) rezultanta.

Slicno kao u dokazu propozicije 9 (primjer s Res; ;12) pokazuje se da Res dijeli
D,,, a isto o¢ito vrijedi i za Dy, ..., D,_;. Nadalje, argumenti iz dokaza propozicije
11 pokazuju da je D; = Res-E;, pri ¢emu E; € Z[u;,] ne sadrzi koeficijente od F;.
Zakljucujemo da je

M(Dy, ..., D,) = Res-M(Ey, ..., E,).

Budud¢i da E; ne sadrzi varijable u; o, za svaki ¢, najveci zajednicki djelitelj na desnoj
strani mora biti konstanta, tj. cijeli broj. No koeficijenti od D,, su relativno prosti
(lako se vidi da je D,(zf, ... 2%) = +1), pa ovaj cijeli broj mora biti +1 i time
smo gotovi s dokazom. Spomenimo da su najveéi zajednicki djelitelji odredeni samo
do na invertibilne elemente, a u Z[u; ,] jedini invertibilni elementi su £1. O

Iako je formula iz propozicije 12 vrlo lijepa, nije posebno upotrebljiva u praksi.
Predstavit ¢emo jos samo jednu formulu za rezultantu koja ¢e nam to¢no reé¢i cemu
je jednak dodatni faktor u (18). Kljuéna je ideja, koju je imao Macaulay, da je do-
datni faktor zapravo minora (tj. determinanta podmatrice) od N x N matrice iz (17)
(sjetimo se da smo D,, definirali kao determinantu ¢itave te matrice). Kako bismo
opisali ovu minoru, moramo znati koje retke i stupce matrice treba obrisati. Pris-
jetimo se da mozemo oznagiti retke i stupce matrice (17) upotrebom svih monoma
(ukupnog) stupnja d = " ,d; — n. Za svaki takav monom z* znamo da 2% dijeli
x® za barem jedan 1.

Definicija 13. Neka su dy,...,d, i d kao i prije.
a. Monom x® stupnja d je reduciran ako xf" dijeli x* za tocno jedan i.

b. D) je determinanta podmatrice matrice sustava (17) dobivene brisanjem svih
redaka 1 stupaca koji odgovaraju reduciranim monomima x®.

Macaulay je primjetio da je dodatni faktor u (18) upravo D!, do na predznak.
Tako dolazimo do sljede¢e formule u kojoj je rezultanta dana kao kvocijent dvaju
determinanti.

Teorem 14. Ako su Fy, ..., F, univerzalni polinomi, rezultanta je dana s
D
Res = £—".
Dy,

Nadalje, ako je k proizvoljno polje i Fy, ..., F, € k[zo,...,x,], onda gornja formula
vrigedi za Res ¢im je D! # 0.

Dokaz. Jedini dokaz ove formule nalazi se u originalnom Macaulayovom ¢lanku
Macaulay, F. S. Some formulae in eliminations. London M. S. Proc. 35, 3-27
(1903). O

Primjer. U slucaju kad je (dy, dq,ds) = (1,1,2), imamo d = 2 i svi monomi stupnja
2 su reducirani osim zy. Zato D) = a; odgovara podmatrici matrice na str. 14
dobivenoj brisanjem svega osim 2. retka i 4. stupca.
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lako je teorem 14 primjenjiv na sve rezultante, postoje neke poteskocée. U slucaju
univerzalnih polinoma zahtijeva se dijeljenje dvaju vrlo velikih polinoma, Sto moze
biti vrlo dugotrajno, a u numerickom sluc¢aju, moze se dogoditi neobi¢na situacija
gdje i D! i D, iscezavaju®.

Zbog navedenih fenomena bilo bi lijepo ako bismo rezultantu mogli izraziti po-
mocu jedne determinante, kao za Res; ,,,. Nije poznato je li to moguce uciniti opcen-
ito, ali u mnogim specijalnim sluc¢ajevima takav prikaz postoji. Jedan primjer vidjeli
smo u formuli (12) za Resy 2. Ovu formulu moze se (na razne nacine) generalizirati,
primjerice da dobijemo formule za Res;;; ili Res;;;; za [ > 2.

4.1 Prakti¢ni aspekti racunanja rezultante

Zavrsit ¢emo ovaj odjeljak komentarom nekih prakti¢nih aspekata racunanja rezul-
tante. Sve metode koje smo upoznali uklju¢ujue rac¢unanje determinanti ili kvoci-
jenta determinanti. Budud¢i da uobic¢ajena formula za N x N determinantu ukljucuje
N! ¢lanova, potrebni su neki bolji algoritmi za racunanje velikih determinanti.

Determinante mogu biti ili numericke ako su im elementi brojevi ili simbolicke
ako se u elementima pojavljuju i neke varijable. Zapo¢nimo s numerickim determi-
nantama. U veéini slucajeva, to znaci da su elementi determinante racionalni brojevi,
koje onda mnozenjem sa zajednickim nazivnikom mozemo pretvoriti u cijele brojeve.
Tada je kljucna ideja reduciranje modulo prost broj p i izvodenje aritmetickih op-
eracija nad kona¢nim poljem F, cijelih brojeva mod p. Racunanje determinante
postaje jednostavno jer radimo u polju, $to nam omogucéuje upotrebu standardnih
algoritama iz linearne algebre (operacije na retcima i stupcima) za odredivanje de-
terminante. Druga pogodnost je da ne moramo misliti na to koliko veliki brojevi
se pojavljuju (jer uvijek reduciramo mod p). Dakle, determinantu mod p moZemo
izracunati prilicno jednostavno. Ué¢inimo to za nekoliko prostih brojeva py,...,p, i
onda upotrebom kineskog teorema o ostatcima odredimo pocetnu determinantu.

Ova metoda je sasvim dovoljna kad je rezultanta dana kao jedna determinanta ili
kao razlomak u kojemu je nazivnik razli¢it od nule. Ali ako se dogodi da je nazivnik
jednak nuli, potrebno nam je nesto drugo. Jedan nacin, koji je uveo Canny, da
izbjegnemo ovaj problem je da sprije¢imo is¢ezavanje determinante tako sto neke od
elemenata u¢inimo simbolickim. Neka su Fy,..., F, € Z[x,...,z,]. Determinante
D, i D], iz teorema 14 dolaze od matrica koje ¢emo oznaciti s M, i M,. Tako
formula iz teorema postaje

det(M,)
Res(Fy, ..., F,) = idet(]\/[/l)

uz uvjet da je det(M)) # 0. Ako je pak det(M]) = 0, Cannyjeva metoda se sastoji
u tome da uvedemo novu varijablu u i promatramo rezultantu
(19) Res(Fy — ux®, ... F, —uz®™).

n

§Ako npr. u primjeru vezanom uz propoziciju 9 stavimo ¢; = ¢z = c3 = 1, a za sve ostale
koeficijente 0, oc¢ito je da ne postoji netrivijalno rjeSenje, a Dy = D) = 0. Malom modifikacijom
moZemo dobiti netrivijalno rjeSenje, a da se Do i D) ne promjene.
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Nije tegko pokazati¥ da je ova rezultanta jednaka

det(M,, — ul
Res(Fy —ual, ... F, —ua’) = im
jer je det(M! — ul) # 0 (to je karakteristi¢ni polinom od M]). Zato je rezul-
tanta Res(Fp, ..., F,) jednaka slobodnom ¢lanu u polinomu dobivenom dijeljenjem
det(M,, —ul) sa det(M! —ul)ll. Zakljuéujemo da se problem odredivanja rezultante
svodi na rac¢unanje determinanti det(M,, — ul) i det(M], — ul).

To nas vodi u drugi dio razmatranja, rac¢unanje simbolickih determinanti. Metode
koje smo malo prije opisali u numerickom sluc¢aju, ovdje nisu primjenjive, pa je
osnovna ideja je da se polinom moze rekonstruirati iz njegovih vrijednosti u do-
voljno velikom broju tocaka. Tocnije, pretpostavimo da dana simbolicka deter-
minanta sadrzi varijable uy, ..., u,. Determinanta je tada polinom D(ug,...,u,).
Ako uvrstimo u; = a;, gdje je a; € Z za 0 < ¢ < n, dobivamo numericku deter-
minantu koju onda mozemo izracunati prije spomenutim metodama. Nakon $to

odredimo D(aq, ..., a,) za dovoljno velik broj toc¢aka (ay,...,a,), moZemo rekon-
struirati D(uy,...,u,). Grubo govoreé¢i, potrebni broj to¢aka ovisi o stupnju od D
u varijablama wy, . . ., u,. Postoji nekoliko metoda za odabir to¢aka (ay, ..., a,) $to

nas vodi na razli¢ite interpolacijske sheme (Vandermondeova, gusta, rijetka, vjero-
jatnosna). U slu¢aju kad imamo samo jednu varijablu, postoji i metoda Manochae
za iznalazenje determinante bez interpolacije.

Spomenimo jo§ takozvane rijetke rezultante (engl. sparse resultant) koje se ko-
riste kada je poznato da su mnogi koeficijenti polinoma za koje racunamo rezultantu
jednaki nula.

5 RjeSavanje jednadzbi pomocu rezultanti

U posljednjem dijelu naseg predavanja pokazat ¢emo kako se rezultante mogu ko-
ristiti za rjeSavanje sustava polinomijalnih jednadzbi. Pretpostavimo da imamo n

homogenih polinoma Fy, ..., F,, (ukupnih) stupnjeva redom dj, . . ., d,, u varijablama
X0, - - -, Ty. Zelimo naéi netrivijalna rjesenja sustava jednadzbi
(20) Fl=- - =F, =0.

Izlozit ¢emo ukratko dvije metode i to prvu malo detaljnije.

5.1 w-rezultanta

Osnovna ideja van der Waerdenove u-rezultante je da jednadzbama iz (20) dodamo
jos jednu jednadzbu Fy = 0 tako da imamo n 4+ 1 homogenih jednadzbi u n + 1
varijabli. Mi ¢emo koristiti

Fo = uoxo + -+ - 4 Uny,

Tako retke i stupce matrice M,, poredamo istim redosljedom prema poretku monoma ukupnog
stupnja d

IAko su F i G polinomi u u takvi da je F visekratnik od G i G = b,u” + ¢lanovi viseg stupnja,
gdje je b, # 0, tada je F = a,u” 4 ¢lanovi viSeg stupnja. Trivijalno se vidi da je slobodni ¢lan od
F/G upravo kvocijent a, /b,
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gdje su wuy,...,u, nezavisne varijable. Buduéi da je broj jednadzbi jednak broju
varijabli, mozemo formirati rezultantu

Resl,dl,..‘,dn(Fm Fi, ... 7Fn)>

koju zovemo wu-rezultanta. Vidimo da je u-rezultanta polinom u wug, ..., u,.
Ponekad se radi u afinoj situaciji, gdje dehomogeniziramo Fy, ..., F,, stavljajuci

xo = 11 dobivamo fy,..., f,. Posebno,

(21) fo=uo+uiz1 + -+ upx,.

Buduéida fy,..., f, 1 Fo,..., F, imaju iste koeficijente, u ovom sluc¢aju u-rezultantu

pisemo kao Res(fo, ..., fn), a ne Res(Fp, ..., F,).
Pogledajmo na jednom primjeru kako se koristi metoda u-rezultante. Treba dosta
posla, ali rezultat je iznenadujuéi.

Primjer. Neka je
Fy =27+ 25 1025 =0
F, = x% + 129 + 2x§ — 16x3 =0

presjek kruznice i elipse u P2**. Prema Bézoutovom teoremu postoje ¢etiri rjeSenja.
Kako bismo ih nasli, dodajmo jednadzbu

FO = UpTo + UL + UsTo = 0.

Pomocu teorije iz prethodnog odjeljka mozemo rezultantu izracunati koristeci
jednu od 10 x 10 determinanti Dy, Dy ili D,. Iskoristimo li Dy, teorem 14 povlaci
da je

Resl,2,2(FOa F17F2) =+—.

Ako varijable poredamo x5, x1, g, onda je

3.2 2
So = {xy, 5w, LT, ToT1Ta )
2 .3 2
S1 = {xox], 7, xiT2}

So = {xoxg, xlxg, x%}

**Prisjetimo se da za projektivni prostor P*(C) koji ¢emo kratko oznacavati s P" vrijedi

e Tocka u P ima homogene koordinate (aq, ..., a,), gdje a; € C nisu svi nula, a drugi skup
koordinata (b, ..., b,) predstavlja istu to¢ku u P™ ako i samo ako postoji kompleksan broj
A # 0 takav da je (by,...,bn) = A(ag, ..., an).

e Ako je F(zg,...,z,) homogen stupnja d i (bg,...,b,) = A ag,...,a,) su dva skupa ho-
mogenih koordinata iste tocke p € P”, onda je

F(bo,...,by) = \F(ag,..., an).

Zato ne mozemo definirati vrijednost od F u p, ali je jednadzba F(p) = 0 potpuno smislena.
Na taj na¢in dobivamo projektivnu mnogostrukost V(F) C P", koja je skup to¢aka od P™ u
kojima F' isCezava.
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Zato dobivamo Dy = det(M,), gdje je My matrica

Uo (51 UQOOOOOOO
0 w 0 w u 0 0 0 0 0
0 0 Uo 0U1U20000
0 0 0 0U000U1U20
Mo |10 0 [1] o [1J o 0 0 0
° 10 —-10 0 0 0 0 1 0 1 0|’
O 0 —-10 0 0 0 0 1 0 1
-16 0 0 [1] 1 [2] 0 0 0 0
0O -6 0 0 0 0 1 1 2 0
0 0 —-16 0 0 0 0 1 1 2

pri ¢emu smo stupce indeksirali monomima poredanima leksikografski
3.2 2 2 2 .3 .2 2 .3
Ty, Toxl, Loz, Toxy, LoT1L2, LoLy, Ty, T1T2, T1Ly, Ty,

a istaknuli smo elemente koji leze u retku i stupcu koji odgovaraju nereduciranim
monomima, ovdje su to zoz? i roz3. Dakle,

11

Dy = det(M)) = '1 5

-1

Sada izrac¢unamo

].{6817272(1707 Fl, FQ) == (2u§ + 16U11 + 3610;1 — 80%?712 + 120@61’&3

— 18udu? — 22udu3 + 52utu; — 4uduqus.
Faktoriziramo ovo pomoc¢u ra¢unala pa dobivamo da je Res; 1 2(Fp, F1, F3) jednako
(ug + uy — 3uz) (up — up + 3ug) (ug — S8ui — 2uj — Suyus)

do na konstantu. ZapiSemo li kvadratni faktor kao u2 —2(2u;+us)? (tj. faktoriziramo
u progirenju Q(v/2)), zaklju¢ujemo da je Res; o2(Fp, Fi, F) jednako

(’LL() + Uy — SUQ)(UO — U + 3u2)(u0 + 2\/51/4 + \/§U2)(UO — 2\/§U1 — \/§u2)

pomnozeno s nekom nenul konstantom.
Koeficijenti linearnih faktora od Res; 29(Fp, F1, F2) daju Cetiri tocke

(1,1,-3), (1,-1,3), (1,2v2,v2), (1,-2v2, —V/2)

u P2. Ove cetiri tocke su upravo &etiri rjeSenja sustava Iy, = I, = 0. Dakle, rjeSenja
u P? su upravo koeficijenti linearnih faktora od Res; 22(Fp, F, F)!

Propozicija 15. Pretpostavimo da f1 = --- = f, = 0 imaju stupnjeve omedene s
di,...,d,, nemaju rjesenja u ool i sva rjesenja su jednostruke kratnosti. Ako je
fo = up + wry + -+ + upxy,, gdje su ug,...,u, nezavisne varijable, onda postoji

nenul konstanta C' takva da je

Resia,.a,(for-- fa) =C T folw).

PEV(f1,.fn)

tTo zna&i da za homogene polinome Fy, ..., F, sustav Fy = --- = F,, = 0 nema netrivijalnih
rjeSenja sa xg = 0.
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Da bi se jasnije vidjelo $to ova propozicija govori, oznacimo tocke od V(fi, ..., f)
sp;zal <i<dj---d, Ako napisemo svaku tocku kao p; = (a;1,...,a;) € C",
onda (21) povlaci da je

fo(pi) = uo + apnuy + -+ - + aiptin,

pa je prema propoziciji 15, u-rezultanta dana sa

dy---dn
(22) Resid,,..d,(fo,- -, fu) =C H (uo + anuy + - - + Qi)
i=1
Odavdje jasno vidimo da je u-rezultanta polinom u uyg,...,u,. Takoder, dobivamo
sljede¢u metodu za rjesavanje f1 = --- = f,, = 0: izracunamo Resy 4, 4, (fo,---, fn),

faktoriziramo u linearne faktore i o¢itamo rjesenja! Stoga, kad imamo wu-rezultantu,
rjeSavanje danog sustava svodi se na problem faktorizacije polinoma u vise varijabli.

Nazalost, u-rezultanta ima neka ozbiljna ogranic¢enja. Ponajprije, nije jednos-
tavno izracunati simbolicke determinante velike veli¢ine kao $to smo veé prije ko-
mentirali. Nadalje, ¢ak i ako nademo determinantu, faktorizacija polinoma u vise
varijabli kao u (22) je jako teska, posebno zato §to u veéini sluc¢ajeva uklju¢uje bro-
jeve s pomic¢nom tockom.

Postoji nekoliko metoda za rjeSavanje ovih problema. Opisimo u nekoliko rijeci
jednu od njih. Osnovna ideja je specijalizacija nekih od koeficijenata u fo = ug +
u1x1+- - -+u,x,. Primjerice, ako su z,-koordinate tocaka rjeSenja razli¢ite, pokazuje

se da specijalizacija uy = -+ = u,,_1 = 0, u,, = —1 transformira (22) u formulu
dy--d
(23) Restay....d (o = n, frs - fa) = C ] (w0 — aim),
i=1
a a;, su xp-koordinate od p; = (ai1,...,a;m) € V(f1,...,fn). Ova rezultanta je

polinom u jednoj varijabli ug ¢iji korijeni su upravo z,-koordinate rjesenja od f; =
-«« = f, = 0. U slu¢aju da imamo samo jednu varijablu, racunanje simbolickih
determinanti i faktorizacija polinoma puno su laksi. Na ovaj nacin mozemo naci
sve pojedinacne koordinate rjesenja, a pogledajmo i jednu metodu pomocu koje ih
moZemo spariti (tako da znamo koje koordinate pripadaju kojem rjesenju).
Pretpostavimo da smo izrac¢unali x;- i z9- koordinate rjesenja. Kako bismo sparili
ove koordinate uzimamo dva sluc¢ajno izabrana broja « i § i promatramo rezultantu

Rip(u) = Resigy,...a,(u — (a1 + Ba2), fi, ..., fa).
Iz (22) slijedi da je

dy--dn

Ria(u) =C" ] (u—(aan + Baz)),

i=1
gdje je C’ nenul konstanta.

Slucajnost izbora « i 3 osigurat ¢e da za rjeSenja p;, p;, pr vrijedi ca;n + Bajo #
aay + Bage, osim u slucaju kad je p; = p; = p. Zakljucujemo da uvjet

a - (neka x;-koordinata) + 3 - (neka xo-koordinata) = korijen od Rj 2(u)

vrijedi jedino onda kad xi-koordinata i zs-koordinata dolaze od istog rjeSenja. Na
ovaj nacin mozemo naéi prve dvije koordinate svih rjesenja, a onda nastavimo pos-
tupak i nakon konac¢no koraka dolazimo do cjelovitih rjesenja.
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5.2 Skrivene varijable

Jedna od poznatijih tehnika za rjeSavanje sustava jednadzbi je metoda skrivenih
varijabli. Osnovna ideja je da jednu od varijabli promatramo kao konstantu i onda
uzmemo rezultantu. Kako bismo ilustrirali ovu metodu, promotrimo afine jednadzbe
koje dobijemo iz nedavno rijesenog primjera stavljanjem zq = 1:

fi=ai4+23-10=0

24
(24) fo =2 + 2125 + 205 — 16 = 0.

Ako promatramo x5 kao konstantu, mozemo iskoristiti najjednostavniji oblik rezul-
tante da bi dobili

Res(f1, fo) = 24 — 2202 + 36 = 2(22 — 3) (22 + 3) (22 — V2) (22 + V/2).

Dobivena rezultanta je polinom u s i njezini korijeni su wupravo xo-koordinate
rjesenja jednadzbi (kako smo odredili u spomenutom primjeru).

Kako bismo poopdili ovaj primjer, najprije promatramo afini oblik rezultante.
Ako je dano n + 1 homogenih polinoma Gy, ...,G, stupnjeva dy,...,d, u n + 1
varijabli o, ..., z,, dobivamo Resy, . 4,(Go,...,G,). Uvrstavanje o = 1 daje

gi(xb s 7'rn) = Gi(lwxlv s 7xn)7

ajer g; i G; imaju iste koeficijente, mozemo pisati rezultantu kao Resq,.._ 4, (Go, - .., Gn).
Tako n+1 polinoma gy, . .., g, un varijabli xy, ..., z, ima rezultantu. Dakle, s afine
tocke gledista, formiranje rezultante zahtijeva da je broj polinoma za jedan wvecéi od
broja varijabli.

Pretpostavimo sada da imamo n polinoma fi,..., f, stupnjeva dy,...,d, un
varijabli x1,...,x,. Sto se tice rezultante, imamo krivi broj jednadzbi i varijabli.
Jedna moguénost je da dodamo novi polinom $to nas vodi na u-rezultantu. Ovdje
¢emo razmotriti alternativu, tj. eliminiranje jedne od varijabli. Osnovna ideja je
ono $to smo ucinili malo prije: sakrijemo varijablu, primjerice z,,, promatrajudci je

kao konstantu. Tako dobivamo n polinoma fi,..., f, un — 1 varijabli zq,...,x,_1,
pa mozemo formirati rezultantu. Ovu ¢emo rezultantu pisati ovako
(25) Reszi_..7dn(f1, ooy fa)-

Gornji indeks x,, podsjeca nas da x,, promatramo kao konstantu. Kako je rezultanta
polinom u koeficijentima od f;, (25) je polinom u z,,.
Sada mozemo iskazati osnovni rezultat metode skrivene varijable

Propozicija 16. Genericki, Resgr 4 (fi,--., fa) je polinom w x, ciji korijeni su
Tp-koordinate rjesenja od
fi=-=fa=0.

Prednost metode skrivenih varijabli je da se pojavljuje rezultanta koja ima manje
jednadzbi i varijabli od u-rezultante. Primjerice, kada smo rjesavali jednadzbe f; =
fo = 0 iz (24), za u-rezultantu Res; 22(fo, f1, fo) smo koristili 10 x 10 matricu, a
Resy%(f1, f2) zahtijeva samo 4 x 4 matricu.

Naravno da nema nista posebno u skrivanju varijable x,, — mozemo sakriti bilo
koju od varijabli na isti nacin, tako da metodom skrivenih varijabli mozemo odrediti
x;-koordinate rjeSenja za svaki ¢. Jedno ogranicenje ove metode je u tome da daje
samo pojedinac¢ne koordinate rjesenja, ali ne i nacin na koji ih treba spariti.

#tj. do na neke specijalne slu¢ajeve koji su odredeni time da tada koeficijenti f-ova zadovolja-
vaju neke fiksirane polinomijalne jednadzbe.

23



Literatura

[CLO 03]

[Da 01]

[DD 01]

[DL 05]

[EM 99]

|Es 01]

[GKZ 94

[La 02]

[Ma 16|

S 82]

[Sch 76]

Cox, David A.; Little, John; O’Shea, Donal. — Using algebraic geometry.
Second edition. Graduate Texts in Mathematics, 185. Springer, New York,
2005.

D’Andrea, Carlos. — Formulas Explicitas para el Cdlculo de Resultantes y
Aplicaciones. Universidad de Buenos Aires, 2001.
http://atlas.mat.ub.es/personals/dandrea/phd.htm

D’Andrea, Carlos; Dickenstein, Alicia. — Fxplicit formulas for the multi-
variate resultant. Effective methods in algebraic geometry (Bath, 2000).
J. Pure Appl. Algebra 164 (2001), no. 1-2, 59-86.

Dujella, Andrej; Luca, Florian. — Diophantine m-tuples for primes. Int.
Math. Res. Not. 2005, no. 47, 2913-2940.

Emiris, Ioannis Z.; Mourrain, Bernard. — Matrices in elimination theory.
Polynomial elimination—algorithms and applications. J. Symbolic Com-
put. 28 (1999), no. 1-2, 3-44.

Escofier, Jean-Pierre. — Galois theory. Translated from the 1997 French
original by Leila Schneps. Graduate Texts in Mathematics, 204. Springer-
Verlag, New York, 2001.

Gel’fand, 1. M.; Kapranov, M. M.; Zelevinsky, A. V. — Discriminants,
resultants, and multidimensional determinants. Mathematics: Theory &
Applications. Birkhauser Boston, Inc., Boston, MA, 1994.

Lang, Serge. — Algebra. Revised third edition. Graduate Texts in Mathe-
matics, 211. Springer-Verlag, New York, 2002.

Macaulay, F. S. — The algebraic theory of modular systems. Cambridge
University Press, Cambridge, 1916.
http://historical.library.cornell.edu/cgi-bin/cul.math/docviewer?did=05190001

Schinzel, Andrzej. — Selected topics on polynomials. University of Michigan
Press, Ann Arbor, Mich., 1982.

Schmidt, Wolfgang M. — Fquations over finite fields. An elementary ap-
proach. Lecture Notes in Mathematics, Vol. 536. Springer-Verlag, Berlin-
New York, 1976.

24



