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1 Pregled definicija i rezultata

Podsjetimo se najprije nekih osnovnih definicija.

*

E[n] = {P € C[E] : nP = O}

Q(E[n]) = (

polje generirano nad Q sa z iy
koordinatama svih tocaka iz E[n]

Elipticka krivulja F ima kompleksno mnozenje ako postoji homomorfizam ¢ :
E — FE zadan racionalnim funkcijama koji je razli¢it od mnozenjasn: P +— nP
za svaki n € Z.

U ovom seminaru promatrat ¢emo elipticku krivulju E zadanu jednadzbom y? =
23 + z. Spomenimo i nekoliko tvrdnji vezanih uz ovu krivulju koje su dokazane u
okviru predavanja i zadaca:

Vrijedi E[n] = — &) — (op¢enito, ne samo za nasu krivulju).
n n

Q(E[n]) = Q(z1,y1,-- -, Tn2_1,Yn2—1) je Galoisovo prosirenje od Q kona¢nog
stupnja (opcenito).

Elipti¢ka krivulja E ima kompleksno mnoZenje ¢(x,y) = (—=x, iy).
¢ : E[n] — E[n], pa je i € Q(E[n]).
Q(E[n]) je Galoisovo prosirenje od Q(i) i Gal (Q(E[n])/Q(4)) je Abelova grupa.

tSeminar odrzan u okviru kolegija Uvod u aritmetiku eliptickih krivulja.



e Svaki element 0 € Gal (Q(E[n])/Q) moZe se na jedinstven nafin prikazati
kao o = st, gdje je s € Gal (Q(E[n])/Q(i)) i t € {id,7} ( je kompleksno
konjugiranje, a id je identiteta).

o Zasve s € Gal (Q(E[n])/Q(i)) je st =7s7".

o Gal (Q(E[n])/Q) je Abelova ako i samo ako svaki s € Gal (Q(E[n])/Q(3))
zadovoljava s? = id.

Za krivulju F dokazani su i sljede¢i konkretni rezultati za n =2 in =4.

. 1{?52] ? {0,(0,0), (4,0), (7,0)}, pa je Q(E[2]) = Q(i) i Gal (Q(E[2])/Q) =

E[4] = {0} U E[2JU{(1, £V2), (-1, +iV2), (o, £3), (—av, £if3),
(a_la j:a_2ﬁ)7 (—04_17 :tia_2ﬁ)}7

glicjea=(V2—1)i=—i+ivV2if=>1+)(2—-1)=—-1—i+V2+iV2.
Zato je Q(EM]) = Q. v2) i Gal (QUEU)/Q) = {id, 0,707} = £ & £, gdje
je o zadano na generatorima sa o (i) = i, o(v/2) = —v/2.

U ostatku izlaganja proufavat ¢emo Gal (Q(E[3])/Q).

2 Tocke reda 3 u E(C)

Ako je P = (z,y) totka na krivulji E: y? = 2° + z, onda je

4 o2 6 4 _r.2 _
op — T 2 +1’x + bx 15%5 1
492 8y?3

Prethodnu formulu dokazujemo standardnim postupkom. Neka je P = (zp,yp)
na F. Tada je

y'=fle)=2"+u
f'(zp) _ 3zh + 1
2yp 2yp

gy’ = f(z) = A=yp=
Tangenta na E u toc¢ki (zp,yp) ima jednadzbu
y —yp =AMz —zp)
i sijece E u tocki koja je rjesenje od
R
Yy=Ar —A\rp+yp
= 2 +2=0z - rp+yp)
2® — Na? 4+ (1 = 2X\(—=Azp +yp))z — Azp —yp)* =0



Dvostruki korijen ovog polinoma je xp, a tre¢i korijen je upravo = koordinata tocke
2P, pa je zbog Viéteovih formula

3% +1\°
2Z‘p+$2p:>\2= ( l‘P+ )
2yp
9rp + 625 +1  Bxp(xp +ap)  ap—2ap+1
4y 4y yp
Tocke (zp,yp) i (x2p, —yop) leze na prije spomenutoj tangenti s koeficijentom smjera
A, pa je

= Top =

—Yop — Yp )\:3x%+1

_ .
Tap —Ip 2?JP
% + 1
< E (xop —xp) + yP)
2yp
( 3uh + 1)(2p — 205 + 1) dapyp(3rp +1) 8yj§>
8y 8y 8y
2% +52% — 5% — 1

= [?J% = zp + l’P] = 85

Primjetimo da je
P =(x,y) tockareda3 < 3P=01iP#0
S2P=—-PiP+#0
& (2p,y2p) = (TP, —Yp)
<~ Tap = Tp
(x9p = xp povladi da je 2P = P ili 2P = —P,
prva moguc¢nost otpada jer bi bilo P = O)
- xt — 222 +1
492
& 32+ 622 —1=0jer je y* = 2° + .

=X

Dakle, tocke reda tri u E(C) su tocke kojima x koordinata zadovoljava jednadzbu
3z + 622 —1=0.

Sada svaki od z-eva daje dvije moguce vrijednosti za y (tocke u kojima je y = 0
su reda dva, a ne tri). Tako dobivamo osam toc¢aka reda tri koje zajedno s O ¢ine
grupu
Z Z
E3l= —& —=
S AT
Rijesimo prije spomenutu jednadzbu eksplicitno (to je bikvadratna jednadzba)

4 4
30800+ 1 =3t 4207+ 1= ) =3(( + 1) - 5)

=3(2*+1- 5@+ 1+ =)

3
2v/3 -3 2v/3+3
3

— 3 - )@+ )
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2v/3 —
3

Stavimo li o := , vidimo da su korijeni

1 1
i\/§a’ _z'\/ga.

Uvrstimo li ih u % = 2® + 2, dobivamo y-koordinate trazenih toc¢aka. Neka je

R GETENaED RN

Tada je devet toc¢aka iz E[3] upravo

a, —a,

i iQ‘/_i —q i

E[3]:{(’),(a,iﬁ),(—a,iiﬂ),(ﬁa, 6/2_75)’(\/§a’i€/2_75

)}

Primjerice
(L)3+i:_i+i:i(_1
V3a V3a  3v3a3  V3a V3« 3a?
i 1 2i /—(2v3+3)
\/3@ ( 3.2/3-3 T 1) 332 <(2\/§)2 32 . 1)
2 =23 4 2y/—is
B Y

3 Prosirenje Q(E|3]) od Q

Polje generirano koordinatama tocaka iz E[3] je

V—i

+1)

» —1
Q(E[3]) = (Qf(aaﬁvla \/§7 {4/2—7) i
B 4
poyfeBiz g wten

_[2a V3985412
_ 5_\/E$Q_ 2 16

Ve 2 () -1 VR -1 V)
vor V2T T 2 Yer T2 2
_ i1 98+ 20)
i 2 16 ‘ ]
= Q(B,1).

Potrazimo sada minimalni polinom od 5 nad Q (Q(i)).

1/ 8v/3 — 12 8v3 —12
3= \/_T = 64:\/_T - 9ﬁ4+12=8\/§

= (98'+12)*=64-3 = 818°+2163" + 144 = 192
= 278 +728'-16=0



Polinom p(z) = 272% + 722* — 16 faktorizirajmo

p(x) = 272% + 722" — 16
[ +8/3 — 127
plz)=0 & 92 +12 =483 < :ﬁE%

54:8\/3—12
9

8v3 —12
\/ \/—T = [u kompleksnom smislu] = £3, +if8

1 9 (8\/_—1—12) 27 8v3+12

Gt 8\/§ " 12 16 9
4 —8\/§— 12 _ 16 VEi
97 54

_ B 9ﬁ4+20 i(i_l)ﬁ(%i;m)

L 16
4
= {uvodimo oznaku b := (i — 1)5(951—;20)}

= 27(z — B)(z + B)(x — if)(x + iB)(x — b)(x + b)(x — ib)(x + ib).

Kombiniranjem linearnih faktora u rastavu od p(z) ne mozemo dobiti polinom nad
Q, pa je p ireducibilan nad Q. (Stovise i nad Q(27)).
Ako sa o ozna¢imo automorfizam polja Q(3,17) tako da je

B(96* + 20)

o(8)=b=(i—1)

a sa 7 kompleksno konjugiranje, onda je djelovanje od ¢ i 7 na korijenima od p dano
sa

hom. djelovanje na korijene
id || B| =88 —iB b | —=b |ib | —ib
115 3 7 2 |6 4 8
o b | —b |ib —ib | B | —if | =0 | B
216 4 8 3 |7 5 1
T G| =B | =B |3 |ib|—ib|Db —b
115 7 3 4 18 2 6

Numeriranjem korijena dobili smo ulaganje Galoisove grupe ¢ : Gal (Q(ﬁ, z)/Q) —
Sy, u simetri¢nu grupu stupnja n (sadrzi sve permutacije skupa {1,...,n}, prikazi-
vat ¢emo ih rastavom na cikluse), pri ¢emu je o — (12345678) (zato tako neobi¢na
numeracija) i 7 +— (1)(24)(37)(5)(68). Nije tesko vidjeti da je

or = ((1256)(3874)) = 70°

i da su svi elementi



razli¢iti, pa buduci da je
| Gal (Q(8.4)/Q)| = [Q(8,1) : Q] = [Q(B.7) : Q()][Qi) : Q] =8 -2 = 16,

zakljucujemo da je naSa grupa generirana sa o, 7. Dakle, ova grupa reda 16 ima
prezentaciju
(o,7|0®=1,7"=1,07 = 10°).

Primjetimo da ovo nije takozvana diedralna grupa (!!!):
(o,7|c®=1,7" =101 =707 ")

u §to se mozemo uvjeriti i tako da vidimo da nasa grupa, koja se u literaturu naziva
i kvazidiedralna ili semidiedralna ima samo 5 elemenata reda 2, dok diedralna grupa
ima 9 elemenata reda 2.
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