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1 Pregled de�nicija i rezultata

Podsjetimo se najprije nekih osnovnih de�nicija.

? E[n] = {P ∈ C[E] : nP = O}.

? Q(E[n]) =

(
polje generirano nad Q sa x i y

koordinatama svih to£aka iz E[n]

)
.

? Elipti£ka krivulja E ima kompleksno mnoºenje ako postoji homomor�zam φ :
E → E zadan racionalnim funkcijama koji je razli£it od mnoºenja s n: P 7→ nP
za svaki n ∈ Z.

U ovom seminaru promatrat ¢emo elipti£ku krivulju E zadanu jednadºbom y2 =
x3 + x. Spomenimo i nekoliko tvrdnji vezanih uz ovu krivulju koje su dokazane u
okviru predavanja i zada¢a:

• Vrijedi E[n] ∼=
Z
nZ

⊕ Z
nZ

(op¢enito, ne samo za na²u krivulju).

• Q(E[n]) = Q(x1, y1, . . . , xn2−1, yn2−1) je Galoisovo pro²irenje od Q kona£nog
stupnja (op¢enito).

• Elipti£ka krivulja E ima kompleksno mnoºenje φ(x, y) = (−x, iy).

• φ : E[n] → E[n], pa je i ∈ Q(E[n]).

• Q(E[n]) je Galoisovo pro²irenje od Q(i) i Gal
(
Q(E[n])/Q(i)

)
je Abelova grupa.

†Seminar odrºan u okviru kolegija Uvod u aritmetiku elipti£kih krivulja.
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• Svaki element σ ∈ Gal
(
Q(E[n])/Q

)
moºe se na jedinstven na£in prikazati

kao σ = st, gdje je s ∈ Gal
(
Q(E[n])/Q(i)

)
i t ∈ {id, τ} (τ je kompleksno

konjugiranje, a id je identiteta).

◦ Za sve s ∈ Gal
(
Q(E[n])/Q(i)

)
je sτ = τs−1.

◦ Gal
(
Q(E[n])/Q

)
je Abelova ako i samo ako svaki s ∈ Gal

(
Q(E[n])/Q(i)

)
zadovoljava s2 = id.

Za krivulju E dokazani su i sljede¢i konkretni rezultati za n = 2 i n = 4.

• E[2] = {O, (0, 0), (i, 0), (−i, 0)}, pa je Q(E[2]) = Q(i) i Gal
(
Q(E[2])/Q

)
=

{id, τ}.

•
E[4] = {O} ∪ E[2]∪{(1,±

√
2), (−1,±i

√
2), (α,±β), (−α,±iβ),

(α−1,±α−2β), (−α−1,±iα−2β)},

gdje je α = (
√

2− 1)i = −i + i
√

2 i β = (1 + i)(
√

2− 1) = −1− i +
√

2 + i
√

2.
Zato je Q(E[4]) = Q(i,

√
2) i Gal

(
Q(E[4])/Q

)
= {id, σ, τ, στ} ∼= Z

2Z ⊕
Z
2Z , gdje

je σ zadano na generatorima sa σ(i) = i, σ(
√

2) = −
√

2.

U ostatku izlaganja prou£avat ¢emo Gal
(
Q(E[3])/Q

)
.

2 To£ke reda 3 u E(C)

Ako je P = (x, y) to£ka na krivulji E: y2 = x3 + x, onda je

2P =

(
x4 − 2x2 + 1

4y2
,
x6 + 5x4 − 5x2 − 1

8y3

)
Prethodnu formulu dokazujemo standardnim postupkom. Neka je P = (xP , yP )

na E. Tada je

y2 = f(x) = x3 + x

2yy′ = f ′(x) ⇒ λ = y′P =
f ′(xP )

2yP

=
3x2

P + 1

2yP

.

Tangenta na E u to£ki (xP , yP ) ima jednadºbu

y − yP = λ(x− xP )

i sije£e E u to£ki koja je rje²enje od{
y2 = x3 + x

y = λx− λxP + yP

⇒ x3 + x = (λx− λxP + yP )2

x3 − λ2x2 +
(
1− 2λ(−λxP + yP )

)
x− (λxP − yP )2 = 0
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Dvostruki korijen ovog polinoma je xP , a tre¢i korijen je upravo x koordinata to£ke
2P , pa je zbog Vièteovih formula

2xP + x2P = λ2 =

(
3x2

P + 1

2yP

)2

⇒ x2P =
9x4

P + 6x2
P + 1

4y2
P

− 8xP (x3
P + xP )

4y2
P

=
x4

P − 2x2
P + 1

4y2
P

.

To£ke (xP , yP ) i (x2P ,−y2P ) leºe na prije spomenutoj tangenti s koe�cijentom smjera
λ, pa je

−y2P − yP

x2P − xP

= λ =
3x2

P + 1

2yP

, tj.

y2P = −
(

3x2
P + 1

2yP

(x2P − xP ) + yP

)
= −

(
(3x2

P + 1)(x4
P − 2x2

P + 1)

8y3
P

− 4xP y2
P (3x2

P + 1)

8y3
P

+
8y4

P

8y3
P

)
=
[
y2

P = x3
P + xP

]
=

x6
P + 5x4

P − 5x2
P − 1

8y3
P

.

Primjetimo da je

P = (x, y) to£ka reda 3 ⇔ 3P = O i P 6= O
⇔ 2P = −P i P 6= O
⇔ (x2P , y2P ) = (xP ,−yP )

⇔ x2P = xP

(x2P = xP povla£i da je 2P = P ili 2P = −P ,

prva mogu¢nost otpada jer bi bilo P = O)

⇔ x4 − 2x2 + 1

4y2
= x

⇔ 3x4 + 6x2 − 1 = 0 jer je y2 = x3 + x.

Dakle, to£ke reda tri u E(C) su to£ke kojima x koordinata zadovoljava jednadºbu

3x4 + 6x2 − 1 = 0.

Sada svaki od x-eva daje dvije mogu¢e vrijednosti za y (to£ke u kojima je y = 0
su reda dva, a ne tri). Tako dobivamo osam to£aka reda tri koje zajedno s O £ine
grupu

E[3] ∼=
Z
3Z

⊕ Z
3Z

.

Rije²imo prije spomenutu jednadºbu eksplicitno (to je bikvadratna jednadºba)

3x4 + 6x2 + 1 = 3(x4 + 2x2 + 1− 4

3
) = 3

(
(x2 + 1)2 − 4

3

)
= 3(x2 + 1− 2

√
3

3
)(x2 + 1 +

2
√

3

3
)

= 3(x2 − 2
√

3− 3

3
)(x2 +

2
√

3 + 3

3
)

= 3

(
x−

√
2
√

3− 3

3

)(
x +

√
2
√

3− 3

3

)(
x− i

√
2
√

3 + 3

3

)(
x + i

√
2
√

3 + 3

3

)
.
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Stavimo li α :=

√
2
√

3− 3

3
, vidimo da su korijeni

α, −α,
1

i
√

3α
, − 1

i
√

3α
.

Uvrstimo li ih u y2 = x3 + x, dobivamo y-koordinate traºenih to£aka. Neka je

β =
√

α3 + α =
√

α(α2 + 1) =

√
2α√

3
=

4

√
8
√

3− 12

9
.

Tada je devet to£aka iz E[3] upravo

E[3] = {O, (α,±β), (−α,±iβ),
( i√

3α
,±2

√
−i

4
√

27β

)
,
( −i√

3α
,± 2

√
i

4
√

27β

)
}.

Primjerice( i√
3α

)3
+

i√
3α

=
−i

3
√

3α3
+

i√
3α

=
i√
3α

(
− 1

3α2
+ 1
)

=
i

√
3
√

3β2

2

(
− 1

3 · 2
√

3−3
3

+ 1
)

=
2i

3β2

(−(2
√

3 + 3)

(2
√

3)2 − 32
+ 1
)

=
2i

3β2
· −2

√
3

3
=

−4i

3
√

3β2
=
(2√−i

4
√

27β

)2
.

3 Pro²irenje Q(E[3]) od Q
Polje generirano koordinatama to£aka iz E[3] je

Q(E[3]) = Q
(
α, β, i,

√
3,

√
−i

4
√

27

)

=



β =
4

√
8
√

3− 12

9
⇒
√

3 =
9β4 + 12

8

β =

√
2α√

3
⇒ α =

β2
√

3

2
=

9β6 + 12β2

16
√
−i

4
√

27
=
±
(

i−1√
2

)
4
√

27
= ±i− 1

2
·
√

2
4
√

27
= ±i− 1

2
· β2(1 +

√
3)

2

= ±i− 1

2
· β2(9β4 + 20)

16
.


= Q(β, i).

Potraºimo sada minimalni polinom od β nad Q (Q(i)).

β =
4

√
8
√

3− 12

9
⇒ β4 =

8
√

3− 12

9
⇒ 9β4 + 12 = 8

√
3

⇒ (9β4 + 12)2 = 64 · 3 ⇒ 81β8 + 216β4 + 144 = 192

⇒ 27β8 + 72β4 − 16 = 0
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Polinom p(x) = 27x8 + 72x4 − 16 faktorizirajmo

p(x) = 27x8 + 72x4 − 16

=



p(x) = 0 ⇔ 9x4 + 12 = ±8
√

3 ⇔ x4 =
±8
√

3− 12

9

β4 =
8
√

3− 12

9

4

√
8
√

3− 12

9
= [u kompleksnom smislu] = ±β, ±iβ

1

β4
=

9

8
√

3− 12
=

9(8
√

3 + 12)

48
=

27

16
· 8
√

3 + 12

9

4

√
−8
√

3− 12

9
= 4

√
−16

27
· 1

β4
=

2
4
√

27
· ±

√
±i

β

= ±(i− 1)
β(9β4 + 20)

16
, ±i(i− 1)

β(9β4 + 20)

16


=

[
uvodimo oznaku b := (i− 1)

β(9β4 + 20)

16

]
= 27(x− β)(x + β)(x− iβ)(x + iβ)(x− b)(x + b)(x− ib)(x + ib).

Kombiniranjem linearnih faktora u rastavu od p(x) ne moºemo dobiti polinom nad
Q, pa je p ireducibilan nad Q. (²tovi²e i nad Q(i)).

Ako sa σ ozna£imo automor�zam polja Q(β, i) tako da je

σ(β) = b = (i− 1)
β(9β4 + 20)

16
, σ(i) = i,

a sa τ kompleksno konjugiranje, onda je djelovanje od σ i τ na korijenima od p dano
sa

hom. djelovanje na korijene
id β −β iβ −iβ b −b ib −ib

1 5 3 7 2 6 4 8
σ b −b ib −ib iβ −iβ −β β

2 6 4 8 3 7 5 1
τ β −β −iβ iβ ib −ib b −b

1 5 7 3 4 8 2 6

Numeriranjem korijena dobili smo ulaganje Galoisove grupe ι : Gal
(
Q(β, i)/Q

)
↪→

Sn u simetri£nu grupu stupnja n (sadrºi sve permutacije skupa {1, . . . , n}, prikazi-
vat ¢emo ih rastavom na cikluse), pri £emu je σ 7→ (12345678) (zato tako neobi£na
numeracija) i τ 7→ (1)(24)(37)(5)(68). Nije te²ko vidjeti da je

στ = ι−1
(
(1256)(3874)

)
= τσ3

i da su svi elementi
σkτ j, k = 0, 1, . . . , 7, j = 0, 1
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razli£iti, pa budu¢i da je∣∣Gal
(
Q(β, i)/Q

)∣∣ = [Q(β, i) : Q] = [Q(β, i) : Q(i)][Q(i) : Q] = 8 · 2 = 16,

zaklju£ujemo da je na²a grupa generirana sa σ, τ . Dakle, ova grupa reda 16 ima
prezentaciju

〈σ, τ | σ8 = 1, τ 2 = 1, στ = τσ3〉.

Primjetimo da ovo nije takozvana diedralna grupa (!!!):

〈σ, τ | σ8 = 1, τ 2 = 1, στ = τσ−1〉

u ²to se moºemo uvjeriti i tako da vidimo da na²a grupa, koja se u literaturu naziva
i kvazidiedralna ili semidiedralna ima samo 5 elemenata reda 2, dok diedralna grupa
ima 9 elemenata reda 2.
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