Lagrangeov i Markovljev spektar

2. domaca zadada, 25.2.2019.
skica rjesenja

1. Iz definicije slijedi da su promatrane vertikalne udaljenosti oblika ¢ = %x —y, gdje su
z € {l,...,q} 1y € Ny koordinate cjelobrojne tocke na putu koji odozdo diskretizira
duzinu AB. Iz uvjeta zadatka je 6 > 0 buduéi da AB ne sadrzi drugih cjelobrojnih
tocaka osim A 1 B. Za svaki takav x, mora biti § < % jer bi u protivnom bilo
Iz —=1) = (y+1) = 0, sto znaci da je tocka (z — 1,y + 1) ukljucena u navedeni
put, a onda to nikako ne moze vrijediti za tocku (x,y). Dakle, vidimo da vertikalne
udaljenosti poprimaju vrijednosti iz skupa {é :1=1,...,p+q— 1}, a bududi da je
cjelobrojnih tocaka razlic¢itih od A i B na tom putu u resetki tocno p+ g — 1, treba jos
samo pokazati da su sve vertikalne udaljenosti razlicite. No, ako bi dvije cjelobrojne
tocke K i L na navedenom putu imale iste vertikalne udaljenosti od AB, onda bi KL
bio paralelan AB, a buduéi da je |KL| < |AB|, vrijedilo bi da je cjelobrojna tocka

A+ ﬁ na otvorenoj duzini AB $to nije moguce.

2. Prva tvrdnja slijedi direktno iz Korolara 4.9 u skripti. Stoga je |uls|v]p = 1 + |u|p|v]a-
Modulo p 4 ¢ = |wl|, + |w|p = |ula + [v]a + |uls + |v]6 je

lulg = (lula + lulo) (uls + [0]s) = Julaluls + ulf + lulalvl + luls|v]s
= 1+ [ulafuly + |uls + [uls|vla + ulsloly = 1+ [uly(julo + [uls + vlo + |v]s) = 1

te zbog |u| < |w| = p + ¢, dobivamo |u| = ¢*. Analogno se dokazuje |v| = p*.

3. Bududi da je obratna rijec¢ gornje Christoffelove rije¢i donja Christoffelova rije¢, vidimo
da je dovoljno tvrdnju dokazati za donje Christoffelove rije¢i. Neka je w = wv donja
Christoffelova rije¢ sa svojom standardnom faktorizacijom.

Pretpostavimo da su u i v prave Christoffelove rijec¢i. Tada po Teoremu 4.6 imamo
w = apb, uw = amb, v = anb, gdje su p, m, n palindromi. Vrijedi w = ambanb,
p = mban, p = p = nabm i zato w = anabmb = v'u’ za rijeci v = ana i v’ = bmb
koje su oc¢ito palindromi. Ako u nije prava, onda je u = a, pa je w = a"b, n > 1 te je
v=a""1bionda je v =a", « =b. Slicno se pokazuje ako v nije prava.

Da bismo pokazali jedinstvenost, pretpostavimo da se w = aq...aq_1 moze prikazati
kao produkt dvaju palindroma na dva razlicita nacina

w = (CLQ PN ak)(akﬂ N ad_l) = (ao ce al)(alﬂ N ad_l),

gdje su rijeci u zagradama palindromi i k # [. Iz prvog rastava od w lako vidimo da
vrijedi a; = a,_; za sve ¢ € Z pri ¢emu indekse gledamo modulo d. Iz drugog rastava
u produkt palindroma je a; = a;_; za sve cijele ¢ uz isti dogovor oko indeksa. Stoga je
a; = p—; = Q—(k—i) = i1k 12 Cega vidimo da je w ciklicki periodska rijec s periodom
|k —1] € {1,...,d — 1}, pa zato i nekim periodom koji je pravi djelitelj od d. Dakle,
w = u" za neki r > 2 sto povlaéi da r dijeli najveéi zajednicki djelitelj (|w|q, |w]p) koji
je iz definicije Christoffelove rijeci jednak 1. Ovom kontradikcijom je zavrsen dokaz.



Geometrijska interpretacija je sljedeéa. Neka w diskretizira AB odozdo i neka je D
tocka odgovarajuceg puta u resetki koja je najudaljenija od AB. Tada su dijelovima
puta od A do D i od D do B pridruzeni palindromski faktori od w.

. (a) Bududi da su ¢ i n relativno prosti, vidimo da ¢ generira ciklicku grupu Z/nZ.
Stoga je graf G’ sa skupom vrhova Z/nZ = {0,1,...,n — 1} i bridovima i — j ako je
j =i+ q (mod n) ciklus. Ovaj se graf podudara s grafom G iz zadatka. Zaista, svaki
brid u G je brid u G’ jer je —p = ¢ (mod n). Nadalje, za svaki brid ¢ — j u G’ imamo
ili i + ¢ < n, pa je tada j = i 4+ ¢q tako da je brid i u G ili i 4+ ¢ > n te tada zbog
i1+ q < 2n vrijedi j =14+ q—n =1 — p, pa je ponovno brid i u G.

(b) Mozemo pretpostaviti da p i ¢ nisu 1 jer je inace tvrdnja trivijalna. Neka je najprije
w rije¢ duljine n = p 4+ g — 1. Neka je H neorijentirani graf dobiven iz grafa u (a)
dijelu zadatka uklanjanjem vrha 0 i brisanjem orijentacija bridova. Ako postoji brid
izmedu ¢ 1 7 u H, onda, uzevsi da je i < j, vidimo da je j =i+ qili? = j — p, pa je
a; = a; iz pretpostavke o periodi¢nosti. Kako je H povezan graf, dobivamo da su sva
slova u w ista. Ako je w dulja od n, onda gledajuéi uzastopne faktore od w duljine n,
zaklju¢ujemo da je zbog n > 2, nuzno w potencija jednog slova.

(c) Bez smanjena opéenitosti uzmimo da u nije prazna rije¢. Imamo w = w = su = su,
pa je w prefiks od uw = usu. Zato je uw prefiks od uuw, pa je uuw prefiks od uuuw
itd. Zakljucujemo da je w prefiks od u™ i stoga w ima period |ul.

(d) Pretpostavimo najprije da su obje u i v prave Christoffelove rijeci. Tada je kao u
Zadatku 3, u = amb, v = anb, w = ambanb, gdje su m, n, mban palindromi. U tom
zadatku smo pokazali da se w prikazuje kao produkt dva palindroma w = (ana)(bmb).
Stoga je p = an i w' = nabmb, pa je w'p = nabmban palindrom. Kako w’p ima sufiks
mban koji je palindrom, prema (c) dijelu ovog zadatka slijedi da w’p ima za period
duljinu odgovarajuceg prefiksa, tj. nab, a to je isto kao i duljina od v = anb. Bududéi
da je v pravi sufiks od w, pa stoga i faktor od w’p, zakljucujemo da w’p ima periodski
uzorak v.

Ako u i v nisu obje prave Christoffelove rije¢i, onda je ili w = a"b ili w = ab™ zan € N.
U prvom je slucéaju u = a, v = a'b, w'p = a" 'ba™"! §to ima v kao periodski uzorak,
dok je u drugom slucaju u = ab™ !, v = b, w'p = b" te je opet v periodski uzorak.
Konaéno, ako je |w| > 3, onda je |v| < |[v| 4+ |w| — 2 = |p| + |w'| = |w'p|, pa je period
netrivijalan.

(e) Iz (d) dijela zadatka vidimo da m ima period |v|, a simetri¢no se pokazuje da ima
period |u|. Pozovemo se jos na Korolar 4.11 iz skripte.

. 1z definicije ili koriste¢i Teorem 4.4, dobivamo da je w = (aaabaabaab)(aab) s naznacenom
standardnom faktorizacijom.

U 1. zadatku je niz vertikalnih udaljenosti redom 3, 3,42 3 £ 2 260 1 59

U 2. zadatku je |u| = 10, |[v| =3 iimamo 10-4=3-9=1 (mod 13).

U 3. zadatku je faktorizacija w = (aaa)(baabaabaab).

U 4e. zadatku m = aabaabaabaa ima periode 10 i 3.

Markovljeva trojka pridruzena rijec¢i w je (51641,2012674,13).

Rije¢ w* zadovoljava Markovljevo svojstvo uz parametre K = 3, N = 11.



6. Oznacimo jednadzbu x?+y?+ 22 = kxyz sa (xk). Akoje (z/,y/,2’) € N rjesenje od (xk)
za neki k € N, onda je (kx’, ky', kz') rjesenje od (x1). Gledajué¢i modulo 3, dobivamo
da su sva tri broja djeljivi s 3 te je (ka/’ %y,, %Z/) € N? rjesenje od (*3). Iz Korolara 4.25
u skripti slijedi da su zadnji dobiveni brojevi u parovima relativno prosti, pa mora /k;

dijeliti 3, tj. k& € {1,3}. Takoder vidimo da je pridruzivanje (z/,v',2") (%/, %/, z)
bijekcija izmedu rjesenja od (x1) i rjeSenja od (*3).

7. (Hurwitz, 1907.) Buduéi da rjesenja gledamo u skupu prirodnih brojeva, ocito je
dovoljno promatrati k € N. Slu¢aj n = 2 je vrlo jednostavan. Naime z; mora dijeliti 23
i obratno, pa skra¢ivanjem jednadzbe s kvadratom najveceg zajednickog djelitelja od x;
i x9, vidimo da novo rjesenje moze biti samo (1, 1) sto daje sva rjesenja (1, zs) = (x, x),
x € N za k = 2 dok za ostale £ € N nema rjesenja. U nastavku pretpostavljamo da je
n > 3.

Oznac¢imo jednadzbu a2 + 23 + -+ + 22 = kzyzy- -z, sa (x). Ako je (z1,...,2,)
rjeSenje (x) u N™ onda se, gledajuéi danu jednadzbu kao kvadratnu jednadzbu u zy,
lako vidi da je i (kzy---x, — 1,9, ..., x,) takoder rjesenje u N". Primijetimo da iz
pozitivnosti zs, . .., x, zbog (*) slijedi i pozitivnost nove prve koordinate. Sli¢no dobi-
vamo rjesenja uzevsi umjesto prve ostale koordinate. Nazovimo ta rjesenja susjedima
pocetnog rjeSenja. RjeSenje nazivamo fundamentalnim ako nijedan od njegovih susjeda
nema strogo manju sumu koordinata. Ako rjesenje nije fundamentalno, mozemo se od
njega pomaknuti na neki od susjeda s manjom sumom koordinata. Budud¢i da su te
sume prirodni brojevi, tako iz svakog rjesenja mozemo nakon konac¢no koraka doéi do
nekog fundamentalnog rjesenja.

Iz definicije fundamentalnog rjesenja slijedi da ono zadovoljava kxy---x, — x1 > 1,
tj. kxiwy -+, > 227 te analogno dobivamo da je rjesenje fundamentalno ako i samo

ako je U =a?+ -+ 22 = kryxy- -z, > 227 zasvakii € {1,...,n}.
Neka je sada (z1,...,x,) jedno fundamentalno rjesenje. Bez smanjenja opcéenitosti,
zbog simetrije od (*), moZemo uzeti &1 > x9 > ... > x, > 1. Kako je U — 227 >

U — 222 > 0, sumiranjem po i € {1,...,n} dobivamo nU — 2U > n(U — 2z%) > 0.
Kvadriranjem ove nejednakosti dobivamo (n — 2)2U? > n?(U? — 4Ux? + 4x1), odnosno
nakon sredivanja, (n — 1)U% < n?(U — z3)2?. No, U —2f =22+ -+ 22 < (n — 1)a3,
paje (n — 1)U? < n?(n — V)32, tj. U? < n?zizd ili k%22 22 < n? Bududi da
su svi x; prirodni brojevi, odavde zaklju¢ujemo da je k < n, tj. jednadzba () nema
fundamentalnih, pa ni ikakvih rjesenja za k > n.

Za k = n vidimo da moraju vrijediti jednakosti o =23 =... =z, ix3=... =2, =1,
pa uvrstavanjem u (*) dobivamo x?+n—1 = nx; iz ¢ega je z; = 1iliz; = n—1. Lako se
provjeri da samo prva vrijednost daje fundamentalno rjesenje, pa je jedino (1,1,...,1)

fundamentalno rjesenje, te sva rjeSenja jednadzbe (x) ¢ine strukturu stabla uz gore
opisanu relaciju susjedstva koja odreduje susjedne ¢vorove.



