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U zagreba£koj grkokatoli£koj crkvi svetih �irila i Metoda moºemo razabrati razli£ite
matemati£ke ideje. U ovom £lanku prou£it ¢emo nekoliko zadataka vezanih uz volumene
i udaljenosti u prostoru. Ti su problemi inspirirani onim ²to pronalazimo u navedenoj
crkvi, ali smo situaciju redovito idealizirali, pojednostavnili i dijelom poop¢ili. Takve
modi�kacije donekle smanjuju realisti£nost na²ih modela, ali nam i omogu¢uju primjenu
osnovnih geometrijskih formula i teorema.

1 Volumeni predmeta i ²upljina

Tetrapod ili analoj je £etveronoºni stoli¢ s nako²enom gornjom plohom na koju se polaºe
ikona, tj. slika nekog blagdana ili svetca.

Slika 1: Tetrapod iza kojega je ambon

Tetrapod u grkokatoli£koj konkatedrali moºemo promatrati kao kvadar s kvadratnom
bazom kojemu je odozgo odrezan jedan dio, vidi Sliku 2.

Volumen tetrapoda lako dobijemo tako da od volumena kvadra oduzmemo volumen
uspravne trostrane prizme kojoj je baza pravokutni trokut s katetama a i b2− b1 te visina
na tu bazu a. Dakle, traºeni volumen je

a2b2 −
1

2
a(b2 − b1) a = a2

b1 + b2
2

.
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Slika 2

Brºe smo ovaj rezultat mogli dobiti tako da uzmemo jo² jedan takav tetrapod, okre-
nemo ga naopako i poloºimo na prvo tijelo kao na Slici 3.

Slika 3

U uniji dvaju tijela dobivamo kvadar s bridovima duljina a, a, b1+b2 i traºeni volumen
je polovica volumena toga kvadra.

Zamislimo sada nepravilni tetrapod na Slici 4 kojemu su bo£ni bridovi i dalje okomiti

2



na bazu, ali imaju razli£ite duljine b1, b2, b3, b4. Traºimo da gornja ploha i dalje leºi u
jednoj ravnini tako da se na nju moºe poloºiti ikona. Koliki je volumen takvog tijela?

Slika 4

Presije£emo li dvije paralelne ravnine nekom tre¢om ravninom, dobit ¢emo par paralel-
nih pravaca. Zato su na gornjoj strani promatranog tijela nasuprotne stranice paralelne,
pa je ta strana paralelogram.

Slika 5

Ozna£imo sjeci²te dijagonala tog paralelograma sa S. U paralelogramu se dijagonale
raspolavljaju, pa gledaju¢i srednjicu trapeza s bazama b1 i b3 i srednjicu trapeza s bazama
b2 i b4 (Slika 5) dobivamo da je b1+b3

2
= b2+b4

2
. Sada primijenimo isti trik kao maloprije.

Dano tijelo zajedno sa slikom toga tijela po centralnoj simetriji s obzirom na to£ku S £ini
jedan kvadar s bazom povr²ine a2 i bo£nim bridom duljine b1 + b3 = b2 + b4. Stoga je
volumen nepravilnog tetrapoda jednak 1

2
a2(b1 + b3).

Iza tetrapoda nalazi se ambon (Slika 1). Ovdje su to dvije stube kruºnog tlocrta.
Mjerenjem smo dobili da je svaka od stuba visine 15 cm, promjer gornjeg kruga je 159 cm, a
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gazi²te, tj. dubina donje stube je 33 cm pri £emu je istureni dio gazi²ta stuba zanemaren.
Odredimo najprije ukupni volumen ambona. Ra£unamo ga kao zbroj volumena dvaju
valjaka (Slika 6).

Slika 6

Volumen valjka jednak je umno²ku visine, kvadrata promjera baze i konstante π
4
.

Dobivamo

15 · π
4
·
(
1592 + (159 + 2 · 33)2

)
≈ 894 246.5 cm3.

Koliko najvi²e stuba moºemo dodati na ambon zadrºavaju¢i isti nagib stubi²ta? Koji
je omjer volumena nadodanih stuba i volumena postoje¢eg ambona?

Idu¢a stuba je valjak ²irine 159−2·33 = 93 cm, a ona na njoj je ²irine 93−2·33 = 27 cm.
Stoga moºemo dodati jo² najvi²e dvije stube i omjer volumena novih stuba i starog ambona
je

15 · π
4
(932 + 272)

15 · π
4
(2252 + 1592)

≈ 0.124.

Primijetimo da nam za odgovore na zadnja dva pitanja uop¢e nije bila potrebna to£na
visina stuba, bilo je dovoljno znati da su sve stube iste visine.

Prilikom mjerenja navedenih dimenzija ambona, zamijetili smo jednu zanimljivu £i-
njenicu. Poloºimo li razvu£enu traku metra na donju stubu i privu£emo je skroz do £ela
idu¢e stube, izmjerena ²irina gotovo je potpuno jednaka promjeru gornjeg kruga. Drugim
rije£ima, pogledamo li ambon odozgo kao na Slici 7 lijevo, u ve¢oj kruºnici tetiva koja
ujedno dodiruje manju kruºnicu ima istu duljinu kao promjer te manje kruºnice.

Slika 7

Odmah dobivamo da je trokut istaknut u sredini Slike 7 pravokutan, odnosno kvadrat
upisan velikoj kruºnici, opisan je maloj kruºnici kako vidimo na desnom dijelu iste slike.
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Moºemo to provjeriti i numeri£ki. Omjer promjera je 225
159

= 1.41509 . . ., ²to je vrlo blizu√
2 = 1.41421 . . ., omjeru duljina dijagonale i stranice kvadrata.
Ovo otkri¢e daje nam ideju kako na drugi na£in moºemo nadograditi ambon. Zadrºa-

vaju¢i jednaku visinu stuba, svaku idu¢u upi²emo u kvadrat upisan zadnjoj konstruiranoj
stubi. Tlocrt i nacrt dviju starih i prvih £etiriju novih stuba prikazan je na Slici 8

Slika 8

Promjer n-te nove stube za n = 1, 2, 3 . . . je 159/(
√
2)n, a njihov ukupni volumen je

15 · π
4
· 1592

(1
2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·

)
= 15 · π

4
· 1592 cm3,

tj. jednak je volumenu gornje stube postoje¢eg ambona. Ovdje smo iskoristili da je

1

2
+

1

22
+

1

23
+

1

24
+ · · · = 1

²to odmah slijedi iz £injenice da za svaki prirodan broj n vrijedi

1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n
= 1− 1

2n
.

Dakle, za izgradnju ovakvog stubi²ta u nebo (ili kule babilonske?), prepreka nam sigurno
nije utro²ak materijala.

U blizini ambona nailazimo na stalak za svije¢e prikazan na Slici 9 lijevo.
Posuda s pijeskom u koji se zati£u svije¢e je uspravna osmerostrana prizma visine b/2.

Duljina jedne stranice pravilne osmerokutne baze je b, vidi Sliku 9 desno. Koliko pijeska
moºe stati u tu posudu ako je napunimo ravno do vrha?

Povr²inu pravilnog osmerokuta izra£unat ¢emo tako da ga smjestimo u kvadrat kao
na Slici 10.

Dakle, povr²ina osmerokuta je

(b/
√
2 + b+ b/

√
2)2 − 4 · 1

2
(b/
√
2)2 = b2(1 +

√
2)2 − b2 = 2(1 +

√
2)b2.

Volumen posude je povr²ina baze pomnoºena s visinom, tj. (1 +
√
2)b3.
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Slika 9

Slika 10

�to ako pijesak smijemo usipati i iznad razine ruba posude, ali tako da nagib povr²ine
pijeska prema horizontalnoj ravnini ne bude ve¢i od 30◦ jer ¢e u protivnom do¢i do osipanja
pijeska koji ¢e ispadati iz posude?

U tom slu£aju dobivenom volumenu treba jo² pribrojiti volumen uspravne osmeros-
trane piramide kojoj je baza promatrani osmerokut, a kut izme�u bo£ne strane i baze je
30◦. Situacija je prikazana na Slici 11 na kojoj smo dodatno nazna£ili i izdvojili pravokutni
trokut pomo¢u kojega odre�ujemo visinu piramide.

Jedna kateta u nazna£enom pravokutnom trokutu jednaka je polovici stranice kvadrata
sa Slike 10. Budu¢i da je taj pravokutni trokut polovica jednakostrani£nog trokuta,
odmah dobivamo da je druga njegova kateta duljine 1√

3
b+b
√
2

2
. Stoga je traºeni volumen

osmerostrane piramide jednak

1

3
· 2(1 +

√
2)b2 · 1√

3

b+ b
√
2

2
=

3 + 2
√
2

3
√
3

b3.

Idu¢i problem inspiriran je kasetiranim stropom ulaznog dijela crkve ispod kora. Na
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Slika 11

Slici 12 lijevo je fotogra�ja tog drvenog stropa, a desno je skica u tlocrtu.

Slika 12

Zanima nas koja mora biti ²irina greda u ovisnosti o a tako da je ukupni volumen svih
rupa tri puta ve¢i od volumena svih greda zajedno.

Neka je d ²irina grede. Budu¢i da je visina grede ista kao visina, odnosno dubina
udubljenja u stropu, zaklju£ujemo da je za omjere volumena ta veli£ina nebitna. Zadani
uvjet na omjer volumena rupa i volumena greda bit ¢e ispunjen ako je povr²ina koju
zauzimaju rupe na Slici 12 desno jednaka 3

4
ukupne povr²ine, tj.

3 · 4 · a− 2d

3
·

2
3
a− 4d

4
=

3

4
· a · 2

3
a

(a− 2d)
(1
3
a− 2d

)
=

1

4
a2(2

3
a− 2d

)2
−
(1
3
a
)2

=
1

4
a2(2

3
a− 2d

)2
=
(√13

6
a
)2
.

Dakle,
2

3
a− 2d = −

√
13

6
a ili

2

3
a− 2d =

√
13

6
a.
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Odmah vidimo da prva opcija otpada jer bi bilo 2d > a. Stoga je d =
(
1
3
−
√
13
12

)
a ≈ 0.0329a.

Pogledajmo sada prozor na bo£nom zidu ove crkve.

Slika 13

Na Slici 13 vidimo da su unutra²nji i vanjski otvor rupe u zidu sli£ni likovi koje
dobijemo spajanjem pravokutnika i polukruga. Neka je kao na Slici 14 lijevo s ²irina
unutra²njeg otvora, v visina pravokutnog dijela tog otvora i d debljina zida. Vanjski
otvor sli£an je unutra²njem s koe�cijentom sli£nosti k < 1, pa mu je ²irina ks, a visina
pravokutnog dijela kv. Zanima nas koji volumen zauzima taj prozor, odnosno rupa u
zidu. Drugim rije£ima, da ºelimo potpuno zazidati taj prozor, koliki bi volumen materijala
trebalo utro²iti?

Traºeni volumen dobit ¢emo kao volumen krnjeg sto²ca nepravilne baze, vidi Sliku 14
desno. S te slike iz sli£nosti odgovaraju¢ih trokuta, odmah dobivamo c

c+d
= k iz £ega

je c + d = d
1−k i c = kd

1−k . Ozna£imo s B1 povr²inu unutra²njeg otvora, a s B2 povr²inu
vanjskog otvora. Volumen krnjeg sto²ca dobivamo kao razliku volumena V1 ve¢eg i V2
manjeg sto²ca, odnosno

V1 − V2 =
1

3
(c+ d)B1 −

1

3
cB2

=
1

3

d

1− k
B1 −

1

3

kd

1− k
k2B1

=
1

3

1− k3

1− k
d
(
sv +

1

2

(s
2

)2
π
)

=
1 + k + k2

3
ds
(
v +

π

8
s
)
.

Obrazloºimo jo² za²to smo za volumen nepravilnog sto²ca smjeli koristiti istu formulu
kao za volumen kruºnog sto²ca ili piramide, tj. jednu tre¢inu umno²ka povr²ine baze i
duljine visine na tu bazu. To slijedi iz Cavalierijeva principa koji kaºe:
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Slika 14

Ako se dva geometrijska tijela mogu postaviti na na£in da svaka ravnina pa-
ralelna zadanoj ravnini sije£e tijela tako da presjeci imaju jednake povr²ine,
tada ta dva tijela imaju jednake volumene.

Ilustracija ovog principa za slu£aj jednog sto²ca nepravilne baze i jedne trostrane
piramide dana je na Slici 15.

Slika 15

Razmislite kako biste pristupili analognom problemu u kojemu za unutra²nji i vanjski
otvor prozora nemamo isto smanjivanje u horizontalnom i vertikalnom smjeru, tj. spojiv²i
odgovaraju¢e to£ke, ne dobivamo kao na Slici 13 jednu to£ku presjeka, a dobiveno tijelo
nije stoºac, nego �klin�.

2 Obujam unutra²njosti crkve

Kona£no je do²ao na red izra£un obujma £itave unutra²njosti crkve. Na Slici 16 je donekle
pojednostavljeni crteº crkve, a na Slici 17 prikazani su tlocrt crkve i vertikalni presjek na
mjestu nazna£enom strelicom (ravnina ikonostasa).
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Slika 16

Slika 17

Kao osnovna veli£ina uzeta je ²irina crkve ozna£ena s a. Prema njoj su nazna£ene
i neke od ostalih duljina u skladu sa stvarnim dimenzijama crkve. Nagib stropa, tj.
unutra²njeg dijela krova, pribliºno je 30◦ u odnosu na horizontalnu ravninu. Apsidu u
straºnjem dijelu crkve aproksimirali smo polovicom valjka iznad kojega je £etvrtina kugle.

Na Slici 18 izdvojili smo samo gornji dio presjeka sa Slike 17 desno.

Slika 18
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Tri trokuta istaknuta na Slici 18 su pravokutni trokuti s jednom katetom duljine a
2
i

kutom nasuprot te katete jednakim

1

2
(90◦ + 30◦) =

1

2
(180◦ − 2 · 30◦) = 60◦.

Dakle, hipotenuza im je a√
3
, a druga kateta a

2
√
3
. Ponovimo jo² jednom isti presjek crkve,

ali ovaj puta sa svim udaljenostima nazna£enim na Slici 19.

Slika 19

Rastavimo unutra²njost ove gra�evine na uniju kvadra, trostrane prizme, polovice
valjka i £etvrtine kugle. Dobivamo da je ukupni volumen jednak

2a2
(
a+

a

2
√
3

)
+

1

2
a · a

2
√
3
· 2a+ 1

2

(a
2

)2
π · a+ 1

4
· 4
3

(a
2

)3
π

=
(
2 +

√
3

2
+
π

6

)
a3 ≈ 3.3896a3.

Slika 20
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Ipak, mogli smo apsidu malo bolje modelirati. Na Slici 20 lijevo je prikazana fotogra�ja
svoda apside, a desno ne²to to£niji tlocrt sveti²ta crkve.

Vidimo da umjesto polovice valjka i £etvrtine kugle trebamo uzeti dijelove kojima je
odgovaraju¢i sredi²nji kut jednak 5

8
punog kuta. Zato ¢e nam biti potrebna formula za

volumen kugline kapice koju moºemo i sami brzo izvesti.

Slika 21

Na Slici 21 lijevo je polukugla polumjera r, a desno valjak kojemu su polumjer baze i
visina tako�er r. Iz tog valjka uklonjen je stoºac s istom osi okrenut tako da mu je baza
gornja ploha valjka, a vrh sredi²te donje plohe valjka.

Presije£emo li polukuglu i izdubljeni valjak ravninom na proizvoljnoj visini h, 0 6 h 6
r, dobit ¢emo istu povr²inu presjeka (r2 − h2)π = r2π − h2π. Ve¢ spomenuti Cavalierijev
princip povla£i da su volumeni dijelova ta dva tijela koji leºe iznad bilo koje ravnine
paralelne s bazom nuºno jednaki. Uzmemo li istu ravninu na visini h koja je prikazana
na slici, dobivamo da je volumen njome odre�ene kugline kapice jednak volumenu gornjeg
dijela valjka iz kojega smo uklonili krnji stoºac, odnosno

r2π(r − h)− 1

3
(r2π · r − h2π · h) = π

3
(2r3 − 3r2h+ h3).

Treba nam jo² visina h izraºena preko radijusa r koji je kod nas jednak a
2
.

Slika 22
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Na Slici 22 izdvojili smo relevantni jednakokra£ni trokut s kutom nasuprot osnovice
jednakim 3

8
· 360◦ = 135◦. Iz sli£nosti dvaju pravokutnih trokuta s jednim kutom 22.5◦,

dobivamo

h√
r2 − h2

=

r√
2

r + r√
2(

1 +
1√
2

)2
r2h2 =

1

2
r2(r2 − h2)

(4 + 2
√
2)h2 = r2

h =
r√

4 + 2
√
2
=

√
2−
√
2

2
r ≈ 0.3827r.

Da bismo dobili to£niji volumen apside, trebamo prija²njem volumenu koji smo ra£u-
nali za polovicu valjka i £etvrtinu kugle dodati volumen dijelova valjka i polukugle koji
leºe iznad krivolinijskog �trokuta� nazna£enog na Slici 23.

Slika 23

Povr²inu tog lika dobivamo kao zbroj povr²ina jednakokra£nog trokuta s krakovima
duljine r i kutom me�u njima 135◦ koja je prema Slici 22 jednaka 1

2
r r√

2
i povr²ine kruºnog

isje£ka sa sredi²njim kutom 45◦ koja je 1
8
r2π. Dakle, dodatni volumen dijela valjka je

a
( r2

2
√
2
+
r2π

8

)
=

2
√
2 + π

32
a3 ≈ 0.1866a3.

Za dodatni dio unutar polukugle volumen ra£unamo tako da iz £etvrtine kugle uklo-
nimo polovicu kugline kapice, pa dobivamo

1

4
· 4
3
r3π − 1

2
· π
3
(2r3 − 3r2h+ h3) =

π

6
(3r2h− h3) = π(10 +

√
2)
√

2−
√
2

384
a3 ≈ 0.0715a3

U nastavku ¢emo ponovno koristiti stari model crkve u kojemu je pod sveti²ta polovica
kruga.

3 Najve¢a udaljenost i najkra¢i put

Prije�imo za kraj s problema odre�ivanja volumena na ra£unanje udaljenosti to£aka.
To£nije, zanima nas koji par to£aka u na²em modelu crkve ima najve¢u udaljenost. Pri
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tome uzimamo u obzir to£ke u unutra²njosti i na rubu, tj. na plohama koje tu unutra²njost
ome�uju. Naravno, ovdje i u nastavku zanemarujemo sve prepreke i zanima nas samo
duljina duºine koja spaja odre�eni par to£aka.

Jednostavna, ali korisna pomo¢na tvrdnja kaºe da to£ke A i B ne mogu biti na mak-
simalnoj udaljenosti ako je bar jedna od tih to£aka sadrºana unutar duºine kojoj su oba
kraja u promatranoj crkvi. Naime, ako je kao na Slici 24 to£ka B u unutra²njosti duºine
CD, onda je barem jedan od kutova ∠ABC i ∠ABD ve¢i ili jednak od pravog kuta, pa
je |AC| ili |AD| strogo ve¢e od |AB|.

Slika 24

Kao blagi uvod u na² zadatak, rije²imo najprije poseban slu£aj kada zahtijevamo da
su obje to£ke na podu.

Slika 25

Zbog pomo¢ne tvrdnje, moraju obje to£ke £ija je udaljenost najve¢a mogu¢a biti u
skupu koji se sastoji od dva izdvojena vrha i to£aka polukruºnice podebljanih na Slici 25
lijevo.

Udaljenost dviju to£aka te polukruºnice je najvi²e a. Zbog simetrije je dovoljno pro-
motriti maksimalnu udaljenost to£ke A na Slici 25 desno od to£aka na polukruºnici. Neka
je S sredi²te te polukruºnice, to£ka U sjeci²te pravca AS s polukruºnicom i V bilo koja
druga to£ka polukruºnice. Tada je zbog nejednakosti trokuta

|AV | < |AS|+ |SV | = |AS|+ |SU | = |AU |.

Stoga je maksimalna udaljenost dviju to£aka na podu jednaka√
(2a)2 +

(a
2

)2
+
a

2
=

1 +
√
17

2
a.

Vratimo se sada op¢enitom problemu. Iz pomo¢ne tvrdnje odmah slijedi da to£ke za
koje se postiºe maksimalna udaljenost moraju biti iz skupa V ∪k∪`, gdje smo s k ozna£ili
£etvrtinu sfere, s ` polukruºnicu, a V = {A,A′, B,B′, C,D,D′, E, E ′, F} kao na Slici 26.
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Slika 26

Primijetimo da smo ovdje koristili izvodnice valjka za eliminaciju to£aka na pla²tu
koje ne leºe ni u k ni u `. Na istoj slici ozna£ene su i to£ke P, S, T koje su polovi²ta
odgovaraju¢ih duºina.

Sada za dvije to£ke iz V ∪ k ∪ ` promatramo tri slu£aja.
1. slu£aj Obje to£ke su iz k ∪ `.

Za X, Y iz k je |XY | 6 a. Za X, Y iz ` je tako�er |XY | 6 a. Za X iz k i Y iz ` je

|XY | 6 |TX|+ |TY | = a

2
+ |TD| = 1 +

√
5

2
a ≈ 1.62a.

2. slu£aj Obje to£ke su iz V .
Zbog simetrija s obzirom na simetralne ravnine duºina AA′ i AD moºemo pretpostaviti

da je jedna od to£aka iz skupa {A,B,C}. Budu¢i da je u pravokutnom trokutu kateta
uvijek kra¢a od hipotenuze, dovoljno je ispitati duljine |AE ′|, |AF |, |BD′| = |AE ′|, |BF |,
|CE| = |BF |, |CD| = |AF |:

|AE ′| =

√
(2a)2 + a2 +

(
a+

a

2
√
3

)2
≈ 2.58a,

|AF | =

√
(2a)2 +

(a
2

)2
+
(
a+

a√
3

)2
≈ 2.6a,

|BF | =

√( a√
3

)2
+ (2a)2 ≈ 2.08a.

U ra£unu smo koristili da je trokut BCB′ jednakokra£ni trokut s kutom uz osnovicu 30◦,
pa su mu krakovi duljine a√

3
, a visina na osnovicu a

2
√
3
.

3. slu£aj Jedna to£ka je iz V , a druga iz k ∪ `.
Zbog simetrije s obzirom na simetralnu ravninu duºine AA′, moºemo uzeti da je to£ka

iz V u skupu {A,B,C,D,E, F}. Ravnina DEF odvaja to£ke A,B,C od skupova k i `,
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a pravci AD, BE, CF okomiti su na tu ravninu. Zato je za svaku to£ku X iz k ∪ `

|AX| > |DX|, |BX| > |EX|, |CX| > |FX|.

Dakle, bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da je to£ka iz V u skupu {A,B,C}.
Neka je X po volji to£ka iz `, a Y po volji to£ka iz k. Pomo¢u nejednakosti trokuta i

Pitagorinog teorema pokazujemo da vrijedi

|AX| 6 |AS|+ a

2
=

1 +
√
17

2
a ≈ 2.56a,

|AY | 6 |AT |+ a

2
=

√
(2a)2 + a2 +

(a
2

)2
+
a

2
=

1 +
√
21

2
a ≈ 2.79a,

|BX| < |BS|+ a

2
=

√
(2a)2 +

(
a+

a

2
√
3

)2
+
(a
2

)2
+
a

2
≈ 2.93a,

|BY | < |BT |+ a

2
=

√
(2a)2 +

( a

2
√
3

)2
+
(a
2

)2
+
a

2
≈ 2.58a,

|CY | < |CT |+ a

2
=

√
(2a)2 +

( a√
3

)2
+
a

2
≈ 2.58a,

|PX|
(∗)
6 |PS|+ a

2
=

5

2
a,

|CX| =
√
|CP |2 + |PX|2 =

√(
a+

a√
3

)2
+ |PX|2

(∗)
6

√(
a+

a√
3

)2
+
(5
2
a
)2
≈ 2.96a.

Jednakost u (∗) postiºe se samo za to£ku X koja raspolavlja luk `.
Usporedbom dobivenih ograda, zaklju£ujemo da je najve¢a udaljenost izme�u to£ke

C i polovi²ta luka ` i ta udaljenost iznosi otprilike 2.96a. Nema drugih parova to£aka na
toj udaljenosti.

Zavr²imo ovu pri£u jednim zabavnim problemom. Mrav je u²ao u crkvu na vrata ²to
je to£ka P na Slici 26 i ºeli se popeti do to£ke F na istoj slici. Mrav ne moºe letjeti, ali
moºe hodati po podu, zidovima i svodu. Koji je najkra¢i put kojim mrav treba i¢i i koliko
je taj put dug?

Radi jednostavnosti zapisa, uzmimo ovdje da je a = 1. Razvijmo model crkve kao
mreºu u ravnini pri £emu apsidalni zid i svod zasad zanemarujemo.

Na Slici 27 vidimo dobivenu mreºu. Napomenimo da se ista strana koja ome�uje
unutra²njost crkve moºe na toj slici pojaviti vi²e puta.

Koristimo temeljnu £injenicu da je najkra¢i put izme�u dviju to£aka ravnine duºina
koja spaja te to£ke. Zajedno s nejednako²¢u trokuta, to povla£i da ¢emo najkra¢i put za
mrava dobiti samo u slu£aju kada se njegova putanja preslika na odgovaraju¢em dijelu
na²e mreºe u duºinu. Postoje tri opcije puta kojim mrav moºe i¢i:

(1) prednji zid uklju£uju¢i trokutasti zabat, pa strop,

(2) prednji zid, bo£ni zid, pa strop,

(3) pod, bo£ni zid, pa strop.
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Slika 27

Iako bismo lako mogli egzaktno zapisati duljinu odgovaraju¢e duºine u mreºi u svakom
od ta tri slu£aja, odlu£ili smo naprosto ovu mreºu nacrtati u GeoGebri (u kojoj su nastali
svi crteºi iz ovog £lanka). Tada je lako o£itati da je najkra¢a opcija za mrava ona pod
brojem 3 koju smo ucrtali na Slici 28.

Premda se intuitivno £ini jasnim, obrazloºimo jo², gledaju¢i Sliku 26, za²to se mrav u
svom najkra¢em putu ne¢e doticati zida i svoda apside.

Za proizvoljnu to£ku X polukruºnice ` imamo

|PX|+ |FX| > |PD|+ |FD| =
√

22 +
(1
2

)2
+

√(
1 +

1√
3

)2
+
(1
2

)2
> 3.71,

pa bi bilo koji mravov put koji bi uklju£ivao to£ku iz ` morao biti jo² dulji i zato ne moºe
biti minimalan.

Sli£no, iz mreºe crkve vidimo da je najkra¢i mravov put koji ide od P do donjeg
ruba polukupole k onaj koji zavr²ava u krajevima te polukruºnice i duljine je ve¢e od

min{2.69, 2.5}. No, svaka to£ka te polukruºnice udaljena je od F za
√

(1/
√
3)2 + (1/2)2 >

0.76 i 2.5+0.76 > 3.2, pa opet vidimo da nijedan mravov put minimalne duljine ne moºe
tuda prolaziti.
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Ni to£ke na prednjem rubu polukupole, tj. luku iznad ikonostasa, mrav ne¢e posjetiti.
To najlak²e vidimo tako da pridodamo presjek sa Slike 17 desno na odgovaraju¢a mjesta
u na²oj mreºi na Slici 27.

Slika 28
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