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Ovaj rad zadnji je u nizu ¢lanaka koji se bave matematickim pitanjima inspiriranim
arhitekturom i interijerom konkatedralne crkve svetih Cirila i Metoda u Zagrebu.

Razjasnimo najprije ukratko pojam konkatedrale. Katedrala je glavna crkva jedne
biskupije. Dobila je naziv po biskupskoj stolici — katedri — simbolu biskupove vlasti
i sluzbe naucavanja vjernika. Konkatedrala je crkva koja dijeli status s katedralom, a
najces¢e nastaje kada u biskupiji ima viSe vaznih gradova. U Hrvatskoj su poznate i
konkatedrale u Osijeku i Splitu.

Krizevacka eparhija je katolicka biskupija koja okuplja katolike bizantskog obreda na
podrucju Hrvatske, Bosne i Hercegovine i Slovenije. Sjediste biskupije je u Krizevcima gdje
se nalazi katedrala Presvete Trojice. Na Gornjem gradu u Zagrebu nalazi se konkatedrala
posveéena svetim slavenskim apostolima Cirilu i Metodu. Ova je crkva sagradena tijekom
1885. godine prema nacrtima arhitekta Hermana Bolléa, a vise o njezinoj izgradnji i
obnovama kroz povijest proc¢itajte u diplomskom radu [8|.

Buduéi da ¢emo se u ovom tekstu referirati na prethodne ¢lanke, navedimo redom
naslove svih ¢lanaka u serijalu. Osim c¢asopisa u kojima su objavljeni ili prihvaceni za
objavu, ¢lanci su dostupni i na web stranici autora http://web.math.hr/"pejkovic/

[J] Jedna fotografija poda (Poucak)
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M| Matematika u konkatedrali (Poucak)

Kao $to je objasnjeno u [J]|, poticaj za pisanje tog prvog teksta bio je naizgled nevazan
detalj uo¢en na podu crkve. Nekoliko mjeseci kasnije autor je shvatio da se u motivima
koje nalazimo u crkvi sv. Cirila i Metoda kriju i brojni drugi zanimljivi problemi i ideje.
Odmah je odluceno da u radovima koji ¢e uslijediti pokusamo izbjeé¢i teme koje bi bile
samo efemerno vezane uz konkretnu lokaciju. Evo tek dva od bezbroj primjera problema
koji su matematicki zanimljivi, ali se ne uklapaju u nas$ koncept jer ih je moguce formulirati
i smjestiti u bilo koje okruzenje.

(1) Deset osoba ostavilo je prilikom ulaska u crkvu sv. Cirila i Metoda svoje kigobrane
na stalku. Na koliko nacina ti ljudi mogu pri izlasku uzeti svatko po jedan kiSobran
tako da nitko od njih ne ponese svoj kiSobran?

(2) Nakon napornog probijanja kroz sudionike manifestacije Advent u Zagrebu, uspona
zakréenim Zakmardijevim stubama i preskakivanja raskopanih ulica, sjeo sam da se
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odmorim u grkokatolickoj konkatedrali. Na pamet mi je pala jednadzba 2%+ 7 = 27
i zapitao sam se kako je rijesiti u cijelim brojevima.

S druge strane, ¢injenica da se neke od opisanih likova i struktura moze naci i na broj-
nim drugim mjestima nije predstavljala prepreku za njihovo ukljuc¢ivanje kao motivaciju
u okviru konkatedrale. Iako je crkva sv. Cirila i Metoda nesumnjivo bogata sadrzajima
koji mogu inspirirati ljubitelje matematike, jedan je od osnovnih ciljeva ovih ¢lanaka i
bio pokazati da se zanimljivi, pa ¢ak i iznenadujué¢i problemi mogu uociti svuda oko nas.
Nadamo se da ¢e nastavnike i ucenike kojima su ovi tekstovi namijenjeni, oni potaknuti
da ideje o kojima su poducavali ili ucili u koli primijene i izvan nje. Mozda ¢e neke od
mladih takav poticaj ohrabriti da upoznaju i zavole i onaj znatno veci, vazniji i zanimljiviji
dio matematike gdje su vizualizacije teZe i manje upotrebljive.

U nastavku donosimo neke dodatne ideje i probleme koji dopunjuju one prikazane u
prethodnim ¢lancima. Redovito je dana samo kratka uputa ili skica te poneka referenca.
Tako svaka od ovih toc¢aka moze posluziti kao opis projekta za zainteresirane ucenike.
Neki od zadataka zahtijevaju da sami posjetite crkvu sv. Cirila i Metoda, a ostale je
moguce rjesavati i bez odlaska onamo. Ipak, svakako vam preporucujemo da napravite
jedan takav kratki matematicki izlet.

1. U |F| smo klasificirali tek jedan dio frizova iz crkve sv. Cirila i Metoda. Neke
od ornamenata nismo uvrstili u taj ¢lanak jer smo nasli dovoljno primjera za pojedini
tip friza, ali neke nismo ni primijetili. Primjerice, tek smo kasnije uocili da se pri dnu
tetrapoda (¢iji volumen smo rac¢unali u [S]) nalazi friz tipa VCK za koji smo u [F] pronasli
samo dva primjera u konkatedrali. Na Slici 1 iznad tog friza primijetit ¢ete i friz koji nema

Slika 1

drugih simetrija osim translacijske (ili je tipa K ako zanemarimo neke detalje).

Prodite pazljivije od nas kroz konkatedralu i fotografijom zabiljezite sve uocene frizove.
Imajte na umu da friz mozete prepoznati i u ponavljanjima trodimenzionalnih objekata
poput boc¢nih sjedala ili pak na vitrajima koje mozete dobro promotriti samo kada kroz
njih prodire svjetlo. Sve zabiljezene frizove rasporedite u sedam klasa iz [F|.

2. Za frizove smo u ovoj crkvi pronasli viSestruke primjere svih sedam tipova |F|. Za
razliku od njih, kod “tapeta”, tj. uzoraka koji se ponavljaju u dva smjera u ravnini, u
konkatedrali se moze na¢i samo nekoliko od ukupno 17 mogu¢ih tipova [4].

Ipak, na tapeti poput one sa Slike 2 lijevo koja se nalazi na zidu svetista uocavamo
razlic¢ite tipove frizova. Na Slici 2 desno primje¢ujemo frizove tipa H K (vertikalna pruga),
tipa V' (horizontalna pruga) i tipa (0 (dijagonalna pruga). Koje tipove frizova mozete
pronadi na razli¢itim tapetama u konkatedrali? Mozda vam ¢lanak [9] bude od pomodi.
Naglasimo da je ovdje tapeta matematicki pojam, tj. nema veze s materijalom kojim je
prekriven zid.

3. Na resetki od kovanog 7eljeza izmedu ulaznog prostora i ostatka crkve (Slika 3 lijevo)
uocavamo brojne spirale od kojih su neke vrlo blizu Arhimedovoj spirali. To nije tesko



Slika 2

provjeriti postavljanjem slike Arhimedove spirale preko odgovarajuc¢eg dijela naSe foto-
grafije. O definiciji, svojstvima i nekim primjenama Arhimedove spirale procitajte u |11,
§VIL.2]. Pristupacan opis kako je Arhimed odredio povr§inu omedenu jednim okretom
spirale koja nosi njegovo ime dan je u [1].

Slika 3

U arhitekturi se spiralu cesto dobiva sastavljanjem kruznih lukova pazeé¢i pri tome
da uzastopni lukovi imaju istu tangentu u tockama prijelaza, npr. za crtanje volute na
jonskom kapitelu pogledajte [6, §5|. Na slican nacin sastavljaju se i ovali poput onoga koji
prepoznajemo u gornjem rubu ulaznog kaveza (Slika 3 desno). O matematickim aspektima,
ovala u arhitekturi ¢itajte u [6, §§2,5] gdje su detaljnije prikazani tlocrti Koloseja i Trga



sv. Petra u Rimu.

4. Promotrimo detalj s vitraja u bifori ispod rozete (Slika 4 lijevo). Mala kruznica
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Slika 4

dodiruje po ¢etiri preklapajuca kruga u kojima se nalaze po Cetiri okrugla cvijeta. Uzmimo
da je polumjer preklapajuc¢ih krugova jednak 1. Koliki su polumjeri malih kruZnica,
odnosno okruglih cvjetova ako pretpostavimo da su svi ti kruziéi istog polumjera?

Na skici sa Slike 4 desno oznacili smo trazeni polumjer r i uveli pomoé¢nu duljinu
d (polovica udaljenosti sredista dvaju preklopljenih krugova). Iz uvjeta dodira malih
kruznica s preklapaju¢im kruZnicama i pravcima medu njima (potencijalama) te dodira
malih kruznica medusobno, dobivamo sljedec¢i sustav

(d—r)?+r*=(1-r)?
d>+1=(14+7)>

Pokazite da iz tog sustava nakon zamjene x = 2r slijedi
3 +32° —4x+1=0.

Odmabh se provjeri da ju —11i 1 ne zadovoljavaju, pa ova jednadzba nema racionalnih rjese-
nja. Iskoristite Teorem o konstruktibilnosti rjeSenja kubne jednadzbe iz [Kr| da zakljucite
kako se x, pa ni r, ne moze konstruirati samo ravnalom i Sestarom.

Odredite numerickom metodom priblizna rjeSenja navedene jednadzbe. Jedno od njih
mozete odmah eliminirati jer je negativno, a za druga dva nacrtajte sliku u programu
poput GeoGebre. Zakljucite da samo jedno rjeSenje odgovara rasporedu sa Slike 4, a za
drugo kruzi¢i dodiruju preklapajuce kruznice u skrivenim lukovima.

5. Pogledajmo na Slici 5 lijevo pojednostavljeni prikaz rozete koji smo koristili u [Kr| i
dijelom u |[R]. Primijenimo li inverziju s obzirom na iscrtkanu kruznicu, dobivamo kon-
figuraciju na istoj slici desno. Sto se dogada na desnom dijelu slike ako rotiramo male
kruznice na lijevoj strani oko sredista S velike kruznice?

Ovo je ilustracija posebnog slucaja Steinerova porizma koji opéenito kaze

Neka se kruznice k, i k, ne sijeku. Ako postoji niz kruznica cy,co,...,c,
takav da kruznica ¢; dodiruje ky, k,, ¢;_1, ¢;y1 za svaki ¢ (uzimamo ¢y = ¢,
Cni1 = 1), tada takav niz postoji za svaki izbor pocetne kruznice ¢; koja
dodiruje k, i k,.



Slika 5

Tvrdnja je oc¢ita kada su k, i k, koncentri¢ne kruznice, a da bi na taj slucaj sveli opc¢enitu
tvrdnju, treba pronaci inverziju koja ¢e preslikati k£, i k£, u koncentri¢ne kruznice. To je
uvijek moguée, a evo vrlo Sturih koraka dokaza.

Dvije kruznice su ortogonalne ako im tangente povucene u sjeciStu zatvaraju pravi kut.
Pokazite da se ortogonalnost ¢uva pri inverziji. Pokazite da sredista kruznica ortogonalnih
na dvije nekoncentri¢ne kruznice leZe na jednom pravcu (potencijali). Neka je O sjeciste
nekih dviju kruznica koje su obje ortogonalne na dvije dane kruznice k, i k,. Primijenite
inverziju sa sredistem u O.




6. Na Slici 6 vidimo bogato ukraSeni luster (polijelej) koji se nalazi u grkokatolickoj
konkatedrali.
U trodimenzionalnom prostoru definiramo inverziju s obzirom na sferu analogno defi-
niciji inverzije u ravnini s obzirom na kruznicu. Proucite svojstva tog preslikavanja.
Modelirajte polijelej pomoc¢u duzina, kruznih lukova i (dijelova) sfera. Odredite u §to
se ti skupovi preslikavaju pri prostornoj inverziji s obzirom na veliku sferu ¢ija je donja
polovica odredena zakrivljenim Sipkama s kuglicama i kovanom trakom duz “ekvatora”.

7. Boc¢ni vitraj na Slici 7 lijevo promatramo kao lik sastavljen od pravokutnika i polu-
kruga.

~+—— 7 promjera —

Slika 7

Pomocu kvadratne mreze na vitraju i vidljivih dijagonala donjeg stakla zakljucite da su
srednje i donje staklo priblizno kvadrati ¢ija je stranica oko 8 puta veé¢a od promjera malih
krugova u borduri vitraja. To nam za polukrug na vrhu prozora daje konfiguraciju kao na
Slici 7 desno. Pokazite da tako dobivamo aproksimaciju % =3.1428 ... za ™ = 3.1415. ..
koju je izveo jo§ Arhimed. Metoda kojom je dosao do ocjena za 7 opisana je u [2].

Ova je aproksimacija omjera opsega i promjera kruga vrlo dobra $to uocavamo i iz
veriznog razlomka 7 = [3,7,15,1,292,1,1,...] kojemu je 3 + % jedna od konvergenti.
Jos bolju racionalnu aproksimaciju dobivamo odrezemo li razvoj prije velikog parcijalnog
kvocijenta 292, tj. za [3,7,15,1] = 322 Za razliku od razvoja u verizni razlomak broja V2
kojim smo se bavili u [J] i opcenitije veriznih razlomaka kvadratnih korijena racionalnih
brojeva [5, §8.6], razvoj broja m puno je slozeniji i ne pokazuje neke uoéljive pravilnosti.

8. Pri ra¢unanju volumena stube ambona u [S] zanemarili smo izboceni dio stube koji
najbolje mozemo opisati kao vanjski dio tijela omedenog torusom. Preciznije, to je tijelo
dobiveno rotacijom polukruga oko pravca paralelnog promjeru tog polukruga (Slika 8).

Kod odredivanja volumena toga tijela mozete primijeniti Guldinovo (ili Pappusovo)
pravilo:

Obujam tijela nastalog rotacijom ravninskog lika oko pravca koji lezi u isto]
ravnini i ne prolazi unutrasnjim tockama toga lika jednak je umnosku povrsine
lika i opsega kruznice po kojoj se giba teziste lika pri toj rotaciji.



Slika 8

Najprije odredite polozaj tezista polukruga tako da stavite udaljenost pravca od polukruga
d = 0. Dobit ¢ete kuglu ¢iji volumen smo izveli u [S| koriste¢i Cavalierijev princip.
Zatim pomoc¢u Guldinova pravila odredite volumen za proizvoljni d. U konkatedrali je
d =795 cmir =3 cm. Usporedite dobiveni volumen s volumenom gornje stube iz [S|
kojoj to izbocenje pripada.

Postoji i slicno Guldinovo pravilo za oploSje pomocu kojega mozete izra¢unati oplosje
ambona.

9. Odredite polumjer najmanje sfere koja obuhvaca unutrasnjost crkve. Za nas model
crkve u [S] smo dobili da je najveca udaljenost dviju to¢aka u unutrasnjosti < 2.96 a, gdje
V6

Je a Sirina crkve. Jungov teorem povlaci da je trazeni polumjer < 2.96 a - *>, ali mozemo

li u ovom konkretnom sluc¢aju dobiti bolju ogradu?

10. Na zidovima crkve mozemo nac¢i barem tri ornamenta koji predstavljaju savijene

trake (Slika 9).

Za svaki od njih odredite kolika bi bila duljina “razmotane” trake u odnosu na duljinu
ornamenta. Koji udio vidljive povrsine pripada jednoj, a koji drugoj strani trake?

Za trake na zidu svetista koje okruzuju nekoliko pravokutnika procijenite na osnovi
broja preklopa istovrsnih traka koji su omjeri povrsina te opsega tih pravokutnika.

11. Na Slici 10 prikazan je pojednostavljeni graf pozicija u crkvi uz pomocéne oznake i
nazive dodane radi razumljivosti crteza. Ako je s jednog mjesta moguce direktno doéi
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na drugo, takvi vrhovi grafa povezani su bridom. Numerirajte sve vrhove i zabiljezite
Setnje po grafu koje tijekom jedne liturgije naprave svecenici, dakoni, ministranti i obi¢ni
vjernici.

TETRAPOD
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Slika 10

® ULICA

12. Centralni sag imao je kljuénu ulogu u tre¢em dijelu ¢lanka [J|, a jedan od frizova
s njega klasificiran je u [F], ali nakon incidenta sa Zeravicom iz kadionice, dani su mu
odbrojeni.

Slika 11

Na sredisnjem dijelu saga prepoznajemo mrezu kao na Slici 11 u kojoj mali sukladni
rombovi imaju jedan kut mjere 60° i stranicu duljine 1. Izvedite modificiranu Pickovu
formulu za povr§inu mnogokuta s vrhovima u ¢vorovima te mreze [10, Theorem 2|. Pri-
mjenom te formule dajte alternativno rjesenje dijela 2. zadatka za 8. razred sa Zupanijskog
natjecanja iz matematike 2022. godine u kojemu je trebalo izracunati povrsinu iscrtkanog
¢etverokuta na Slici 11.

Ako prilikom posjeta konkatedrali zateknete isti sag, pokuSajte procijeniti povrSinu
najmanjeg poligona koji treba izrezati kako bi se uklonilo nagoreno podrudje.



13. S obje strane uz ikonostas uoc¢avamo dekorativni kvadrat i pravokutnik. Koje ge-
ometrijske transformacije preslikavaju rub (unutrasnjost) kvadrata u rub (unutrasnjost)
pravokutnika?

Bo¢ni prozor i pod crkve sli¢ni su likovi dobiveni sastavljanjem dva kvadrata u je-
dan pravokutnik kojemu je nad kra¢om stranicom nadodan polukrug. Koje geometrijske
transformacije preslikavaju bo¢ni prozor u pod crkve?

Opisite trazena preslikavanja kao kompozicije poznatih preslikavanja (izometrije, ho-
motetije, projekcije,...) te ih zapiSite algebarski nakon uvodenja odgovarajuceg koordi-
natnog sustava.

14. Pokazite kako dekoracije na prednjoj strani luka iznad ikonostasa dobiti iz dekoriranog
pravokutnika primjenom kompleksne eksponencijalne funkcije [7].

15. Svod apside u [S| smo opisali kao dio sfere. Rebra svoda zaista mozemo aproksimirati
¢etvrtinama kruznica, no izmedu njih nalaze se plohe koje nisu dio sfere. OpiSite te plohe
jezikom analiticke geometrije.

16. Ilako oslik iznad bo¢nog prozora i rozete ima samo dekorativnu ulogu, naglasava-
njem klinastih blokova luka upuc¢uje nas kako se luk moze rasc¢laniti radi staticke analize.
Ravnoteza sila razmatra se za svaki pojedini segment luka, $to je jasno i pristupacno
objasnjeno u knjizi [6, §6].

17. Poplocani dio poda crkve spominjali smo u [J|, a pojedine bordure u [F|, no veliki
dio poda prekriven je teracom koji nema ocitih pravilnosti. Ipak, mozemo se zapitati
jesu li kamencic¢i u svakoj od boja ravnomjerno rasporedeni po ¢itavoj povrsini poda ili
postoje lokalne nakupine. Statisticki gledano, to se moze provjeriti uzorkovanjem, odnosno
brojanjem kamenci¢a unutar okvira (npr. 30 x 30 cm) na nasumi¢no odabranim mjestima,
[13]. Dobivene podatke moZemo analizirati x*-testom kako bismo utvrdili jesu li udjeli
boja i broj kamenci¢a pojedine boje statisti¢ki ujednaceni na ¢itavoj povrsini poda.

18. U zagrebackom nadbiskupijskom arhivu (preciznije vidi u [Ko|) nalazi se vrlo lijepa
slika nacrta i bokocrta kivota (ovdje svetohranista) u stvarnoj veli¢ini. PotraZite tu sliku i
proucite pitanja o kivotu vezana uz frizove, podjelu kuta na jednake dijelove te udaljenosti,
povrsine i volumene.

19. Za otvaranje i zatvaranje prozora u konkatedrali su postavljeni mehanizmi koji pre-
tvaraju kruzno gibanje (okretanje rucke) u priblizno pravocrtno (vertikalno pomicanje
Sipke) i obratno (otvaranje prozora). Modelirajte takav mehanizam u programu poput
GeoGebre i proudite nacine kako se kroz povijest pretvaralo kruzno u pravocrtno gibanje
[12], |3, §2].

Na kraju donosimo nekoliko kratkih i jednostavnih zadataka za najmlade.

e Nadite razlike lijeve i desne strane crkve i pokusajte objasniti zasto na tim mjestima
crkva nije zrcalno simetri¢na.

e Prebrojite na koliko se mjesta u crkvi pojavljuju likovi Isusa Krista, Bogorodice i
Duha Svetog (u obli¢ju goluba).

e Prebrojite koliko puta se tijekom jedne liturgije ¢uje zaziv “Gospodi, pomiluj!”

e Odjel za bogostovlje i nastavu Zemaljske vlade kojemu je biskup Hranilovié¢ poslao
na odobrenje nacrt ikonostasa odgovorio je da zbog cijene treba pojednostaviti iko-
nostas tako da sadrzi samo 19 slika [8]. Biskup ih je ipak uvjerio da je najvazniji
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dio uredenja crkve istocnog obreda upravo ikonostas koji je zato izraden po origi-
nalnom planu. Koliko je danas viSe slika na ikonostasu nego u prijedlogu Odjela za
bogostovlje?

Zahvaljujem zZupniku o. Nenadu Krajaci¢u koji mi je omogucio fotografiranje unu-
trasnjosti crkve.
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